y

Sx+ Ax)

S

(@)

Derivata di una funzione

Rapporto incrementale e significato geometrico

Sia x,€(a, b): x,+h €(a, b)

Si definisce Rapporto incrementale

Sgth) o e !
v { |
R ;

ﬂz f(xo+h)_f(xo) —
Ax h

1gp
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Derivata di una funzione

Rapporto incrementale e significato geometrico

Sia p l'angolo che la retta v forma con l'asse delle x,
considerando il triangolo ABC possiamo scrivere

fO+h) = f(xo) = tg(B)xo + h — x0)]

Af

Ossia: Soegth) {

A

Sixo)

oy = L0t /) Y

p

a ¢}

|
'
X0

| —

Ax=h

xpth

b

Derivata di una funzione

Rapporto incrementale e significato geometrico

=

r

v B ICRIRS (6
E il coefficiente angolare della retta r passante per AB
Per cui
Sfixgth) -
tg(B) =m Y3
fixg &

—
X5 i xgth
Ax=h

Ossia tgp e il coeff. Angolare della retta secante per AB

b
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Derivata di una funzione

Derivata e significato geometrico

Def. Sia f: (a,b)—>R, si definisce derivata di f nel punto

xy€(a,b) il numero, se 3 finito,:

) -l =15

dy

s T 9Df(x0)’ Dy (xO)

: : a
S x0), ¥ (xg) s —o

Xo X0

Derivata di una funzione

Derivata e significato geometrico

Quando h—0 il punto B si sposta sulla curva avvicinandosi
ad A, la retta r diventa tangente alla curva in A e si ha:

lim Sl + h;l_ fx,)

= flx,)=1ga

h—0

coeff. angolare di t
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Derivata di una funzione

Derivata e significato geometrico

Equazione della retta tangente al grafico di f(x) nel puiéto di
ascissa x,.

y=f"(x)(x=x0)+ f(x,) Y

Infatti tra tutte le rette del fascio proprio
passanti per A(x, flx,)) di eq.

retta

tangente \

y=f(x)=m(x—x,)

per m= f ’(xo) % ) v
si ottiene [’equazione di t / X

Derivata di una funzione

Derivata prima e derivabilita in un intervallo chiuso

Se f'(x) e definita Vx € (a,b), allora f(x)é derivabile in
(a,b) e risulta definita la funzione f':(a,b) » R, detta

derivata prima di f (x).

Una funzione f(x) si dice derivabile in [a, b] se & derivabile Vx €
(a, b), ammette derivata destra in x = a(indicata con ', (a))

e ammette derivata sinistra in x = b(indicata con f'_(b))




Derivata di una funzione

Definizione

Derivata destra:

I fxo+h) = f(xo)
im

i o1 A = f’+(xo)
Derivata sinistra:
[+ h)—f(xo)
L n =f-0)

Se ', (xy) = f'_(xy), allora f& derivabile in x,.

Derivata di una funzione

Teorema - Continuita e derivabilita

Sia f: (a,b) — R.Se fé derivabile in x, € (a, b), allora f &
continua in x.

Dimostrazione
Siah # 0 con xg,xy, + h € (a, b):

: _(f(xo+h) — f(xo) ,
}ll_r)rcl)[f(x0+h)—f(x0)]=}lll_r)r(l)< : n : “h=f"(x)-0=0
Da cui: }lir% f(xo+h) = f(xg)

Che esprime la continuita di f in x,

Quindi: |derivabiliti = continuita]
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Derivata di una funzione

Continuita e derivabilita

Non e vero il viceversa

Es. y=|x| e continua ma non e derivabile in x=0.

x x20 ' ‘x‘ {1
y=—=

x>0
Infatti y=l= —x x<0 €

Fi(0)=1=f(0)=-1

Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita
Se f.(x,)# f(x,) ealmenouna3 finita
X, si dice punto angoloso, in quanto le rette tangenti

alla f(x) nel punto di ascissa x, formano un angolo.

Es.
J)= |x|

L) =1=7(0)=-1
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Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita

Punto angoloso

Sxp)

Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita
Se  fu(x) #f(x))  sono oo

X, si dice punto cuspide; la retta tangente alla f(x) nel

punto di ascissa x, e verticale.
N
S I A B B O
x X




Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita

Se f.(x,) = f-(x) =20 sono o
X, Si dice punto di flesso a tangente verticale; la retta

tangente alla f(x) nel punto di ascissa x, e verticale.

A

Y [1(%0) = () =+

//

Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita

\ 4

Es. y= %

' / £1(0) = £(0) = +o0
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Es.

15
f
1
05
] 15 1 05 0 [

Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita

Y=

£10) ==
£1(0) =+

Derivata di una funzione

D(x")=n-x""
D(log, x) = lloga e
X
D(@*)=a"Ina
D(sinx) =cosx

D(cosx) =—sinx

Derivata delle funzioni elementari

D(k)=0

D(Inx) = 1
X

D(e*)=¢e"

D(tgx) = =1+1g°x

cos’ x
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Derivata di una funzione

Derivata delle funzioni trigonometriche inverse

1

1—x*

D(arcsin x) =

1

1—x

D(arccos x) = — -

D(arctgx) = o

Derivata di una funzione

Esercizio
Utilizzando la definizione calcolare la derivata di

1)  fx)=k
f'(x)=lim

h—0

f(x+h)_f(x):]imﬂ:()
h =

2 fix)=e

£'(x) = lim

fEER=f(6) e =1 _
h h

h—0

21/10/2026
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Derivata di una funzione

3 f(x) =Inx

flx+h)—f(x) ~ In(x+h)—Inx
A = lim =

fia) = ilg% h—0 h

h . . .
(Nota: ponendo t = — per h - 0sihat — 0, siriconduce al limite notevole

t—-0 t

Derivata di una funzione

4 f(x) = cosx

f(x+h)—f(x) . cos(x+h)—cosx
=1 =
h h—0 h

f'G) = lim

y cosx cosh —sinx sinh — cos x

h—-0 h
_ (cosh—-1) sinh
= lim |cosx - ————— —sinx - =
h—-0 h h
=cosx:-0—sinx-1=—sinx

21/10/2026
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Derivata di una funzione

5 f(x) =sinx

fx+h)—f(x) _ sin(x+h)—sinx
A = lim =

[ =i A B

sinx cosh + sin hcosx — sinx

= Jim h -
_ i _ cosh—1 sinh|
—hl_r)r(l) smx-T+cosx- 5 =

=sinx-0+4+cosx-1=cosx

Derivata di una funzione

5 f(x) =x"
n
(x + )™ — x™ x™ [(1"'%) _1]
f160 = iy = ——
. n
L
X X n-1
= lim =—n=nx
h—0 h X
&)

21/10/2026
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Derivata di una funzione

Algebra delle derivate

Se fe g sono derivabili in x, allora sono derivabili in x
anche la somma, la differenza, il prodotto, il quoziente
(con il denominatore #0) e si ha:

a) (ftg)=r"1g'
b) (g =fg+fg

!

0 (1q::f“g2f¢f

, g#0
g g

Derivata di una funzione

Algebra delle derivate
Dimostriamo (f-g)' =f-g+f-g

fOct g+ h) —f(@g) _
h

i/ X TRgx+ M £ f(x)g(x+h)— f(X)g(x) _

o EHM )= @] | fg(r+h) - g()]

h—0 h h—0 h

N, =}gg

21/10/2026
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Derivata di una funzione

Algebra delle derivate
Per ipotesi f e g sono derivabili, quindi continue in x,
percio:

limg(x +h) = g(x),

(f-8)f =...= (D) + f(x)g'(x)

Derivata di una funzione

Algebra delle derivate

Dimostriamo la c)

, f(x+h) f(x)
f\ _ imd&th 9 _fx+h)gx) - f)gx+h)
g) h-0 h B glx+h)gx)-h B

_flx+h)gx) - fgx+h) £ f)gx) < }é%gi)“”(g°)“°'g°
- g+ h)g(x) -h =

[(FGx+h) = f)]g() — fF[gx + h) — g(x)]
gx+h)g(x)-h

21/10/2026
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Derivata di una funzione

Algebra delle derivate

Dimostriamo la c)

F(x) g'(x)

[(fx+h) = f)lg(x) _ fOlglx+h) — g(x)]
_ h _~ ~_h

- g(x +h)g(x)

_ frx)g(x) — fx)g'(x) _ f'x)gx) - fx)g'(x)
g(x +h)g(x) [g(x)]?

N

‘ In quanto per Uipotesi di continuita di g(x)di ha che g(x + h) = g(x) ‘

Derivata di una funzione

Esercizio.

1) Calcolare la derivata di f(x)=sinxIlnx
f'(x)=cosxInx+ St
X

2)Scrivere [’equazione della retta tangente alla curva di eq

f(x)=2e'\/x nel punto di ascissa x=1

"(xX)=2e'Nx+2 e
/) Wr
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Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione composta

Sia g(x) una funzione derivabile in x, e se f(x) é una
funzione derivabile nel punto g(x), allora la funzione

composta f(g(x)) e derivabile in x, e si ha:

[/ (gG]' = f'(g(x))- &'(x)

Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione composta
Dimostrazione
Seg(x+h) #g(x)perh—-0
Consideriamo il rapporto incrementale della funzione composta

(fo9) =f(g():
lim flgx+m) - flg()

h—0 h

Moltiplicando e dividendo per g(x + h) — g(x) # 0:

i (fla@+m) — fgl)) g +h) —g()
h—0 glx+h)—gx) h

21/10/2026
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Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione composta

Dimostrazione

Ponendo k = g(x + h) — g(x), per la continuita di g(x) si ha che
k — 0 quando h — 0.

Il limite si spezza nel prodotto dei due limiti:

_ (hm flg() + k) - f(g(x))> . ( gl +h) - g(x)>

k-0 k }ll_r’% h

=f'(g(x) - g' )

Derivata di una funzione

Esercizio.

1) Calcolare la derivata di f(x) = In(sinx).

COoSX
f'(x)= i cotgx

2) Calcolare la derivata di f'(x) = eV2xi+x

6x% +1

"(x) — gV2x3+x
4 2V2x3 + x

21/10/2026
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Derivata di una funzione

Esercizio.

3)Calcolare la derivata di  f(x) =sin(Inx).

cos(In x)

f'(x)=

Derivata di una funzione

Esercizio.
Scrivere [’equazione della retta tangente alla curva di
equazione f(x)=(xe’* =1)" nel punto di ascissa x=0
Eq. retta tang. a fix) inx=x,: y=f"(x)x—-x)+ f(x,)
Per noi x,=0
f'(x)=3(xe” 1)’ (e” +2xe”) = f'(0)=3
f(0)=-1

Quindi I’equazionee: y=3x-1

21/10/2026
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Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione inversa

Sia f(x) una funzione continua e strettamente monotona
in [a,b]. Se f e derivabile in x,e(a,b) e se fix) # 0, allora
anche la funzione inversa [ é derivabile nel punto

vo=f(x,y), e la derivata vale:

L/ ()] :f'(xo)

Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione inversa
Dimostrazione. Si ha
) 4 £101
Vo+rk=fx,+h) xgth=f"(y,+k) —
k —h
Yo=Axp) xo=f(¥p)
h X X
Xo xpth Yo =fxg)  York=fxoth)
\—Y—/
Se k—>0 anche h—0 k
in quanto f! é continua

21/10/2026
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Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione inversa
Si ha
ot k) =) _ h 1
k SO+ =1G) " ()
v
Vo+k=fx,+h) -
k
Yo=Axy)
Se k—>0 anche h—0 h X
in quanto f! é continua - o g

Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione inversa

Esercizio. Utilizzando il teorema di derivazione della

funzione inversa, dimostrare che:

1
i

x=arcsen(y) e la funzione inversa di y=sen(x)

Dlarcsin(y)] =

quest'ultima e invertibile per xe [— % ; %]

21/10/2026
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Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione inversa

Applichiamo il teorema della funzione inversa,

7t =

f'()

[arcsen(y)]’ =

11
[sen(x)]’  cos(x)

Ma sappiamo che: cosx = /1 — sen?x

1 1
[arcsen(y)]’ = =
V1 —sen?x ,/1—y?2

Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione inversa

Utilizzando il teorema di derivazione della funzione inversa, di
mostrare che D[e”] = e¥

Per x > 0, la funzione f(x) = In x & strettamente crescente e
derivabile, con:

1
f'(x)=;

Siay = Inx, la cuifunzione inversaé x = f~1(y) = e¥
per il teorema della derivata della funzione inversa si ha:

1 1
(F ;) = o) = (e¥)’ =T=x

Poiché x = e, risulta: (e¥)' = e¥

=

21/10/2026
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Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione inversa
Utilizzando il teorema di derivazione della funzione inversa,

dimostrare che 1

1+ x2
Sia f(x) = tgx, definita nell'intervallo x € (—%,g)

(arctgx)’ =

La sua funzione inversa é:
x = f71(y) = arctgy

Per il teorema della derivata della funzione inversa si ha:
1
) =4
00 =75

Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione inversa
La derivata della funzione trigonometrica e:
fl(x) =1+1tg%x

Sostituendo |'espressione della derivata e tenendo conto che tgx =

y:

1 1
t I = =
(arctgy) 1+tg?2x 1+ y?

Passando alla variabile indipendente usuale x, si conclude che:

tgx) =
(arctgx) T2

21/10/2026
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