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Funzioni continue
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Funzioni continue

Definizione
Una funzione f(x)si dice continua in x, se:

lim, £() = lim_f(x) = f(xo)

che equivale a dire che esiste il limite per x = xy e questo
coincide con il valore assunto dalla funzione nel punto,
cioé:

lim f() = f0) (€= f(xo)

Ossia: Ve >0, 35.,>0: |f(x) —f(xy)|<e VxE
I(xO)a)
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Funzioni continue

Discontinuita

a) Discontinuita eliminabile

Una funzione presenta una discontinuita eliminabile in x, se il
limite per x — xy esiste finito ma é diverso dal valore assunto
dalla funzione nel punto (o se la funzione non é definita in x;):
Ossia se:

lim f(x) =4, xlir}rcl_ f(x) =4, conty#4L,# f(x)
—Xo

XX

In questo caso si puo definire la funzione ausiliaria f(x)
z f(x) x#xo
flx) = { p _
X = Xp
f(x) é stata prolungata per continuita — ridefinita per continuita
attraverso f(x).
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Esempio di discontinuita eliminabile

f(x):—se”(x) x#0
X
B sen(x) "
o=« *7°
1 x=0
S e
N N
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b) Discontinuita di prima specie (salto)

Una funzione presenta una discontinuita di prima specie in xq se i
limiti destro e sinistro esistono finiti ma sono diversi tra loro:
lim f(X):‘gl, llm_f(x)=1€2 con €1¢1€2 (#1,326112{)
x-xg X=X
v
4,,

34+
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Esempio di discontinuita di prima specie

X
y=%, C.E:x € R\ {0} A
x| x| :
lim —=1%* lim —= -1
x-0t X x=0" X ]
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c) Discontinuita di seconda specie

Una funzione presenta una discontinuita di seconda
specie in xq se almeno uno dei due limiti (destro o
sinistro) non esiste oppure € infinito (o):

lim f(x) oppure lim f(x) non esiste o € oo
x—>x6" X=X

Funzioni continue

c) Discontinuita di seconda specie

Esempio:
! 1
=———+—, COnXy=
y (x — 1)2 0
In questo caso
1

lim 400

o1 (x— 12

x = 1 asintoto verticale ‘/
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¢) Discontinuita di seconda specie

Esempio:
1
y = e;

Dominio: x € R\ {0}

1
lim ex = [et*] = +o0
x-0t

1
limex =[e™®] =0
x—0~
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Esercizio
Dire se e continua in x = 0 la funzione cosi definita

1_ erln\x| X # O
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Funzioni continue

Esercizio
Dire per quali valori di k é continua la funzione cosi
definita
I-x* x>0
f(x)=
x+2k x<0
11
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Esercizio
Dire per quali valori di k la funzione f(x) é continua in x=1

2Inx x#1
S(xX)=9 x-1
k x=1
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Continuita della funzione composta

Siano:

* g definita almeno in un intorno di X e continua in Xy,

* f definita almeno in un intorno di yo = g(x¢) €
continua in yg.

Allora la funzione f(g(x)) é definita almeno in un

intorno di xo ed € continua in xy e si ha:

lim £ (g(x) = £(9(x0)))
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Proprieta generali delle funzioni continue

* Le funzioni elementari sono continue nel loro campo
di definizione,

* Somma, prodotto, quoziente (con denominatore
diverso da zero) di funzioni continue danno funzioni
continue,

» La composizione di funzioni continue é una funzione
continua

Il limite si calcola sostituendo x, nell’espressione
analitica della funzione.
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Esercizio

Calcolare il limite |lim————
=l x* +3x—4

3
X —X
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Teorema della permanenza del segno

Sia f(x) definita almeno in un intorno di x, e continua in

X,
Se fixy)>0allora 36 >0: f(x)>0 ‘v’xe(xo—5,x0+§).

NOTA:

1l teorema vale anche per
funzioni che non sono continue
in x,, in questo caso anziché
fx,) si considera /.
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Teorema degli zeri

Ipotesi:

* Sia f(x)una funzione continua nell'intervallo chiuso e limitato
[a, b].

* Il prodotto dei valori assunti agli estremi dell'intervallo é
negativo, ovvero f(a) - f(b) < 0(il che significa che la funzione
assume segni opposti agli estremi).

Tesi:
* Esiste almeno un punto x, appartenente all'intervallo aperto
(a,b) tale che f(xy) = 0.

Nota sull'unicita: Se la funzione fé anche strettamente monotona
(ovvero sempre crescente o sempre decrescente) nell'intervallo [a, b],
allora lo zero xyé unico.
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Funzioni continue: Teoremi

Teorema dell esistenza dei valori intermedi
(conseguenza del teorema degli zeri)

Una funzione f(x) continua in [a,b] assume tutti i valori

compresi tra f(a) ed f(b).

18
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Teorema di Weierstrass (sul massimo e minimo)

Ipotesi: Sia f(x)una funzione continua nell'intervallo chiuso
e limitato [a, b].

Tesi: La funzione assume massimo e minimo assoluto in
[a, b], ovvero:

3x1,x; € [a,b]: f(x1) < f(X)f(x2), Vx € [a,b]
dove:
m = f(xq) é il minimo assoluto di f(x)in [a, b];

M = f(x;) é il massimo assoluto di f(x)in [a, b].
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Una funzione f(x) continua in [a,b] assume tutti i valori
compresi tra il minimo(m) e il massimo (M)
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Funzioni continue: Teoremi

Es.
y=e"! x€[0,1] 1
maxe ' =1

[0.1]

A |
mine* ==
[0,1] e

054
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Funzioni continue: Teoremi

1
Es. y=—, xe€(0,1]
X

1l teorema di Weierstrass non e applicabile: l'intervallo
non e chiuso.

f(x) non e limitata superiormente
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1
Es. y=—, x€[l,40) [l teorema di Weierstrass
X

non e applicabile: [’intervallo non é limitato.

1

fx) é limitata ma non ammette minimo, inf — =0
[1+0) x
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Criterio di invertibilita
Una funzione continua e strettamente monotona in [a, b]
é invertibile in tale intervallo.

Dimostrazione:

1. Ipotesi di monotonia:
Supponiamo che f(x) sia strettamente crescente in
[a,b]. Essendo la funzione continua e crescente per il
Teorema di Weierstrass, la funzione assume i valori
minimo e massimo agli estremi dell’intervallo:

f(a) < f(x) < f(b)

dove f(a) = minimo e f(b) = massimo.

24
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Funzioni continue: Teoremi

Criterio di invertibilita

Dimostrazione:

2. Applicazione del Teorema dei valori intermedi:

Per il Teorema dei valori intermedi, la funzione assume

tutti i valori compresi tra il minimo e il massimo:
vyelf(a),f(b)l, 3xe€labl:f(x)=y

Questo dimostra la suriettivita della funzione sul

codominio [f(a), f(b)].

25

Funzioni continue: Teoremi

Criterio di invertibilita

Dimostrazione:

3. Unicita della immagine (Iniettivita):

Poiché la funzione é strettamente crescente, elementi
distinti del dominio corrispondono a elementi distinti
del codominio (x; # x; = f(x1) # f(x2)).

Di conseguenza, tale x é unico.

Quindi f(x) e iniettiva e percio invertibile.

Inoltre la funzione inversa di una funzione continua

é continua
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