ESERCIZI PROPOSTI

1) Determinare I’integrale generale delle seguenti equazioni differenziali lineari del
primo ordine (cfr. 13.):
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1) Determinare I'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali del

secondo ordine a coefficienti costanti (cfr. 14.):

1) 6y"- 5y'+y=0
2) y*-6y+9 =0
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1) Determinare I’integrale generale delle equazioni differenziali 1)- 20), del primo
ordine a variabili separabili, dopo aver analizzato gli esempi a)- €), di seguito riportati:
a) y'=x+1

Ricordando che y':% I’equazione precedente pud essere scritta anche nel seguente
X

modo:

dacui, separando le variabili, si ha:
dy =(x+1) dx
ed integrando ambo i membri si ottiene:

G/:®<+1)dx b y(x):§+x+c (integrale gener ale)

Si osservi, in primo luogo, che le curve integrali, soluzioni dell’ equazione differenziale
assegnata, sono proprio delle parabole. Se si volesse ora determinare, tra le suddette

parabole, quella che passa per il punto P = (1, 2) (condizioneiniziale) si avrebbe:

2
2=y(1)=1—+1+c b 2=iil4c b 2=S4c b c=2
2 2 2 2

La parabolarichiesta ha pertanto equazione:
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Essendo y'= v I’ equazione si puo anche scrivere come segue:
X

dacui, separando le variabili, si ha:
(y+1)dy=(x- 1)dx
ed integrando ambo i membri si ottiene:
2 2
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b x?-2x- y*- 2y =0
avendo posto ¢, = 2c .

Dunque per c* O le curve integrali sono delle iperboli mentre per ¢ =0 si ottiene la
seguente coppia di rette:
X+y=0 e X-y-2=0
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L’ equazione differenziale diventa:
dy _1+y?
&_ 1+ x2

Separando oralevariabili si ha:
dy _ dx

1+y? 1+%

ed integrando ambo i membri si ottiene:

AY A% b acgyzacgerc b = tg(arctgx+c)
Q-0 oz = ol

dacui, utilizzando laformuladi addizione della tangente:

X+tgc p . .
X)= con c¢! =+kp,h kintero (integralegenerale
(¥)=1- v STk (integraleg )

Si osservi orachelecurveintegrali, per ¢t 0, sono delleiperboli; per ¢ =0, invece, si ha

laretta y=x; per c=%+kp , infine, si ottienel’iperbole y=- i
X

d) y'=—L-
sin x
L’ equazione differenziale diventa:
¢ Y=L
dx sinx



Separando oralevariabili si ha:
**)  —==—

ed integrando ambo i membri si ottiene:

Ny N\ dx

O/_ — P log|y =log
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y=xgxg— con ¢ >0
CiOé:

y=q >¢g§ con ¢ !0 (integralegenerale)
Si osservi orache nel passaggio dalla(*) ala (**) si €diviso per y ma cio, com’e ben noto,
elecito solo se y! 0. Con tale operazione, quindi, si & potuto perdere I'integrale y=0.
Essendo, perd, y =0 un integrale dell’ equazione differenzial e assegnata, si puod concludere
chel'integrale generale & proprio:
X
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y=GXg >
ix-4yy' =0
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Il sistema assegnato si risolve determinando, in primo luogo, l'integrale generale
dell’ equazione differenziale e poi I'integrale particolare ottenuto imponendo la condizione

inizide (x=5 b y=2).
Si ha, pertanto:

x:4y><3—i P 4ydy=xdx b c\)ydy=éix p 2y2=§+c p
4y - X =q

avendo posto ¢, = 2c .



Per determinare oral’integral e particolare bastaimporre lacondizioneiniziale, cioé:

y(5)=2 P
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15) y'(l- x2]+ y?-1=0

4* -5 =¢, b
Lasoluzione del sistemarisultaquindi:
x%- 4y* =9
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(integrale particolare)

¢ =-9

N

[y
ey e o Y et

7

gy = arctg(c - secx)y
é, — x U
éy— 1+¢€? g

&=_1 Y
gy— 2Iog(2x c)H

gy =ce xt l;'
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