Eisercizi sugli integrali doppi

Esercizio 1. Calcolare i seguenti integrali doppi:

1)/9(m2+y2)dmdy, Q:{(m,y)eRQ: 0<z<1, 0<y<uxay.
2) /Q(m2—xey) dzx dy, Qz{(m,y)€R2: 1<z <2, —1§y§3}.
3) /Q:L"dexdy, Q={(z,y) eR*: 2> <y <z}

4) /Q(m+y)dxdy, Q={(z,y) eR*: 2 +3y* <1, 0<y <z}

5) /Qxydxdy, Q:{(:)s,y)e]RZ: 1<z +9y*><4, >0, yEO}.
6) /QSmydxdy, Q={(z,y) eR*: 2 +y* <4, 0<z<y+2}.

7) /Q:)sdexdy, Q:{(x,y)E]RQ: 242 <1, y§x+1}.

8) /92mdxdy, Q:{(x,y)eRQ: 1<z+y<2 >0, y>0}.
9) /Q:cyzdmdy, Q:{(m,y)€R2: 92 + 4y* < 36, mZO}.

8 2
10> /S;<1+$2_:'L’_y2) dxdy7 Q:{($7y)ER2 x2+y2§97 9x2+y229’ —xSySO}

6 2y — 3
11) /7dxdy, Q:{(x,y)ERQ: y > 2, i ngL}.
Q y—1 y—1

12) /Bydxdy, Q:{(x,y)€R2: 2 4+ y* < 3, yZ\/Qx}.
)

13) [aydedy, Q= {0 €R: &4y <1 24 yP <20,y 20},
Q
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SVOLGIMENTO

1) Consideriamo l'integrale / (172 + y2) dx dy, dove
Q

Q:{(x,y)€R2: 0<x<1, Ogygx}.

L’insieme €2 ¢ y-semplice. Quindi si ha che

1 T
/(x2+y2) d:vdy=/ {/ (* +y?) dy} dr =
Q o LJo
! 11" Ly 1,0 1
= xzy—i-—y?’} dx:/ —2¥dr = [—x4] =-.
/0 [ 37 1, 0o 3 3 1, 3

2) Consideriamo l'integrale / (332 — xey) dx dy, dove
)

Q={(z,y) eR*: 1<z<2, —1<y<3}.

L’insieme (2 e sia x-semplice che y-semplice, in-
fatti & un rettangolo con lati paralleli agli assi

coordinati. Si ha che

/(x2—xey) dxdy:/xzdxdy—/xeydxdy:
Q Q Q

essendo €2 un rettangolo con lati paralleli agli
assi coordinati e le funzioni integrande prodotto

di una funzione di x e di una funzione di y si

ottiene

(o) (Lom)([ =) (L) -

T 328 3,,
—4[5”"3] —{590] S G

3) Consideriamo 'integrale / 2%y dx dy, dove
Q

Q={(z,y) eR*: 2* <y < z}.
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L’insieme €2 e y-semplice. Infatti, si ha che
Q:{(:E,y)ERQ:OSa:Sl, x2§y§\/§}. y

Quindi si ha che

1 e
/x2ydxdy=/ / 2ydy| do =
Q 0 x2

LT, LY 1 [ 11, 1., 3
:/ —z%y? dx:—/ (x3—x6) de == |-2' — 22| = =,
o 12 - 2 Jo 2147 7 56

0
In alternativa, osserviamo che €2 ¢ anche xz-semplice, essendo

Q={(z,y) eR*: 0<y<1, y¥* <z <y},

Quindi si ha che

4) Consideriamo 'integrale / (x +y) dz dy, dove
Q

Q={(z,y) eR*: 2 +3y* <1, 0<y<z}.

Passiamo in coordinate polari nel piano. Poniamo

quindi
y\
x = pcostv
D { p>0,0<9<2r, |detJo(p,I)| =p. 5
y:pSII’I’ﬁ, R AR’
Allora
0<p<l1
YY) €N =
(@9) 0<d9< 7.

Quindi si ha che Q@ = &(Q), dove

Q:{@ﬁﬂﬂ@:ogngogﬁggk
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Ne segue che
/(m +y)drdy = / p(cos ¥ + sin ) dp di) =
Q /

essendo ' un rettangolo con lati paralleli agli assi p e ¥ e la funzione integranda prodotto di una

funzione di p e di una funzione di ¥ si ottiene

_ (/Olpmp) (/Oz(cosﬁ—ksim?)dﬁ) = Epi"]: [sin ) — cos |

5) Consideriamo l'integrale / xy dx dy, dove
Q

SN

Q={(z,y) eR*: 1<”+y* <4, >0, y>0}.

Passiamo in coordinate polari nel piano. Poniamo y
quindi
x = pcost
D p>0,0<9<2m |detJs(p, )| =p. 2
y = psind,
Allora

(x,y) € Q <= {

Quindi si ha che Q = ®(), dove

Q’:{(p,"z?)ER2: 1<p<2,0<9<

b

/:Eydxdy:/ P cos¥sind dp di) =
Q ’

essendo 2 un rettangolo con lati paralleli agli assi p e ¥ e la funzione integranda prodotto di una

o

Ne segue che

funzione di p e di una funzione di 9 si ottiene

2 3 1.,1°[1 BRI |
= (/1 p3dp> (/0 cosﬁsinﬁdﬁ) = [Zp4]1 [5s1n219]0 = §5

6) Consideriamo 'integrale / 8xy dx dy, dove
Q

Q={(z,y) eR*: 2°+y* <4, 0<z<y+2}.
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L’insieme €2 e y-semplice. Infatti, si ha che
Q:{(a:,y)ER2: 0<x<2, x—2§y§\/4—x2}.

Quindi si ha che

2 Va—z2
/8xyd:vdy=8/ / xydy| dx =
Q 0 r—2

7) Consideriamo l'integrale / zy? dx dy, dove
Q

Q:{(x,y)e]RQ: 2 4+ y? <1, yga:—i-l}.

Osserviamo che € = Q; U €y, dove

O ={(z,y) eR*: 2 +y* <1, y<0}, W={(z,y) eR*: 2°+y° <1, 0<y<z+1}.

Y A

Poiché m(§2; N Qy) = 0, si ha che

/wyzdxdy:/ :Eyzdxdy+/ zy? dz dy.
Q Q1 Q2
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L’insieme §2; ¢ simmetrico rispetto all’asse y e la funzione integranda f(z,y) = xy? ¢ dispari rispetto

alla variabile z. Infatti,

(z,y) € = 2*+y*<1, y<0

(—2)?’+y*=2"+9y* <1, y<0 = (-z,9) € Q,

f=z,y) = (—2)y® = =2y = —f(z,y).

Quindi / zy? dz dy = 0.
Q1

Invece l'insieme ()5 € x-semplice. Infatti, si ha che

Q:{(x,y)€R2: 0<y<1, y—leS\/l—gﬂ}.

Quindi si ha che

In conclusione

1
/:L'dexdy:/ xyzdxdy+/ ry?drdy = —.
Q (951 Qo 20

8) Consideriamo 'integrale / 2z dx dy, dove
Q

Q={(z,y) eR’: 1<z+y<1, >0, y>0}.
Osserviamo che Q@ = A\ B, dove
A:{(x,y)€R2: 0<z4+y<2 x>0, yzO}:{(x,y)€R2: 0<y<2-—u, O§x§2},

B:{(x,y)E]R2: 0<z+y<l, >0, y20}={(1’,y)6R2: 0<y<l1-—uz, O§x<1}.
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Y4

Quindi

/Zxdxdy:/Zxd:Edy /Zxdxdy—
Q B

essendo A e B insiemi y-semplici si ottiene

2 2-z 1 -z 2 1 pl -
:2/ (/ xdy) da;—2/ </ xdy) 2/ [a;y dx — 2 [my] dx =
0 0 0 0 0 0o Jo 0

2 1
_ 2 _ 2 _ 2_132_ 12_131_3
—2/0 (230 :U)da; 2/0 (a; x)dx—2[x 3 ] 2[230 33;}0—3.

9) Consideriamo l'integrale / zy? dx dy, dove
Q

Q={(z,y) e R*: 92° +4y” <36, z>0}.

2
x
L’inseme €2 e I'insieme dei punti del piano compresi fra I’asse y e 'ellisse di equazione T + % =1.

Passiamo in coordinate ellittiche nel piano. Poiché
I'insieme €2 e contenuto nei I e IV quadrante,
conviene scegliere che la coordinata ¢ appartenga

all'intervallo [—m, w]. Poniamo quindi

>0, —7<9<m, |det Jp(p, V)| = 6p.

xr = 2pcostd
CID:{ p

y = 3psind,
Allora
0<p<l
(x,y) € QA <= {—gsﬁgg
Quindi si ha che Q = ®(), dove
Q’={(p,19)6R2: 0<p<1, —ggﬁgg}
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Ne segue che
/ zy? dr dy = / 108p* cos ¥ sin® ¥ dp dv) =
Q !
essendo 2 un rettangolo con lati paralleli agli assi p e ¥ e la funzione integranda prodotto di una

funzione di p e di una funzione di ¥ si ottiene

! 3 1" T2
= 108 (/ ot d,o) / cos¥sin® ¥ dd | = 108 [—p5] {— sin® 19} = —.
0 —z 5 |, L3 . 5

82
<1 -+ W) dx dy, dOV@

10) Consideriamo l'integrale /
x

Q
Q={(z,y) eR*: 2 +y* <9, 92> +¢y*>9, -z <y <0}.

YA

L’inseme 2 e l'insieme dei2punti IV quadrante compresi fra
Pellisse di equazione x* + % =1, la circonferenza x? +y* = 9,
la retta y = —x e 'asse x.

Passiamo in coordinate polari nel piano. Poniamo quindi

x = pcosv
D : { p>0, — 7 <9I <m |det Jo(p,J)| = p.
y = psind,

Allora
224y <9 p<3 3 Ches
(,9) €Q = 92 +4? > 9 = { p* (9cos? +sin’F) > 9 = ¢ VIcos?d +sin’d
—r<y<0 —cost <sind <0 -1 <9 <0.

Poiché 9 cos? ¥ + sin® ¢ = 8 cos? ¥ + cos? ¥ + sin? ¥ = 8cos? ¥ + 1, si ha che
3
V8cos? ¥ + 1

Essendo €' un insieme p semplice, si ha che

812 , 0 3 ;
A(l—km) da:dy:/l (1+8cos ﬁ)pdpd"z?:/ / . (1+8cos®¥) pdp | dv =

_T
4 \/Scos2 941

IN

pgga -

Q':{(p,ﬁ)ERQ: §19§0}.

=] 3
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0 1 .13 0 9
_ 2 19 _t 2 _ _
_/_E (1 + 8cos® V) {Qp} 3 dv 2/_ (1 + 8cos® V) (9 780052194—1) dv
4 \/8c05219+1

k]

0 1 ° 9
= 36/ cos® 9 di) = 36 [i(ﬁ—l—sinﬁcosﬁ)} = -7 +9.

_m x 2
4 4
A ). 6
11) Consideriamo l'integrale [ —————dzdy, dove
o2 (y—1)
2y —3 Y
Q= R?: y>2 <z<—2_}%.
%Lwé y =2, y_l_x_y_l}
Si ha che per y > 2
2y —3 Y
< — 2Yy—3<y <= y<3.

y—1 " y—1
Quindi

2y — 3
Q=1<(z,y) €R*: 2<y<3, y ngL .
y—1 y—1
Ne segue che 2 € un insieme z-semplice. Di conseguenza si ha che

6 3 yo 6 1 vt
2 dud :/'L/ -————@x<1:6/ ———L_] dy =
e L <_ 2 ly—1) ) SR AR I R PR

y—

3 -1 -1 371 1
AT = ERUAGEE RS
s y—1 Yy 2y —3 o \y 2y—3

3

1
=—6 {log ly| — 3 log |2y — 3|] = log (64) — log (27).
2

12) Consideriamo 'integrale / 3y dzx dy, dove
Q

Q= {(x,y) eR?: 22 +947<3, y> \/Qx}.

L’insieme €2 e y-semplice. Infatti,

Q:{(a:,y)E]RQ: 0<z<l1, \/2x§y§\/3—z2}.

Quindi si ha che

1 V3—x2 17 3—x?
/3ydsvdy=3/ / y dy da:z?)/ —yz] dr =
Q 0 Vax o 127 lva

3
2

8Y

1]
[3x—x2——x3 = —.

3 [ )
= _ 3—2x—27) dz =
), B-2em) |,
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10

13) Consideriamo 'integrale / xy dx dy, dove
Q

Q={(z,y) eR*: 2 +y* <1, 2*+y*> <2z, y>0}.

9 A
2?2+ y? =22
/ !/ !/
2 % 3
. ’ <«— p=2cos?
M
0] 1 2 P

Passiamo in coordinate polari nel piano centrate in (0,0). Poniamo quindi

x = pcosv
o { p>0,0<9<2r, |detJo(p,J)| = p.

y = psind,
Allora
0<p<1
(r,y) € Q <— 0<p<2cos?
0<9 <3

Quindi si ha che = ®(), dove ' = Q] U, con

Q’lz{(p,ﬁ)ER2: 0<p<l, 0<19§g},

Q, = {(,0,19) eR?: 0<p<2cos?,

Ne segue che

/:vydfcdy:/ p3c08198in19dpd19:/
Q Q/ Q

essendo sia €] che €, insiemi p-semplici e la funzione integranda prodotto di una funzione di p e

p3cosﬁsin19dpd19—|-/ p° cos ¥ sind dp di) =
Q/

/
1 2

di una funzione di ¥, si ottiene

1 z 5 2 cos
= (/ p3dp) (/3 cosﬁsim?dﬁ) +/ cos ¥ sin v [/ ,03dp] dy =
0 0 T 0
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1 1 1 3 s 1 2cos?
— {Zp‘*h {5 sinzﬁh +/: cos ¥ sin ¥ {Ep‘lh

3

3 2 3 1
=135 +4/; cos® ¥sin ¥ di) = 32 +4 [_6 608679}
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