Parte 1

Omotopia e gruppo fondamentale






Capitolo 1

Omotopia

1.1 Omotopia tra funzioni continue

Siano X e Y due spazi topologici. Due applicazioni continue fy, f1 : X = Y

sono dette omotope se esiste un’ applicazione continua
F:XxI-=Y, I=]01],
detta omotopia tra fy e fi, tale che
F(z,0) = fo(z), F(z,1)= fi(x), Yz € X.
(X x I denota il prodotto cartesiano tra X e I dotato della topologia prodotto).

Interpretazione meccanica dell’omotopia
Sia F': X x I — Y un’omotopia tra funzioni continue. Dato ¢ € I consideriamo

I’applicazione continua
ft : X — Y

definita da

fi(z) = F(x,t).
Al variare di t € I, considerato come il tempo, otteniamo quindi una famiglia
di funzioni continue che al tempo ¢ = 0 vale f; e al tempo t = 1 vale f;. In
modo intuitivo possiamo pensare che f; si possa ottenere da f; attraverso una
“deformazione temporale” (il fatto che il tempo vari con continuita si riflette sulla

continuita dell’omotopia F).

Esempio 1.1.1. Sia Y un sottoinsieme convesso di R" e sia X uno spazio topo-
logico qualunque. Allora due applicazioni continue fy, f; : X — Y sono omotope.

Infatti possiamo considerare 1’applicazione continua (I’omotopia lineare)

F:XxI—=Y, F(x,t) = (1 —1t)fo(x) + tfi(z). (1.1)
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Piu in generale se fy, fi : X — Y C R"™ sono due funzioni continue tali che il
segmento di retta che congiunge fo(x) e fi(z) sia contenuto in Y per ogni z € X

allora fy e f; sono omotope tramite 'omotopia F' definita da (1.1).

Y

Esempio 1.1.2 (Funzioni non omotope). Sia
X=8"={(z,y) eR?* | 2 +y* =1}
il cerchio unitario e
Y ={(z,y) eR* | 1 <2®+9y* <4}

la corona circolare di centro l'origine, raggio interno 1 e raggio esterno 2. Consi-

deriamo le applicazioni continue fo : X — Y, fo((cost,sint)) = 2(cost,sint)

(la cui immagine ¢ il cerchio di centro l'origine e raggio g) e fi: X =-Y
7

f1 ((cost,sint)) = £(cost — %, sint) (la cui immagine ¢ il cerchio di centro (%,0)

e raggio ).

L
NP

Allora si vede intuitivamente che fy non ¢ omotopa a f; (per deformare con
continuita fy su f; si deve passare attraverso il buco). Una dimostrazione rigorosa
che fy e fi non sono omotope seguird dagli strumenti sviluppati nel Capitolo 4

(si veda I'Esercizio 4.1).
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Esempio 1.1.3 (Applicazione antipodale). Sia S™ la sfera unitaria di dimensione
nesia A :S™ — S" I'applicazione antipodale, cio ¢ A(z) = —z. Se n ¢ dispari
allora Idgn, Idgn(z) = x, Vo € S™, & omotopa all’applicazione antipodale. Infatti
sian = 2k—1. Allora, usando la notazione complessa e I'identificazione R?* = C¥,
possiamo scrivere
S ={reC||2|* =1}

e 'applicazione

F oS I — S (2,) = F(2,t) = ™2
¢ un’omotopia tra Idger-1 e A.

Osservazione 1.1.4. Se n ¢é pari allora I'applicazione antipodale A : S™ — S"
non é omotopa all’applicazione Idg». La dimostrazione di questo fatto si puo otte-

nere, per esempio, usando la teoria dell’omologia (si veda la Proposizione 14.0.2).

1.2 Omotopia relativa

Un insieme importante di applicazioni continue si ottiene quando X = /. In
questo caso un’applicazione f : I — Y ¢ chiamato arco di estremi f(0) e f(1).
Il concetto di omotopia é banale nel caso di archi, in quanto un arco f : [ — Y
¢ sempre omotopo all’arco costante ¢, : I — Y, ¢,(I) = y = f(0). Infatti
F :IxI — Y definitada F(x,t) = f((1—t)z) ¢ un’omotopia tra f e €,. Per questo
motivo introduciamo un concetto pitt generale di omotopia quello di omotopia
relativa. Siano X e Y due spazi topologici e A C X un sottoinsieme di X. Due
applicazioni continue fy, f1 : X — Y sono dette omotope relativamente ad A

se esiste un’ omotopia (detta omotopia relativa ad A)
F:XxI=Y,

tra fy e fi, tale che F'(a,t) non dipende da t per ogni a € A. Osserviamo che se

A = () allora il concetto di omotopia relativa coincide con quello di omotopia.

Esempio 1.2.1. Sia A = {z0} € X = I. Allora 'omotopia relativa al punto

{zo} puo essere visualizzata come segue:

fi(z)
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Esempio 1.2.2. Descriviamo ora un esempio di funzioni omotope ma non relati-
vamente omotope. Sia X =Te A={0,1} C X, Y ={(z,y) e R* |1 <a?+3* <
4}. Consideriamo le applicazioni continue fo : I =Y, fo(t) = 2 (cos(t), sin(nt))
e fi: I =Y, fi(t) = 2 (cos(nt), — sin(nt)).

Allora si puo dimostrare che fy e f; sono omotope ma non lo sono relativamente

ad A (anche qui rinviamo il lettore all’Esercizio 4.1).

Notazione: scriveremo fo ~4 f1 (risp. fo ~ f1) per indicare che due funzioni

continue fo, f1 : X — Y sono omotope relativamente ad A (risp. omotope).

Questa notazione é giustificata dalla seguente:

Proposizione 1.2.3. Siano X e Y due spazi topologici e A C X. Allora ~4
definisce una relazione di equivalenza sull’insieme C(X,Y") delle applicazioni

continue da X inY.

Dimostrazione. Sia f € C(X,Y). Lariflessivita di ~ 4 si ottiene ponendo F(x,t) =
f(z), Vo € X. Se f ~4 g tramite 'omotopia F(z,t) allora g ~4 f tramite 1'o-
motopia G(z,t) = F(z,1 —t), e questo mostra la simmetria di ~4. Infine, per
dimostrare la transitivita, sia f ~4 ¢ tramite F' e g ~4 h tramite G. Allora
H(x,t) definita da F(x,2t), per 0 < t < %, e G(x,2t — 1), per % <t<1,é
un’omotopia relativa ad A tra f e h. m

1.3 Alcune proprieta dell’omotopia

Siano X e Y due spazi topologici. Allora l'insieme C(X,Y’) delle applica-
zioni continue da X a Y puo essere dotato della struttura di spazio topologico
introducendo la topologia dei compatti-aperti come segue.

Siano K C X un compatto e W C Y un aperto e sia S(K, W) il sottoinsieme
di C(X,Y) definito come:

S(K,W) ={f e C(X,Y) | f(K) cW}.
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Sia 8 la famiglia di tutti i sottoinsiemi di C'(X,Y) costituita da C'(X,Y’), il vuoto
e da tutti gli insiemi della forma S(K, W) al variare di K C X, K compatto, e
W CY, W aperto. Nella topologia dei compatti-aperti U C C(X,Y") & aperto se

e solo se per ogni f € U esistono sottoinsiemi Sy,..., S di 8 tali che
fesSn---NsS CU.

La verifica che si tratti di una topologia & un esercizio per il lettore (cfr. Eser-
cizio 1.1). In particolare, per K compatto in X e W aperto in Y, S(K,W)
¢ aperto in C(X,Y). Da ora in poi C(X,Y) sara dotato della topologia dei

compatti-aperti.

Osservazione 1.3.1. L’insieme § appena definito é una sottobase per la topo-
logia dei compatti-aperti, cioé le intersezioni finite di elementi di § formano una

base per la topologia.

Osservazione 1.3.2. Sia (Y, d) uno spazio metrico e X uno spazio compatto e di
Hausdorff. Consideriamo la topologia uniforme su C'(X,Y), cioé la topologia

indotta dalla metrica (si veda anche (D.1) nell’Appendice D)

p(f,g) =supd(f(z),g(x)).

zeX

Si puo dimostrare (la dimostrazione non fa parte di queste note) che la topologia

uniforme coincide con la topologia dei compatti-aperti.

Data un’omotopia F' : X xI — Y tra due applicazioni continue fy, f; : X — Y

possiamo definire un’applicazione
F:I—-C(X,Y)

definita da:

F(t)(z) = F(x,t) (1.2)
e quindi F(O) = foe ﬁ’(l) — fi. @ naturale chiedersi se F' definisce un arco tra
fo e fi cioe se Feé continua, dove C'(X,Y) & dotato della topologia dei compatti-
aperti. La seguente proposizione mostra che questo ¢ vero e, inoltre, se X ¢
localmente compatto e di Hausdorff (il lettore ¢ rinviato all’Appendice B per il
materiale sugli spazi localmente compatti e le loro proprieta) e F:1-C (X,Y)
& continua allora F : X x I — Y definita dalla (1.2), e cioé F(x,t) = F(t)(z), é

continua.



8 CAPITOLO 1. OMOTOPIA

Proposizione 1.3.3. Siano X e Y due spazi topologici. Siano fo, f1 : X —
Y due applicazioni continue. Se fo e fi sono omotope tramite un’omotopia F
allora F: I — C(X,Y) data da (1.2) definisce un arco tra fy e fi in C(X,Y).
Viceversa, se X ¢ localmente compatto e di Hausdorff e se F:I— C(X,Y) ¢é

un arco di estremi fo e f1, allora F: X x I =Y data da (1.2) & un’omotopia tra

Joe fi.
Per la dimostrazione della proposizione abbiamo bisogno di un lemma.

Lemma 1.3.4. Sia X wuno spazio localmente compatto e di Hausdorff e Y uno

spazio topologico arbitrario. Allora la funzione valutazione
e : X x C(X,Y) =Y, (2, f) = e(w, f) = f(2)
e continua.

Dimostrazione. Sia (z, f) € X x C(X,Y) e W CY un aperto tale che e,(z, f) =
f(z) € W. Vorremo trovare un aperto U C X x C(X,Y) tale che e,(U) C W
(questo mostrerebbe che e, ¢ continua nel punto (z, f)). Siccome f: X — Y
¢ continua in x esiste un aperto U, z € U, tale che f(U) C W. Essendo X
localmente compatto e di Hausdorff segue dal Teorema B.2.1 che esiste V' intorno
aperto di = tale che V & compatto e V' C U. Quindi f(V) C f(U) C W.
Consideriamo I'aperto W = V x S(V, W) di X x C(X,Y). Allora (z, f) € U e
e, (W) C W3 infatti se (2, f') € U allora e, (2/, f') = f'(2') € W. ]

Dimostrazione della Proposizione 1.3.3. Sia F': X x I — Y un’omotopia tra fy
e fi. Vogliamo mostrare che F' : I — C(X,Y) & continua. Sia t € I e sia W
un aperto tale che F (t) € W. Per dimostare che F & continua in ¢ & sufficiente
mostrare che esiste un aperto A C I, t € A, tale che F(4) C'W. Dato che una
base per la topologia di C(X,Y) ¢ data da intersezioni finite di aperti della forma
S(K,W) C C(X,Y) (K compatto in X e W aperto di Y'), bastera considerare
W = S(K,W). Infatti, se W = S(Ky,Wi)N---NS(K,, W,) e per ogni aperto
S(K;, W;) dellintersezione esiste un aperto A; C I tale che F(A;) C S(K;, W;),
allora avremo F(A;N---NA,) CW.

Sia dunque S(K, W) un insieme tale che F(t) € S(K,W). Questo significa
che F(t)(K) C W, ossia F(K x {t}) C W. Segue che K x {t} C F1(W), il
quale é un sottoinsieme aperto di X x I per la continuita di F'. Dal momento che
K x {t} & compatto esiste un aperto A C I tale che K x A C F~1(W). Segue
che F(K x A) C W, ossia F(A) C S(K,W).
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Viceversa supponiamo che £ : [ — C (X,Y) sia continua. Allora F': X x [ —

Y é continua in quanto composizione dell’applicazione continua
Idy x F: X xI = X x C(X,Y), (2,t) = (z, F(t))
con l'applicazione valutazione e, (che é continua per il Lemma 1.3.4). [

Osservazione 1.3.5. Nella prima parte della della Proposizione 1.3.3 abbiamo
usato il fatto (vedi [Loil3, Proposizione 10.1.4]) che se X e Y sono spazi topologici
con Y compatto e B é un aperto di X xY che contiene xo XY, xg € X, allora esiste
un aperto A di X, zy € A, tale che AxY C B. Osserviamo inoltre che 'intervallo
I non gioca nessun ruolo importante nella dimostrazione della proposizione e puo
essere sostituito da un qualunque spazio topologico Z. In effetti si puo dimostrare
(la dimostrazione non fa parte di queste note) qualcosa di ancora piu forte e cioé
che se X ¢ uno spazio localmente compatto e di Hausdorff e Y, Z sono spazi

topologici arbitrari allora 1’applicazione
C(Z,C(X,Y)) =» C(X x Z,Y),F— F, F(z,z) := F(2)(2)
¢ un omeomorfismo.

Proposizione 1.3.6 (Stabilita dell’omotopia rispetto alle composizione). Siano

X, Y, Z spazi topologici, fo,f1: X =Y e go,q1 : Y — Z applicazioni continue.
Se fo ~ f1 e go~ g1 allora gy o fo ~ g1 0 f1.

Dimostrazione. Sia F' : X x I — Y l'omotopia tra fo e fie G:Y xI — Z
un’omotopia tra gy e g;. Allora si verifica facilmente che I'applicazione H :
X xI — Z definitada H(z,t) = G(F(z,t),t) ¢ un’omotopia tra goo fy € g1of1. O

Proposizione 1.3.7. Sia X uno spazio topologico e f : S' — X un’applicazione
continua. Allora f é omotopa all’applicazione costante se e solo se f ammette

un’estensione continua dal disco unitario D* = {(z,y) € R* | 22 +y*> < 1} a X.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che g : D?> — X sia un’estensione conti-
nua di f, cio¢ g ¢ continua e gjpp2—gs1 = f. Definiamo un’omotopia H : D?x T —
X trae,, ¢ = ¢(0), e g ponendo H(xz,t) = g(tz). Sia F': S*x I — X la restrizione
di H a S'xI. Allora F' ¢ un’omotopia trae, = F(x,0) e f(z) = F(x,1) = H(z,1).
Viceversa supponiamo che F' : S' x I — X sia un’omotopia tra ¢, = F(z,0) e
f(x) = F(x,1). Consideriamo 'applicazione continua h : S' x I — D? de-
finita da h(z,t) = tx. Osserviamo che h ¢ un’identificazione ! (continua, su-

riettiva e chiusa). D’altra parte F' passa al quoziente rispetto a h, cio ¢ se

1 lettore potra consultare [Loil3, Cap.11| per i dettagli sulla topologia quoziente e le
identificazioni.
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h(z,t) = h(y,s) allora F(z,t) = F(y,s). Infatti h(xz,t) = h(y,s) se e solo se
tr = sy e, passando alle norme, si ottiene ¢ = s. Distinguiamo i due casi: se
t = s = 0 allora F(2,0) = F(y,0) = ¢,; se invece t = s # 0 allora z = y e
quindi F(z,t) = F(y,s). Segue da [Loil3, Corollario 11.2.3| che esiste un’unica
applicazione continua ¢ : D? — X tale che go h = F:

SixT1-E.x
X T“’

D2
Allora

f(x) = F(‘I'a 1) = g(h(x, 1)) = g(:U), Vi € Sl:

e quindi g é un’estensione continua di f. O

1.4 Spazi omotopicamente equivalenti

L’omotopia tra funzioni continue induce una relazione d’equivalenza tra spazi
topologici come segue. Due spazi topologici X e Y sono detti omotopicamente
equivalenti o omotopi se esistono due funzioni continue f : X - Yeg: YV — X
tali che

gOfNIdx, ngNIdy,

dove Idx : X — X (risp. Idy : Y — Y) denota l'identita di X (risp. Y).
Diremo anche che gli spazi X e Y hanno lo stesso tipo di omotopia. Resta
cosi definita una relazione di equivalenza sull’insieme di tutti gli spazi topologici

definendo X ~ Y se e solo se X e Y hanno lo stesso tipo di omotopia.
Notazione: scriveremo X ~ Y quando X e Y hanno lo stesso tipo di omotopia.

Due applicazioni f e g che soddisfano le condizioni precedenti sono chiamate
equivalenze omotopiche.
Osserviamo che due spazi omeomorfi sono omotopicamente equivalenti. Il

viceversa non € vero come mostra l’esempio che segue.

Esempio 1.4.1. Sia X C R" un insieme convesso. Allora X é omotopo allo
spazio {zo} costituito da un solo punto zy € X. Infatti I'inclusione i : {zo} — X
e l'applicazione costante €,, : X — {zo} sono equivalenze omotopiche. Infatti

€2, 0% = Idgyy mentre Idx ~ ioe,, tramite 'omotopia lineare (cfr. Esempio 1.1.1)

F:XxI—-X, Fle,t) =(1—1t) Idx(z) + t(i 0o €z)(z) = (1 — t)x + tay.
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Diremo che uno spazio topologico X ¢ contraibile se X ¢ omotopicamente
equivalente ad uno spazio topologico costituito da un solo punto. L’esempio
precedente mostra che un sottoinsieme convesso di R™ é contraibile. In particolare
R" stesso o il disco unitario D" = {(xy,...2,) € R" | 22 +--- + 22 < 1} sono
esempi di spazi topologici contraibili. Piiul in generale un sottospazio X C R"
stellato rispetto ad un suo punto g, € contraibile (X ¢é stellato rispetto a g € X

se il segmento di retta che unisce xy e x & contenuto in X, Vo € X).

Proposizione 1.4.2. Uno spazio topologico X ¢ contraibile se e solo se Idx é

omotopa all’applicazione costante.
Dimostrazione. Si veda ’Esercizio 1.4. O

Osservazione 1.4.3. Quando parleremo del gruppo fondamentale mostreremo
che il cerchio unitario S' non é contraibile. In effetti si riesce a dimostrare che

S™ non ¢ contraibile per n > 1 (si veda ’Osservazione 2.7.2).
Esempio 1.4.4. Il cilindro
C={(z,y,2) eER® |2+ =1, -1 <2< 1}

e il cerchio
St = {(z,y,z2) € R3 | 24yt =1, 2= 0}

sono omotopicamente equivalenti. Infatti siano r : C' — S, r(x,y, 2) = (x,y,0)
ei:SY— C, i inclusione naturale. Allora r oi = Idg1 e Ide ~ i o r. La prima
uguaglianza é immediata. Per dimostrare che Ids ~ ior definiamo 'applicazione
continua F': C' x [ — C, F(z,y,z;t) = (z,y, (1 —t)z). Allora

F(xvyazao) = (l’,y,Z) = Idc(f,y,Z)

F(z,y,21) = (2,9,0) = (ior)(z,y, 2).

S

-
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L’esempio precedente suggerisce qualche definizione. Sia X uno spazio topo-

logico e A C X un sottoinsieme di X.

A é un retratto di X se esiste una funzione continua r : X — A, chiamata
retrazione di X su A, tale che r o4 = Idy (equivalentemente rj4 = Id,) dove

7 A —= X é linclusione.

A ¢ un retratto di deformazione di X se esiste una retrazione r : X — A
tale che Idx ~ ior. Quindi A C X ¢é un retratto di deformazione se e solo se esiste
F: X x1I— X tale che F(x,0) =z, F(z,1) € A,Vx € X, F(a,1) = a,Va € A.

Osservazione 1.4.5. Se A C X ¢& un retratto di deformazione allora X ~ A.
Esistono pero sottoinsiemi A C X di uno spazio topologico X che sono omotopi-
camente equivalenti a X ma che non sono retratti di X. Per esempio l'intervallo
aperto (0,1) C R ¢ omotopo a R (entrambi sono contraibili) ma non puo esistere
una retrazione di R in (0, 1) in quanto (0,1) ¢ un sottoinsieme aperto di R (cfr.

Esercizio Esercizio 1.9).

Osservazione 1.4.6. Se r : X — A ¢ una retrazione non ¢ detto che A sia un
retratto di deformazione di X. Infatti ogni spazio si retrae ad un suo punto ma

non ¢ detto che X sia contraibile (cfr. Esercizio 1.5).

A ¢ un retratto forte di deformazione di X se esiste una retrazione r :
X — Atale che Idxy ~4 ior. Quindi A C X é un retratto forte di deformazione
se e solo se esiste F' : X x I — X tale che F(x,0) = x, F(z,1) € A,Vz € X,
F(a,t) =a,Ya € AVt € I.

Intuitivamente A C X & un retratto (forte) di deformazione se X puo essere
deformato con continuita su A fino a farlo coincidere con A mantenendo fisso A
(ogni punto a € A) durante il processo di deformazione. Ovviamente un retratto
forte di deformazione ¢ un retratto di deformazione ma non vale il viceversa (si

veda I'Esercizio 1.15).

Esempio 1.4.7. 1l cerchio S! & un retratto forte di deformazione del cilindro C

come si deduce dall’Esempio 1.4.4.

Esempio 1.4.8. La sfera n-dimensionale S™ & un retratto forte di deformazione
di R"™!\ {0}. Si consideri infatti la retrazione
r R\ {0} = S, r(x) = ﬁ
x
Allora r o i = Idg» mentre

ior RN\ {0} — R"™\ {0}, (ior)(z) = Tl
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¢ omotopa (relativamente a S™) a Idga+1\ (o) tramite "omotopia F' : R"*1\ {0} x
I — R\ {0} definita da:

T
Fla,t) = (1 -t + 170,
El

che soddisfa F(a,t) = a, Ya € S" e Vt € I.

Esempio 1.4.9. Sia L I'unione di due lati di un triangolo 7". Allora L & un retrat-
to forte di deformazione di 7. Dato che due triangoli qualsiasi sono omeomorfi,
per dimostare quest’affermazione possiamo supporre che 7' sia il triangolo nel pia-
no di vertici (0,0), (1,0) e (0, 1) e dimostrare che I'insieme L, unione dei segmenti
che uniscono (0,0) e (1,0) e (0,0) e (0,1), & un retratto forte di deformazione di

T.

Definiamo la retrazione r : T — L,

(z,9) 0,y —x) se <y
r(z,y) =
Y (ZL'—y,O) s€ y§$

0, equivalentemente,

r(z,y) = (r — min(z,y),y — min(z, y)).
Allora F': T x I — T,

Fa,y,t) = (1= t)(z,y) +t(ior)((z,y))

& tale che F(z,9,0) = (&) = Tz (2,9) ¢ F(z,9,1) = (ior) (2,9)), Fla,b,1) =
(a,b) per ogni (a,b) € L (infatti se (a,b) € L, allora min(a,b) = 0).

) Y

Esempio 1.4.10. Consideriamo la figura oo= C; U Cs, dove
C1 = {(z,y) € R*| (z—1)*+y* = 1} = {(cos(n(s+1))+1,sin(r(s+1))) € R? | s € [-1,1]},

Cy = {(z,y) € R* | (z+1)*+1* = 1} = {(cos(ns)—1,sin(ms)) € R?* | s € [-1,1]} .
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Lo spazio X =00\{(—2,0),(2,0)} si retraec per deformazione forte all’origine
(0,0) tramite 'omotopia F' : X x [ - X

ﬂxw:{mﬁﬂﬂ—m+mﬂﬁﬁMMﬂ—m+D»suCAKmm
’ (cos(ms(1 —t)) — 1,sin(ws(1 — t))) su Cy\ {(—2,0)}

OONDE

Esempio 1.4.11. La figura © ¢ un retratto forte di deformazione di R*\{(—1,0), (1,0)}.

iy,
B8

Esempio 1.4.12. La figura 00 ¢ un retratto forte di deformazione di R? \

{(_170)7 (170)}

NI
T N N —
- <L <] 7

TN
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Osservazione 1.4.13. Dagli ultimi due esempi e dalla proprieta transitiva dell’o-
motopia si deduce che 00~ ©. Questo ¢ un fatto generale. Un teorema di Fuchs
afferma infatti che due spazi topologici X e Y sono omotopicamente equivalenti

se e solo se sono (omeomorfi a) retratti di deformazione di uno stesso spazio Z.

1.5 Esercizi

Esercizio 1.1. Dimostrare che la topologia dei compatti-aperti ¢ effettivamente
una topologia e che U C C'(X,Y) ¢é aperto in questa topologia se e solo se U =
C(X,Y), U= () oppure U puod essere scritto come unione di intersezioni finite di

elementi di 8.

Esercizio 1.2. Siano X e Y due spazi omotopicamente equivalenti e sia f : X —
Y un’equivalenza omotopica. Un’applicazione g : ¥ — X tale che fog ~ id,
e go f ~ idx ¢ detta un'inversa omotopica di f. Dimostrare che un’inversa

omotopica di f € unica a meno di omotopie.

Esercizio 1.3. Dimostrare che nel nastro di Mobius N esiste una circonferenza
che risulta essere un retratto forte di deformazione di N. Dedurne che N ¢&

omotopicamente equivalente al cilindro.
Esercizio 1.4. Dimostrare la Proposizione 1.4.2.

Esercizio 1.5. Dimostrare che uno spazio omotopicamente equivalente ad uno

spazio connesso (risp. connesso per archi) é connesso (risp. connesso per archi).

Esercizio 1.6. E’ vero che uno spazio omotopicamente equivalente ad uno spazio

compatto é compatto?

Esercizio 1.7. Dimostrare che un retratto di uno spazio compatto (risp. con-

nesso, connesso per archi) é compatto (risp. connesso, connesso per archi).
Esercizio 1.8. Si dimostri che un retratto di uno spazio contraibile é contraibile.
Esercizio 1.9. Dimostare che un retratto di uno spazio di Hausdorff é chiuso.

Esercizio 1.10. Sia T? il toro e X il complementare di un suo punto. Di-
mostrare che X ¢ omotopicamente equivalente alla figura 00. Dedurne che il

complementare di tre punti distinti in S? ¢ omotopicamente equivalente a X.

Esercizio 1.11. Sia X uno spazio topologico e¢ f,g : X — S™ due funzioni

continue tali che f(z) # —g(z), per ogni x € X. Dimostrare che f & omotopa a

g.
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Esercizio 1.12. Dimostrare che SL(n,R) (le matrici n x n con determinante
uguale a 1) ¢ un retratto forte di deformazione di GL™(n,R) (le matrici n x n

con determinante strettamente positivo).

Esercizio 1.13. Sia A C X un sottoinsieme di uno spazio topologico X. Sup-
poniamo che A sia un retratto (forte) di deformazione di X. Siar: X — A una
qualsiasi retrazione (cioé r o i = id,) dimostrare che r & una retrazione (forte)

per deformazione di X su A (cio¢ i or ~4 idx).

Esercizio 1.14. Dimostrare che il bicchiere vuoto A € un retratto forte di defor-
mazione del bicchiere pieno X. In termini matematici dimostrare che A = (D? x
{0})uS! x [0,1] C R? & un retratto forte di deformazione di X = D?x[0,1] C R®.

Esercizio 1.15. Dare un esempio di un sottoinsieme di uno spazio topologico
che sia un retratto di deformazione ma non un retratto forte di deformazione.

[Suggerimento: sia Y lo spazio descritto nell’Osservazione A.1.3 dell’Appendice A e sia Py =
(0,1). Supponiamo che esista un’applicazione continua F' : Y x I — Y tale che F(z,0) =
z, F(z,1) = Py, F(Py,t) = Py per ogni t € I e per ogni x € Y. Consideriamo il punto
P, di coordinate P, = (%,1). Ovviamente P, — FP,. Per ogni n esiste un ¢, € I tale
che y(F(Py,tn)) = 0, dove y(P) denota l'ordinata del punto P (infatti consideriamo ’arco
F(P,,t), quest’arco soddisfa F(P,,0) = P, e F(P,,1) = Py e dato che il punto P, rimane
fisso dovra esistere un tale t,). Ma allora essendo I compatto esistera una sottosuccessione,
chiamiamola ancora t,,, che converge ad un punto tg € I. Segue che (P,,t,) — (P, to) e quindi

0=y(F(Ppn,tn)) = y(F(Po,to)) = y(Po) =1 # 0 che é assurdo.]



Capitolo 2

Il gruppo fondamentale

2.1 Prodotto di archi

Siano f,g : I — X due archi in uno spazio topologico X, tali che f(1) = ¢(0).
La loro concatenazione é 'arco f - ¢ : I — X definito come:

<1
-2 2.1
_: 21)

<f-g><t>={ f@g) e 9

g2t —1) se

La continuita dell’applicazione f-g : I — X segue dal lemma di incollamento (cfr.
[Loil3]). Due archi fo, fi : I — X sono omotopi relativamente al sottoinsieme

{0,1} C I se esiste un’ omotopia relativa a {0, 1} ossia un’applicazione continua
F:IxI— X, (ts)— F(ts)

tale che F'(t,0) = fo(t), F(t,1) = fi(t), F(0,s) = fo(0), F(1,s) = fo(1) per ogni
s € I. Quindi, necessariamente il punto iniziale e il punto finale degli archi f; e
f1 coincidono, cioé fo(0) = f1(0) e fo(1) = fi(1).

Notiamo che, a differenza del capitolo precedente, stiamo usando il parametro
s come parametro della deformazione (ossia come tempo) e ¢ come parametro
degli archi.

Da ora in poi diremo che due archi fj e fi tali che f(0) = f1(0) e fo(1) = fi(1)
sono equivalenti se sono omotopi relativamente a {0, 1} e scriveremo fy ~013 fi.
Scriveremo fo ~y013,r f1 quando vorremo sottolineare I'omotopia F' relativa a
{0,1} tra fo e f;. Dato un arco f : I — X denoteremo con [f] la classe di

equivalenza relativa alla relazione d’equivalenza definita da ~yg 1}, cio¢ dato un
arco g : I = X (g(0) = f(0), g(1) = f(1)), g € [f] se e solo se g ~qo1} [.

Il seguente lemma mostra che la concatenazione conserva I’omotopia tra archi.
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Lemma 2.1.1. Sia X uno spazio topologico e siano fo, fi, 90,91 : I — X quattro
archi tali che f1(1) = go(0). Supponiamo che fo ~01y fi € go ~fo13 91 Allora
Jo 90 ~{0,1} fi-91.

Dimostrazione. Sia F un’omotopia relativa a {0, 1} tra fy e f1 e sia G un’omotopia

relativa a {0,1} tra go e ¢g;. Definiamo

F(2t,s) se 0
>

INA A
-~ -+
IA A
= Nl

go(1)

g1(1)

Allora H ¢é continua per il lemma di incollamento. Inoltre, si verifica imme-
diatamente, che H(t,0) = (fo-g0)(t), H(t,1) = (f1-91)(t) e che H(0,s) = F(0, s)
e H(1,s) = G(1, s) non dipendono da s. Segue che fy - go ~o1},0 J1- 91 O

Dal Lemma 2.1.1 otteniamo che se f e g sono due archi in X tali che f(1) =

g(0), possiamo definire 'operazione

]9l :=1F- 4] (2.2)

tra le rispettive classi di equivalenza. Notiamo che il primo “-” & 'operazione che
stiamo definendo mentre il secondo “-” denota la concatenazione tra f e g. Le

principali proprieta di questa operazione sono riassunte nel seguente teorema.

Teorema 2.1.2. Siano f,g,h: I — X tre archi in uno spazio topologico X tali
che f(1) = ¢(0) e g(1) = h(0). Sia x = f(0) ey = f(1). Valgono i sequenti fatti:

(1) ([f1-1g]) - [p) = [f1- (Ig] - [W) (associativita);
(2) le.] - [f1 =f], [f] - [ey] = [f] (elemento neutro sinistro e destro);
(3) 1f]-[i(f)] = les], [i(f)]-[f] = ley] (inverso sinistro e destro),

dove €, (risp. €,) & l'arco costante e i(f) : I — X ¢é Uarco definito da i(f)(t) =
f(1—1t) (che inizia in y e finisce in x).
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Osservazione 2.1.3. Se fy, fi : I — X sono due archi in uno spazio topologico
X allora fo ~g013,r fi se e solo se i(fo) ~qo1y,6 i(f1), dove G(t,s) = F(1 —t,s).
Quindi, per un arco f: I — X, la classe [i(f)] in (3) ¢ ben definita.

Osservazione 2.1.4. Il Teorema 2.1.2 mostra che I'operazione definita in (2.2)
soddisfa proprieta simili a quelle di un gruppo. Bisogna pero fare attenzione
che non si tratta di un gruppo in quanto il prodotto ha senso solo tra classi di
equivalenza di archi f e g che soddisfano la condizione f(1) = ¢(0) (cioe 'arco
g inizia dove finisce I'arco f). Si noti inoltre che I’elemento neutro non ¢ unico:

questo infatti dipende dal valore in 0 e in 1 della classe considerata.

Dimostrazione. Nella dimostrazione del teorema faremo uso dei tre seguenti fatti
(2.3), (2.4) e (2.5) la cui verifica ¢ lasciata al lettore (cfr. Esercizio 2.1). Siano
f,9: 1 — X due archi tali che f(1) = g(0) e p € C(X,Y). Allora

po(f-g9)=(pof) (poyg) (2.3)

po(i(f) =ilpof) (2.4)
Se fo, fi : I — X sono due archi e ¢ € C(X,Y) tali che fy ~f011,7 f1, allora
(¥ 0 fo) ~{o1}p0r (PO f1). (2.5)

Iniziamo a dimostare la (2). Sia €y : I — [ 'arco costante, €y(t) = 0, Vt € I,

e sia Id : I — I 'applicazione identica, Id(t) = ¢ per ogni t € I. Allora

0 0<t<1
€ -Td = RS
2t—1 se 53<t<1
¢ un arco che congiunge (¢ - Id)(0) = 0 con (¢ - Id)(1) = 1.
Y
<t7 t) Ny
N/ 2t —1)

(z,0) t
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Siccome I ¢ convesso Id ~(o1},¢ (€0-1d), cio¢ esiste un’omotopia G : I x I — I
relativa a {0,1} tra Id e ¢ - Id !. Dalla (2.3) si ha

fo(e-1d)=(foe) - (fold) =¢,-f

e applicando la (2.5) a Id ~01},6 (€0 - Id) si ottiene

f ~{0,1},F (Ez : f),

dove F' = foG?. Quindi [¢,]-[f] = [f]. La dimostrazione che (f-€,) ~o13 f, cioé
[f] - [ey] = [f], si ottiene in modo simile considerando I’arco costante € : [ — I e
usando Id ~o 1y (Id-€;) che induce un’omotopia f ~o13 (f - €,).

Dimostriamo la (3). Anche in questo caso ci limitiamo a dimostrare che
(f -i(f)) ~qo1y € (cioe [fI[i(f)] = [ez]) e I'uguaglianza [i(f)] - [f] = €, seguira in

modo del tutto simile. Consideriamo la concatenazione tra Id e i(Id), cioé

. 2t se 0<t<1i
(Id-i(Id)) (t) = { 2-2t se $<t<1
Yy
(t,2t)
l (t,2 - 2¢)
(t,0) !

Questo rappresenta un laccio in I di base 0 che ¢ quindi omotopo (ancora perché

I & convesso) tramite un’omotopia H : I x I — I relativa a {0, 1} all’arco costante

1Un esempio di tale omotopia ¢ 'omotopia lineare (cfr. Esempio 1.1.1)

Gl =m0 = { 8 _ 3? +s(2t—1) ZE

v~ O

<
<

—_ Nl

t
4

IA N

2Possiamo scrivere una tale omotopia F = f o G : I x I — X esplicitamente come:

[ ra-sp -
F(t,s) = { f(1=98)t+s(2t—1)) se

i~ O

<t
<t

IAIA
— N
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€ : 1 — I, cioe (Id-i(Id)) ~go13,m € (lasciamo al lettore il compito di scrivere
una tale omotopia H esplicitamente). Dalla (2.3) e (2.4) si ha

f o (Id-i(1d)) = (f o 1d) - (f 0 i(Id)) = (f o 1d) - (i(f o Id)) = f - ().

Inoltre applicando la (2.5) a (Id -i(Id)) ~0.1},# €0 € usando il fatto che ¢, = foe
si ottiene f - i(f) ~fo1},F €, dove F' = fo H (il lettore ¢ invitato a scrivere una
tale F' esplicitamente).

Infine dimostriamo la (1), cioé l'associativita. Introduciamo qualche termi-
nologia. Dati [a,b] e [c,d] in RT = {t € R | ¢ > 0} definiamo ’applicazione

lineare positiva da [a,b] in [c, d] come Papplicazione lineare

L[avb}v[cvd] : [a’7b] —> [07 d]
d—c

t —
b—a

(t—a)+c

Si noti che Ly c.q(a) = ¢, Liap) e,q(b) = d ed il grafico di L) [c,q € il segmento
di retta che congiunge i punti (a,c) e (b,d). La composizione di applicazioni

lineari positive ¢ ancora un’applicazione lineare positiva. Piu precisamente:

Liap)e.s1 = Licd)le.) © Liap)le.d-

Con questa terminologia, possiamo interpretare la concatenazione (2.1) f - g :

I — X tra due archi f,g : I — X, f(1) = ¢(0) nel seguente modo: f - g

1 1
12 2

[0, 1] (L[O,%],[O,l} (t) = 2t) con f, mentre f-g nell'intervallo 3, 1] ¢ la composizione

nellintervallo [0, 5] ¢ la composizione dell’applicazione lineare positiva da [0, 5] a
dell’applicazione lineare positiva da [3,1] a [0,1] (L[%,l},[(],l] (t)=2t—1) con g. In

simboli:
(f-9)(1) ={ f(Lypyo0(t) se 0<t<;
9(Lpz 1y 0.y(F)  se ;<t<1
Siano ora a,b € R taliche 0 <a<b<1le f,g,h: I — X tre archi tali che
f(1) = g(0) e g(1) = h(0). Definiamo un arco K,(f,g,h) : I — X nel seguente

modo:
f(Lpapn®) se 0<t<a

Kap(f,9,0)(t) = ¢ 9(Liapo1(t) se a<t<b
h(L[b,l],[O,l} (t)) se b<t<l1.

Vogliamo mostrare che
Ka,b(f,g, h) ~{0,1} Kc,d(f7g7h> (26)
per ogni a,b,c,d € Rtaliche 0 <a <b<1,0<c<d<1 Da questa seguira

'associativita se si osserva che (f-g)-h = K%é(f,g, hye f-(¢g-h) =K %(f,g, h).

1
29
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Fissiamo tali a,b,c,d e sia P : [ — I 'applicazione continua definita da:

Ligao(t) se 0<t<a
P(t) =19 Ly ealt) se a<t<b
L) se b<t<1.

Yy
]
W wpw)
cl S/
i
Segue immediatamente che:
Kea(f,9,h) o P = Kuu(f,g9,h). (2.7)

D’altra parte P € un arco in I con estremi 0 e 1 e quindi esiste un’omotopia
G : 1 x 1 — I relativa a {0,1} tra P e Id, cio¢ P ~yg13,¢ Id. Segue allora dalla
(2.5) e dalla (2.7), ponendo ¢ = K. 4(f, g, h), che:

Ka,b(f? g, h) = (Kc,d<fa g, h) o P) ~{0,1},p0G (Kc,d(f> g, h) o Id) = Kc,d(f; g, h)

la quale dimostra la (2.6) e conclude la dimostrazione del teorema. [

La dimostrazione dell’associativita nel Teorema 2.1.2 ci permette di ottenere
anche il seguente risultato.

Teorema 2.1.5 (del minestrone omotopico). Sia f : I — X un arco in uno
spazio topologico X . Siano ag,ai,...,ay € I talt che ag =0<a; <---<a,=1.
Perogniaa=1,...,q sta fo: I — X 'arco definito da:

fa(t) = F((1 = t)aa— +taa).

Allora [f] = [f1] -+~ [fq] 0, equivalentemente, f ~gq1y f1--- fq.
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2.2 Il gruppo fondamentale

Vogliamo ora sfruttare l'operazione definita da (2.2) per dotare della strut-
tura di gruppo un opportuno spazio di archi in uno spazio topologico. Come
notato nell’Osservazione 2.1.4, lo spazio degli archi in uno spazio topologico X
non puo essere dotato di questa struttura per cui dobbiamo restringere 'insieme
considerato.

Sia X uno spazio topologico. Un arco f : I — X é detto arco chiuso o
laccio di base z se f(0) = f(1) = x. Ricordiamo che due archi chiusi f e g di
base z (f(0) = f(1) = « = ¢g(0) = g(1)) sono equivalenti se f ~ 13 g. Come
nel paragrafo precedente indicheremo con [f] la classe di equivalenza dell’arco
chiuso f rispetto a questa relazione di equivalenza. Segue immediatamente dal
Teorema 2.1.2 che 'insieme delle classi di equivalenza dei lacci chiusi di base x
nello spazio topologico X con il prodotto dato da (2.2) ha la struttura di gruppo
(cfr. DI'Osservazione 2.1.4). Questo gruppo, denotato con (X, z), ¢ detto il
gruppo fondamentale di X basato nel punto x (z viene anche detto punto
base). Il gruppo 7 (X, ) viene anche chiamato il primo gruppo di omotopia

o gruppo di Poincaré in onore del suo inventore.

Osservazione 2.2.1. Visto che U'intervallo I con gli estremi identificati ¢ omeo-
morfo al cerchio S allora 71 (X, ) puo essere descritto anche come I'insieme delle
classi di equivalenza delle applicazioni continue da S* a X che mandano il punto
(1,0) € S nel punto z e dove due applicazioni sono equivalenti se sono omotope

relativamente al punto (1,0) (cfr. Esercizio 2.2).

Sia X uno spazio topologico e x,y € X due punti distinti. Non esiste in generale

un legame tra m1(X, z) e m(X,y). Tuttavia vale il seguente risultato:

Proposizione 2.2.2. Se esiste un arco che unisce x ey allora m (X, x) e m(X,y)

sono gruppt isomorfi.

Dimostrazione. Sia f : I — X un arco che congiunge f(0) = z a f(1) =y e sia
g : I — X un laccio di base x. Allora i(f)-g-f (dovei(f)(t) = f(1—t)) definisce
un laccio di base .
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Definiamo:
up:m(X,x) — m(X,y) (2.8)
lg] — [i(f) -k f]
e osserviamo che uy ¢ ben definita. Infatti segue dal Lemma 2.1.1 che se g ~o 13
g, allora (i(f)-g-f) ~13 (i(f)-¢'- f). Siverifica facilmente che uy ¢ un omomor-
fismo di gruppi. Infatti se [g], [h] € m (X, z) allora, ancora per il Lemma 2.1.1,

si ottiene
up(lg] - [A]) =up(lg-h]) =[i(f)-g-h-fI1=[i(f)-g-f-i(f)-h-f]
=[i(f)-g- f1-[i(f) - h- f]=us(lg]) - us([h])-

Inoltre uy ¢ invertibile. La sua inversa ¢ data da
uz(f) : 7Tl()(ay) — 7T1(X7 $)
(k] = [f - k-i(f)]

come si verifica facilmente. Quindi uy ¢ un isomorfismo tra m (X, z) e m (X, y).
[l

Corollario 2.2.3. Sia X uno spazio topologico connesso per archi. Allora m (X, x)

e m(X,y) sono isomorfi per ogni coppia di punti x,y € X.

In virtu del corollario precedente se X é connesso per archi useremo la nota-

zione m1(X) per indicare il gruppo fondamentale di X.

Osservazione 2.2.4. Se non esiste un arco che unisce = e y i gruppi fondamentali
m(X,x) e m (X, y) potrebbero non essere isomorfi. Per esempio sia X = St U
{(—2,0)} il sottospazio di R? dato da I'unione del cerchio unitario e del punto
(—2.0). Allora m(X,(—2,0)) ¢ il gruppo banale mentre m(X,(1,0)) = Z (si
veda il Teorema 4.2.1). Anche se lo spazio X ¢ connesso (ma non connesso per
archi) il gruppo fondamentale puo dipendere dal punto scelto (vedi Esercizio 2.4).
Osserviamo inoltre che se lo spazio X ¢ connesso per archi, l'isomorfismo u;
definito nella (2.8) non ¢ canonico, ovvero dipende dall’arco f. In effetti si riesce
a dimostrare che I'isomorfismo u; & indipendente dall’arco f se e solo se m (X, z)

¢ abeliano (cfr. 'Esercizio 2.6).

2.3 Omomorfismo indotto da un’applicazione con-

tinua

Sia ¢ : X — Y un’applicazione continua tra due spazi topologici X e Y e sia

x € X. Se f & un laccio di base x in X allora ¢ o f & un laccio di base p(z)
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in Y. Inoltre segue dalla (2.5) che se fy e f1 sono due lacci di base = tali che

fo ~0,1y fi1, allora (po fo) ~10.1} (¢ o f1). Quindi applicazione

pu: m(X ) — m(Y, (7))
[f] +— [pof]

¢ ben definita.

f f(@) ") o (I
L e
C: ’ sm)

Si verifica facilmente che ¢, ¢ un omomorfismo di gruppi. Infatti, per ogni

[f],lg] € (X, x) si ha:

o ([f1-1g]) = @ ([f-9]) = [po(f-9)] = [(wof)-(wog)] = [pof]-lwog] = w.([f])-v«(lg])-

Dato x € X, 'omomorfismo ¢, si chiama 'omomorfismo indotto da ¢ sui
gruppi fondamentali 71 (X, z) e m1 (Y, ¢(x)). Le principali proprieta di quest’omo-

morfismo sono riassunte nel seguente:

Teorema 2.3.1. Siano X,Y e Z spazi topologici, p € C(X,Y) e € C(Y,Z).

Valgono 1 sequenti fatti:
(1) (Pop) =1op;
(2) (idx ). = ldx,(x.2), per ognix € X;

(3) sep & un omeomorfismo con inversa : Y — X allora, per ognixz € X, v, :
m(X,z) = m(Y,¢(x)) & un isomorfismo con inversa v, : m (Y, p(x)) —
m (X, ).

Dimostrazione. Sia [f] € m (X, z). Allora
(Vo). ([f]) = [(Wop)of] = [Yolpof)] = Yullpof]) = Yulp)([f]) = (beop.)([f])

(S

(Idx)«([f]) = [ldx o f] = [f].
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le quali mostrano i punti (1) e (2). Per dimostrare il punto (3) applichiamo i
punti (1) e (2) alle uguaglianze ¥ o ¢ = Idyx e p 01 = Idy e otteniamo che, per
ogni z € X,

Yy 0 0, = (¢ © 90)* = (IdX)* = Idﬂl(Xﬂ»‘)

prot = (pot). = (Idy). = Idn (vp())-
Quindi ¥, : T (Y, p(z)) = m (X, z) & Vinversa di ¢, : m(X,z) = m (Y, ¢(x)) e

questo conclude la dimostrazione del punto (3) e del teorema. [

Osservazione 2.3.2. Si noti che la tesi del Teorema 2.3.1 equivale a dire che il
gruppo fondamentale é un funtore daglla categoria degli spazi topologici puntati

alla categoria dei gruppi, si veda anche ’Esempio 6.2.4.

2.4 Invarianza omotopica del gruppo fondamen-

tale

II punto (3) del Teorema 2.3.1 ci assicura che spazi topologici omeomorfi
(e connessi per archi) hanno gruppi fondamentali isomorfi. In questa sezione
vogliamo mostrare che questo vale anche sotto I'ipotesi di una relazione pitu debole
di quella di omeomorfismo, ovvero sotto l'ipotesi di equivalenza omotopica. Per
far questo studieremo gli omomorfismi indotti da applicazioni continue che sono

omotope.

Lemma 2.4.1. Siano X e Y due spazi topologici e siano v, € C(X,Y). Se

@ ~p 1 allora, per ogni x € X, il sequente diagramma é commutativo:

T (X, x) = (Y, p(x))

\ luf

m (Y, ()

dove uy : m (Y, p(x)) = m(Y,¥(x)) é lisomorfismo associato all’arco f: 1 =Y
di estremi (x) e (x) (cfr. (2.8)) definito da f(t) := F(x,t).

Dimostrazione. Vogliamo mostrare che per ogni laccio g in X di base z

[ o g] = Pu(lg]) = up(e([g]) = [i(f) - (pog) - f]

0, equivalentemente,

(i(f) - (pog)) f~pn (Yog).
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Osserviamo che ¢pog: I — Y & un arco chiuso di base ¢(z). Per il Teorema 2.1.2
sara quindi sufficiente mostrare che

(Z(f) : (90 © 9)) - f ~{0,1} (Gw(z) : (w o g)) * Ey(x)-

e £

Osserviamo che

f(1—4t) = F(x,1—4t) se 0<t<1
(i) (pog)- () =3 (pog)(dt—1)=F(g(at—1),0) se L<t<1
f(2t —1) = F(x,2t — 1) se 3 <t<1
U(w) = F(z,1) se 0<t<j
((ep) - (0o g)) - epy) (£) =< (og)(dt —1) = F(g(4t —1),1) se 2 <t<1
U(x) = F(x,1) se 3 <t<1

Si verifica allora facilmente che I'applicazione

Fz,(1-4t)(1—s)+s) se 0<t<1
H(t,s) =< F(g(4t—1),s) se 31 <t<3i
Fz,(2t—1)1—s)+s) se 5<t<1

definisce un’omotopia relativa a {0,1} tra (i(f) - (pog)) - f e (ep@) - (¥ og)) -
€y (a)- [

Possiamo quindi dimostrare una conseguenza notevole del Lemma 2.4.1.

Teorema 2.4.2 (Invarianza omotopica del gruppo fondamentale). Siano X e
Y due spazi topologici e ¢ : X — Y wun’equivalenza omotopica. Allora o, :

m (X, ) = m (Y, ¢o(x)) e un isomorfismo, per ogni v € X.
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Dimostrazione. Sia 1) : Y — X un inversa omotopica di ¢, cioé tale che ¢ o) ~
Idy e pop ~ 1Idx. Siay € Y, allora per il Lemma 2.4.1 esiste un arco f : [ — Y

di estremi p(1(y)) e y tale che il seguente diagramma é commutativo

1 (Y,y) L (Y, (i)

Idy\,x l“f

cio¢ ugo (¢ o)), = (Idy)s = Ids, (v,y). Siccome uy ¢ un isomorfismo segue che
(p o), = ps o1, & un isomorfismo e che quindi v, ¢ iniettiva e ¢, ¢ suriettiva.
In modo analogo si dimostra che (¢ o). = 1), 0@, ¢ un isomorfismo e che quindi

Y, € suriettiva e ¢, € iniettiva. O]

Combinando il Teorema 2.4.2 con il Corollario 2.2.3 e I’Esercizio 1.5 si otten-

gono i due corollari seguenti.

Corollario 2.4.3. Siano X e Y due spazi topologici con X connesso per archi.
Supponiamo che X eY siano omotopicamente equivalenti. Allora'Y é connesso

per archi e m (X) & isomorfo a m (Y).

Corollario 2.4.4. Sia X uno spazio topologico contraibile allora w(X) & il gruppo

banale.

Uno spazio topologico X si dice semplicemente connesso se X ¢ connes-
so per archi e se m(X) ¢ il gruppo banale. Quindi uno spazio contraibile &
semplicemente connesso per il Corollario 2.4.3. Possiamo esprimere la semplice
connessione di uno spazio X in quattro modi equivalenti. Questo ¢ il contenuto
del risultato seguente la cui dimostrazione ¢ lasciata come esercizio al lettore (cfr.
Esercizio 2.3).

Lemma 2.4.5. Sia X uno spazio topologico. Allora i sequenti fatti sono equiva-
lents.

(a) X ¢ semplicemente connesso;

(b) X ¢& connesso per archi e per ogni coppia di archi f,g : I — X tali che
f(0) =9(0) e f(1) = g(1) si ha che [ ~oay g;

(c) X & connesso per archi e ogni applicazione continua f : ST — X & omotopa

ad un’applicazione costante’;

3Intuitivamente quest’affermazione puod esprimersi dicendo che ogni laccio in X pud essere

deformato con continuita al suo punto base.
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(d) X ¢ connesso per archi e ogni applicazione continua f : S* — X ammette

un’estensione continua g : D* — X.

2.5 Il gruppo fondamentale della sfera

L’obiettivo di questa sezione ¢ dimostrare il seguente:

Teorema 2.5.1. La sfera n-dimensionale S™ ¢ semplicemente connessa per ogni
n > 2.

Dimostrazione. Da risultati classici di topologia generale sappiamo che S™ é con-
nessa per archi (si veda per esempio [Loil3]) quindi ci rimane da dimostrare che il
suo gruppo fondamentale 7, (S™, x) ¢ il gruppo banale per z € S™. Per il Corolla-
rio 2.2.3 possiamo assumere che z sia diverso dal polo nord N = (0,0,...1) e dal
polo sud S = (0,0,...,—1). Sia f: I — S™ un laccio di base x. Mostreremo che
esiste un laccio g : I — S™ di base x tale che N ¢ g(I) e g ~01} f. L'esistenza di
un tale laccio e il fatto che ™\ {N} = R™ ¢ semplicemente connesso implichera
allora che f ~o1} g ~{01} € € quindi 71(S™, x) & banale.

L’arco g si ottiene a partire da f come segue. Sia {U,V} il ricoprimento
aperto di S™ dato da U = S™\ {N} e V = 5"\ {S}. Esiste una suddivisione
ap =0 < ap <--- < a, =1 dell'intervallo I con la seguente proprieta: dato
a=1,2...,q f([aa-1,0s]) & contenuto in U o in V. Infatti, se 6 > 0 & il
numero di Lebesgue (vedi Appendice C) associato al ricoprimento aperto di I
dato da f~Y(U) e f~1(V), ¢ sufficiente prendere gli a, tali che a, — an_1 < 0,
a=1,2...,q.

Possiamo anche assumere, eliminando eventualmente qualche a,, dalla suddi-
visione di I, che f(a,) e UNV = S"\ {N, S}, perogni a =1,...,q¢ — 1 (per q,
questo ¢ automatico in quanto f(a,) =x € UNV). Siainfatti a =1,...,¢ —1
tale che f(a,) appartiene a U ma non a V' (lo stesso ragionamento si applica se
flan) € Ve flay) ¢ U). Allora f([aa-1,04]) C U e f([aa, aar1]) € U. Quindi
f([aa=1,aa+1]) € U e possiamo eliminare il punto a, dalla suddivisione di /.

Per ogni @ = 1, ..., q denotiamo con f, : I — S™ 'arco definito da

fot) = f((1 = )aa—1 + taa) .

Se per ogni «, fo(I) = f([aa—1,0as]) € U allora f(I) C U e quindi ¢ sufficiente
definire ¢ = f. Supponiamo invece che esista o € {1,...q} tale che N € f,(I).
Segue che f,(I) C V. Sia g, : I — V un arco tale che g,(0) = fa(0), ga(1) =
fa(l) e N ¢ go(I). Un tale arco esiste in quanto f,(0) = f(aa-1) € fo(l) = f(aa)
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appartengono a U NV = V \ {N} = R"\ {0} che & connesso per archi per
n > 2. Allora g, ~0,1} fo per il Lemma 2.4.5 in quanto V = R" ¢ semplicemente

connesso. Segue allora dal Lemma 2.1.1 e dal Teorema 2.1.5 che

fN{O,l} fl"'fa"'qu{O,l} Ji Ga e fo

Applicando lo stesso ragionamento a tutti gli f,, « =1,...,¢q, per cui N € f,(I)

si ottiene il laccio g desiderato. O

Osservazione 2.5.2. La costruzione del laccio g tale che N ¢ ¢(I) nella dimo-
strazione del teorema ¢ inevitabile. Infatti esistono lacci f : I — S™ tali che
f(0) = f(1) =z e f(I) = S™ Un tale laccio puo essere costruito come segue. Sia
p: I — I? la curva di Peano descritta in Appendice D, cioé p: I — I? é un arco

in I? tale che p(I) = I*. Consideriamo I’applicazione
pxp: I? — I
(t,5) — (p(t), p(s)).-

Segue che
pe=(pxplop: I —I*xI*=1TI"

soddisfa py(I) = I*. Tterando questo procedimento possiamo trovare s naturale
tale che 2° > n e un arco suriettivo p, : I — I*. Sia ¢ : I** — I" la proiezione
naturale e 7 : I" & D" — S™ = D"/S"! T'identificazione (suriettiva) data dal
Corollario B.3.3. Allora k := moqgops : I — S™ & un’applicazione continua e
suriettiva. Se k(0) = k(1) abbiamo finito ponendo f = k. Altrimenti consideria-
mo h : I — S™ un arco tale che h(0) = k(1) e h(1) = k(0) (h esiste perché S™ &
connessa per archi) e la concatenazione f = h -k : I — S™ ¢ un arco chiuso di
base x = h(0) tale che f(I) = S".

Corollario 2.5.3. Sia n > 3 allora R™\ {0} & semplicemente connesso.

Dimostrazione. La sfera S"~! ¢ omotopicamente equivalente a R™ \ {0} per ogni
n > 1 (cfr. Esempio 1.4.8). II risultato segue allora dal Teorema 2.5.1 e dal
Corollario 2.4.3. m

2.6 Il gruppo fondamentale del prodotto di due
spazi

Teorema 2.6.1 (Il gruppo fondamentale di un prodotto cartesiano). Siano X
e Y due spazi topologici connessi per archi. Allora il gruppo fondamentale del

prodotto X XY e isomorfo al prodotto diretto dei gruppi fondamentali di X eY .
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Osservazione 2.6.2. Nell’enunciato del Teorema 2.6.1 non stiamo specificando
nessun punto base in quanto gli spazi X e Y (e quindi X x Y') sono connessi per

archi.

Dimostrazione. Sianop: X XY — X eq: X XY — Y le proiezioni canoniche,
x € X ey €Y. Definiamo

O:m(X xY, (x,y) — m(X,x) x m(Y,y)
[f] — (2([f1)s ([ £]))-

Mostriamo che ® & suriettiva. Sia ([f1], [f2]) € m1 (X, x) xm (Y,y) esia f : [ —
X x Y definita come f(t) := (f1(t), f2(t)), dove f1 e fo sono due rappresentanti

delle classi [f1] e [f2] rispettivamente. Segue che:

([f]) = (/D) ¢- (1)) = (Ip o fl. lg o f1) = ([A], [£2])-

Per dimostrare che ® ¢ iniettiva supponiamo che ®([f]) = ®([g]). Allora
pof] =[poglelgof] =][qog]l Equivalentemente (po f) ~g13., (Pog) ¢
(go f) ~poay,m (qog), dove Fy : I x I — X (risp. F5: I x 1 —Y) ¢ un’omotopia
relativa a {0,1} trapo f e pog (risp. go f e gog ). Segue allora che f ~1},r g
dove F: I x I — X xY ¢ definita da F(t,s) = (Fi(t, s), Fx(t,s)).

Infine dimostriamo che ® ¢ un omomorfismo di gruppi. Infatti, per [f],[g] €
m (X x Y,z x y) si ha:

O([f1-[9]) = @([f - 91) = (pu([f - 9]), a=([f - 9])) = (2 ([S]) - P([9]), @ ([f]) - g ([9])
= (- ([F1); a(1f])) - (([9]) ¢-([9]))

dove “” nell’ultima riga rappresenta il prodotto del prodotto diretto in 71 (X, x) X
™ (Y7 y) : U

[T

2.7 Un cenno sui gruppi di omotopia

Sia X uno spazio topologico e x € X. Come suggerito dalla notazione
(X, z), il gruppo fondamentale appartiene ad una successione di gruppi 7, (X, )
associati ad uno spazio topologico X, che misurano in un certo senso i “buchi
n-dimensionali” dello spazio X.

Dato un numero naturale (possibilmente nullo) n, sia I" = [ x --- x [ il

prodotto dell’intervallo I con se stesso n volte e OI" la sua frontiera, cioé:

oI" ={(t1,...,t,) € I" | t; € {0,1}, per qualche j}.
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Per z € X, denotiamo con m, (X, z) I'insieme delle classi di omotopia relativa a
OI™ delle funzioni continue f : I" — X tali che f(9I") = x.

Siccome I"™ & omeomorfo a D" e D™/S™1 = S™ (si veda il Corollario B.3.3),
possiamo equivalentemente pensare a 7, (X, ) come I'insieme delle classi di equi-
valenza delle applicazioni da S™ in X che portano (1,0,...,0) in x, modulo
I'omotopia relativa al punto (1,0,...,0) (cfr. I'Osservazione 2.2.1).

Il caso pit semplice si ha quando n = 0. Dal momento che S° = {41},
un’applicazione da S° a X che manda il punto 1 nel punto base x ¢ univocamente
determinata dall’immagine del punto —1. Due applicazioni f,g : S — X, tali
che f(1) = g(1) = z, sono omotope relativamente a 1 se e solo se esiste un arco in
X che congiunge f(—1) con g(—1) cioé se e solo se f(—1) e g(—1) appartengono
alla stessa componente connessa per archi di X. Per cui mo(X, x) & I'insieme delle
componenti connesse per archi di X (cfr. Appendice A per maggiori dettagli sulle
componenti connesse per archi). Dato che z non gioca un ruolo particolare di
solito il punto z viene omesso dalla notazione e si scrive mo(X). Non esiste una
struttura di gruppo su mo(X, z): & solo un insieme con un elemento ben distinto
e cioé la componente connessa che contiene x.

Per n > 1 possiamo definire un prodotto su m, (X, z) (che coincide con quello
gia definito per n = 1) che lo doti della struttura di gruppo. Se f,g : I" — X
sono applicazioni continue tali che f(0I") = g(0I™) = x possiamo definire la loro

concatenazione come quell’applicazione continua f - ¢ : I™ — X definita da:

f(2t1,t2,...,tn) se
g(2t1 — 1, t2, . ,tn) se

(S NI

(f-9)(t1,te,... t,) = {

o= O
IA A

IA A

131
t

graficamente, scrivendo I™ = I x "1

In—l f g

1

Inoltre, all” applicazione f : I"™ — X possiamo associare i(f) : [ — X data da

i)t tn) = F(1 =t o, .. 1),

Si noti che ancora una volta, per n = 1, questa coincide con quanto definito

nel Teorema 2.1.2. Si dimostra (analogamente a quanto fatto nel Lemma 2.1.1
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e nell’Osservazione 2.1.3) che se fy ¢ omotopa a f; relativamente a 0I™ e gg €
omotopa a g; relativamente a 91" allora fy- f; € omotopa a gq - g; relativamente a
OI™ e i( fo) ¢ omotopa a i( f1) relativamente a 91". Resta cosi definito un prodotto

- sulle classi [f] e [g] in 7, (X, z) come:

[f]- gl = 1f 9] (2.9)

Il seguente teorema mostra che 7, (X, ) & un gruppo che viene chiamato n-esimo

gruppo di omotopia dello spazio topologico X basato nel punto x € X.

Teorema 2.7.1. Sia X uno spazio topologico e v € X. Allora per ogni n > 1

valgono i sequenti fatti:
(1) 7, (X, ) & un gruppo rispetto al prodotto (2.9) con elemento neutro [e,];
(2) m.(X,2) & un gruppo abeliano per n > 1 4;

(3) se f éun arco in X che unisce x ay allora m,(X,x) é isomorfo a m,(X,y)

tramite l’isomorfismo
uf : Wn(Xa LU) — ﬂ-n(X7 y)

definito da:
ug(lg]) = li(f1) - 9 fil,

dove
fi:I"—= X, fi(ti, te,.. . t,) = f(t1);

(4) per ogni ¢ € C(X,Y) resta definito un omomorfismo di gruppi (chiamato

omomorfismo indotto sull’ n-esimo gruppo di omotopia)

O (X, 2) = m (Y, 0(2)), [g] = [wogl;

(5) 7. (X, x) & un invariante omotopico (e quindi topologico).

Dimostrazione. Le dimostrazioni di (1), (3), (4) e (5) sono analoghe a quella

per il gruppo fondamentale e sono lasciate per esercizio (cfr. I’Esercizio 2.9).

4Vedremo esempi di spazi X con gruppo fondamentale non abeliano nei capitoli successivi.
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La (2), ossia l'abelianita di 7,(X,z) per n > 1, si dimostra come segue. Siano
(], lg] € m(X, x), allora un’omotopia F tra f-ge g- f é data graficamente da

f
i~ mm| ~ @@~ | s

L’omotopia F' inizialmente riduce il dominio di f e g ed estende il dominio della
funzione costante €, al complemetare del dominio di f e g. Successivamente
utilizza le altre coordinate (in effetti si puo dimostrare che la seconda coordinata
¢ sufficiente) per scambiare tra loro i domini di f e g. Infine 'omotopia riposta i

domini di f e g alla dimensione della definizione di g - f. O

Osservazione 2.7.2. Si puo dimostrare che 7,(S™) = Z, per ogni n > 1, e quindi
S™ non é contraibile (il caso n = 1 verra trattato nel Capitolo 4). Calcolare m,(S*)
& molto complicato ed esistono valori di k e n per i quali non si & ancora riusciti
a farlo. Stranamente, esistono n > k tali che il gruppo di omotopia 7, (S¥) ¢
diverso da zero. Per esempio si puo dimostrare che m3(5?) = Z e quindi esistono

in S? dei “buchi” 3-dimensionali.

2.8 Esercizi

Esercizio 2.1. Dimostrare le (2.3), (2.4) e (2.5).

Esercizio 2.2. Giustificare in dettaglio le affermazioni fatte nell’Osservazio-
ne 2.2.1.

Esercizio 2.3. Dimostrare il Lemma 2.4.5.

Esercizio 2.4. Dare un esempio di uno spazio topologico connesso X dove
71 (X, z) dipende dal punto base = € X.
[Suggerimento: usare lo spazio descritto nell’Appendice A con I’aggiunta di un cerchio che passa

per il punto (0,1).]

Esercizio 2.5. Dimostrare che se uno spazio ha la topologia discreta allora
m (X, z) = {1} per ogni z € X.

Esercizio 2.6. Dimostrare che due archi f,g: I — X da x a y danno luogo allo
stesso isomorfismo da (X, z) a m(X,y) (cioé¢ uy = uy) se e solo se [g - i(f)]
appartiene al centro di m(X,z). Dedurre che I'isomorfismo uy : m(X,z) —
m1(X,y) (associato ad un arco f da x a y) & indipendente da f se e solo se

71 (X, x) & un gruppo abeliano.
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Esercizio 2.7. Dimostrare che se A & un retratto forte di deformazione di uno
spazio X, allora l'inclusione i : A < X induce un isomorfismo i, : m(A4,a) —

m (X, a), per ogni a € A.

Esercizio 2.8. Si dimostri che un retratto di uno spazio semplicemente connesso

é semplicemente connesso.
Esercizio 2.9. Dimostrare il Teorema 2.7.1.

Esercizio 2.10. Sia G un insieme dotato di due operazioni binarie -; e -5 con lo
stesso elemento unita € (cioé a1 € =€ a=a-9€=¢-ya=a, per ogni a € G).

Supponiamo che:
(CL ‘1 b) D) (C ‘1 d) = (CL D) C) ‘1 (b D) d), Va,b, C,d c G.

Allora le due operazioni coincidono e sono commutative, cioé a -1 b = a9 b e

a-1b="0b-1a, per ogni a,b € G.

Esercizio 2.11. Siano f,g : I" — X applicazioni continue tali che f(9I") =
g(0I™) = x. Si consideri il prodotto f -5 g : I" — X (analogo a -) che, come

suggerito dalla notazione, agisce sulla seconda coordinata:

f(t1,2t2,t3,...,tn) se
g(tl, 2t2 - 1, tg, N ,tn) se

2}
2

[l L

(Fag)(tr o t) = {

o= O
IA A

IA A

Si dimostri che questo prodotto (esattamente come -) rende 7, (X, x) un gruppo
col prodotto

[f]-2l9] = [f -2 9],

e che [e,] é 'elemento neutro per entrambe le operazioni binarie - e -5 su 7, (X, ).

Esercizio 2.12. Si dimostri che vale

([F1-[g]) -2 ([n] - [K]) = ([f] -2 [A]) - (9] 2 [K]), V[f1.[g), [n], [K] € mn(X, 2)

dove - e -5 sono le operazioni binarie su m,(X, ) definite rispettivamente in (2.9)
e nell’Esercizio 2.11.

Si usi 'Esercizio 2.10 per fornire una dimostrazione alternativa del punto (2)
del Teorema 2.7.1.
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Capitolo 3

Rivestimenti

3.1 Rivestimenti

Siano X e X due spazi topologici. Diremo che un’applicazione continua p :

X — X ¢ un rivestimento se valgono i seguenti fatti:
1. p é suriettiva;

2. per ogni z € X esiste un aperto U di X contenente x e una famiglia {Uj Yies
di aperti di X tali che:
(a) pH(U) = UjesUj;
(b) Ujﬂﬁk = () per ogni j,k € J con j # k.

(c) Py, : Uj = U ¢ un omeomorfismo per ogni j € J.

S
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L applicazione p : X — X si chiama anche proiezione, X spazio base e
X spazio totale del rivestimento. Dato 2 € X la sua controimmagine p~'(z)
tramite p si chiama la fibra del punto . Se le fibre p~!(x) hanno tutte la stessa
cardinalita al variare di z € X la cardinalita della fibra viene detta grado del
rivestimento p.

Data un’applicazione continua p : X — X diremo che un aperto U C X
¢ ben ricoperto da p ovvero che U ¢ un aperto banalizzante per p se la
controimmagine p~'(U) & unione disgiunta di sottoinsiemi aperti di X, ognuno
dei quali ¢ omeomorfo a U tramite p. Quindi un’applicazione continua e suriettiva
D X — X ¢ un rivestimento se e solo se se per ogni punto x € X esiste un intorno

aperto U C X di x che sia ben ricoperto da p.

La definizione di rivestimento ha svariate applicazioni. In queste note ne ve-
dremo alcune legate alla topologia ma il concetto di rivestimento e le sue genera-
lizzaziono di rivestimento ramificato e di fibrato, giocano un ruolo importante

sia in geometria che in topologia.

Osservazione 3.1.1. Se un aperto U ¢ ben ricoperto da un rivestimento p : X —

X allora anche un aperto V' contenuto in U ¢ ben ricoperto da p.

Esempio 3.1.2. Ogni omeomorfismo tra due spazi topologici ¢ un rivestimento

di grado 1.

Esempio 3.1.3. Sia Y uno spazio topologico discreto (la topologia su Y ¢ quella
discreta). Allora per ogni spazio topologico X la proiezione sul primo fattore
p: X xY — X (z,y) = x & un rivestimento. In questo caso il grado di p é

uguale alla cardinalita di Y.
Esempio 3.1.4. Siano Z e W i sottoinsiemi dei punti (x,y) di R? definiti da:
Z={(z, 1),z <1jU{z =y|0 <z < 1JU{(z,0)[z > 0}, W ={(z,-1) | v € R}

esia q: Z — W definita ¢(z,y) = (z, —1).
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Allora ¢ mon ¢ un rivestimento. Infatti si verifica facilmente che non esiste un

intorno aperto ben ricoperto dei punti a = (0,—1) e b = (1, —1). Consideriamo
la restrizione p : X = Z\{c,d,e, f} = X =W \{a,b} diga Z\{c,d e, f}, dove

¢ =(0,0),d = (1,0),e = (0,1), f = (1, 1).

S

Allora p & un rivestimento con spazio totale X e base X non connessi (X ¢

costituito da 5 componenti connesse mentre X da 3). Osserviamo che in questo

caso non si puo parlare di grado del rivestimento p infatti la cardinalita della fibra

di un punto ¢ = (x, —1) dipende dalla componente connessa alla quale appartiene

q (¢ uguale a 1 per x < a e x > b ed é uguale a 3 per a < = < b).

Esempio 3.1.5. Consideriamo 'applicazione continua

exp: R — S!

t —>e

2mit

dove i denota 'unita immaginaria e stiamo pensando al cerchio unitario come

St={zeC||z*=1}.

Intuitivamente, I'applicazione exp “avvolge”’ la retta reale R sul cerchio S! e

durante questo processo porta l'intervallo [n,n + 1] su S.

exp

Y

-2 -1 0 1 2
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Vogliamo mostrare che exp € un rivestimento. Ovviamente exp é suriettiva.
Sia z € S' e supponiamo che x # 1. Prendiamo l'aperto U = S\ {1} di
S* che contiene il punto z (nel caso x = 1 si prendera, per esempio, I'aperto
V = S'\ {1} e si procedera in modo analogo). La fibra del punto 1 & costituita
da tutti gli interi, exp~!(1) = Z C R, inoltre

eXp’l(U) = Upez(n,n +1).

Quindi exp~!(U) ¢ 'unione disgiunta degli aperti (n,n + 1) di R al variare di
n € Z. L’applicazione

€xp,, ‘= eXp|(n,n+1) : (n,n + 1) - Sl \ {1} =U

¢ continua e bigettiva. Inoltre exp, ¢ un’applicazione chiusa. Infatti dato C' C
(n,n + 1) chiuso in (n,n + 1) allora la sua chiusura C ¢ un chiuso in [n,n + 1] e
quindi compatto. Quindi la sua immagine exp(C) ¢ un compatto e quindi chiuso
in S'. Dal momento che exp, (C') = exp(C) NU segue che exp,, (C) & chiuso in U.
Quindi exp,, ¢ un omeomorfismo, per ogni n € Z, e quindi exp é un rivestimento.

Il rivestimento exp ha grado infinito numerabile.

3.2 Rivestimenti e omeomorfismi locali

Sia f : X — Y un’applicazione continua tra due spazi topologici X e Y. Dire-
mo che f ¢ un omeomorfismo locale se per ogni z € X esiste un intorno aperto
A C X di x tale che f(A) ¢ apertoin Y e fj4: A — f(A) ¢ un omeomorfismo.

Le principali proprieta degli omeomorfismi locali sono riassunte nella seguente:

Proposizione 3.2.1. Sia f: X — Y un omeomorfismo locale. Allora valgono 1

sequenti fatti:

(1) Sia U C X un aperto. Allora la restrizione fiy : U =Y ¢ un omeomorfismo

locale;
(2) f ¢ un’applicazione aperta;

(3) siay €Y tale che f~1(y) # 0, allora la topologia indotta da X su f~1(y) ¢

quella discreta.

Dimostrazione. Sia © € U ¢ A un aperto di X tale che x € A, f(A) sia aperto
inY e fia: A— f(A) sia un omeomorfismo. Allora fiyna : UNA — f(UNA)
¢ un omeomorfismo dall’aperto U N A di U all’aperto f(U N A) di f(A) e quindi
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di Y. Questo mostra il punto (1). Per dimostrare la (2) ossia che f ¢ aperta
sia U un aperto non vuoto e x € U. Essendo f un omeomorfismo locale esiste
un intorno aperto A, di X tale che f(A;) ¢ aperto in Y e fia, : Ay — f(Az)
¢ un omeomorfismo. Segue che fia,~y porta l'aperto A, N U di A, nell’aperto
f(A,NU) di f(A,). Siccome f(A,) ¢ aperto in Y anche f(A, NU) ¢ aperto in
Y. Quindi

f(U) = f (UxGU(Am N U)) = UxEUf(Am N U)

¢ un aperto di Y e quindi f ¢ aperta. Infine dimostriamo il punto (3). Sia
r € f~1(y). Essendo f un omeomorfismo locale esiste A un intorno aperto di x
tale che fia : A — f(A) sia un omeomorfismo. In particolare, fj4 ¢ iniettiva e
quindi AN f~!(y) = {z}. Questo mostra che x ¢ aperto in f~1(y) (nella topologia
indotta da X)) e che quindi la topologia di f~!(y) ¢ quella discreta. ]

Il legame tra i rivestimenti e gli omeomorfismi locali é espresso dalla seguente:

Proposizione 3.2.2. Sia p: X — X un rivestimento. Allora p & un omeomor-
fismo locale e un’identificazione aperta. In particolare la fibra p~'(z) ¢ discreta

per ogni x € X.

Dimostrazione. Sia Z un punto di X. Allora esiste un intorno aperto U di z =
p(Z) in X banalizzante per p. Segue dalla definizione di rivestimento che esiste
un aperto U di X che contiene # tale che P U — U sia un omeomorfismo.
Essendo  arbitrario otteniamo che p & un omeomorfismo locale. D’altra parte per
il punto (2) della Proposizione 3.2.1, p ¢ un’applicazione aperta, e quindi, essendo
continua e suriettiva, ¢ un’identificazione. L ultima parte segue dal punto (3) della

Proposizione 3.2.1. O

Corollario 3.2.3. Sia p : X — X un rivestimento. Allora p & iniettiva se e solo

se p ha grado 1 se e e solo se p & un omeomorfismo.

Dimostrazione. 1l rivestimento p € iniettivo se e solo se la fibra di ogni suo punto
ha cardinalita 1 ossia se e solo se p ha grado 1. Per la Proposizione 3.2.2 i rivesti-
menti sono applicazioni continue, aperte e suriettive quindi sono omeomorfismi

se e solo se sono applicazioni iniettive. O

Esistono omeomorfismi locali suriettivi che non sono rivestimenti. Per esem-

pio, consideriamo la restrizione r = qz\(e.5y 1 Z \ {c, f} = W dell’applicazione ¢
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dell’Esempio 3.1.4.

Z\{e, [}

¢ un omeomorfismo locale suriettivo ma non ¢é un rivestimento. In quest’esempio
il dominio non ¢ connesso (consiste di tre componenti connesse).

Per ottenere un esempio con dominio connesso si consideri, I’applicazione con-
tinua e suriettiva f : (0,2) — St — €*™ (cio¢ la restrizione del rivestimento
exp : R — S! dell’Esempio 3.1.5 all’intervallo aperto (0,2) C R). Si noti che
f € un omeomorfismo locale in quanto restrizione dell’omeomorfismo locale exp
(rivestimento e quindi omeomorfismo locale per la Proposizione 3.2.2) all’aperto
(0,2) (per il punto (1) della Proposizione 3.2.1). D’altra parte f non ¢ un rivesti-
mento in quanto il punto 1 € S! non ammette un intorno aperto ben ricoperto.
Infatti se U fosse un tale intorno, allora per 1’Osservazione 3.1.1 esisterebbe-
ro V C U aperto di S che contiene 1 e ben ricoperto da f e € > 0 tali che
FHV)=(0,6)U(1—¢€,14+€)U(2—¢,2). Mal'aperto (0, €) (cosi come (2 — ¢, 2))
non puo essere omeomorfo a V' tramite f in quanto non contiene nessun punto la

cui immagine sia 1.

{ ) —)
l—cll+e2—¢2 z

O
o

Viene allora naturale chiedersi sotto quali condizioni un omeomorfismo locale sia
un rivestimento. Una possibile risposta a tale domanda ¢ contenuta nel seguente

risultato (cfr. anche I’Esercizio 3.6).
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Teorema 3.2.4. Sia p: X — X un omeomorfismo locale tra due spazi topologici
di Hausdorff X e X. Se X ¢ compatto e X ¢ connesso, allora p ¢ un rivestimento

di grado finito.

Dimostrazione. La mappa p & suriettiva: Osserviamo che p(X) é immagine di
un compatto in uno spazio di Hausdorff e quindi chiuso. D’altra parte, per la (2)

della Proposizione 3.2.1, p(X) ¢ anche aperto. Segue che p(X) ¢é sia aperto che

chiuso in X. Essendo X connesso segue che p(X) = X e quindi p ¢ suriettiva.
L’insieme p~!(x) & finito: Sia x € X allora la fibra p~!(z) ¢ uno spazio topo-
logico discreto per il punto (3) della Proposizione 3.2.1. Allora la cardinalita di
p~!(z) ¢ finita perché un sottoinsieme discreto di un compatto ¢ finito.
Costruzione di un intorno aperto di x € X: Sia p~!(z) = {Z1,...,7}. Dal
momento che X ¢ di Hausdorff e p & un omeomorfismo locale é possibile trovare
Wi, ..., Wy aperti disgiunti tali che 2; € W;, j =1,...,k, e pw, : W; — p(W})

sia un omeomorfismo.

Y -

0.

o
l

AR pom)
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Poniamo V := Nf_p(W;), W :=U_ W, e U := V' \ p(X\W). Allora U ¢ un
sottoinsieme aperto di X. Infatti V' ¢ un aperto di X e p(X \ W) ¢ un chiuso di
X in quanto immagine tramite ’applicazione chiusa p del chiuso X \ W. Inoltre
z appartiene a U, o equivalentemente, z ¢ p(X \ W) perché p~'(z) C W.
L’aperto U é banalizzante per p: Prendendo la controimmagine di U tramite

p si ottiene:

p~HU) =p ')\ p (XA W) SpT (VN (X\W) =p~ (V)N W

e quindi
p HU) CW =U_ ;. (3.1)

Poniamo allora

Segue dalla (3.1) e dal fatto che i W; sono disgiunti che p~*(U) & unione disgiunta
degli aperti (~]j. Inoltre, per ogni j =1,...k,

p(U;) =p(p~ ' (U) N W;) = p(p~ ' (U)) N p(W;) = UNp(W;) =U

dove la seconda uguaglianza segue dalla bigettivita di p ristretta a W;, la terza
uguaglianza segue dalla suriettivita di p mentre l'ultima uguaglianza € conseguen-
za del fatto che, per definizione, U C V = ﬂlep(Wj) e quindi U C p(W;), per
ogni j =1,..., k. Questo mostra che U ¢ un aperto ben ricoperto da p e che p &
un rivestimento.

Il rivestimento p ha grado finito: Dimostriamo prima che la cardinalita
(finita) della fibra di un punto z non dipende dal punto z scelto. Consideriamo
la funzione ¢ : X — N che ad un punto x € X associa la cardinalita della fibra
p~(z). Quasta funzione ¢ localmente costante infatti per ogni punto x € X i
punti di un aperto banalizzante U che contiene x hanno tutti fibre della stessa
cordinalita. Quindi ¢ ¢ un’applicazione continua tra X e N con la topologia
discreta. Essendo X connesso, ¢(X) é connesso e quindi ¢ deve essere costante.

Dunque la cardinalita della fibra p~!(z) non dipende dal punto z scelto. O

3.3 Sollevamenti di archi e omotopie

Sia p : X — X un rivestimento e f : Y — X un’applicazione continua.
Diremo che un’applicazione continua f :Y — X ¢ un sollevamento di f se

f =po f, ossia se rende commutativo il seguente diagramma:



3.3. SOLLEVAMENTI DI ARCHI E OMOTOPIE 45

X

4
p
f
Yy — X
In questo paragrafo dimostreremo tre risultati fondamentali sui sollevamenti:
'unicita del sollevamento (Proposizione 3.3.1), il sollevamento degli archi (Propo-

sizione 3.3.2) e il sollevamento delle omotopie (Proposizione 3.3.4) e alcune delle

loro conseguenze.

Proposizione 3.3.1. Sia p: X — X un rivestimento e f : Y — X una funzione
continua da uno spazio topologico connesso Y in X. Siano f,f Y — X due
sollevamenti di f. Se esiste un punto yo € Y tale che f(yy) = f’(yo). Allora
f=r.

Dimostrazione. Consideriamo il sottoinsieme di Y C Y definito come segue:

Y ={yeY|fly)=7Wu}
Dobbiamo dimostrare che Y' = Y. Osserviamo che Y # () in quanto y, € Y.
Essendo Y connesso bastera allora dimostare che Y~ ¢ sia aperto che chiuso. Sia
dunque y € Y', U un intorno aperto di f(y) ben ricoperto da p e UC X un

intorno aperto di f(y) = f (y) tale che P U — U sia un omeomorfismo.

Consideriamo l'intorno aperto (perché intersezione di due aperti) di y dato da
fYU) N f~Y(U) C Y. Vogliamo mostrare che quest’intorno & contenuto in Y’
(e questo mostrera che Y ¢ aperto). Sia z € f~(U) N f~Y(U) allora f(z) € U
e f'(2) € Uep(f(z)) = p(f(2)) = f(z). Dal momento che p ristretta a U &

iniettiva segue che f(z) = f(2) e quindi z € Y'. Per mostrare che Y & chiuso
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siay € Y\Y' equindi f(y) # f Sla inoltre U un intorno aperto di f(y) ben
ricoperto da p. Poiché p(f(y))
disgiunti U, U" C X di f(y) e di

omeomorfismi.

)-
p(f (y)) = f(y) esistono due intorni aperti e
(y) tali che pg U—U epg U — U siano

(y
f

h

Y

f
T
f

U

Allora f~Y(U)N f _1( ') & un intorno aperto di y contenuto in Y\ Y. Infatti

se z € f[FHUO)N f~YU') si ha f(z) € Ue f(z) € U e quindi f(z) # f(2)
essendo U e U’ disgiunti. O]

Proposizione 3.3.2. (sollevamento degli archi) Sia p : X — X un rivestimento,
1o € X e Zg € pt(wg). Allora ogni arco f: I — X tale che f(0) = xy ammette
un, unico sollevamento f : I — X tale che f(0) = Zo.

Dimostrazione. L'unicita di un sollevamento f di f tale che f(0) = &, segue
dalla Proposizione 3.3.1 e dalla connessione di /. Dimostriamo dunque 1’esi-
stenza di f. Consideriamo un ricoprimento di X fatto da aperti banalizzan-
ti. Ragionando come nella dimostrazione del Teorema 2.5.1 e usando l'esistenza
del numero di Lebesgue (vedi I’Appendice C) possiamo trovare una suddivisione
0=ag<aj - <as1 <a,=1dell'intervallo I tale che f([as_1, as]) sia contenu-
to in uno degli aperti banalizzanti scelti per ogni a = 1, ... ¢. Vogliamo dimostrare
per induzione che: per ogni o = 1, ..., q esiste un sollevamento fa [0, aq] — X
di fi0.a) (ci02 o fuo = fip, aa]) tale che f,(0) = Zo. 1l sollevamento desiderato si
otterra allora per a = ¢ cioé f fq La base dell’induzione, o = 1, si ottiene come

segue. Sia U; un aperto banalizzante che contiene f(0) e sia U, un intorno aperto
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di Zy tale che P, U, — U sia un omeomorfismo. Definiamo fl 2 10,a1] — X,
come fi = p|’l~]11 o f per cui chiaramente f;(0) = (prll o f(O)) = Tp.

Supponiamo ora di aver definito un sollevamento f,_1 : [0,a,-1] — X di
fij0,a,_1) tale che f,_1(0) = ¥, e sia U, un aperto banalizzante per p tale che

f ([aq_},aq]) C U,. Esistera allora un intorno aperto U, di f, 1(a, 1) tale che

P, : Ug = Uqg sia un omeomorfismo. Estendiamo allora fq_l ad un sollevamento
fq .0, a,] — X di fi0.aq) © [0, ag) — X tale che fq(O) = Iy ponendo:

. { far(t) se tel0,a,-1]

]

Corollario 3.3.3. Sia p : X — X un rivestimento. Se X & connesso per archi

allora la cardinalita della fibra p~'(x) non dipende dal punto x € X.

Dimostrazione. Siano zy e z; due punti di X. Sia Zy un punto di p~'(z¢) e
sia f: I — X un arco tale che f(0) = x¢ e f(1) = ;. Sia fio . I — X T'unico
sollevamento di f tale che fz,(0) = &o. Allora f;,(1) appartiene a p~'(z1). Quindi
resta definita un’applicazione
©:p~H(zg) —p (@)
[Z’O — fjo(l)
Analogamente definiamo un’applicazione

U:p H(wy) — p H(x0)

[Z'l — gaﬁ“l(l)
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dove gz, : I — X @& l'unico sollevamento di i(f) : I — X (i(f)(t) = f(1 —t)) tale
che §(0) = ;. Non é difficile mostrare che ¥ ¢ I'inversa di ¢ (cfr. 'Esercizio 3.7
e 'Esercizio 3.8). O

Proposizione 3.3.4. (sollevamento delle omotopie) Sia p : X — X un rivesti-
mento, 1o € X e Tg € p Yxo). Sia F : I x I — X un’applicazione continua
tale che F(0,0) = xy. Allora F' ammette un unico sollevamento F:IxI—X
tale che F(0,0) = &o. Se inoltre F & un’omotopia relativa a {0,1} tra i due archi
t — F(t,0) et — F(t,1) allora F & un’omotopia relativa a {0,1} tra i due archi
t— F(t,0) et — F(t,1).

Dimostrazione. L'unicita di F segue dalla Proposizione 3.3.1. Prima di tutto
osserviamo che esiste un sollevamento F, : L — X di F}; dove L := (I x {0}) U
({0} x I). Infatti F, si pud ottenere dalla Proposizione 3.3.2 come Fy(t,0) = f(t),
teleFL(0,s)=g(s),s el,dove f e jsono isollevamenti rispettivamente degli
archi f(t) = F(t,0) e g(s) = F(0, s) tali che f(0) = §(0) = &,. Estendiamo ora
Fy a tutto I x I come segue. Consideriamo un ricoprimento di X costituito da
aperti banalizzanti. Usando 'esistenza del numero di Lebesgue possiamo trovare
due suddivisioni 0 = ag < a1+ < ag-1 <ag=1e0=by <by--- <b_1 <b. =1
dei fattori di I x [ in intervalli del tipo I, = [aa—1,an] € J5 = [bg_1, bs] tali che
per ogni = 1,...,q e per ogni f = 1,...,r, F(I, x Js) sia contenuto in uno
degli aperti banalizzanti scelti U,g. Nella figura seguente ¢ illustrato il caso ¢ = 3

er =2.

I < Jo | Iy x Jy | Is X Jy

Il><J1 IQXJl IgXJl

Ordiniamo ora le coppie (¢, ) secondo l'ordine lessicografico come segue:

(L) < (L,2)<---<(Lr)<(2,1) < (2,2) <--- < (2,1) <
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Vogliamo dimostrare per induzione che: per ogni (o, 5) = (1,1),(1,2)...,(q,7)

esiste un sollevamento

Fag: LU | (I,xJ) =X
(7,0)<(,8)
di F ristretta all’insieme L U U, 5)<(0.5) Iy X J5) tale che ﬁaq(o,oz = Tp. 1l
sollevamento desiderato si otterra allora per («, §) = (¢,7) cioé F' = F,,. Sia Uy
un aperto banalizzante per p tale che F'(I; x Jy) C Uy esia Lyy = LN (I x Jp).
Dato che L;; é connesso esistera un aperto (711 di X tale che FL(LH) - (711, e che

Py, (711 — Uy sia un omeomorfismo. La base dell’'induzione si ottiene allora
definendo Fy; : L U ([ X J;) — X come:

. FL(t, s) se (t,s) €L
Fu(t,s) = { p‘al(F(t,s)) se (t,s) € 1 x Jy

che ¢ continua per il lemma di incollamento perché p(FL(t,s)) = F(t, s) per ogni
(t,s) € Ly = LN (I x Jq).

Per il passo induttivo, una volta definito il sollevamento Fag si dovra definire
il sollevamento Z:LHJ (se B = 1) o quello Fa’/g+1 (se 5 < r). Mostriamo solo il
caso in cui § < r perché quello con § = r é analogo. Supponiamo di aver definito
il sollevamento

Fog:LU | (IxJy) =X
(7:6)<(e,8)

di F ristretta all'insieme LU, < (a5 ({5 ¥ J5) tale che F(0,0) = &o. Sia U, g41
un aperto banalizzante per p tale che F/(I, x Js11) C Uy gy € sia

Logei= (LU |J Iy xJs) | N(Lax Jopa).
(7,9)<(e,8)

Per la connessione di L, g4 esistera allora un aperto Uaﬁﬂ C X tale che

Fop(Lapi) C Uspyr e che Py sn © Uapsr = Uapsr sia un omeomorfismo.

Definiamo allora il sollevamento

Fopr: (LU | Iy xJs) | U(Ta x Jo) = X

come:
Fa sr(t,s) = Fop(t,s) se (t,s) € LU U(v,é)g(a,ﬁ)(fw x Js),
, p|_Ul 5+1(F(t, s)) se (t,s) € I, x Jai1

che ¢é continuo per il lemma di incollamento perché p(F, 5(t,s)) = F(t, s) per ogni

(t,s) € Lapt1- Nella figura seguente ¢ illustrato il caso a =3 e = 1.
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[1><J2 IQXJQ I3><J2 P

\F

L x i |ILx J | I3 x J;

Supponiamo infine che F sia un’omotopia relativa a {0, 1} tra gli archi ¢t — F'(¢,0)
et — F(t 1) tale che F(0,s) = 29 e F'(1,s) = x; per ogni s € I. Segue che
F({0} x I) = p(F({0} x 1)) = zo (visp. F({1} x I) = p(F({1} x 1)) = ).
Quindi F'({0} x I) € p~Y(xo) (risp. F({1} x I) € p~'(x;)). Essendo la fibra
p~ ' (xo) (visp. p~'(x1)) discreta e F({0} x I) (risp. F({1} x I)) connesso segue
che F({0} x I) (risp. F({1} x I)) & costituito da un solo punto #, tale che
p(Zo) = xo (risp. #; tale che p(#) = ;). Quindi F' ¢ un’omotopia relativa a
{0,1} tra gli archi t — F(t,0) e t — F(t,1) (cioé F(0,s) = & e F(1,s) = & per
ogni s € I). O

Corollario 3.3.5. Siap: X — X un rivestimento, xo € X e i € p~'(x0). Siano
f:I—=Xeg:I— X due archi tali che f(0) = g(0) = z¢ e siano f : I — X
e§: I — X idue (unici) sollevamenti di f e g tali che f(0) = §(0) = &,. Se
f ~0.1y g allora f ~q01} §- In particolare f(l) =g(1).
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Dimostrazione. Sia F' : I x I — X un’omotopia relativa a {0,1} tra f e g e sia
F : IxI — X Punico sollevamento di F tale che F/(0,0) = # la cui esistenza segue
dalla Proposizione 3.3.4. Allora per il Corollario 3.3.5 F' & un omotpia relativa a
{0,1} tra gli archi t — F(t,0) e t — F(t,1). Quindi F(0,s) = &y e F(1,5) = 1,
per ogni s € I, dove Z; ¢ un punto sulla fibra di x; = f(1) = g(1). Osserviamo
che t — F(t,0) (risp. t — F(t,1)) ¢ un arco in X tale che F(0,0) = &, (risp.
F(0,1) = @) e p(F(t,0)) = F(t,0) = f(t) (xisp. p(F(t,1)) = F(t,1) = g(t)).
Segue allora dalla Proposizione 3.3.2 che F(t,0) = f(t) e F(t,1) = g(t) e quindi
Frvtomy 3 e F1) = F(1,0) = F(1,1) = (1), 0

Teorema 3.3.6. Sia p : X — X un riwvestimento. Se X & connesso per archi e

X ¢ semplicemente connesso allora p & un omeomorfismo.

Dimostrazione. Per il Corollario 3.2.3 possiamo limitarci a dimostrare che p ¢
iniettiva. Siano dunque Z, e #; due punti di X tali che p(Z) = p(1) = ¢ € X.
Sia f : I — X un arco tale che f(()) =Tg e f(l) = #;. Allora f =po f é un

laccio in X di base zg.

Essendo X semplicemente connesso f ~yg 1} €z,. Ma i sollevamenti di f e €,

che iniziano in x, sono rispettivamente f e ez, e per il corollario precedente

e quindi p € iniettiva. O]
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3.4 Esercizi

Esercizio 3.1. Sianop: X — X e ¢: Y — Y due rivestimenti. Si dimostri che
pxq: X xY = X <Y (2,9) — (p(),q(7))
¢ un rivestimento.

Esercizio 3.2. Sia p : X — X un rivestimento tra due spazi topologici X e
X e sia Xg € X un sottoinsieme di X. Sia X, = p~1(Xp). Si dimostri che la

restrizione di p a X, Pz, Xo — Xo, € ancora un rivestimento.

Esercizio 3.3. Usare I'Esercizio 3.1 per costruire un rivestimento p : R? — T? =
St x St e dedurre dall’Esercizio 3.2 I'esistenza di un rivestimento tra il reticolo
unitario standard di R? e la figura 00 (individuare la figura 00 dell’ Esempio 1.4.10
nel toro T? = St x S).

Esercizio 3.4. Sia n un intero non nullo. Dimostrare che I’applicazione p : St —

Stz — 2™ & un rivestimento (qui stiamo pensando a S C C).

Esercizio 3.5. Dimostrare che il gruppo fondamentale di S! non ¢ banale.

[Suggerimento: usare il Teorema 3.3.6.]

Esercizio 3.6. Sia p : X — X un omeomorfismo locale tra due varieta topolo-
giche X e X connesse. Assumiamo che p sia propria (cioé p~'(K) ¢ compatto
per ogni sottoinsieme K compatto di X). Dimostrare che p & un rivestimento di

grado finito.

Esercizio 3.7. Sia p : X — X un rivestimento e sia f : I — X un arco tale
che f(0) = zo e f(1) = 21. Sia Z un punto di p~'(z0) e fz, : I — X 'unico
sollevamento di f tale che f;,(0) = @. Si dimostri che I'unico sollevamento
G:I — X dii(f): I — X (i(f)(t) = f(1 —1)) tale che §(0) = &y & i(fz,) :
I — X,

Esercizio 3.8. Dimostrare che le applicazioni ¥ e ® definite nella dimostrazione

del Corollario 3.3.3 sono una l'inversa dell’altra.

Esercizio 3.9. Sia p : X — X un rivestimento tra due spazi topologici X e
X e siaY C X una componente connessa di X. Se X ¢ connesso e localmente

connesso' allora la restrizione py : Y — X ¢ un rivestimento.

'Uno spazio topologico X ¢ localmente connesso se per ogni # € X e per ogni intorno
aperto U di x esiste un intorno connesso di = contenuto in U (cfr. ’Appendice A per maggiori
dettagli).



Capitolo 4

Applicazioni della teoria dei

rivestimenti

4.1 1l teorema di Borsuk—Ulam

Siano n e k due numeri naturali. Diremo che un’applicazione f : S® — S*

preserva i punti antipodali se f(—y) = —f(y), per ogni y € S™.

f(y) g

f(=y) =—f(y)

Teorema 4.1.1 (Borsuk-Ulam). Per ogni applicazione continua f : S* — S?
esiste un punto y € S? tale che f(y) = f(—vy).

Corollario 4.1.2. Non esistono applicazioni continue f : S? — S! che preserva-

no t punti antipodal.

Osservazione 4.1.3. Il teorema si generalizza a sfere di dimensione arbitraria.
Si puo infatti dimostrare che non esistono applicazioni continue f : S® — S"~!
che conservano in punti antipodali per ogni n > 1. Per n = 1 la dimostrazione
segue dal fatto che S' ¢ connesso mentre S° = {£1} non lo ¢. Per n > 3 si

utilizza la teoria dell’omologia (cfr. [Kos88| in bibliografia).
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Per dimostrare il Teorema di Borsuk-Ulam abbiamo bisogno dei due lemmi

seguenti.

Lemma 4.1.4. Siano p : X — X un rivestimento e f : S — X un’applica-
zione continua. Sia inoltre yo € S? e To € p~'(f(yo)). Allora esiste un unico
sollevamento f : S* — X di f tale che f(yo) = Tg.

Dimostrazione. L’unicita del sollevamento f segue dalla connessione delle sfera
S? e dalla Proposizione 3.3.1. Ora costruiamo il sollevamento di f. Dal momento
che I? = D? allora, per il Corollario B.3.3 dell’Appendice B, esiste un’identifi-
cazione ¢ : I? — S? tale che q(0I%) = yo € qpg > * Int 1> — 5%\ {yo} sia un
omeomorfismo. Per la Proposizione 3.3.4 esiste un unico sollevamento h : 12 — X
di foq: I* — X tale che h(0,0) = Zp. Quindi poh = fogq e il seguente diagramma

€ commutativo.

J RN e
1N
q P
2L x
Segue che
p(h(017)) = f(a(0I7)) = f(yo)
e quindi h(9I%) C p~'(f(yo)). Ma la fibra di f(y) ¢ discreta e quindi, essendo
OI? connesso e h continua, segue che h(9I*) = Z,. Segue allora che h scende

al quoziente rispetto all’identificazione ¢q. FEsiste quindi un’unica applicazione
f:5? = X continua tale che foq = h:

Pty x

e

q P

2t x
Si ha quindi

f(yo) = f(4(0,0)) = h(0,0) = Zo.

Inoltre po fog=poh = foq e siccome ¢ ¢ suriettiva, allora po f = f. Questo

conclude la dimostrazione del lemma. O

Osservazione 4.1.5. Si puo dimostrare che il lemma precedente vale anche per
S™ con n > 2 e, piu in generale, per ogni varietda topologica semplicemente

connessa (cfr. Teorema 5.3.2).

Lemma 4.1.6. Sia f : S* — R un’applicazione continua. Allora esiste un punto
Yo € S? tale che f(yo) = f(—o).
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qn Yo

0 f(w) = f(—vo)

—Yo

Dimostrazione. Sia g : S?> — R 'applicazione continua definita da

Osserviamo che g(—y) = —g(y) per ogni y € S?. Dal momento che S? ¢ connesso,
g(S?) ¢ un sottoinsieme connesso di R e quindi g(S?) ¢ un punto oppure un
intervallo di R. Se ¢g(S?) ¢ un punto allora g & Papplicazione nulla. Infatti
g(y) = g(—y) = —g(y) per ogni y € S? implica che g(y) = 0 per ogni y € S2.
Quindi, in questo caso, f(y) = f(—y) per ogni y € S?. Se invece g(S?) ¢ un
intervallo (diverso da un punto) possiamo trovare y; € S? tale che g(y1) # g(—y1).

Ma essendo ¢(.5?) convesso il punto

(9(y1) +9(=11)) = 5 (9(s1) = 9(y1)) = 0

DN —

1
2

appartiene ancora a ¢(S?%). Quindi esiste yo € S? tale che g(yy) = 0, ossia tale
che f(yo) = f(=¥o)- 0

Osservazione 4.1.7. Il Lemma 4.1.6 si estende (con una dimostrazione analoga)

a tutte le applicazioni continue da S" a R, n > 1.

Dimostrazione del Teorema 4.1.1. Sia f : S? — S! un’applicazione continua.
Consideriamo il rivestimento exp : R — S! descritto nell’Esempio 3.1.5. Per il
Lemma 4.1.4 esiste un’applicazione continua f : S — R tale che expof = f.
Per il Lemma 4.1.6 esiste y, € S? tale che f(yo) = f(=yo). Segue che flyo) =

exp(f(yo)) = exp(f(—=w0)) = f(=%o)-

U
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Corollario 4.1.8. Sia g : S — R? un’applicazione continua tale che g(—y) =
—g(y) per ogniy € S?. Allora esiste yo € S? tale che g(yo) = 0.

RZ
Sm Y 9(y)

—————————————

I 9(yo)

-y

Dimostrazione. Se per assurdo g(y) # 0 per ogni y € S?, allora 'applicazione

continua

f:8* — st

9(y)
el

¢ tale che f(—y) = —f(y) per ogni y € S?, in contrasto con il Teorema 4.1.1. [J

Corollario 4.1.9. Sia h : S? — R? un’applicazione continua. Allora esiste

Yo € S? tale che h(yy) = h(—yo). In particolare h non ¢& iniettiva.

]R2

Sn Yo

M hlye) = k(=)

—Y

Dimostrazione. Sia per assurdo h(y) # h(—y) per ogni y € S?. Allora 'applica-

zione continua
g: S — R?
y — h(y) — h(~y)
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soddisfa g(—y) = —g(y). Segue quindi dal Corollario 4.1.8 che esiste yy € S? tale
che g(yo) = 0 e quindi 2 (yo) = h(—yo)- O

Osservazione 4.1.10. Il Corollario 4.1.9 ha la seguente interpretazione meteo-
rologica: in ogni istante, esistono sulla superficie terrestre due punti antipodali

con la stessa temperatura e la stessa pressione atmosferica.
Corollario 4.1.11. La sfera S? non é omeomorfa a nessun sottospazio di R2.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista un S sottospazio di R? e un
omeomorfismo ¢ : S? — S. Se i : S — R? denota l'inclusione di S in R? allora
h =i0g:S? — R? ¢ un’applicazione continua e iniettiva, in contrasto con il
Corollario 4.1.9. |

Corollario 4.1.12. Sia A C R3 un aperto non vuoto. Allora ogni applicazione

continua da A in R? non & iniettiva.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che g : A — R? sia un’applicazione
continua e iniettiva. Siccome A & aperto in R® contiene un sottospazio S omeo-
morfo a S?. Allora I'applicazione gjs : S — R? & un’applicazione continua e

iniettiva in contrasto con il Corollario 4.1.9. ]

Corollario 4.1.13 (Teorema del panino). Dati tre sottoinsiemi limitati e misu-
rabili di R? esiste un piano di R? che divide ognuno dei tre insiemi in due insiemi

dello stesso volume.

Dimostrazione. Siano A, B e C' i tre insiemi. Per ogni y € S? consideriamo il
piano P, perpendicolare al vettore Oy e che divide A in due insiemi dello stesso
volume (questo piano esiste per il teorema del valor medio, per la limitatezza di
A e perché il volume & una funzione continua). Indichiamo inoltre, con P, e P
i due semispazi nei quali il piano P, divide lo spazio.

Dato y € S* siano B¥(y) C P e B~(y) C P, (risp. C*(y) C B e C~(y) C
P) i sottoinsiemi di R® nei quali risulta suddiviso B (risp. C) dal piano P,.
Siano inoltre vol(B*(y)) e vol(B~(y)) (risp. vol(CT(y)) e vol(C~(y))) i loro

volumi. Consideriamo ’applicazione continua
g:S8* — R?
y > (vol(B*(y)) — vol(B~(y)), vol(C™ (y)) — vol(C™ (y)))
Per costruzione g(—y) = —g(y) per ogni y € S?. Segue dal il Corollario 4.1.8 che
esiste yo € S? tale che g(yo) = 0 ossia vol(BT(yg)) = vol(B~ (y)) e vol(CT(y0)) =
vol(C~(yo)). Quindi Py, ¢é il piano che divide ognuno dei tre insiemi A, B e C' in

due insiemi dello stesso volume. O
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Osservazione 4.1.14. 11 Corollario 4.1.13 prende il nome dal problema della
divisione di un panino al prosciutto, dove per panino al prosciutto si intende
I'insieme costituito da due fette di pane e da una fetta di prosciutto. Il corollario
mostra che é possibile dividere un panino al prosciutto con un solo taglio netto in
modo che la fetta di pane inferiore, la fetta di prosciutto e la fetta di pane superiore
siano simultaneamente tagliate esattamente a meta. Osserviamo, inoltre, che gli

insiemi A, B e C non devono essere necessariamente connessi.

4.2 1l gruppo fondamentale del cerchio

In questo paragrafo calcoleremo il gruppo fondamentale del cerchio S*. Fis-

siamo il punto base (1,0) che in notazione complessa ¢ il punto 1.
Teorema 4.2.1. m(S', 1) ¥ Z.

Dimostrazione. L’idea che sta alla base di questo isomorfismo di gruppi é che ogni
arco chiuso f : I — S! di base 1 “gira” in senso antiorario un certo numero di
volte su S'. Questo numero intero si pud pensare ottenuto euristicamente come
segue: ogni volta che abbiamo compiuto un giro completo in senso antiorario
registriamo un valore 1; se invece si ¢ compiuto un giro completo ma in senso
orario registriamo un valore —1. La somma di questi valori € I'intero cercato. Per
dimostrare che effettivamente 71(S', 1) & Z bisogna dimostrare che se f e g sono
due archi chiusi di base 1 tali che f ~yq 1} g allora I'intero associato a f ¢ lo stesso

dell’intero associato a g e che questo avviene tramite un isomorfismo di gruppi.

Per ottenere un’applicazione che a [f] € m1(S?, 1) associa il numero intero che
tiene conto di quante volte [f] gira intorno a 1, usiamo il rivestimento exp : R —
S* dell’Esempio 3.1.5 e i risultati sui sollevamenti degli archi. Dato [f] € m;(S*, 1)
esia f € [f] un suo rappresentante. Consideriamo f : I — R 1'unico sollevamento
di f tale che f(0) = 0. Possiamo definire allora

d:m(SH1) — Z (4.1)
[l — F()

Segue dal Corollario 3.3.5 che ® ¢é ben definita.

Per dimostrare il Teorema 4.2.1 faremo vedere che ® ¢ un isomorfismo di
gruppi. Introduciamo qualche notazione. Dato un laccio f in S* di base 1 e
a € Z = exp (1), denotiamo con £,(f) I'unico sollevamento di f che inizia in a,

cioé che soddisfa exp ol (f) = f e o(f)(0) = a. Ovviamente se f ¢ il sollevamento
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di f che inizia in 0 allora £,(f) = f e quindi ®([f]) = £o(f)(1). Inoltre

la(f) = Lo(f) + €, (4.2)

dove ¢, : I — R & larco costante €,(t) = a. Infatti

La(f)(0) = a = Lo(f)(0) + €(0)

expola(f) = [ = fer = exp(lo(f)) exp(ea) = expo(bo(f) + €a)

e la (4.2) segue dall’'unicita del sollevamento di archi con lo stesso punto iniziale
(Proposizione 3.3.2). Inoltre, se f e g sono due lacci in S* di base 1 e a € Z =
exp~1(1) vale la seguente formula che lega il sollevamento di due lacci con la loro

concatenazione f - g:
Ca(f - 9) = La(f) - to(9), (4.3)
dove b = £,(f)(1). Infatti

expo(la(f) - ty(g)) = (expola(f)) - (expoli(g)) = [ - g,

e la (4.3) segue ancora una volta dall’unicita del sollevamento degli archi. Pos-
siamo ora dimostrare che ® ¢ un omomorfismo. Dati [f], [g] € 71(S?, 1) allora,
per la (4.3),

O([f] - [g]) = ([f - g]) = Lo(f - 9)(1) = (Lo(f) - €(9)) (1) = Lp(g)(1),

dove b = {y(f)(1). D’altra parte, per la (4.2),

lo(9)(1) = bo(g)(1) +b = Lo(g)(1) + (1) = f(1) + 3(1) = ([f]) + ®([9]).

Mostriamo ora che 'omomorfismo ® ¢ suriettivo. Sia k intero e f : I — R
Parco in R definito da f(t) = kt. Allora f = expof & un laccio di base 1 e il suo
(unico) sollevamento che inizia in 0 & esattamente f. Segue che ®([f]) = f(1) = k.

Infine dimostriamo l'iniettivita di ®. Sia [f] € 71(S', 1) tale che ®([f]) = 0.
Allora, per definizione di ®, f(0) = f(1) = 0. Essendo R semplicemente connesso
esiste un’omotopia F' : I x I — R relativa a {0,1} tale che f ~0,1} €o- Allora

f=(exp of) ~101} (expoey) = €, cioé [f] = [e1], quindi ® ¢ iniettiva. O

Corollario 4.2.2. Non esiste una retrazione da D? a S*.
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Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista una retrazione r : D?* — S1
cioé¢ un’applicazione continua tale che r o i = Idg: dove i : S — D? denota

l'inclusione. Segue dal Teorema 2.3.1) che
T O i* = (7“ o) Z)* = Idm(Sl,l)

In particolare 4, : m(S',1) — m(D? 1) dev’essere iniettiva. Ma questo ¢ as-
surdo in quanto non puo esistere un’applicazione iniettiva da m(S',1) = Z a
m(D? 1) = {1}. ]
Corollario 4.2.3. Il toro n-dimensionale T™ ha gruppo fondamentale dato dal

prodotto diretto di n copie di Z. Consequentemente T" e la sfera S™ non sono

omotopicamente equivalenti per n > 2.

Dimostrazione. La tesi segue dal Teorema 2.5.1., dal Teorema 2.6.1 e dal Teore-
ma 4.2.1. O

Corollario 4.2.4 (Teorema fondamentale dell’algebra). Ogni polinomio di grado

k > 1 a coefficienti in C ha una radice in C.

Dimostrazione. Senza ledere la generalita della dimostrazione possiamo assumere
che il coefficiente che moltiplica z" sia uguale a 1 cioé che il polinomio sia delle
forma

p(z) ="+ a2 -+ ay,.
Supponiamo che p non abbia radici, cioé p(z) # 0 per ogni z € C, e mostriamo

che necessariamente n = 0. Allora 'applicazione
G:Ix[0,+00) = S'cC

definita da (re2mi). [p(r)|
p(res™) |p(r

G(t,r) = .
) = Yptremny] p(r)

¢ continua. Consideriamo l'applicazione F': I x I — S! definita da:

t, = tel,0< 1
F(t,s):{G<’13> se tel,0<s<

e2mint se tel,s=1.

Non e¢ difficile vedere che F' é continua. Infatti, un calcolo diretto mostra che
S

lim F(t,s) = lim G(t, : )= lim G(t,r) =¥,

s—1- R — 8" ro+oo
Inoltre F'(t,0) = 1, F(t,1) = e*™™ F(0,s) = F(1,s) = 1, per ogni s € I.
Quindi F' definisce un’omotopia relativa a {0,1} tra il laccio costante ¢; e il
laccio f(t) = €™ (lacci basati in 1 € S'). Osserviamo che il sollevamento di ¢
che inizia in 0 é ¢y, mentre il sollevamento di f che inizia in 0 € f = kt. Quindi,
per il Corollario 3.3.5, abbiamo 0 = €y(1) = f(1) = k che dimostra la tesi. O
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Corollario 4.2.5 (Teorema del punto fisso di Brouwer). Sia f : D* — D? un’ap-

plicazione continua. Allora f ha un punto fisso, cioé esiste xy € D? tale che

f(l‘o) = Zo-

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che f(z) # x per ogni x € D?. Allora
possiamo definire un’applicazione r : D?* — S! che al punto z € D? associa
I'intersezione della semiretta affine di R? con origine in x e vettore direttore

x — f(z), con la frontiera di D? (cioe S').

Non ¢ difficile scrivere ’espressione analitica di r e verficare che é continua.
Infatti, un’equazione parametrica della semiretta in questione ¢ la seguente:

s(z) =z +tg(z), per t >0 dove g(x) = a:——f(x)

|z — f(2)]I’
L’intersezione di tale semiretta con S' si ottiene per quei valori di ¢ tali che
|s(z)]|*> = 1 cioe:
t*+ 2tz g(z) + ||z)* =1

dove “-” denota il prodotto scalare di R?. L’unica soluzione positiva di quest’e-

quazione é:

t=—x-g(z)+ (v g(x)2+1—|z|?

e quindi lespressione analitica di r : D* — S! diventa:

r(2) = o+ (Vi 9@+ 1= 2l —2 - g(a)) g(x).

dalla quale si vede che r & continua. Osserviamo infine che r ¢ un retrazione da

D? a S' (come si verfica facilmente dalla sua espressione analitica o dalla sua
costruzione geometrica). Questo é in contrasto con il Corollario 4.2.2 e mostra

che deve esistere un punto fisso per f. n

Corollario 4.2.6 (Teorema di Frobenius). Sia A un matrice 3 x 3 con entrate

strettamente positive. Allora A ammette un autovalore reale positivo.
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Dimostrazione. Sia T : R* — R? I'applicazione lineare definita da T'(z,y,2) =
A(z,y, 2)T. Consideriamo il sottospazio di R? ottenuto dall'intersezione di S con

il primo ottante e cioé:
B=5"n{(z,y,2) | » >0,y >0,z >0}

Osserviamo che, per le ipotesi sulla matrice A, dato p € B, T(p) € R? ¢ non

nullo e tutte le sue componenti sono maggiori o uguali a zero. Resta cosi definita

un’applicazione continua p — % da B in B. Essendo B omeomorfo a D?, per
il Teorema di Brouwer (cfr. I’Esercizio 4.10) esiste py € B tale che H?EZB” = Do.

Equivalentemente T'(po) = ||T(po)||po € quindi | T(po)|| ¢ un autovalore positivo
di A. [

Osservazione 4.2.7. Il Teorema del punto fisso di Brouwer puo essere generaliz-
zato al disco D", per ogni n, usando la teoria dell’omologia. Una dimostrazione
geniale di questo teorema che fa uso del teorema delle funzione inversa é stata
ottenuta da John Milnor in [Mil78].

4.3 Il gruppo fondamentale del proiettivo reale

Le tecniche usate nel calcolo del gruppo fondamentale di S* possono essere usa-
te per calcolare il gruppo fondamentale del proiettivo reale RP" n-dimensionale.
Per n = 1, RP' = S' del quale abbiamo gia calcolato il gruppo fondamentale.
Quindi possiamo assumere n > 2. Dimostriamo dapprima una proprieta generale
sui rivestimenti che generalizza il Teorema 3.3.6. Sia p : X = X un rivestimento,
sia 79 € X e Z9 € p (o) un punto fissato della fibra di xy. Analogamente
a quanto fatto per il calcolo del gruppo fondamentale di S! possiamo definire

un’applicazione

(X, 1) — p H(x0) (4.4)
[l — f()
dove f : I — X ¢ Punico sollevamento di f tale che f(O) = Ty. Segue dal Co-

rollario 3.3.5 che ® é un’applicazione ben definita. Il risultato del quale abbiamo

bisogno e il seguente:

Teorema 4.3.1. Se X ¢ connesso per archi allora ® ¢ suriettiva. Se inoltre X ¢

semplicemente connesso allora ® ¢ una bigezione.
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Dimostrazione. Dato @, € p~'(zy) sia f : I — X un arco che unisce & = f(O)
con 71 = f(1). Allora f := po f : I — X ¢ un laccio di base z, in X e, per
definizione di ®, ®([f]) = f(1) = #;. Questo mostra che ® ¢ suriettiva.
Supponiamo ora che X sia semplicemente connesso. Allora X ¢ connesso
per archi e ® ¢é suriettiva per la prima parte. Resta da dimostrare che & ¢é
iniettiva. Siano [f],[g] € m1 (X, zo) tali che ®([f]) = ®([g]). Equivalentemente
f (1) = g(1) dove f e g sono i sollevamenti rispettivamente di f e ¢ tali che
f(0) = §(0) = &. Siccome X ¢ semplicemente connesso f ~r1y § tramite
un’omotopia F : I x I — X (cfr. Lemma 2.4.5). Segue che f ~01},F g tramite
Pomotopia F :=po F: I x I — X. Quindi [f] = [g] e ® & una bigezione. O

Teorema 4.3.2. Il gruppo fondamentale di RP" ¢& il gruppo ciclico Zo per ogni
n > 2.

Dimostrazione. Consideriamo l'identificazione p : S™ — RP" definita da x +— [z]
tale che y € [x] se e solo se y = +x. Allora p & un omeomorfismo locale. Infatti per
ogni punto x € S™ sia V un aperto di S™ che contiene x e tale che VN (=V) =10
dove —V ¢ l'insieme definito come —V = {—x | € V}. Allora la restrizione
pyv : V — p(V) & un omeomorfismo tra V' e I'aperto p(V') di RP" (p(V') é aperto
in quanto p~!(p(V)) = VU(-V) & aperto in S™). Segue allora dal Teorema 3.2.4
che p ¢ un rivestimento di grado due. Usando il fatto che S™ ¢ semplicemente
connessa (Teorema 2.5.1) e il Teorema 4.3.1 segue che 7 (RP") ¢ un gruppo con

due elementi e quindi isomorfo a Zs. O

Osservazione 4.3.3. Dal Teorema 4.3.2 e dal Corollario 4.2.3 deduciamo che le
superfici S2, T? e RP? sono topologicamente distinte. Nel Capitolo 9 calcoleremo

il gruppo fondamentale di tutte le superfici compatte e connesse.

4.4 Esercizi

Esercizio 4.1. Si dimostrino le affermazioni fatte negli Esempio 1.1.2 e Esem-
pio 1.2.2.

Esercizio 4.2. Si dimostri che il nastro di Mobius ha gruppo fondamentale

isomorfo a Z.

Esercizio 4.3. Dimostrare che per ogni n > 2 non esiste un’applicazione continua
f: 8™ — St tale che f(—x) = —f(z).

[Suggerimento: imitare la dimostrazione del Teorema di Borsuk-Ulam (n = 2).]
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Esercizio 4.4. Dimostrare che dati due insiemi misurabili nel piano esiste una

retta che divide ognuno di essi in due parti della stessa area.

Esercizio 4.5. Trovare due spazi topologici X e Y e una funzione continua
¢ : X — Y iniettiva (risp. suriettiva) tale che ¢, non sia iniettiva (risp. non sia

suriettiva).

Esercizio 4.6. Calcolare il gruppo fondamentale dei seguenti sottospazi di R?:
{z e R? | |lz]| > 1}; {z € R* | [lz]] < 1}; {z € R* | [lz] > 1}; {(z,y) €
R* |y > 2%} {(z,y) € R* | y < 2?}; S'U(Ry x R); R?\ (Ry x {0}), dove

Esercizio 4.7. Calcolare il gruppo fondamentale di S™ x 5™, n,m € N.
Esercizio 4.8. Dimostrare che R? non é omeomorfo a R x [0, +00).

Esercizio 4.9. Si dimostri che uno spazio topologico non puo essere contempo-

raneamente una 2-varieta e una n-varieta per n > 2.

Esercizio 4.10. Sia B uno spazio topologico omeomorfo al disco D?. Dimostrare

che un’applicazione continua f : B — B ha un punto fisso.

Esercizio 4.11. Sia A un retratto del disco D?. Dimostrare che un’applicazione

continua f : A — A ha un punto fisso.

Esercizio 4.12. Sia n un numero naturale positivo. Dimostrare che un’ap-
plicazione continua da D™ a se stesso ha un punto fisso usando il fatto che
Tno1(S™1) = Z per ogni n > 2, dove 7,(S™) denota l’ennesimo gruppo di

omotopia della sfera S™.

Esercizio 4.13. Sia n un numero naturale positivo. Dimostrare che un’applica-
zione continua dall’interno del disco D" a se stesso non ha necessariamente un

punto fisso.



Capitolo 5

Classificazione del rivestimenti

5.1 Azioni di gruppi su spazi topologici

Sia X uno spazio topologico e G un gruppo. Lo spazio X é detto un G-spazio
che da ora in poi sara sinistro) se X é un G-insieme sinistro (vedi Appendice E
p PP

e 'applicazione bigettiva

Ly: X — X

T—>qg-T
¢ continua.

Osservazione 5.1.1. Se L, ¢ continua per ogni g € G, allora ¢ automaticamente

un omeomorfismo, infatti la sua inversa ¢ data da L1 che ¢ continua per assunto.

Equivalentemente, X é un G-spazio se si ha un omomorfismo di G nel gruppo
Omeo(X) degli omeomorfismi di X che associa a g 'omeomorfismo L,. Possiamo
allora dotare lo spazio quoziente X /G della topologia quoziente rispetto alla pro-
iezione canonica 7 : X — X/G secondo la quale U é aperto in X/G se e solo se
7~ 1(U) & aperto in X. Descriviamo ora alcune proprieta topologiche dello spazio

quoziente.

Proposizione 5.1.2. Sia X un G-spazio e 7 : X — X/G la proiezione sul
quoziente. Allora m é aperta e se G & un gruppo finito, allora © é anche chiusa.

Inoltre X /G ¢ di Hausdorff se e solo se l'insieme
K={(z,g-2) e XxX |ze X, geG}

¢ chiuso in X x X.
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Dimostrazione. Sia U un aperto di X. Allora

7Y xU) ={r € X | n(x) € n(U)} = {z € X | n(x) = n(y), per qualche y € U}
={x € X | x = g -y per qualche y € U e per qualche g € G}
={re X |zeg-Uperqualhe g € G} =Ujeq g-U = Ugee Ly(U).

Dal momento che L, ¢ un omeomorfismo e U & aperto segue che Ly,(U) & un
aperto di X. Quindi 7(7~(U)) ¢ aperto in quanto unione di aperti e & aperta.
Se C' ¢ un sottoinsieme chiuso di X e G ¢ finito allora allo stesso modo si
ottiene:
7(71(C)) = UpeaLy(C)

che & un chiuso in quanto unione finita di chiusi.
Infine osserviamo che 'applicazione
f: X xX—X/GxX/G
(z,y) — (w(z),7(y)).
é aperta e suriettiva e quindi un’identificazione.

Ricordiamo che X/G ¢ di Hausdorff se e solo se la diagonale A & chiusa in

X/G x G/K o, equivalentemente, se e solo se
FHA) ={(zy) e X x X |n(@) =n(y)} ={(z.y) EX x X |y=g -2} =K
é chiuso in X x X. ]

Sia X un G-spazio. Diremo che 'azione di G su X ¢ propriamente discon-

tinua se per ogni z € X esiste un aperto U contenente x tale che
(g1-U)N(g2-U) =10 (5.1)

per ogni coppia di elementi distinti ¢;, go € G. Ovviamente un’azione propriamen-
te discontinua € anche propria. Osserviamo anche che 'azione di G su X & pro-
priamente discontinua se e solo se per ogni x € X esiste un aperto U contenente

z tale che

(g-U)NU =0 (5.2)

per ogni elemento g € G diverso dall’elemento neutro. Infatti la (5.1) implica la

(5.2) ponendo go = 1. Mentre se vale la (5.2) allora si ottiene la (5.1):

(g1-U)N(g2-U) = g2l(95':U) N U] = 0,Vg1, 90 € G.
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Osservazione 5.1.3. Lo spazio quoziente di uno spazio di Hausdorff per un’azio-
ne propriamente discontinua non ¢ in generale di Hausdorff. Massey ha costruito
un esempio del gruppo Z che agisce in modo propriamente discontinuo su un
sottospazio X di R? ma X/Z non ¢ di Hausdorff, si veda 'Esercizio 5.1.

L’interesse per le azioni propriamente discontinue ¢ giustificato dal seguente:

Teorema 5.1.4. Sia X un G-spazio. L’azione (a sinistra) di G su X ¢é propria-

mente discontinua se e solo se m: X — X/G ¢ un rivestimento.

Dimostrazione. Supponiamo che ’azione di G sia propriamente discontinua. Dal-
la Proposizione 5.1.2 'applicazione 7 & continua, aperta e suriettiva. Sia x € X
e U un aperto di X contenente z che soddisfa la condizione (5.2). Allora 7 (U)
¢ un aperto contenente m(x). Se mostriamo che 7(U) ¢é ben ricoperto da 7 se-
guira che 7 & un rivestimento. Abbiamo gia visto nella dimostrazione della Pro-
posizione 5.1.2 che 77! (7(U)) = U,L,(U). Quindi & sufficiente dimostrare che
ML) : Lg(U) = m(Ly(U)) = m(U) ¢ un omeomorfismo. Quest’applicazione non
¢ altro che la composizione

L -1 7T|U

L, (U) - Lg(U) g > U

©(U).

Qui la prima mappa ¢ un omeomorfismo per definizione e la seconda perché é
una bigezione (iniettiva per la (5.2)), continua (in quanto restrizione di un’appli-
cazione continua) e aperta ()in quanto 7 & aperta).

Viceversa supponiamo che 7w : X — X/G sia un rivestimento. Dato x € X sia
V un aperto di 7(z) ben ricoperto da 7. Allora 7= (V) =UU; e my, : U; = V &
un omeomorfismo. Sia Uj, I'aperto che contiene x. Per ogni g € G I'aperto g-Uj;,
dev’essere disgiunto da Uj, altrimenti due punti di Uj, sarebbero nella stessa
orbita rispetto all’azione di G e la restrizione di m a Uj, non sarebbe iniettiva.

Quindi la (5.2) ¢ soddisfatta e I'azione di G é propriamente discontinua. ]

Segue una lista di esempi di azioni propriamente discontinue. Il lettore &

invitato a dimostrare i dettagli.

Esempio 5.1.5. Il sottogruppo di Omeo(R?\ {(0,0)}) generato dalla moltiplica-
zione per A > 0, (x,y) — (Ax, \y) ¢ isomorfo a Z e agisce a sinistra su R?\ {(0,0)}
in maniera propriamente discontinua. Il quoziente R?\ {(0,0)}/Z ¢ omeomorfo

al toro T?.

Esempio 5.1.6. Sia G = Z e X = R. Allora ponendo m-x =m+x, v € R
si definisce un’azione sinistra propriamente discontinua di G su X. Otteniamo

quindi un rivestimento m : R — S?.
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Esempio 5.1.7. Sia G = Z? e X = R?. Allora ponendo
(m,n) - (z,y) = (x +m,y+n), (,y) € R*

si definisce un’azione sinistra propriamente discontinua di G su X. Equivalen-
temente si sarebbe potuto considerare 1’azione sinistra del sottogruppo H di
Omeo(R?) generato dalle isometrie (traslazioni) (z,y) — (z + 1,y) e (z,y) —
(z,y + 1). Otteniamo quindi un rivestimento m : R? — T2 Questo puo essere
ottenuto anche come prodotto di due copie del rivestimento ottenuto nell’Esem-
pio 5.1.6.

Esempio 5.1.8. Sia G =Z e X = {(z,y) € R? | —

infinita. Allora ponendo

% <y< %} una striscia

m-(z,y) = (z+m,(-1)"y).

si definisce un’azione sinistra propriamente discontinua di G su X. Lo spazio

quoziente X /G é omeomorfo al nastro di Mobius e 7 : X — N ¢ un rivestimento.

Esempio 5.1.9. Consideriamo ’azione sinistra del sottogruppo H di Omeo(R?)
generata dalle isometrie (traslazioni) (z,y) — (z+ 1,1 —y) e (z,y) — (x,y + 1).
Quindi H ¢ costituito dalle isometrie della forma (x,y) — (x + m, (—1)™y + n).
Equivalentemente si € definita un’azione sinistra propriamente discontinua di H su
X. Lo spazio quoziente X/H & omeomorfo alla bottiglia di Klein e 7 : R? — X/H

¢ un rivestimento.

Esempio 5.1.10. Sia G = Zy = {£1} e X = 5" la sfera unitaria centrata nell’o-
rigine. Allora ponendo +1-x = +x, x € S” si definisce un’azione propriamente

discontinua di G su X. Otteniamo quindi un rivestimento 7 : S™ — RP".

Se il gruppo G che agisce su uno spazio X é finito allora abbiamo un criterio

utile per controllare se I'azione sia propriamente discontinua.

Teorema 5.1.11. Sia G un gruppo finito che agisce liberamente su uno spazio

di Hausdorff X. Allora l'azione di G su X é propriamente discontinua.

Dimostrazione. Siano gy = 1,¢1,...,9, gli elementi di G e sia x € X. Allora i
punti g - x, ..., g, - x sono tutti distinti da gg - * = = in quanto 1’azione ¢ libera.
Siccome X ¢é di Hausdorff esistono aperti Uy, ..., U, contenenti x,g,-x,..., g,

rispettivamente tali che Uy N U, = @) per ogni k = 1,...n. Allora

U:mjzogj_l'Uj
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¢ un aperto contenente x che soddisfa la (5.2). Infatti, per ogni g = gx € G con
k=20,...,n si ha:

g U=ge- (Mg g7 - U;) =00_g gy ' - U; C grgi - Ur = U

Per cui per ogni & = 1,...,n otteniamo g, - UNU C U, N Uy = @ dato che
Uo N U, = 0. O

Esempio 5.1.12. Sia S® = {(21, 29) € C? | |21|* + |22* = 1} la sfera unitaria in

R* = C2. Consideriamo 1'applicazione

h: S — 53

21, i 1, 2 22
(21, 20) —> (2P 2y, €2™19/P2,)

dove p e ¢ sono interi positivi primi fra loro e 1 < ¢ < p. L’applicazione h € un

omeomorfismo con inverso

Rt S8 — S8

(21, 22) — (e72m/P 7 e72mia/p )
e h? = Idgs. L’omeomorfismo h genera quindi un’azione di Z, su S*:

Z,x S — 53

([n]p; (z1,22)) —> (627””/1’317 62””(1/1722)

Quest’azione ¢ libera. Infatti se e2™™/Pz; = 2 e €>™Pz, = 2z, con 2z # 0,
allora e2™/? = 1 e quindi p|n; se invece z; = 0, allora z, # 0 e 2™4/P = 1 ¢
quindi, essendo p e ¢ coprimi, si ha pjn. Quindi per il Teorema 5.1.11 'azione
¢ propriamente discontinua. Il quoziente S®/Z, ¢ quindi uno spazio topologico
chiamato spazio lenticolare e per il Teorema 5.1.4 la proiezione sul quoziente

& un rivestimento S® — S%/7Z,.

Osservazione 5.1.13. Si puo dimostrare che dato il disco unitario D? = {(z,y) €
R? | 22 + y* < 1} e un intero g > 2 esiste un sottogruppo I'; C Omeo(D?) che
agisce in modo propriamente discontinuo su D? e tale che lo spazio quoziente
D?/T, sia omeomorfo a una superficie compatta, connessa e orientabile %, di

genere g. Quindi esiste un rivestimento 7 : D* — 3.

5.2 Rivestimenti e gruppo fondamentale

In questa sezione studieremo alcuni legami tra i gruppi fondamentali dello

spazio totale X e dello spazio di base X di un dato rivestimento p : X — X.



70 CAPITOLO 5. CLASSIFICAZIONE DEI RIVESTIMENTI

Sia 7o € X e 9 = p(#) € X. Ricordiamo che in (4.4) abbiamo definito

un’applicazione

(I)Z’Tl'l(X,l'o) —>p71($0)
[l — F()

dove f : I — X ¢ l'unico sollevamento di f tale che f(0) = &,. Abbiamo
dimostrato nel Teorema 4.3.1 che se X ¢ connesso per archi allora ® ¢ suriettiva
e se X & semplicemente connesso allora ® ¢ una bigezione. Vale anche il seguente

risultato.
Teorema 5.2.1. Siano p: X — X un rivestimento, T € X e 2o = p(Zo) € X.

(1) L'omomorfismo p, : m(X, &) — m(X,x0) indotto da p & iniettivo. In

particolare, p,m (X, ) ¢ un sottogruppo di m (X, ) isomorfo a m (X, %);

(2) Se f é un laccio di X basato in xo, allora [f] € pemi (X, %) se e solo se f

st solleva ad un laccio di X basato in Tg;

(8) La mappa ® induce un’applicazione iniettiva

1 (X7 :CO)

: o1 (X, o) — p(x0) (5.3)

dall’insieme delle classi laterali destre di p,mi(X,%o) alla fibra p~'(xq).

Inoltre, U ¢ bigettiva se X ¢ connesso per archi.

Dimostrazione. Dimostriamo prima la (1). Sia f un laccio in X basato in i
e supponiamo che p*([f]) =[po f] = [€z,]- Questo significa che p o fe €20
sono omotopi relativamente a {0,1}. Ma allora i loro sollevamenti fe €3, SONO
omotopi relativamente a {0, 1} per il Corollario 3.3.5 cio¢ [f] & emento neutro
di 7 (X, Zo).

Per dimostrare (2) consideriamo un arco f in X basato in g il cui sollevamento
f tale che f(0) = &, ¢ un laccio in #,. Chiaramente si ha p*[f] =[po f] = [f]
per cui [f] € p.m(X,Zg). Viceversa, se [f] € p.mi(X, %) allora f & omotopo
relativamente a {0,1} ad un laccio po § dove §: I — X & un laccio basato in .
Ma allora, ancora per il Corollario 3.3.5, il sollevamento f di f tale che f (0) =g
& omotopo relativamente a {0,1} a § e in particolare f(1) = .

Dimostriamo ora la (3). Per mostrare che ¥ & ben definita dobbiamo verificare
che se [f] € p.m (X, Zo)[g] allora f(1) = g(1). La prima condizione significa che
esiste un laccio h : I — X basato in Z, tale che [f] = <p* [iz]) lg] = [(poh)- gl
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Per cui i loro sollevamenti f e (po h) ﬁ\p/ali che f(0) = (poh)-g(0) = & sono
omotopi relativamente a {0,1}. Ma (po il) .g=h-gdove g ¢ il sollevamento di
g tale che §(0) = h(1) = Z,. Per cui concludiamo che f(1) = (h- §)(1) = §(1).
L’iniettivita di ¥ é equivalente al viceversa del precedente punto. Ovvero, dati
due elementi [f], [g] € m (X, x) tali che f(1) = g(1) vale [f] € p.mi(X,%0)[g].
Ora se f(1) = §(1) allora I'arco f-i(§) & un laccio basato in &, per cui [f oi(g)] €
pomi(X, &) per il punto (2). Quindi abbiamo

[f]=1f -i(9) - g = [f - i(9)]lg] = p.[f - i(§)][g] € o1 (X, Fo)[g].

Infine, se X ¢ connesso per archi, allora per il Teorema 4.3.1 la mappa ®, e

conseguentemente la W, é suriettiva. O

Corollario 5.2.2. Sia p: X — X un rivestimento, X connesso per archi. Allora

p & un omeomorfismo se e solo se pymi (X, 7o) = m (X, x0).

Corollario 5.2.3. Sia p: X — X un rivestimento, X connesso per archi. Allora
il grado del rivestimento ¢ uguale a n se e solo se Uindice di p,m(X,Zo) in

(X, z0) én, per ogni zg € X e Ty € p~ (o).

Nella proposizione che segue ci proponiamo di capire come sono legati i due
gruppi p,m1 (X, Zo) e pom (X, 1) per scelte diverse di &g, #; € X tali che p(i) =

p(T1) = 2.

Proposizione 5.2.4. Sia p : X — X un rivestimento, X connesso per archi,
rg € X e Iy € pYxp). Allora un sottogruppo H < m(X, ) ¢ coniugato a

p*m(f(,i’o) se e solo se esiste T, € p~ (o) tale che H = p*ﬂl(X,il).

Dimostrazione. Supponiamo che esista #; € p~*(zo) tale che H = p,m (X, %) e

dimostriamo che H é coniugato a p,m (X, Zo). Sia f un arco da &y a 7 e

Uf' : Wl(X,i‘o) — Wl(X,i‘l)
G — [i(f)--f]
I'isomorfismo associato. Applicando p, si ha: p*ufﬂl(f( ,Ty) = p*m(f( ,T1).
D’altra parte per ogni [§] € m (X, Zg) si ha

peuflg) = puli(f) - G- f1=1[i(f) - g f] = uglgl = usp.[g)-

Per cui

pemi(X, T1) = paugmi (X, Zo) = uppami (X, Zo) = [i(f)]pammi (X, Zo)[f]
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e la conclusione segue da [i(f)] = [f]~".

Viceversa, se H & un sottogruppo coniugato a p,m1 (X, &), allora H = ] p.m1 (X, Zo)[f]
per un certo [f] € m(X,x). Sia f il sollevamento di f che inizia in Z, e sia
#1 = f(1). Per la parte precedente [f] 'p,m (X, %0)[f] = pom(X,Z1) e quindi

H =p,m(X, ). ]

Osservazione 5.2.5. Le classi di coniugio di sottogruppi di 71 (X, x) sono inva-
rianti algebrici del rivestimento p : X — X. Mostreremo nel Corollario 5.6.2 che

queste determinano il rivestimento a meno di isomorfismi.

5.3 Teorema di sollevamento

Sia p : X — X un rivestimento, zy € X, T € p~!(x). Sia Y uno spazio
topologico, yp € Y e f: Y — X una funzione continua tale che f(yg) = 0.

Domanda: Quando esiste un sollevamento f di f rispetto a p (cioé una funzione
continua f 1Y — X, tale che po f = f) tale che f(yo) = Tg?

Dalla Proposizione 3.3.1 sappiamo che se Y € connesso e un tale sollevamento
esiste allora ¢ unico. Inoltre sappiamo che un tale sollevamento esiste se Y = I
(Proposizione 3.3.2) o Y = I? (Proposizione 3.3.4).

Per rispondere alla domanda nel caso generale osserviamo che se esiste un
sollevamento f:Y — X di f:Y — X allora

fom (Vo) = pufimi (Y, o) € pami(X, Fo).
Quindi la condizione
fm(Yyyo) € pemi(X, Zo) (5.4)
& necessaria per Uesistenza di un sollevamento f di f rispetto a p tale che f (yo) =

Zo. 1l seguente esempio mostra che in generale questa condizione non ¢ sufficiente.

Esempio 5.3.1. Sia Y il cosiddetto cerchio polacco cioe Y = AU B U C', dove
A={(z,y) eR* |2 +¢y* =1,y >0}, B={(z,y) eR?* | =1 <2 <0,y=0}e¢
C={(z,y) eR*|0<a<1y=3sinZ}
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Si verifica facilmente che Y & semplicemente connesso, cfr. 1’Esercizio 5.2, e
quindi soddisfa banalmente la (5.4). Consideriamo il rivestimento exp : R — S*
dell’Esempio 3.1.5 e fissiamo i punti yg = (1,0) € Y,y =0 € R, 2y = (1,0) € S™.

Definiamo ora una funzione continua (perché?) f:Y — St come:

(x,—vV1—2?) se (x,y)€ BUC.

Si noti che f(yo) = xo. Vogliamo mostrare che f non ammette un sollevamento

Fany) = { (x,y) se (zr,y) € A

f:Y — X tale che f(yo) = @. A tal fine scegliamo una funzione continua
p:[—1,1] — R tale che

cosp(x) =z, sinp(x) >0, p(—1) ==, p(1) = 0;

per esempio, l'inversa di y = cos x nell'intervallo [0, 7.

Analogamente consideriamo una funzione continua ¢ : [—1,1] — R tale che
cosq(z) =z, sing(z) <0, ¢(=1) = =7, ¢(1) = 0;

per esempio, I'inversa di y = cos x nell'intervallo [, 0].
Se per assurdo un tale sollevamento f esistesse, allora per ogni (z,y) € Asi

avrebbe
exp f(z,y) = f(z,y) = (z,y) = (x,V1 = 2?) = (cosp(x),sinp(z)) = exp p()

e quindi

f(z,y) = p(x) + 2mn(z, y),
dove n é una funzione a valori interi definita su A. Essendo n continua perche

differenza di funzione continue segue che n é costante:

f(z,y) = p(x) + 2mn, Y(z,y) € A. (5.5)
Analogamente per ogni (z,y) € BU C si avrebbe
exp f(z,y) = f(z,y) = (z,y) = (x, V1 = 22) = (cos g(x),sin ¢(z)) = exp g()

e quindi

f(a,y) = q(x) + 27m, Y(z,y) € BUC (5.6)
per una certa costante intera m.
Valutando le equazioni (5.5) e (5.6) nei punti AN (BUC) = {(—1,0),(1,0)}
si ha

f(=1,0) = p(—1) + 270 = q(—1) + 27m

f(1,0) = p(1) + 2mn = q(1) + 27m
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Queste implicano rispettivamente:

p(—=1)—q(=1)=2r(m—n)=2r=21(m—n)=>m=n+1
p(1) —q(1) =2n(m —n) = 0=21(m —n) = m =n.

Questa contraddizione mostra che un sollevamento f di f non puo esistere.

Se si analizza il cerchio polacco ci si accorge che non ¢ localmente connesso
per archi nell’origine (si confronti I’Appendice A). In effetti il prossimo risultato
mostra che questo € il motivo topologico per il quale il sollevamento di f non esiste
e che sotto questa ipotesi la condizione (5.4) diventa sufficiente per I'esistenza di
un sollevamento. Ricordiamo che per il Teorema A.1.4 uno spazio topologico

connesso e localmente connesso per archi ¢ sempre connesso per archi.

Teorema 5.3.2. Sia p : X — X un rivestimento, o € X, Zo € p~'xy), Sia
wmoltre Y uno spazio topologico connesso e localmente connesso per archi, yo € Y
e [:Y — X una funzione continua tale che f(yo) = xo. Allora esiste un unico
sollevamento f di f rispetto a p tale che f(yo) = &y se e solo se fum(Y,y) C
pemi (X, &o).

Dimostrazione. Abbiamo gia visto che la condizione (5.4) & necessaria per 'esi-
stenza di un rivestimento. Cirimane da dimostrare solo che esiste un sollevamento
f di f tale che f (yo) = Tp poiché I'unicita di f segue dalla Proposizione 3.3.1 per
la connessione di Y. La dimostrazione si divide in tre parti (definizione, buona
definizione e continuita) ognuna delle quali usa un’ipotesi del teorema ovvero, ri-
spettivamente, la connessione per archi, la condizione (5.4) e la locale connessione
per archi.

Definizione: Costruiamo f usando la connessione per archi di Y. Siay € Y
esia o : [ — Y un arco tale che a(0) = yy e a(1l) = y. Osserviamo che 'arco
f o« inizia in xg quindi per il teorema del sollevamento degli archi esiste un suo

unico sollevamento ffg/a tale che ffg/a(O) = To. L'immagine di y € Y attraverso

I’applicazione f .Y — X @ definita come il punto finale dell’arco f o « cioe:

F(y) = Foa(). (5.7)
Buona definizione: Dobbiamo dimostrare che f é ben definita, cioé che non
dipende dall’arco « scelto. Sia dunque S : I — Y un altro arco in Y tale
che B(0) = yo e B(1) = y. Allora « - i(f) ¢ un laccio basato in yy e quindi
[a-i(B)] € m (Y, y0). L'ipotesi (5.4) implica I'esistenza di un laccio ¢ in X basato

in Z( tale che

fla-i(B)] = [f o (a-i(B))] = [(f o) - (f 0i(B))] = pulp] = [P o]
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cioe (foa)-(foi(f)) ~pa} (o). Segue che
foa~pyy (foa) - (foi(B))(foB) ~pyy (pow)-(foh)

Per il teorema di sollevamento delle omotopie, i sollevamenti degli archi f o a e
(pop)-(fop) che iniziano in Z; finiscono nello stesso punto. Ma il sollevamento di
foa e fg/a mentre quello di (poy)-(fof) e gp-m, dove f;/ﬁ ¢ il sollevamento
di f o /8 che inizia in ¢(1) = Z;. Segue che:

e quindi la definizione di f non dipende dall’arco scelto.

Continuita: Per concludere mostriamo ora che f ¢ continua. Siay € Y e U un
aperto arbitrario di X contenente f (y). Vogliamo trovare un aperto V' di Y tale
che f(V) C U. Siccome p & aperta, p(U) & aperto in X. Esiste quindi U C p(U)
ben ricoperto da p, cio¢ p~1(U) ¢ unione disgiunta di aperti Uj e Py, - Uj —Ue
un omeomorfismo. Sia quindi Uy 'aperto contenente f(y) tale che P, Ur = U
sia un omeomorfismo. Dalla continuita di f segue che f~'(p(UNUy)) ¢ un aperto
di Y contenente y. Essendo Y localmente connesso per archi esiste un aperto V'

connesso per archi e contenente y tale che

V C Y p(UNTy)).

Mostriamo che

fV)CUNU, CU

e questo mostrera la continuita di f . Scegliamo ¢y’ € V. Sia « un arco in Y tra
Yo € y e sia B un arco in V tra y e y'. Ora possiamo calcolare f (y') come punto
finale del sollevamento di fo (- ) = (foa)-(f o) che comincia in Zy. Questo
sollevamento ¢ dato dalla concatenazione di m con il sollevamento di (f o )
che inizia in ffg/a(l) =f (y). Ma questo sollevamento ¢ esattamente p‘_ﬁlk ofof

per cui

fy) = fola-B)(1) = Opg o foB)) € pg (pUNTL)) =UNUs.
O

Osservazione 5.3.3. Si noti che nel dimostrare il teorema abbiamo dovuto sfrut-
tare 'esistenza e unicita dei sollevamenti di archi e omotopie tra archi. Per cui
con questa linea dimostrativa non possiamo considerare la Proposizione 3.3.2 e

la Proposizione 3.3.4 come corollari del Teorema 5.3.2.
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Corollario 5.3.4. Sia p : X = X un rivestimento, xg € X, Ty € p ().
Sia inoltre Y semplicemente connesso e localmente connesso per archi, yo € Y e
f Y — X una funzione continua tale che f(yo) = xo. Allora esiste un unico

sollevamento f di f rispetto a p tale che f(yo) = Zo.

5.4 Omomorfismi e Isomorfismi tra rivestimenti

In questo paragrafo gli spazi topologici X, X, e X saranno connessi e local-
mente connessi per archi.

L’obiettivo di questa sezione é definire il concetto di isomorfismo tra rivesti-
menti e trovare condizioni necessarie e sufficienti perché due rivestimenti siano
isomorfi. Siano p; : Xl —Xepy: Xg — X due rivestimenti sullo stesso spazio X.
Un omomorfismo tra i due rivestimenti ¢ un’applicazione continua ¢ : X =X

tale che p; = py 0 ¢ cioé che rende commutativo il seguente diagramma

Xl L4 > XQ
X

Si verifica immeditamente che la composizione di omomorfismi & un omomorfismo

e che se p: X — X & un rivestimento idg : X — X & un omomorfismo.

Un omomorfismo ¢ : Xl — XQ ¢ un isomorfismo se esiste un omomorfismo
Y X, — X tale che ¢ o o =1Idg, e pot =1Idg,. Quindi un omomorfismo
tra rivestimenti € un isomorfismo se e solo se ¢ un omeomorfismo. Dato che la
relazione di isomorfismo tra rivestimenti é chiaramente una relazione di equiva-
lenza, due rivestimenti saranno detti isomorfi oppure equivalenti se esiste un

isomorfismo che li lega.

Teorema 5.4.1. Siano p; : Xl — X epy: )E'Q — X due riwestimenti e T € X’l,
Iy € Xy tali che py (1) = po(Z2). Esiste un unico isomorfismo ¢ : X, — X, tale

che (1) = T2 se e solo se pl*ﬂ'l(Xl,i’l) = pg*m(ffg,@).

Dimostrazione. Sia ¢ : X, — X, un isomorfismo tale che ©(Z1) = Ty. Allora

essendo ¢ un omeomomorfismo, abbiamo
90*71()21, T1) = 7T1(X2, Tg).
Dal momento che p; = py o ¢ si deduce che

p1*7T1(X1, 551) = p2*<,0*7T1(X1, 551) = p2*7T1(X2, 552)-
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Viceversa, supponiamo che py,m (X1, T1) = pouTy (5(2, Z9). Applicando il Teo-
rema 5.3.2 al rivestimento p, esiste un unico sollevamento della mappa p; cioé
un’unica applicazione continua ¢ : Xl — XQ tale che p; = py o e (1) = Zo.
Allo stesso modo, scambiando il ruolo di p; e po, esiste un’unica applicazione
continua ¢ : X — X; tale che ps = pj ot e ¥(Z9) = &1. Ora Papplicazione
Yoy : X; — X, & un sollevamento di p; e ¢(¢(#,)) = 71, lo stesso vale per Idg,.

Visivamente

per cui 9 o) = Idg, e ¢ ¢ un isomorfismo con inverso . O

Osservazione 5.4.2. Segue dal Teorema 5.3.2 che se p; : )N(l — X epy: Xg —
X sono due rivestimenti e #; € Xj, 2 € X, sono tali che p1(Z1) = pa(Za),
allora esiste un omomorfismo ¢ : Xl — )2'2 tale che ¢(Z1) = T se e solo se

p1*71(X1> 7)) C ]92*7T1(X2, Tg).

Osserviamo che il Teorema 5.4.1 non risolve il problema di quando due rivesti-
menti sono isomorfi in piena generalita in quanto abbiamo richiesto una consizione
sui punti z; € Xl, To € Xé . Potrebbe capitare infatti che non esista un isomor-
fismo che manda il punto Z; su T, nonostante i due rivestimenti siano isomorfi.
Il seguente risultato tiene conto di questo e fornisce una condizione necessaria e

sufficiente all’equivalenza di due rivestimenti.

Teorema 5.4.3. Siano p; : Xl — X epy: XQ — X due rivestimenti e T, € Xl,
Ty € X,y tali che p1(Z1) = po(T2). FEsiste un isomorfismo ¢ : X, — X, se e solo

se i sottogruppi pismi (f(l,:il) e p2*7T1(X2,.7~32) sono coniugati.

Dimostrazione. Sia ¢ : X; — X, un isomorfismo e ¢(i,) = #,. Per Teorema 5.4.1

vale pp,m(X1,%1) = poumi(Xa, @) e per la Proposizione 5.2.4 il sottogruppo
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pg*m(j(g,a?g) ¢ coniugato a p2*7rl()~(2,5:2). Quindi pl*m(f(l,;ﬁl) e p2*7r1()~(2,552)
sono coniugati.

Viceversa, se pl*wl(ffl, T1) e pg*m(ffg, T9) sono coniugati, allora per la Pro-
posizione 5.2.4 esiste 7, tale che pl*m(ffl,fl) = pg*ﬂl(Xg,f;). Quindi per il
Teorema 5.4.1 esiste un (unico) isomorfismo ¢ : X; — X, (tale che (7)) =
). O

5.5 Rivestimenti universali

Supponiamo che p : X — X sia un rivestimento. Se X ¢ semplicemente
connesso, allora p : X — X @& chiamato un rivestimento universale di X. Dal
momento che m,(X,%,) = {1} per ogni #;, € X, segue dal Teorema 5.4.3 che
due rivestimenti universali sono isomorfi. Per questo motivo X si chiamera il

rivestimento universale. L’aggettivo universale ¢ motivato dal risultato seguente.

Proposizione 5.5.1. Siano X, X e X, tre spazi topologici connessi e localmente
connessi per archi, p : X — X un rivestimento con X semplicemente connesso.
Se p; : Xl — X e un altro rivestimento allora esiste un rivestimento p : X — Xl
tale che p = py o p:

X L> Xl
x lpl
X
Dimostrazione. Per ogni o € X e Ty € p~'(z0), ¥1 € pi'(20) si ha {1} =
p*wl(X,io) C pl*m(ffl, 71). Segue quindi dal Teorema 5.3.2 che esiste p : X =

X, tale che p = p; o p. Per il punto (1) dell’Esercizio 5.5 si deduce che p & un

rivestimento. U

Osservazione 5.5.2. La Proposizione 5.5.1 puo essere considerata come la pro-
prieta universale del rivestimento universale. Da questa discende immediatamente

I'unicita del rivestimento universale ma lascia aperta la seguente:

Domanda: Sia X uno spazio topologico. Sotto quali condizioni esiste un rive-

stimento p: X — X, con X semplicemente connesso?

Andiamo alla ricerca di condizioni necessarie. Supponiamo quindi chep: X — X,
sia un rivestimento con X semplicemente connesso. Sia rq € X e Ty € p~ (o)

e U un aperto banalizzante che contiene xy. Esiste quindi un aperto V di X

che contiene Zy tale che py : V' — U sia un omeomorfismo. Denotiamo con



5.5. RIVESTIMENTI UNIVERSALI 79
i:U—Xej:V— X le inclusioni. Allora i opy =poj:

V%X

Passando alla applicazioni indotte sui gruppi fondamentali

m(V, &) —2 m (X, d) = {1}

p\V*l l :

1 (U, o) - 1 (X, zo)

e usando il fatto che X ¢ semplicemente connesso si deduce che i, ([f]) = [ea,]
per ogni [f] € m (U, xp). Quindi se X ammette un rivestimento universale allora
soddisfa la seguente proprieta:

Ogni punto xqg € X ha un wintorno aperto U tale che ["omomorfismo indotto
dall’inclusione i, : m (U, xg) — w1 (X, zo) & banale.

In altri termini, ogni laccio in U basato in xy ¢ equivalente all’arco costante
€., tramite un’omotopia che non avviene necessariamente in U. Uno spazio topo-
logico che soddisfa questa proprieta ¢ detto semilocalmente semplicemente
connesso. Dalla definizione risulta chiaro che questa proprieta ¢ locale (cioé vale
per ogni altro intorno aperto di zg contenuto in U). Osserviamo che uno spazio
semplicemente connesso € anche semilocalmente semplicemente connesso. Il pros-
simo esempio dimostra che uno spazio topologico connesso e localmente connesso

per archi non é necessariamente semilocalmente semplicemente connesso.

Esempio 5.5.3. Consideriamo 1’orecchino hawaiano ossia X = U2 ,C,,, dove C,,

¢ la circonferenza di raggio e centro nel punto (£,0) in R2.
n n

Si verifica immediatamente che X & connesso e localmente connesso per archi ma
non é semilocalmente semplicemente connesso. Infatti sia U in intorno aperto

dell’origine oy = (0,0) di X. Esiste un n sufficientemente grande per cui C,, C U.
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Fissiamo un tale n e consideriamo la retrazione r : X — X/(X \ C,) di X su
C, che identifica tutti i cerchi C,, con n # m nell’origine e lascia fisso C,,. Si

consideri la composizione

Ide,

C, U —s X T X/(X\Cy) 2O,

dove j, e i denotano le inclusioni. Questa implica che gli omomorfismi indotti a

livello di gruppo fondamentale soddisfino

Id,

T

7 = Wl(cn,l‘o) L> 7T1(U, ZL'()) L) 7T1(X,$0) L) ﬂl(Cn,l’o) =7
per cui i, : w1 (U, x9) — 7 (X, 2p) non puo essere I'omomorfismo banale.

In effetti ’essere semilocalmente semplicemente connesso e anche una condi-

zione sufficiente per 'esistenza di un rivestimento universale:

Teorema 5.5.4. Sia X wuno spazio connesso e localmente connesso per archi.
Allora X ammette un rivestimento universale se solo se X ¢ semilocalmente

semplicemente connesso.

Dimostrazione. Per giustificare la costruzione del rivestimento universale si con-
sideri un rivestimento p : X — X con spazio totale X semplicemente connesso,
un punto g € X e Ty € p~*(xg). Per la Proposizione 3.3.4 due archi in X che
iniziano in zy sono omotopi relativamente agli estremi se e solo se lo sono i loro
sollevamenti che iniziano in #,. Ma dato che X ¢ semplicemente connesso, per
il Lemma 2.4.5 questi sollevamenti sono omotopi relativamente agli estremi se e
solo se hanno lo stesso punto finale. Per cui possiamo interpretare i punti di X
come classi di equivalenza di archi in X che iniziano in xy. Questo ci permette
di definire uno spazio X solo in termini di X.

Definizione e suriettivita: Denotiamo con [v] la classe di omotopia relativa a
{0,1} di un arco v : I — X. Definiamo dunque

X = {[lly: 1 = X con 4(0) = x}.
La funzione (per il momento tra insiemi)
p: X — X
7 — (1)
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¢ chiaramente ben definita e suriettiva poiché X € connesso per archi.

Una base per la topologia di X: Denotiamo con U l'insieme degli aperti
connessi per archi di X tali che 'omomorfismo i, : m(U) — m(X) indotto
dall’inclusione sia banale. Qua omettiamo la scelta del punto base perché tutti
gli spazi sono connessi per archi. Si noti che un sottoinsieme connesso per archi
V C U diU € U ¢ ancora un elemento di U perché la composizione m (V) —
m(U) — m(X) é necessariamente banale. Per cui U & una base per la topologia di
X se X élocalmente connesso per archi e semilocalmente semplicemente connesso.
Una topologia di X: Dato un aperto U € U e un arco 7 tale che 4(0) = z e
v(1) € U definiamo il sottoinsieme di X:

U == A{ly-nlln: I — U con n(0) =~(1)}.

Si noti che U},; dipende solo da U e dalla classe di omotopia [7] di 7.

Inoltre se [y'] € U}, allora U,y = Up,. Questo perché se [y] € U, possiamo
assumere che v/ = v -n dove n : I — U soddisfa n(0) = v(1). Ma allora gli
elementi di Up,y| sono del tipo [y -7 - pu] dove p : I — U soddisfa p(0) = n(1).
Quindi U}, C U}y perché n- € un arco in U tale che n- u(0) = v(1). Viceversa,
un elemento di U}, ¢ del tipo [y - u] dove p : I — U soddisfa p(0) = v(1). Ma
allora [y - p] = [y-n-i(n)-p) = [y -i(n) - 1] € Upy).

Sfruttando questa proprieta possiamo mostrare che gli insiemi U}, formano
una base per una topologia su X al variare di v e U € U. Chiaramente questi
insiemi ricoprono X per cui ci basta dimostrare che dati due insiemi U e Vi
e un elemento [7"] € Up; NV}, esiste un insieme della forma Wy, (che contiene
[7"]) contenuto in U},)NV},. Innanzitutto osserviamo che, per la proprieta appena
dimostrata, Uy = Upy e Vi) = Viyr). Ora la condizione [y"] € U N Vi implica
che v”(1) € UNV. Essendo U una base per la topologia di X esiste un insieme
W € U che contiene 7v”(1) e tale che W C UNV. Per cui per definizione abbiamo
"] € Wiy € Uy 0 Vi = Uy 0 Vi,

La mappa p é un omeomorfismo locale: Osserviamo innanzitutto che la
mappa pjy,, : Uy — U ¢ suriettiva perché U ¢ connesso per archi e iniettiva
perché 'omomorfismo 7y (U) — 7 (X) & banale per cui due archi in U con gli stessi
estremi sono omotopi in X. Inoltre Py, € un omeomorfismo perché definisce una
bigiezione tra gli aperti V}, C U}, e gli aperti V' € U contenuti in U. Infatti se
Viy) C Uy allora p(V},1) = V. Viceversa, se V € U ¢ contenuto in U e [y'] € U}y
soddisfa 7/(1) € V, allora si ha Vi) C Uy = Upy e quindi Vi = p~ 1 (V) N Upy.

La mappa p € un rivestimento: Abbiamo visto nel paragrafo precedente che
p: X — X ¢ un omeomorfismo locale. Quindi dobbiamo solo mostrare che ogni

punto x € X ammette un intorno ben ricoperto. Sia U € U un insieme contenente
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z. Allora p~*(U) ¢ unione disgiunta degli aperti Up, al variare di [y]. Infatti se
V"] € U,y N Upy allora si ha Uy, = Uy = Upyy.

Lo spazio X é connesso per archi: Sia [7] un qualsiasi punto di X e sia
e2,] € X dove g, ¢ I'arco costante in 2o = v(0). Allora il sollevamento di v che

inizia in [e,,] & dato da f,(t) = [y] dove

v(s) ses €0,

o) = v(t)  ses e[t 1]

Si noti che f,(1) = [y]. Ora l'arbitrarieta di v implica che X ¢ connesso per archi
poiché qualsiasi punto di X ¢ connesso a [g,,] da un arco.

Lo spazio X é semplicemente connesso: Per il punto precedente e il Teore-
ma 5.2.1 'omomorfismo p, ¢ iniettivo e quindi ci basta mostrare che p,m1 (X, [e4,]) =
{1}. Ricordiamo che un elemento [y] € m; (X, x¢) appartiene all'immagine di p.
se e solo se il suo sollevamento che incomincia in [g,,] ¢ un laccio. Ma il suo
sollevamento & 'arco f, dato nel punto precedente e soddisfa f,(1) = [7]. Per cui
essere un laccio equivale a soddisfare [7] = f,(1) = [e4,] € cioé v & omotopo al

laccio costante in x( e questo conclude la dimostrazione. O

5.6 Classificazione deil rivestimenti

Siamo ora pronti per la classificazione dei rivestimenti di uno spazio topo-
logico connesso, localmente connesso per archi e semilocalmente semplicemente
connesso. In generale vale il seguente risultato che risponde in piena generalita

alla domanda sull’esistenza di un rivestimento di uno spazio topologico dato.

Teorema 5.6.1. Sia X uno spazio connesso, localmente connesso per archi e
semilocalmente semplicemente connesso e sia xg € X. Per ogni sottogruppo H di
71 (X, o) esiste un rivestimento py : Xy — X e un punto Ty € py; (zo) tale che

P« (Xu, o) = H.

Dimostrazione. Per il Teorema 5.5.4 esiste il rivestimento universale p : X —
X. Usando la notazione della dimostrazione del Teorema 5.5.4 consideriamo la

seguente relazione tra i punti del rivestimento universale X:

V]~ ] <=1 =~(1) e [y-i(y)] € H.

Questa & ben definita in quanto se v(1) = +/(1) allora « - i(7") & un laccio basato

in xg. Inoltre questa relazione é chiaramente



5.7. AUTOMORFISMI DI UN RIVESTIMENTO 83

Riflessiva: perché [y -i(v)] = |es,] € H contiene ’elemento neutro.

Simmetrica: perché [ -i(y)] = [y-i(7/)]"! e H & chiuso rispetto all'inverso.
Transitiva: perché se [y] ~ [y'] e [y] ~ [y"] allora [y-i(y")][y'-i(v")] = [v-i(v")] €
H perché H ¢ chiuso rispetto al prodotto.

Per cui possiamo considerare lo spazio quoziente Xy := X/ ~ e la mappa

PH - XH — X
(Y] — (1)

indotta da p : X — X dove con abuso di notazione indichiamo con [4] la classe
di equivalenza di [7] stesso.

Osserviamo che se 7 ¢ un arco in U € U e y(1) = +/(1) allora

M~ eh-i)eHsy-n-in)-i(Y)|e He [y-n]~ [y ]

Per questo motivo se due elementi in due aperti della forma U, U, sono in
relazione, allora gli intorni Up, e U}, sono interamente identificati nel quoziente
Xpg. Nededuciamo che py : Xy — X € un rivestimento perché py é chiaramente
suriettiva e ogni intorno U C X ben ricoperto da p é ancora ben ricoperto da pgy.

Infine consideriamo come punto base T in Xy la classe di [g,,]. Allora un
elemento [y] appartiene all'immagine py.m (Xg,Zo) se e solo se v ammette un
sollevamento f, che & un laccio in Zy. Questo avviene se e solo se f(1) = %y cioe
[7] = [ex,] iIn Xp. Ma questo & equivalente a dire che [y] = [y - i(e,,)] € H. Per
cui

V] € prm1(Xu, Z0) <= [7] € H.
O

Come conseguenza del Teorema 5.4.3 e del Teorema 5.6.1 otteniamo una clas-

sificazione algebrica dei rivestimenti di uno spazio topologico (cfr. Esercizio 5.7):

Corollario 5.6.2. Sia X uno spazio connesso, localmente connesso per archi e
semilocalmente semplicemente connesso. Sia xg € X. Esiste una corrispondenza
biunivoca tra le classi di isomorfismo di rivestimenti di X e le classi di coniugio

di sottogruppi di w (X, xg).

5.7 Automorfismi di un rivestimento

Sia p: X — X un rivestimento. Un automorfismo (o trasformazione op-

pure deck transformation) del rivestimento ¢ un isomorfismo dal rivestimento
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in se stesso. L’insieme degli automorfismi é un gruppo rispetto alla composizione
e verra denotato con Aut(X,p). In questa sezione dimostriamo che Aut(X,p) ¢
interamente determinato dal sottogruppo p,m (X, Zo).

Ricordiamo che se H ¢ un sottogruppo di un gruppo G il normalizzatore di
H in G e il sottogruppo di G definito da:

N(H)={g9eG|gHg ' =H}.

Osserviamo che N(H) ¢ il piu grande sottogruppo di G che contiene H come

sottogruppo normale e quindi H & normale in G se e solo se G = N(H).

Teorema 5.7.1. Siap : X — X un rivestimento dove X e X sono spazi connessi
e localmente connessi per archi. Dato 2o € X e g € p~'(x0) il gruppo Aut(X,p)
N(psm (X 30))

. . . N
é isomorfo al gruppo quoziente —

Dimostrazione. Consideriamo la bigezione
T (X7 LU())

PxT1 (X ) 320)

pami (X, Zo)[f] — f(1)

— p~ (o)

data in (5.3) dove f & I'unico sollevamento dell’arco f che inizia in Zo. Vogliamo

mettere in relazione il gruppo Aut(X, p) con la fibra p~!(x) tramite I'applicazione

O : Aut(X,p) — p(z0)
v o(To)

Si noti che © ¢ ben definita perché p o ¢ = p. Inoltre © ¢é iniettiva in quanto un
automorfismo ¢ & un sollevamento di p per cui é univocamente determinato dal
valore che assume in z.

Vogliamo dimostrare di poter invertire ¥ in modo da definire una relazione

biunivoca tra i due gruppi. Mostriamo quindi che 'immagine di © € uguale all’im-
N(psm1(X,20)) di F&z0)

piwl(X,i:o) p«71(X,Z0) N
a dimostrare che ¢(Zo) = f(1) se e solo se [f] € N(p.m1(X,Zg)). In effetti per il
Teorema 5.4.1 un tale automorfismo ¢ esiste se solo se p,m1 (X, o) = pem (X, 1),
dove #; = f(1). D’altra parte, per la Proposizione 5.2.4, [f] 'p.m (X, Zo)[f] =

p.m (X, Z1). Quindi ¢ esiste se e solo se [f] ' pomi(X, Zo)[f] = pami(X, Fo) ossia

magine del sottoinsieme tramite W. Questo é equivalente

se e solo se [f] € N(p,m (X, %)) che dimostra Iasserto.

Segue che 'applicazione

N(p*ﬂ-l (X7 jO))

U loO: Aut(X,p) — ——
P (X, To)
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é una bigezione. Dimostriamo che quest’applicazione ¢ un omomorfismo di gruppi
e questo concludera la dimostrazione del teorema. Fissiamo la notazione: Siano
©1 € @y due automorfismi di X tali che ©1(Zo) = T1 e po(Ty) = T2 e quindi
O(p1) = iy e O(py) = &o. Sia fi (rispettivamente f,) un arco in X da & in
Ty (risp. I2) e fi =po fl (risp. fa =po fz) Allora \I’(p*m(f(,:%g)[fl]) =1Ipe
\I/(p*m(f(,:io)[fg]) = Ty. Sia T3 = v1(p2(T0)) = ¢1(Z2). Allora O(p; 0 vy) = T3.
Per dimostrare che ! 0 © ¢ un omomorfismo dobbiamo far vedere che

U (O(p1 0 92)) = T (O(1)) ¥ (O(p2))

U (F5) = U (@)U (F2) = pomi (X, &) [filpami (X, Fo)[f2] = pemi(X, Zo)[f1- fa]-

Equivalentemente, dobbiamo mostrare che:

U (p.mi (X, Z0)[f1 - fo]) = .

—_—

Si noti che per definizione ¥ (p, 71 (X, Zo)[f1- fo]) = m(l) dove fi - fo & I'unico
sollevamento di f; - fo che inizia in Zy. Si verifica immediatamente che questo

sollevamento ¢ esattamente fj - (p10 fQ) Ma allora

U(pomi (X, 30)[fi - o)) = fi o)) = (fi - (g1 0 £))(1) = pa(Fo(1) = s
che conclude la dimostrazione. O

Applicando il risultato precedente ad un rivestimento universale p : X —s X

otteniamo immediatamente il seguente

Corollario 5.7.2. Sia p : X — X il rivestimento universale di X. Allora
Aut(X,p) = (X, xo) per un qualsiasi punto xo € X.

Osservazione 5.7.3. E immediato verificare che 'applicazione
Aut(X,p) x p~(zo) — p~*(20)
(¢, Zo) — (%)

¢ un’azione del gruppo Aut(X) sulla fibra p=*(zy).



Appendice A

Componenti connesse e connesse

per archi

11 lettore puo consultare [Loil3, Capitolo 9| per le definizioni e le principali

proprieta degli spazi connessi e connessi per archi.

A.1 Componenti connesse e connesse per archi

Consideriamo uno spazio topologico X. Esiste un modo naturale per scrivere
lo spazio come unione di sottospazi connessi e connessi per archi. Cominciamo
con i connessi. Diremo che due punti z e y di X sono in relazione se esiste un
sottospazio connesso di X che contiene x e y. La riflessivita e la simmetria di
questa relazione sono immediate. La transitivita segue dal fatto che se A é un
sottospazio connesso di X che contiene x e y e B un sottospazio connesso che
contiene y e z allora AUB ¢ un sottospazio connesso (perché unione di due connessi
A e B con il punto y in comune) che contiene = e z. Le classi di equivalenza
rispetto a questa relazione d’equivalenza sono chiamate le componenti connesse

di X. Vale il seguente risultato lasciato come esercizio per il lettore.

Teorema A.1.1. Le componenti connesse di X sono sottospazi connessi, chiusi
e disgiuntt di X che ricoprono X. Ogni connesso € contenuto in una e una
sola componente connessa. Inoltre la cardinalita delle componenti connesse é un

mwvariante topologico.

Se la cardinalita delle componenti connesse ¢ finita allora ogni componente
connessa ¢ un sottoinsieme aperto (oltre che chiuso) di X. Infatti in questo caso
una componente connessa € il complementare del chiuso ottenuto come unione

finita delle altre componenti connesse. Ma in generale una componente connessa
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non € aperta. Si pensi, ad esempio, alle componenti connesse di Q che sono

costituite dai singoli punti (che non sono aperti di Q).

Veniamo ora ai connessi per archi. Diremo che due punti z e y di X sono
in relazione se esiste un arco in X che congiunge z con y. La riflessivita di
questa relazione si ottiene usando l’arco costante, la simmetria usando l'arco
i(f): I — X, i(f)(t) = f(1 —1t) e la transitivita usando la concatenazione tra
archi (cfr.(2.1) del Capitolo 2). Le classi di equivalenza rispetto a questa relazione
d’equivalenza sono chiamate componenti connesse per archi di X.

Anche la dimostrazione del seguente teorema ¢ lasciata per esercizio al lettore.

Teorema A.1.2. Le componenti connesse per archi di X sono sottospazi connessi
per archi e disgiunti di X che ricoprono X. Ogni sottospazio connesso per archi é
contenuto in una e una sola componente connessa per archi. Inoltre la cardinalita

delle componenti connesse per archi € un invariante topologico.

Le componenti connesse per archi di uno spazio X possono essere aperte

oppure chiuse. Consideriamo per esempio i seguenti sottoinsiemi del piano:
1
C={(-y) €R*|yc]0,1],n>1intero}, I, = {(2,0) € R* | 2 € (0,1]}
n

E’ immediato verificare che C'U I, & connesso per archi e quindi connesso. Inoltre
si dimostra (cfr. [Loil3, Esempio 9.2.6]) che

¢ connesso ma non connesso per archi. Lo spazio X ha una componente connessa
(essendo connesso) mentre le componenti connesse per archi sono due: una ¢é
costituita dal punto Py = (0,1) che ¢ chiusa ma non aperta e l'altra da X \ Fy
che é aperta ma non chiusa. Esistono anche spazi dove le componenti connesse

per archi non sono né aperte né chiuse (non ne parleremo).

Sia x un punto di uno spazio topologico X. Diremo che X ¢ localmente
connesso in x se per ogni aperto U contenente x esiste un intorno ! connesso V'
di x contenuto in U. Se X ¢é localmente connesso in ogni suo punto diremo che X
e localmente connesso. Analogamente X ¢ localmente connesso per archi
in x se per ogni intorno aperto U di x esiste un intorno connesso per archi V' di x
contenuto in U. Se X ¢ localmente connesso per archi in ogni suo punto diremo

che X é localmente connesso per archi. Dal momento che uno spazio connesso

'Un intorno di un punto z di uno spazio topologico X & un sottoinsieme N di X per il quale
esiste un aperto A di X tale che z € A C N.
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per archi é anche connesso segue che uno spazio localmente connesso per archi
é localmente connesso. Esistono spazi localmente connessi ma non localmente
connessi per archi (non ne parleremo). Osserviamo che una varieta topologica (o

pit in generale uno spazio localmente euclideo) ¢ localmente connessa per archi.

Osservazione A.1.3. Non esiste nessun legame tra la locale connessione e la
connessione oppure tra la locale connessione per archi e la connessione per archi.
Per esempio 'unione di due intervalli disgiunti di R non ¢ connesso per archi (e
neppure connesso) ma localmente connesso per archi (e quindi localmente con-
nesso). Un esempio di spazio connesso per archi ma non localmente connesso (per
archi) si ottiene considerando lo spazio Y = X U S dove X ¢ lo spazio dato da

(A.1) e S ¢ il segmento di retta verticale che congiunge 1’origine con il punto Fj.

Teorema A.1.4. Sia X wuno spazio topologico localmente connesso per archi.
Allora le componenti connesse per archi di X sono sia aperte che chiuse e coin-
cidono con le componenti connesse di X. In particolare, uno spazio connesso e

localmente connesso per archi é connesso per archi.

Dimostrazione. Sia A una componente connessa per archi di X diversa dal vuoto.
Vogliamo mostrare che A é aperta e chiusa. Sia x € A e sia V un intorno di x
connesso per archi (che esiste perché X ¢ localmente connesso per archi in z).
Allora V' C A altrimenti V U A sarebbe un connesso per archi che contiene A.
Questo mostra che x ¢ un punto interno di A e quindi A é aperto. Ma allora A ¢
anche chiuso in quanto complementare dell’'unione delle componenti connesse per
archi diverse da A.

Sia ora C' una componente connessa di X. Esistera quindi una componente
connessa per archi A di X tale che ANC # (). Quindi AN C ¢ un sottoinsieme
non vuoto sia aperto che chiuso di C'; essendo C' connesso A N C = C ossia
C C A. D’altra parte A C C,altrimenti A U C' sarebbe un connesso che contiene

C. Concludiamo che A = C' che ¢é quello che si voleva dimostrare. n

A.2 Esercizi

Esercizio A.1. Dimostrare il Teorema A.1.1 e il Teorema A.1.2.
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Appendice B

Spazi localmente compatti

Il lettore puod consultare [Loil3, Capitolo 10| per le definizioni e le principa-
li proprieta degli spazi compatti. Inoltre nella dimostrazione della Proposizio-
ne B.3.2 faremo uso di alcune proprieta degli spazi quoziente che il lettore puo
trovare in [Loil3, Capitolo 11]).

B.1 Definizioni e prime proprieta

Sia x un punto di uno spazio topologico X. Diremo che X é localmente
compatto in x se esiste un intorno compatto di x, cioé se esiste un compatto
K C X,z € K eun aperto U di X tale che z € U C K. Se X ¢ localmente
compatto in ogni suo punto diremo che X ¢ localmente compatto.

I seguenti fatti sono di facile verifica e sono lasciati come esercizio per il lettore
(cfr. Esercizio B.1):

(i) Ogni varietaa topologica ¢ localmente compatta.
(ii) Ogni spazio topologico compatto é localmente compatto.
(iii) Il prodotto di due spazi localmente compatti ¢ localmente compatto.

(iv) Se f: X — Y ¢& un’applicazione continua, aperta e suriettiva (un’identifica-
zione aperta) e X é localmente compatto allora Y é localmente compatto.

In particolare la locale compattezza é una proprieta topologica.

Teorema B.1.1. Uno spazio topologico X é localmente compatto e di Hausdorff

se e solo se esiste uno spazio topologico X*>° che soddisfa le condizioni sequenti:

a) X ¢ un sottospazio di X°°;
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b) X°°\ X & un solo punto;
c) X ¢ uno spazio compatto e di Hausdorff.

Inoltre, se X e X sono due spazi topologici che soddisfano le condizioni a),
b), ¢), allora esiste un omeomorfismo da X a X che ¢ uguale all’identitad

ristretto a X.

Dimostrazione. Dimostriamo prima 1'ultima parte del teorema. Definiamo un’ap-
plicazione f : X — X che porta il punto oo := X\ X nel punto & := X®\ X
e che sia l'identita su X. Vogliamo dimostrare che f ¢ un omeomorfismo. Per
fare questo sara sufficiente far vedere che f ¢ aperta (per simmetria infatti lo sara
anche f~'). Sia U un aperto di X*°. Se co ¢ U allora f(U) = U. Siccome U
¢ aperto in X*® e U C X allora U = U N X ¢ aperto in X. Siccome X ¢ aper-
to anche in X, D'insieme U ¢ aperto in X*. Supponiamo che invece 0o € U.
Siccome K = X\ U ¢ chiuso in X allora ¢ compatto in X* (in quanto X
¢ compatto). Dal momento che K ¢ contenuto in X allora K & un compatto di
X (per la proprieta assoluta dei compatti). Ma allora K ¢ anche un compatto di
X (sempre per la proprieta assoluta dei compatti) e quindi chiuso in X (in
quanto X ¢ di Hausdorff). Allora f(U) = f(X>®°\ K) = X\ K ¢ aperto in
X

Mostriamo ora che se X € uno spazio topologico che soddisfa le condizioni
a), b), ¢) allora X ¢ localmente compatto e di Hausdorff. Il fatto che X sia di
Hausdorff segue dal fatto che X & un sottospazio di X*° che e di Hausdorff. Dato
x € X mostriamo ora che X ¢é localmente compatto in z. Come sopra denotiamo
con oo il punto X*\ X dato da b). Dal momento che X* ¢ di Hausdorff esistono
due aperti disgiunti U e V di X* che contengono rispettivamente il punto x e il
punto co. Allora K = X°° \ V ¢ un chiuso di X* e quindi compatto in quanto
X & compatto. Ma K é un sottoinsieme di X e quindi é compatto anche in
X. Inoltre z € U C K, e quindi K ¢ un intorno compatto di z e quindi X &
localmente compatto in x.

Supponiamo ora che X sia uno spazio topologico localmente compatto e di
Hausdorff e costruiamo uno spazio X > che soddisfa le condizioni a), b) e ¢). Sia oo
un punto qualsiasi che non appartiene a X e poniamo X := XU{oo}. Definiamo
una topologia su X*° come la famiglia dei sottoinsiemi di X costituita da (1)
tutti i sottoinsiemi U aperti di X e (2) da tutti gli insiemi della forma X*>° \ K,
dove K ¢é un sottoinsieme compatto di X. La verifica che si tratta effettivamente
di una topologia ¢ lasciata al lettore (cfr. Esercizio B.3). Mostriamo ora che X

¢ un sottospazio di X*° cioé un insieme U & aperto in X se e solo se esiste un
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aperto V' di X* tale che U = X NV. Se l'aperto di X* ¢ di tipo (1) allora
U = XnNU, che ¢ aperto in X. Mentre se 'aperto di X*° ¢ di tipo (2), cioé della
forma V' = X\ K con K compatto di X, allora VN X = X \ K che & aperto
in X (complementare del chiuso K). Mostriamo ora che X ¢ compatto. Sia U
un ricoprimento aperto di X*°. La famiglia U deve contenere un aperto di tipo
(2), X°°\ K perché gli insiemi aperti di tipo (1) non contengono il punto co. Si
consideri la famiglia di tutti gli elementi di U escluso aperto X*°\ K. Otteniamo
cosi una famiglia di aperti di X che ricopre K. Essendo K un compatto di X e
quindi di X (per la proprieta assoluta dei compatti), un numero finito di questi
aperti ricopre K. Si ottiene quindi un numero finito di aperti di U che, insieme
all’aperto X\ K, costituisce un sottoricoprimento finito del ricoprimento U.
Mostriamo infine che X* ¢ di Hausdorff . Siano x e y due punti distinti di
X>. Se entrambi stanno in X allora esistono due aperti di X (e quindi di X*)
disgiunti U e V contenenti rispettivamente z e y. Se z € X e y = oo. Sia U
un aperto di X e K un sottoinsieme compatto di X tali che x € U C K (qui
si sfrutta il fatto che X & localmente compatto). Allora U e X*° \ K sono due

aperti disgiunti che contengono = e oo rispettivamente. O]

B.2 Altre proprieta degli spazi localmente com-

patti

La definizione di spazio localmente compatto non é una proprieta locale. Di solito
uno spazio X soddisfa una data proprieta “localmente” se ogni x € X ammette
un intorno “arbitrariamente piccolo” che soddisfa la proprieta. La definizione di
compattezza locale non ha a che fare con il concetto di “arbitrariamente picco-

7

lo”. Se pero X ¢ di Hausdorff esiste una caratterizzazione “locale” degli spazi

localmente compatti.

Teorema B.2.1. Sia X uno spazio di Hausdorff. Allora X é localmente compatto
se e solo se per ogni x € X e per ogni aperto U contenente x esiste un aperto V'

contente x tale che V & compatto e V C U.

Dimostrazione. Se é soddisfatta la condizione del teorema allora X é localmente
compatto. Infatti dato € X e I'aperto U = X basta definire K = V (dove
V' ¢ laperto tale che x € V C VCXx ). Viceversa sia X localmente compatto.
Sia z € X e U un aperto di X che contiene x. Sia X*° come nel Teorema B.1.1
esia H = X*\U. Allora H é un chiuso in X* e quindi compatto in X°.

Siano V' e W due aperti disgiunti di X* che contengono rispettivamente x e H
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(due compatti disgiunti in uno spazio di Hausdorff possono essere separati da
aperti). La chiusura V di V in X* & compatta. Inoltre W NV = ) implica
WNV =0equindi HNV = 0. Deduciamo che V C U & un compatto di X tale
chez eV CV CU. O

Gli spazi topologici “fatti bene” sono gli spazi metrizzabili e gli spazi compatti
e di Hausdorff. Inoltre ogni sottospazio di uno spazio metrizzabile & metrizzabile
ma in generale un sottoinsieme di uno spazio compatto e di Hausdorff (pur essendo
di Haussdorff) non & compatto. Se il sottoinsieme & chiuso allora é compatto. Ma
se il sottoinsieme ¢ aperto questo non ¢ vero. Per gli spazi localmente compatti

e di Hausdorff questo continua a essere vero come mostra il seguente:

Corollario B.2.2. Sia X uno spazio localmente compatto e di Hausdorff e sia
C (risp. A) un sottoinsieme chiuso (risp. aperto) di X. Allora C (risp. A) é
localmente compatto (e di Hausdorff).

Dimostrazione. Sia x € C e siano U e K rispettivamente un aperto e un sot-
tospazio compatto di X tali che z € U C K. Allora K N C ¢ chiuso in K e
quindi compatto e contiene I'aperto U N C' che contiene x. Sia x € A. Per il
Teorema B.2.1 esiste un aperto V contente x tale che V & compatto e V C A.
Allora K =V & un sottoinsieme compatto di A tale che z € V C K. O

Il corollario seguente mostra che la condizione che caratterizza gli aperti de-
gli spazi compatti e di Hausdorff & quella di spazio localmente compatto e di
Hausdorff.

Corollario B.2.3. Uno spazio topologico X & omeomorfo ad un sottoinsieme

aperto di uno spazio compatto e di Hausdorff se e solo se X ¢ localmente compatto
e di Hausdorff.

Dimostrazione. Se X ¢ localmente compatto e di Hausdorff allora X ¢é un aperto
dello spazio compatto e di Hausdorff X (si veda il Teorema B.1.1). Viceversa
se X & omeomorfo ad un aperto di uno spazio compatto e di Hausdorff allora ¢

localmente compatto e di Hausdorff per il Corollario B.2.2. O

B.3 Compattificazioni di Alexandrov

Nel Teorema B.1.1 se X ¢ compatto allora lo spazio X non ¢ molto interes-
sante: & semplicemente X al quale é stato aggiunto un punto isolato oo (infatti in

questo caso {oo} & un aperto di X°° in quanto complementare del chiuso X). Se
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invece X non & compatto allora il punto oo = X*° \ X ¢ un punto di accumula-
zione di X. Infatti un aperto di X che contiene oo ¢ della forma X\ K con K
compatto di X il quale interseca X in un punto diverso oo in quanto X \ K # ()
(altrimenti X sarebbe uguale a K e quindi compatto). Segue allora che X & denso
in X, cioé X = X*®. Se X° ¢& uno spazio compatto e di Hausdorff ¢ X ¢ un
sottospazio proprio tale che X\ X sia un solo punto allora X>° ¢ chiamata la
compattificazione di Alexandrov (o con un punto) di X. Il Teorema B.1.1
mostra che esiste una compattificazione di Alexandrov di uno spazio X se e solo se
X ¢é localmente compatto e di Hausdorff. Notiamo anche che la compattificazione
di Alexandrov X*° di X ¢ univocamente determinata a meno di omeomorfismi

come segue dall'ultima parte del Teorema B.1.1.

Esempio B.3.1. La sfera n-dimensionale S™ ¢ la compattificazione di Alexandrov
di R™. Infatti usando la proiezione stereografica R™ & omeomorfo a S™\ N, dove

N é il polo nord.

Proposizione B.3.2. Sia X uno spazio compatto e di Hausdorff e U C X un
suo sottoinsieme aperto. Allora esiste U la compattificazione di Alexandrov di
Ue

X e
X\U ’
dove XL\U denota la spazio quoziente di X tramite la relazione d’equivalenza che

identifica due punti di X se e solo se appartengono a X \ U.

Dimostrazione. L’esistenza di U* segue dal Corollario B.2.2. Consideriamo |’ap-
plicazione f : X — U definita da: f(z) = z, se v € U e f(x) = oo se
x € X \ U. Dimostriamo che f ¢ continua facendo vedere che la controimmagine
di sottoinsieme aperto di U™ é aperto in X. Sia V C U aperto, abbiamo due

casl:

e V C U aperto, ma allora, dato che U C X & aperto questo significa che V'
¢ aperto in X e quindi per definizione f~1(V) =V aperto.

e V =U>\K con K compatto in U, per la proprieta universale dei compatti,
K & compatto in X e quindi & chiuso (dato che X ¢ di Hausdorff); inoltre,
osservando che co € K e che U \ K C U, abbiamo

FHUSNE) = [ o) UfH(UNK) = (X\U)U(U\K) =X\ K

che ¢ aperto in quanto complementare di un chiuso.
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Notiamo inoltre che f passa al quoziente rispetto alla proiezione canonica
X
T X — X0 m(x) = [x].

Infatti I'unico insieme in cui 7 non ¢ iniettiva ¢ X \ U ma f(X \ U) = oo. Per il

[Loil3, Corollario 10.2.3]) esiste un’unica applicazione continua

- X

f:—X\U—>U°°

tale che fom = f. Osserviamo che f & iniettiva. Siano infatti [2],[y] € XL\U
tali che [z] # [y] e siano z,y € X tali che m(x) = [z] e 7(y) = [y]. Si hanno
due possibilta (a meno di scambiare x con y): 1) z,y € U, x # vy, 2) z € U,

y € X\ U. Nel primo caso f([z]) = f(z) =z # y = f(y) = f([y]) e nel secondo
caso f([z]) = f(2) =z # o0 = f(y) = f([y])-

Infine, f ¢ anche chiusa in quanto applicazione continua dal compatto XL\U
(quoziente del compatto X) allo spazio di Hausdorff U*. Concludiamo che fe

un omeomorfismo. O

Corollario B.3.3. Sia D" = {(z1,...,7,) € R* | 22 + -+ + 22 < 1} il disco
unitario e D™ = S"! la sua frontiera. Allora

D’n

Sn—l'
Dimostrazione. Dalla Proposizione B.3.2 con X = D" e U = D"\ S""!. L’a-

perto U (il disco unitario aperto) & omeomorfo a R"™. Si ottiene quindi, usando
I’Esempio B.3.1,

I

Sn

D" D
S" = (RM)™ = U™ = Sy
( ) Dn \ U Sn—l

B.4 Esercizi

Esercizio B.1. Dimostrare le affermazioni (i), (ii), (iii) e (iv) dell’Appendice B.1.

Esercizio B.2. Dimostrare che i numeri razionali non sono uno spazio localmente

compatto.

Esercizio B.3. Sia X uno spazio di Hausdorff. Dimostrare che la famiglia di
sottoinsiemi di X = X U {oo} costituita da tutti gli aperti di X e dagli insiemi
della forma X \ K al variare di K compatto in X definisce una topologia su
X,
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Numero di Lebesgue

11 lettore puo consultare [Loil3, Capitolo 2| per le definizioni e le principali
proprieta degli spazi metrici.

Sia (X, d) uno spazio metrico e sia S C X un sottoinsieme arbitrario di X. Il
diametro di S, indicato con diam(5), & definito come diam(S) := sup, ,cq d(7,y)
mentre la distanza di un punto x € X dall’insieme S, indicato con d(z, S),

¢ definito come d(z, S) := infseg d(z, s).

Lemma C.0.1. (esistenza del numero di Lebesgue) Sia (X, d) uno spazio metrico
compatto e sia W = {U,};es un ricoprimento aperto di X. Allora esiste un
numero 9, detto numero di Lebesgue del ricoprimento U, tale che per ogni
sottoinsieme S C X con diam(S) < § esiste k € J tale che S C Uy.

Dimostrazione. Poiché X & compatto possiamo supporre che J sia un insieme

finito. Definiamo una funzione f : X — R come:
f(z) = max{f;(x)}, (C.1)
jeJ

dove, dato j € J, f; : X — R ¢ la funzione definita da f;(z) = d(z, X \ U;).
Si verifica facilmente che la funzione f ¢ continua (cfr. Esercizio C.2). Inoltre
f(x) > 0 per ogni z € X. Infatti per definizione f(x) > 0 per ogni z € X . Se
per assurdo f(z) fosse uguale a zero per qualche x € X allora d(z, X \ U;) =0
per ogni j € J e quindi, essendo X \ U; chiuso, x € X \ U, per ogni j € J (cfr.
[Loil3, Lemma 5.2.9]). Quindi z € N;je (X \U;) = X \UjesU; = X\ X =0, la
quale fornisce la contraddizione desiderata.

Essendo X ¢ compatto esiste § > 0 tale che f(xz) > J, per ogni x € X.
Vogliamo dimostrare che ¢ ¢ un numero di Lebesgue del ricoprimento U. Sia
dunque S C X, S # 0, tale che diam(S) < 0 e sia g € S. Allora f(zg) > ¢
e quindi esiste k € J tale che fy(xg) = d(zo, X \ Ux) > 0 e quindi zy € U.
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Resta da dimostrare che ogni y € S appartiene a U, o, equivalentemente che
d(y, X \ Ux) > 0. Questo segue da:

dove si ¢ usato 'Esercizio C.1 e il fatto che d(x¢,y) < diam(5) < 4. O

C.1 Esercizi

Esercizio C.1. Sia (X,d) uno spazio metrico e S C X un sottoinsieme di X.
Dimostrare che per ogni z,y € X si ha d(z,S) < d(z,y) + d(y, S).

Esercizio C.2. Dimostrare che la funzione f definita da (C.1) ¢ continua.
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Spazil metrici completi e la curva di

Peano

I lettore puo consultare |[Loil3, Paragrafo 10.4.2|) per le definizioni e le

principali proprieta degli spazi metrici completi.

D.1 Spazi metrici completi

Ricordiamo qui di seguito alcuni fatti sugli spazi metrici completi. Sia (X, d)
uno spazio metrico. Una successione x,, di punti di X é detta di Cauchy se per
ogni € > 0 esiste ng € N tale che per ogni n,m > ng si ha d(z,,z,) < e Si
dimostra facilmente che se z,, € una successione convergente ad un punto z € X
allora x,, ¢ di Cauchy.

Diremo che uno spazio metrico (X, d) ¢ completo se ogni sua successione di
Cauchy é convergente. Non ¢ difficile vedere che lo spazio euclideo R™ & completo
mentre I'insieme dei numeri razionali Q non é completo (si consideri, per esempio,
la successione x, = (14 1)™ di numeri razionali che ¢ di Cauchy ma converge al

numero di Nepero e ¢ Q).

Lemma D.1.1. Ogni sottoinsieme chiuso di uno spazio metrico completo é com-

pleto.

Dimostrazione. Sia (C,d) un sottospazio chiuso di uno spazio metrico completo
(X,d) e sia x, una successione di Cauchy di punti di C. Allora z,, & di Cauchy
anche in (X, d) e quindi é convergente ad un punto x € X. Essendo C' chiuso (e

quindi chiuso per successioni) il punto = appartiene a C'. [
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Siano (X, d) e (Y, d) due spazi metrici. Diremo che un funzione f : X — Y ¢ li-
mitata se f(X) ¢ un sottoinsieme limitato di (Y, d). Denotiamo con (L(X,Y), p)
lo spazio delle funzioni limitate da X a Y dotato della metrica

p(f,9) =supd(f(z),9(z)), f,g € L(X,Y), (D.1)

zeX

e con CL(X,Y) C L(X,Y) lo spazio metrico delle funzioni continue e limitate da

X a'Y, dotato della metrica indotta da p (che indichiamo ancora con p).

Teorema D.1.2. Siano (X,d) e (Y,d) due spazi metrici. Supponiamo che (Y, d)
sia completo. Allora (L(X,Y),p) e (CL(X,Y), p) sono spazi metrici completi.

Dimostrazione. Sia f, una successione di Cauchy in L(X,Y). Per ogni z € X
la successione f,(z) di (Y,d) ¢ di Cauchy (questo segue dalla disuguaglianza
A(fol2), fm(@)) < p(fns fm), Per ogni m,n € N). Essendo (V,d) completo, per
ipotesi, f,(x) converge ad un punto f(z) di Y. Abbiamo cosi definito una funzione
f X — Y come f(xr) := lim, 10 fu(x). Per mostrare che (L(X,Y),p) &
completo dobbiamo far vedere che f, converge a f in (L(X,Y),p) e che f &
limitata. Essendo f,, di Cauchy, per ogni € > 0 esiste ng € N tale che per ogni
n,m > ng si ha p(f, fm) < €. Questo implica che d(f,(x), fm(z)) < €, per ogni
2 € X. Facendo tendere m — +oco si ottiene che d(f,(x), f(z)) < € e quindi
p(fu, [) < €, per ogni n > ng. Segue che la successione di funzioni f,, converge

alla funzione f nella metrica p. Inoltre, dalla disguaglianza

diam(g(X)) < diam(f(X)) + 2p(g, f), (D.2)

valida per ogni coppia di funzioni f,g : X — Y (cfr. Esercizio D.1), si deduce

che, per ogni n,

diam(f (X)) < diam(f, (X)) + 2p(fn, f),

la quale implica, insieme al fatto che f,, converge alla funzione f nella metrica p,
che f ¢ limitata.

Per dimostrare che (CL(X,Y),p) ¢ uno spazio metrico completo ¢ sufficien-
te, per il Lemma D.1.1, far vedere che (C(X,Y), p) & un sottoinsieme chiuso di
(L(X,Y),p), ossia che se f, ¢ una successione di funzioni in (L(X,Y),p) con-
vergente ad una funzione f : X — Y (nella metrica p) allora f é continua e
limitata. Abbiamo gia mostrato che f é limitata quindi resta da dimostrare che
f & continua. Sia xy € X. Osserviamo che, dalla disguaglianza triangolare, si

ottiene:

d(f(z), f(20)) < d(fu(2), f(2)) + d(fu(@), fa(z0)) + d(fal@o), f(20)),
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per ogni n. Dato € > 0 esiste ng € N tale che per ogni n > ng si ha p(f,, f) < £.
Fissiamo n = ng. Allora d(f,,(2), f(z)) < s e A(fy(x0), f(20)) < $, Inoltre,
essendo f,, continua esiste & > 0 tale che se d(x, 2) < & siha d(fo, (), fry(20)) <
. Mettendo insieme le cose abbiamo dimostrato che dato zo € X e dato € > 0,
esiste § > 0 tale che se d(x, o) < & allora d(f(z), f(20)) < € e quindi f & continua
in xg; questo conclude la dimostrazione del teorema. O]

D.2 La curva di Peano

Vogliamo dimostrare 1'esistenza di una curva di Peano cioé¢ di un’applica-

zione continua e suriettiva p : [ — I? [T = [0, 1].

La curva di Peano verra costruita come limite di una successione di curve
continue. Per costruire una tale successione partiamo dalla curva continua g; :
[a,b] = R? (a < b, a,b € R) il cui grafico & costituito dai due segmenti che
uniscono ¢;(a) e g1(c) e gi(c) con go(b) come in figura. La curva é contenuta nel
quadrato che ha come lato il segmento che unisce g;(a) con ¢;(b) dell’asse delle

x e il punto g;(c) ¢ il centro di questo quadrato.

g91(a) g1(b)

In modo analogo possiamo considerare le curve continue gy : [a,b] — R?

g3 : [a,b] = R? e g4 : [a,b] — R? i cui grafici illustrati nelle tre figure seguenti.
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92(b)
g2
[ 1 92(6)
al c 1y
92(a)
g3(a) g3(b)
g3
L ]
ab e h 9:(¢)
ga(a)
94
T
[ ]
ab e 91(¢)
94(b)

Consideriamo poi la curva hy : gi([a, b]) — R? che trasforma I'imagine di g
nella spezzata costituita da 8 segmenti tutti della stessa lunghezza come in figura.

Osserviamo che la curva inizia sempre in g;(a) e finisce in g;(b).
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hy

In modo analogo possiamo considerare le tre curve continue h; : g;([a,b]) —
R2, i = 2,3,4, che trasformano I'immagine di g; nella spezzata costituita da 8

segmenti tutti della stessa lunghezza illustrati nelle tre figure seguenti.

ho

o

hy

Consideriamo infine la successione di applicazioni continue f, : I — I?

costruita usando le applicazioni precedenti e illustrata nella figura seguente:



236 APPENDICE D. SPAZI METRICI COMPLETI E LA CURVA DI PEANO

fo fi ! f2
— AT 2
fo(0) Jo(1) ‘ ‘

Vogliamo mostrare che f,, converge ad una funzione continua e suriettiva p :
I — I? (la curva di Peano), rispetto alla metrica p su C(I,I?) (lo spazio delle

funzioni continue da I e I?) data da:

p(g7h> = Supteld(g<t)7 h(t))v g,h € 0(17[2)7

dove d ¢ la distanza su R? definita da:

d((z1,11), (72,12)) = max{|:)31 — Zal, 1 — y2|}

Dal Teorema D.1.2 segue che (C(I,1%),p) ¢ completo (cfr. Esercizio D.2)
quindi per mostrare che f, ¢ convergente é sufficiente mostrare che é di Cauchy.
Per fare cid osserviamo che ogni triangolo del quale é costituito f, () é contenuto
in un quadrato di diametro 2% Quando si passa da f,, a f,,1 stiamo rimpiazzando
ognuno di questi triangoli con 4 triangoli che stanno nello stesso quadrato. Quindi
la distanza tra f,(t) e fui1(t) ¢ al pitt 5=, cioé d(fa(t), fr41(t)) < 5=, per ogni
t € 1. Segue che p(f,g) < 5.

Quindi per ogni m,n si ha:

p(fnv fn+m) S p(fna fn+1) + p(fn+17 fn+2> + -+ ,O(fn+mfla fn+m) S

Ji ot 1 tg 1, 2 1
- 9n 2n+1 2n+m—1 - 9n 2 2m—1 on o 2n—1

dalla quale segue che f, ¢ una successione di Cauchy e in (C(I,1?%),p) e quindi

converge ad una funzione continua p : I — I? rispetto alla metrica p. Per

concludere resta da dimostrare la seguente:

Proposizione D.2.1. L’applicazione p é suriettiva.

Dimostrazione. Sia x un punto arbitrario di /2. Mostreremo che per ogni € > 0 il

disco aperto D () di centro = e raggio € in R? (rispetto alla metrica d) interseca

p(I). Da questo seguira che x € p(I) e siccome p(I) C I? & chiuso (compatto in

uno spazio di Hausdorff) si ha che x € p(I) = p(I) e quindi p ¢é suriettiva. Per

dimostrare che D (z) Np(I) # () sia ng un numero naturale tale che p(fn,,p) <

L
210

N N

e < £ (tale ng esiste in quanto f,, converge a p). Segue che d( f,,(t),p(t)) <
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per ogni t € I. Scegliamo ¢, € I tale che d(f,,(t0),z) < 2%0; un tale ¢, esiste in

1

75 nel quale ¢ suddiviso I?

quanto f,,(I) & contenuto in ogni quadrato di lato

(al passo ng ci sono 4™ di questi quadrati). Allora

d(x,p(to)) < d(xa fno(to)) + d(fno(t0)7p(t0)) < % + % =6

che implica p(tg) € D.(z) e quindi D.(x) N p(I) # 0. O

D.3 Esercizi

Esercizio D.1. Dimostrare la disuguaglianza (D.2).

Esercizio D.2. Dimostrare la completezza di (C(I,1?),p).
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Appendice E
Azioni di gruppi su insiemi

Sia X un insieme non vuoto e G un gruppo. Diremo che G agisce a sinistra

su X ovvero che X ¢ un (G-insieme sinistro se esiste una funzione

Gx X —X

(g;7) —>g-x
tale che:
e 1.z =ux, Ve X, dovel él'elemento neutro di G;
e g-(h-z)=(gh) -z, Yz € X, Yg,h € G (gh ¢ la moltiplicazione in G).

Analogamente che G agisce a destra su X ovvero X ¢ un G-insieme destro

se esiste una funzione

GxX —X

(g,2) —x-yg
tale che:
e v-1=ux VrelX:
o (z-g)-h=x-(gh), Ve € X, Vg,h € G.
Osservazione E.0.1. Se G agisce a destra su un insieme X allora si verifica

facilmente che

definisce un’azione sinistra di G su X.
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Esempio E.0.2. Sia H un sottogruppo di un gruppo G allora

Hxd— G
(h,g) — h-g:=hg

definisce un’azione sinistra di H su G.
Esempio E.0.3. Sia G un gruppo e P(G) il suo insieme delle parti. Allora
G xPG) — P(G)
(9,U) —g-U:=gU =A{gu|uecU}
definisce un’azione sinistra di G su P(G).

Esempio E.0.4. Sia X uno spazio topologico e Omeo(X) l'insieme degli omeo-
morfismi di X dotato del prodotto gh = go h, g, h € Omeo(X). Allora I'applica-

zione

Omeo(X) x X — Omeo(X)
(g,2) — g-x:=g(z)

definisce un’azione sinistra di Omeo(X) su X.

Sia G un gruppo che agisce a sinistra su un insieme non vuoto X. Possiamo
definire una relazione d’equivalenza su X ponendo x ~ y se e solo se esiste g € G
tale che g - x = y. L’insieme delle classi di equivalenza verra indicato con X/G e
la proiezione sul quoziente m : X — X/G. Fissato x € X, il sottoinsieme di X
definito da

G-z={g-z|g€eG}

¢ chiamata l'orbita di x. Chiaramente x ~ y se se solo se y € G -z. Lo

stablizzatore o gruppo di isotropia G, ¢ il sottogruppo di G definito da
G.={9€G|g -z==x}.

Le classi laterali sinistre di G, in G verranno denotate con G/G,. Osserviamo
che dato un G-insieme sinistro X e x € X, 'orbita GG -z e le classi laterali sinistre
G /G, sono G-insiemi sinistri in modo naturale. Siano X e Y due G-insiemi

sinistri. Un’applicazione f : X — Y ¢ detta G-equivariante se
flg-2) =g f(z), Vo € X,Yg € C.

Proposizione E.0.5. Sia X un G-insieme sinistro, e x € X. Allora esiste una

bigezione equivariante tra G -z e G/G,.
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Dimostrazione. Definiamo 'applicazione

o: G-x — GG,
y=g-z+— |[g]

dove [g] denota la classe laterale sinistra di g in G/G,. Si verifica facilmente che

® ¢ ben definita, equivariante e invertibile (con inversa ¥([g]) = ¢ - x). O

Ricordiamo infine che un gruppo G agisce liberamente (a sinistra o a destra)
su un insieme non vuoto X (e I’ azione verra detta libera) se per ogni g # 1 e
per ogni x € X, g-x # x. Mentre G agisce transitivamente (a sinistra o a
destra) su un insieme X (e 'azione verra detta transitiva) se per ogni x,y € X
esiste g € G tale che g-x = y.

Quindi se G agisce liberamente e tramente (a sinistra) su un insieme X allora

per ogni z,y € X esiste un unico g tale che g-z = y.
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