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I COEFFICIENTI DI FLESSIBILITA’ E RIGIDEZZA
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I coefficienti di flessibilità



M’k= -1/L x



Si definisce:

➢ ik la rotazione del nodo i per effetto di una 

coppia unitaria positiva applicata al medesimo 

estremo i;

➢ ki la rotazione del nodo k per effetto di una 

coppia unitaria positiva applicata all’ estremo i.
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Se applico una coppia  mk nell’estremo k, in i si genera il 

momento iperstatico Mi, che per la congruenza nel 

vincolo i risulta:

mk

 k

k

 i

 Mi

ki

mk

 Mi

Asta con incastro-cerniera

𝛽𝑖𝑘𝑚𝑘 + 𝛼𝑖𝑘𝑀𝑖 = 0

𝑀𝑖 = − Τ𝛽𝑖𝑘 𝛼𝑖𝑘 𝑚𝑘 = −𝜁𝑖𝑘𝑚𝑘 = 0.5 𝑚𝑘



Se imprimiamo all’estremo incastrato i una distorsione 

i si ottiene

 k i

i

 Mi

∆𝜗𝑖 = 𝑀𝑖 ∙ 𝛼𝑖𝑘= 𝑀𝑖 ∙
1

3
∙

𝐿

𝐸𝐽

𝑀𝑖 = 3
𝐸𝐽

𝐿
∙ ∆𝜗𝑖= 𝑈𝑖𝑘 ∙ ∆𝜗𝑖

𝑈𝑖𝑘 è il coefficiente di rigidezza

è il momento che si genera nell’estremo incastrato di un’asta 

incastrata e appoggiata quando nell’estremo incastrato è 

presente una rotazione oraria unitaria.

Asta con incastro-cerniera
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sik

ik

Esaminiamo il caso in cui il vincolo cerniera k subisca un 

cedimento verticale s, che produce una rotazione rigida 

dell’asta ik . 

Per la congruenza nel vincolo i si 

genera il momento:

𝑀𝑖 = −𝑈𝑖𝑘 ⋅ 𝜓𝑖𝑘 = −3 ⋅
𝐸𝐽

𝐿
⋅ 𝜓𝑖𝑘

Asta con incastro-cerniera

𝜓𝑖𝑘 =
Δ𝑠

𝐿



Mk

 k i

 Mi

Mk

 Mi

k

In k è applicata una distorsione k e pertanto si 

generano alle estremità i momenti iperstatici Mi ed Mk.

Per la congruenza dei vincoli in i e in k possiamo 

scrivere:

  

 

Asta doppiamente incastrate

𝑀𝑖 ∙ 𝛼𝑖𝑘 + 𝑀𝑘 ∙ 𝛽𝑖𝑘 = 0

𝑀𝑘 ∙ 𝛼𝑘𝑖 + 𝑀𝑖 ∙ 𝛽𝑘𝑖 = ∆𝜗𝑘
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 Mi

k

𝑀𝑖 = −𝑀𝑘 ∙
𝛽𝑖𝑘

𝛼𝑖𝑘

𝑀𝑘 ∙ 𝛼𝑘𝑖 + −𝑀𝑘 ∙
𝛽𝑖𝑘

𝛼𝑖𝑘
∙ 𝛽𝑘𝑖 = ∆𝜗𝑘

𝑀𝑘 𝛼𝑘𝑖 −
𝛽𝑖𝑘

𝛼𝑖𝑘
∙ 𝛽𝑘𝑖 = 𝑀𝑘 𝛼𝑘𝑖 −

𝛽𝑖𝑘
2

𝛼𝑖𝑘
= ∆𝜗𝑘

Asta doppiamente incastrate

𝑀𝑖 ∙ 𝛼𝑖𝑘 + 𝑀𝑘 ∙ 𝛽𝑖𝑘 = 0 𝑀𝑘 ∙ 𝛼𝑘𝑖 + 𝑀𝑖 ∙ 𝛽𝑘𝑖 = ∆𝜗𝑘



𝑀𝑘 𝛼𝑘𝑖 −
𝛽𝑖𝑘

2

𝛼𝑖𝑘
= 𝑀𝑘 ∙

1

𝑊𝑘𝑖
= ∆𝜗𝑘

𝑀𝑘 = 𝑊𝑘𝑖 ∙ ∆𝜗𝑘

𝑀𝑖 = −𝑀𝑘 ∙
𝛽𝑖𝑘

𝛼𝑖𝑘
= −𝑊𝑘𝑖 ∙

𝛽𝑖𝑘

𝛼𝑖𝑘
∙ ∆𝜗𝑘 =  𝑉𝑖𝑘 ∙ ∆𝜗𝑘

Asta doppiamente incastrate
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𝛼𝑘𝑖 −
𝛽𝑖𝑘
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Asta doppiamente incastrate
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𝑊𝑘𝑖 è il coefficiente di rigidezza

è il momento che si genera nell’estremo incastrato k di 

un’asta doppiamente incastrata  quando nell’estremo k è 

presente una rotazione oraria unitaria

𝑉𝑖𝑘 è il coefficiente di rigidezza

è il momento che si genera nell’estremo incastrato i di 

un’asta doppiamente incastrata  quando nell’estremo k è 

presente una rotazione oraria unitaria

Asta doppiamente incastrate
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k

applicata una distorsione k in k in i ed in k si generano i 

seguenti momenti:

𝑀𝑘 = 𝑊𝑘𝑖 ⋅ Δ𝜗𝑘 = 4 ⋅
𝐸𝐽

𝐿
⋅ Δ𝜗𝑘

𝑀𝑖 = 𝑉𝑖𝑘 ⋅ Δ𝜗𝑘 = 2 ⋅
𝐸𝐽

𝐿
⋅ Δ𝜗𝑘

Asta doppiamente incastrate



Se un estremo subisce una traslazione s, si osserva che ciò 

equivale ad una applicazione di una distorsione angolare ai due 

estremi.
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s




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Asta doppiamente incastrate

𝜓 =
Δ𝑠

𝐿



Per la congruenza nei vincoli i e k si generano rispettivamente i 

momenti:

𝑀𝑖 = −𝑊𝑖𝑘 ⋅ 𝜓 − 𝑉𝑖𝑘 ⋅ 𝜓 = −𝑆𝑖𝑘 ⋅ 𝜓 = −6 ⋅
𝐸𝐽

𝐿
⋅ 𝜓

𝑀𝑘 = −𝑊𝑘𝑖 ⋅ 𝜓 − 𝑉𝑘𝑖 ⋅ 𝜓 = −𝑆𝑘𝑖 ⋅ 𝜓 = −6 ⋅
𝐸𝐽

𝐿
⋅ 𝜓

Asta doppiamente incastrate
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 k'
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Trave appoggiata

i k
ik

 L

ki

Effetti prodotti da carichi esterni
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Trave incastrata

Effetti prodotti da carichi esterni

𝜇𝑖𝑘 = −
1

12
∙ 𝑞 ∙ 𝐿2 𝜇𝑘𝑖 =

1

12
∙ 𝑞 ∙ 𝐿2

𝛼𝑖𝑘 ∙ 𝜇𝑖𝑘 + 𝛽𝑖𝑘 ∙ 𝜇𝑘𝑖 = −
1
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𝑞𝐿3
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Effetti prodotti da carichi esterni
Trave incastrata-appoggiata

𝛼𝑖𝑘 ∙ 𝜇𝑖𝑘
∗ = −

1

24

𝑞𝐿3

𝐸𝐽
𝜇𝑖𝑘

∗ = −
1

8
∙ 𝑞𝐿2



 

Effetti prodotti da carichi esterni
Trave incastrata-appoggiata

𝛼𝑘𝑖 ∙ 𝜇𝑘𝑖
∗ =

1

24

𝑞𝐿3

𝐸𝐽
𝜇𝑘𝑖

∗ =
1

8
∙ 𝑞𝐿2



Se sono presenti: o , i , oi e un carico agente lungo l’asta q:

𝑀𝑜𝑖 = 𝜑𝑜 ⋅ 𝑊𝑜𝑖 + 𝜑𝑖 ⋅ 𝑉𝑜𝑖 − 𝜓𝑜𝑖 ⋅ 𝑆𝑜𝑖 + 𝜇𝑜𝑖

q

Aste incastrate alle estremità
Riepilogo



𝑀𝑜𝑖
∗ = 𝜑𝑜 ⋅ 𝑈𝑜𝑖 − 𝜓𝑜𝑖 ⋅ 𝑈𝑜𝑖 + 𝜇𝑜𝑖

∗ + 𝜁𝑖𝑜 ⋅ 𝑀𝑖

q

Aste incastrate - incernierate
Riepilogo

Se sono presenti: o , i , oi , un carico agente lungo l’asta q ed 

una coppia Mi applicata all’estremità incernierata i :
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