Cagliari, 26/01/2026
Esame di MATEMATICA E STATISTICA — CdL in BIOLOGIA (PARI)

MATRICOLA

NOME e COGNOME

1) Tavola di verita (3 punti)
Si costruisca la tavola di verita, completa di tutti i passaggi, relativa alla seguente espressione logica:

(AUB) & B

2) Studio di funzione: La melatonina (12 punti)

La melatonina é un ormone prodotto naturalmente dalla ghiandola pineale nel cervello, noto per il
suo ruolo fondamentale nella regolazione del ciclo sonno-veglia. Quando la luce diminuisce, il corpo
aumenta la produzione di melatonina, segnalando che é ora di dormire. Al contrario, la sua
produzione diminuisce con I'esposizione alla luce, aiutando il risveglio. Oltre al suo ruolo nel sonno,
la melatonina ha proprieta antiossidanti e influenza il sistema immunitario. E disponibile anche sotto
forma di integratore, spesso utilizzato per contrastare il jet lag o problemi di insonnia.

Viene assunta da un adulto un integratore a base di melatonina ed a rilascio immediato. Siipotizzi
che questa venga assorbita dall’'organismo secondo la seguente funzione che indica la quantita di
melatonina nel sangue (in mg) in funzione del tempo (in ore) e a partire dal momento
dell’assunzione:

kt
t2+1

Q) =

Dove k & una costante positiva e non nulla.

a. Ricavare dopo quanto tempo dall’assunzione si ha la quantita massima di melatonina
nell’organismo. (3 punti)

b. Sapendo che la pastiglia contiene 5 mg di melatonina, calcolare il valore di k. (1 punto)
Utilizzando il valore di k trovato, studiare la funzione data. (6 punti)
Effettuando uno studio per punti, tracciare il grafico dettagliato della funzione Q(t) e ricavare
dopo quanto tempo la quantita di melatonina nel sangue scende al di sotto di 1 mg. (2 punti)



3) Calcolo integrale: Crescita di una popolazione batterica (8 punti)

Viene coltivata una popolazione batterica in un ambiente con risorse limitate per un periodo di
tempo pari a due anni. Si osserva che la velocita di crescita dei batteri puo essere stimata dalla
seguente funzione:

(6 = B+ 12
S s+ a

Dove il tempo € dato in secondi.

a. Data una popolazione iniziale di 100 batteri, calcolare il numero di batteri presenti dopo un
minuto. (6 punti)

b. Calcolare quanti nuovi batteri si formano nel corso del primo anno e quanti nel corso del
secondo anno. (2 punti)

4) Statistica: Tasso di omicidi nelle capitali europee (7 punti)

Si vuole effettuare una statistica sul tasso di omicidi nelle grandi capitali europee (con una
popolazione uguale o superiore al milione di abitanti).

Facendo riferimento a dati relativi all'anno 2020, si ottiene la seguente tabella che lega la
popolazione di tre grandi citta (in milioni di abitanti) al numero di omicidi registrati in quell’anno:

Citta Roma Madrid Atene
Popolazione (mln ab.) 2.823 6.756 3.153
Omicidi 26 39 23

a) Effettuare un’analisi statistica, verificando il tipo di correlazione tra la popolazione ed il
numero di omicidi registrati. (3 punti)

b) Visualizzare i dati in tabella in un grafico, sovrapponendoli ad un modello di regressione
lineare. (2 punti)

¢) Utilizzando un test adeguato, verificare I'ipotesi che il tasso di omicidi di una grande capitale
europea sia di 4 omicidi per milione di abitanti. (2 punti)




Valori di riferimento per i test di ipotesi
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SOLUZIONI

1) TAVOLE DI VERITA
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3) INTEGRALE

DATI
No=100 batteri; [t]=s t=1min=60s

a)

La funzione che da il numero di batteri in funzione del tempo & data dall’integrale indefinito di v (t):

N(t) = fv(t) dt

Per calcolare I'integrale indefinito della funzione, si deve scomporre la funzione fratta mediante il
metodo dei fratti semplici:

f (t)dt—f 6t + 12 e t+2 "
v ) t2+5t+4 ) (t+D(t+4)
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Percio:
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Possiamo cosi svolgere 'integrale definito per il primo minuto, quindi 60 secondi:

60 60 2 4
N=N =1 _ =
0+Jv(t)dt 00+J(t+1+t+4)dt
0 0

=100 + 2In(60 + 1) + 4In(60 + 4) — [2In(1) + 41In(4)]
Quindi:

N =100 + 2In(61) + 4In(64) — 4In(4) = 119 batteri



b)

Allo stesso modo, si puo trovare il numero di batteri sviluppati in un anno e nel corso di due anni.
Innanzitutto, siccome 'unita di misura temporale utilizzata & il secondo, calcoliamo quanti secondi
ci sono in un anno:

1yr = 3600 -24-365s = 31536 000 s
2 yr = 63072000 s

Da cui:
N(1yr) =100+ 2In(31 536 000 + 1) + 4In(31 536 000 + 4) — 41In(4) = 198 batteri

N(2 yr) = 100 + 2In(63 072 000 + 1) + 41n(63 072 000 + 4) — 4In(4) = 202 batteri

Essendo richiesto solo il numero di nuovi batteri nel corso dell’anno:

N, = N(1 yr) — 100 = 98 batteri
N, = N(2yr) — N, — 100 = 4 batteri

Percio, nel corso del primo anno si sono formati 98 batteri, mentre nel secondo anno si sono formati
solo 4 batteri.

Questo risultato ha senso, ricordando che si tratta di un ambiente di crescita a risorse limitate e che
la funzione N(t) é di tipo logaritmico.



4) STATISTICA

Citta Roma Madrid Atene
Popolazione (mln ab.) 2.823 6.756 3.153
Omicidi 26 39 23

a)

Avendo un numero limitato di campioni (N = 3), si deve far riferimento agli indicatori di tipo
campionario.

Si ottiene:

Varianza campionaria  Dev. Std campionaria

Popolazione (mln ab.)

Omicidi

Si possono ora ottenere covarianza e coefficiente di correlazione:

Xi — X . —
Sy _E=B0iZY) o

Pry = —= = 0.968

La correlazione € quindi di natura molto forte e le grandezze sono direttamente correlate.

b)
La retta di regressione risulta essere:

y =3.774 x + 13.32

Numero di omicidi
ey
o

5 6
Milioni di abitanti




c)

Il test fa riferimento al tasso di omicidi per milione di abitanti, quindi si dovra ottenere la relativa
serie di dati mediante il rapporto tra il numero di omicidi e la popolazione:

Citta Roma Madrid Atene
Popolazione (mln ab.) 2.823 6.756 3.153
Omicidi 26 39 23

Tasso di omicidi

per milione di abitanti S =L/ =

Il test da effettuare dipende sostanzialmente dal numero di campioni considerati che, in questo caso
€ pari a n = 3. Per questo motivo, dovra essere effettuato un test di tipo t-Student con gradi di
liberta pariav=n-1=2 e dovra essere utilizzata la seguente quantita pivotale:

E’ necessario quindi calcolare media e deviazione standard campionaria della serie di dati ottenuta:

TestT

Varianza C *l 0.0 0.05 001 | 0001

1 6.314| 12.706| 63.657| 636.619
Pivot T* 3.445 2 2.920 4.303 | 9.925, 31.599

Confrontando il valore ottenuto con quelli tabulati per v = 2, si ottiene che I'ipotesi nulla Hp secondo
la quale il tasso di omicidi sia pari a 4 &€ negabile al 90% ma non al 95%.




