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1) Definizione di equazione differenziale di ordine 𝑛, integrale generale, integrale particolare e 

integrale singolare. 

Determina l’integrale generale dell’equazione differenziale 

𝑦ᇱᇱ െ 𝑦ᇱ ൌ cos ሺ𝑥ሻ 

2) Risolvere il problema di Cauchy 

ቐ𝑦 ൌ 𝑥𝑦ᇱ െ
ሺ𝑦′ሻଶ

4
𝑦ሺ1ሻ ൌ 1

 

3) Calcolare il limite 

lim
௫→ஶ

ሺെ1ሻ௡ ∙ 𝑒ଶ௡ െ lnሺ𝑛ሻଶ଴ ൅ ቀ1
4ቁ

ଶ௡

9௡ ൅ ሺെ1ሻଶ௡ ∙ 𝑛ସ ൅ 20ି௡
 

~~~~~~~~~  ~~~~~~~~~  ~~~~~~~~~ 

Soluzione 
1) Determinare l’integrale generale 

𝑦′′ െ  𝑦′ ൌ  𝑐𝑜𝑠 𝑥 

Calcolo dell’integrale dell’equazione omogenea associata 

𝑦′′ െ  𝑦′ ൌ  0 

ad essa corrisponde l’equazione caratteristica: 

𝜆ଶ െ  𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝜆ሺ𝜆 െ 1ሻ ൌ 0 

dalla quale si ricava: 

𝜆 ൌ 0,   𝜆 ൌ 1 

per cui la soluzione omogenea: 

𝑦଴ ൌ  𝐶ଵ ൅  𝐶ଶ𝑒௫  

Soluzione particolare - Metodo della somiglianza 

Il termine noto è 𝑏ሺ𝑥ሻ ൌ cos 𝑥, nel quale 𝛾 േ 𝜇𝑖 ് 𝛼 േ 𝛽𝑖, per cui non deve essere presa in 

considerazione la molteplicità. 

La soluzione particolare ha la seguente forma: 

𝑦ത ൌ  𝐴𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൅  𝐵𝑐𝑜𝑠 𝑥 

Si calcolano le derivate prima e seconda 



𝑦ത′ ൌ 𝐴𝑐𝑜𝑠 𝑥 െ  𝐵𝑠𝑒𝑛 𝑥 

𝑦തᇱᇱ ൌ െ𝐴𝑠𝑒𝑛 𝑥 െ  𝐵𝑐𝑜𝑠 𝑥 

Sostituiamo nell’equazione differenziale di partenza 

െ𝐴𝑠𝑒𝑛 𝑥 െ  𝐵𝑐𝑜𝑠 𝑥 െ  𝐴𝑐𝑜𝑠 𝑥 ൅  𝐵𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൌ 𝑐𝑜𝑠𝑥 

ሺ𝐵 െ 𝐴ሻ𝑠𝑒𝑛 𝑥 െ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ𝑐𝑜𝑠 𝑥 ൌ 𝑐𝑜𝑠𝑥 

Affinché l’equazione sia soddisfatta deve essere: 

ቄ 𝐵 െ 𝐴 ൌ 0
െ𝐴 െ 𝐵 ൌ 1

 

Risolvendo 

A  ൌ െ
1
2

, B  ൌ   െ
1
2

 

Quindi: 

𝑦ത ൌ െ
1
2
ሺ𝑐𝑜𝑠 𝑥 ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝑥ሻ 

Soluzione generale 

𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐶ଵ ൅ 𝐶ଶ𝑒௫ െ
1
2
ሺ𝑐𝑜𝑠 𝑥 ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝑥ሻ  

 

2) Risolviamo il problema di Cauchy 

ቐ𝑦 ൌ 𝑥𝑦ᇱ െ
ሺ𝑦ᇱሻଶ

4
𝑦ሺ1ሻ ൌ 1

 

Si tratta di un’equazione di Clairaut che ammette una soluzione generale e una soluzione singolare. 

Consideriamo l’equazione differenziale 

𝑦 ൌ 𝑥𝑦ᇱ െ
ሺ𝑦ᇱሻଶ

4
 

differenziando primo e secondo membro si ottiene: 

𝑦′ ൌ 𝑦ᇱ ൅ 𝑥𝑦ᇱᇱ െ
1
4

2𝑦ᇱ𝑦ᇱᇱ ⇒ 𝑥𝑦ᇱᇱ െ
1
4

2𝑦ᇱ𝑦ᇱᇱ ൌ 0 

ossia: 

𝑦ᇱᇱ ቆ𝑥 െ
𝑦ᇱ

2
ቇ ൌ 0 

L’equazione è soddisfatta per 𝑦ᇱᇱ ൌ 0 𝑒 ቆ𝑥 െ
𝑦ᇱ

2
ቇ ൌ 0 

  



Caso 1 

𝑦ᇱᇱ ൌ 0 ⇒ 𝑦′ ൌ 𝐶 

Sostituendo nell’equazione differenziale di partenza si ottiene la soluzione generale 

𝑦 ൌ 𝐶𝑥 െ
𝐶ଶ

4
 

Questa soluzione rappresenta una famiglia di rette al variare della costante C 

 

 

Caso 2 

𝑥 െ
𝑦ᇱ

2
ൌ 0 

Si risolve in forma parametrica, posto 𝑦′ ൌ 𝑡 e sostituendo nella precedente equazione e 

nell’equazione differenziale si ottiene: 

൞
𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ

𝑡
2

𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ
𝑡ଶ

2
െ
𝑡ଶ

4

 ⇒  ൞
𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ

𝑡
2

𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ
𝑡ଶ

4

 

In questo caso la soluzione può essere espressa anche in forma cartesiana 

𝑦 ൌ 𝑥ଶ 

Questa soluzione rappresenta la curva inviluppo, ossia la curva tangente alla famiglia di rette al 

variare di C. 

Determiniamo la soluzione particolare che soddisfa la condizione 𝑦ሺ1ሻ ൌ 1 

Sostituendo nella soluzione generale  

𝑦 ൌ 𝐶𝑥 െ
𝐶ଶ

4
 

Si ricava il valore di C 

1 ൌ 𝐶 െ
𝐶ଶ

4
⇒ 𝐶ଶ െ 4𝐶 ൅ 4 ൌ 0 ⇒ ሺ𝐶 െ 2ሻଶ ൌ 0 ⇒ 𝐶 ൌ 2 

L’integrale particolare ha equazione  



𝑦 ൌ 2𝑥 െ 1  

La condizione 𝑦ሺ1ሻ ൌ 1 soddisfa anche l’integrale singolare 𝑦 ൌ 𝑥ଶ, infatti sostituendo si ottiene 

un’identità 1=1. 

Il problema di Cauchy ammette 2 soluzioni 

𝑦 ൌ 2𝑥 െ 1    𝑒    𝑦 ൌ 𝑥ଶ 

Nella figura seguente è mostrata la rappresentazione grafica delle due soluzioni del problema 

.  

3) Calcolare il limite 

lim
௫→ஶ

ሺെ1ሻ௡ ∙ 𝑒ଶ௡ െ lnሺ𝑛ሻଶ଴ ൅ ቀ1
4ቁ

ଶ௡

9௡ ൅ ሺെ1ሻଶ௡ ∙ 𝑛ସ ൅ 20ି௡
 

Possiamo trascurare: 

 lnሺ𝑛ሻଶ଴ 𝑒  ሺെ1ሻଶ௡ ∙ 𝑛ସ, in quanto infiniti di ordine inferiore rispetto agli altri termini 

 ቀଵ
ସ
ቁ
ଶ௡

 tende a zero perchè esponenziale con base 0 ൏ ଵ

ସ
 ൏ 1 

 20ି௡ 𝑖𝑛 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑜 𝑡𝑒𝑛𝑑𝑒 𝑎 𝑧𝑒𝑟𝑜 

Per cui il limite diventa: 

lim
௫→ஶ

ሺെ1ሻ௡ ∙ 𝑒ଶ௡

9௡
ൌ  lim

௫→ஶ
ሺെ1ሻ௡

𝑒ଶ௡

9௡
ൌ lim

௫→ஶ
ሺെ1ሻ௡ ቀ

𝑒
3
ቁ
ଶ௡
ൌ 0  

Il limite tende a zero indipendentemente dal termine ሺെ1ሻ௡ perché l’esponenziale ha base minore 

di uno. 

  

𝑦 ൌ 2𝑥 െ 1 
𝑦 ൌ 𝑥ଶ 
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1) Determina l’integrale generale dell’equazione differenziale 

𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑦 ൌ ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ𝑒௫ 

2) Formula risolutiva delle equazioni differenziali lineari del primo ordine e dimostrazione. 

Risolvere il problema di Cauchy 

൜
𝑦ᇱሺ𝑥ሻ ൅ 2𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି௫

𝑦ሺ0ሻ ൌ 0
 

3) Calcolare il limite 

lim
௫→ஶ

𝑛ଶሺ𝑛!ሻ െ 4ଶ௡ ൅ 3𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻ!
ሺെ1ሻ௡4௡ ൅ ሺ𝑛 ൅ 2ሻ!

 

~~~~~~~~~  ~~~~~~~~~  ~~~~~~~~~ 

Soluzione 
1) Determina l’integrale generale dell’equazione differenziale 

𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑦 ൌ ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ𝑒௫ 

a) Soluzione dell’equazione omogenea 

𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑦 ൌ 0 

Equazione caratteristica: 

𝜆ଶ ൅ 1 ൌ 0   ⇒   𝜆 ൌ േ𝑖 

𝑦଴ ൌ 𝐶ଵ cos 𝑥 ൅ 𝐶ଶ sen 𝑥 

b) Scelta della soluzione particolare (somiglianza) 

Il termine noto è 𝑏ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ𝑒௫, cioè, un polinomio di grado 1, moltiplicato per 𝑒௫. 

Poiché 𝑒௫non è soluzione dell’omogenea, poniamo: 

𝑦ത ൌ ሺ𝐴𝑥 ൅ 𝐵ሻ𝑒௫ 

Si calcolano le derivate 

𝑦௣ᇱ ൌ ሺ𝐴𝑥 ൅ 𝐵ሻ𝑒௫ ൅ 𝐴𝑒௫ ൌ ሺ𝐴𝑥 ൅ 𝐴 ൅ 𝐵ሻ𝑒௫ 

𝑦௣ᇱᇱ ൌ ሺ𝐴𝑥 ൅ 𝐴 ൅ 𝐵ሻ𝑒௫ ൅ 𝐴𝑒௫ ൌ ሺ𝐴𝑥 ൅ 2𝐴 ൅ 𝐵ሻ𝑒௫ 

e si sostituiscono nell’equazione differenziale di partenza 

ሺ𝐴𝑥 ൅ 2𝐴 ൅ 𝐵ሻ𝑒௫ ൅ ሺ𝐴𝑥 ൅ 𝐵ሻ𝑒௫ ൌ ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ𝑒௫ 

ሺ2𝐴𝑥 ൅ 2𝐴 ൅ 2𝐵ሻ𝑒௫ ൌ ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ𝑒௫ 

Confrontando i coefficienti tra primo e secondo membro: 



ቄ 2𝐴 ൌ 2
2𝐴 ൅ 2𝐵 ൌ 1

 

Si ricava 

𝐴 ൌ 1,𝐵 ൌ െ
1
2

 

ossia la soluzione particolare 

𝑦ത ൌ 𝑒௫ ቀ𝑥െ
1
2ቁ 

L’integrale generale 

𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐶ଵ cos 𝑥 ൅ 𝐶ଶ sin 𝑥 ൅ 𝑒௫ ቀ𝑥െ
1
2ቁ  

2) Risolvere il problema di Cauchy 

൜
𝑦ᇱሺ𝑥ሻ ൅ 2𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି௫

𝑦ሺ0ሻ ൌ 0
 

Si tratta di un’equazione differenziale lineare la cui forma generale è la seguente 

𝑦ᇱ ൅ 𝛼ሺ𝑥ሻ 𝑦 ൌ 𝑏ሺ𝑥ሻ 

l’integrale generale è dato dalla formula: 

𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି׬ఈሺ௫ሻ ௗ௫൫׬ 𝑒׬ఈሺ௫ሻ ௗ௫ 𝑏ሺ𝑥ሻ 𝑑𝑥 ൅ 𝐶൯ 

applicandola all’equazione differenziale si ottiene: 

𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି׬ 2 ௗ௫൫׬ 𝑒׬ 2 ௗ௫  𝑒ି௫  𝑑𝑥 ൅ 𝐶൯ 

𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି2௫൫׬ 𝑒ଶ௫ 𝑒ି௫ 𝑑𝑥 ൅ 𝐶൯ ൌ 𝑒ି2௫൫׬ 𝑒௫ 𝑑𝑥 ൅ 𝐶൯ ൌ 𝑒ି2௫ሾ𝑒௫ ൅ 𝐶ሿ 

𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି2௫ሾ𝑒௫ ൅ 𝐶ሿ 

Applicando le condizioni iniziali 𝑦ሺ0ሻ ൌ 0 si ottiene 

0 ൌ 𝑒଴ሾ𝑒଴ ൅ 𝐶ሿ ⇒ 𝐶 ൌ െ1 

La soluzione del problema sarà: 

 𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି2௫ሾ𝑒௫ െ 1ሿ   

3) Calcolare il limite 

lim
௫→ஶ

𝑛ଶሺ𝑛!ሻ െ 4ଶ௡ ൅ 3𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻ!
ሺെ1ሻ௡4௡ ൅ ሺ𝑛 ൅ 2ሻ!

 

Possiamo trascurare: 

 4ଶ௡ 𝑒  ሺെ1ሻ௡4௡, in quanto infiniti di ordine inferiore rispetto agli altri termini 

Per cui il limite diventa: 

lim
௫→ஶ

𝑛ଶሺ𝑛!ሻ ൅ 3𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻ!
ሺ𝑛 ൅ 2ሻ!

 

Sviluppando i fattoriali  



lim
௫→ஶ

𝑛ଶሺ𝑛!ሻ ൅ 3𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝑛!
ሺ𝑛 ൅ 2ሻሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝑛!

 

lim
௫→ஶ

ሾ𝑛ଶ ൅ 3𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻሿ𝑛!
ሺ𝑛 ൅ 2ሻሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝑛!

 

Semplificando 𝑛! 

lim
௫→ஶ

ሾ𝑛ଶ ൅ 3𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻሿ
ሺ𝑛 ൅ 2ሻሺ𝑛 ൅ 1ሻ

 

trascurando gli infiniti di ordine superiore 

lim
௫→ஶ

ሾ𝑛ଶ ൅ 3𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻሿ
ሺ𝑛 ൅ 2ሻሺ𝑛 ൅ 1ሻ

ൌ lim
௫→ஶ

𝑛ଶ ൅ 3𝑛ଶ

𝑛ଶ
ൌ 4  

 


