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Integrali impropri o generalizzati

L’operazione di integrazione si puo estendere al caso di
funzioni non limitate e ad intervalli non limitati

| id_x riz dx
X X

Sia f:(a,b] >R taleche, V& >0, fé integrabile
secondo Riemann in [a+ 0,0] cioé esiste ['integrale

1(5) = j ' (0
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Definizione
Se esiste finito il limite

lim1(5)

60"

allora si dice che f e integrabile in senso improprio e tale
limite si chiama integrale improprio o generalizzato e si
indica

IgLrpI(5):jbf (x)dx
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Esercizi
sercizio j—dx

1(5) = jfdx yNEY

lim 1(8) = lim 2-2J5 =2
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L’integrale converge e si puo scrivere: IO—dX 2

=
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Esercizio J'l 1
L/1-X%?

dx

1(6)=[4° %dx = arcsin(l— &) —arcsin(-1+ &),

lim 1(8)=2—(-2) =z
507"
11

L’integrale converge e si puo scrivere: J ——Ox=rx
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Esercizio. Studiare la convergenza del seguente integrale

jx“dx, a>0

' L se a<1
si ha jx“dx =1 l-a
0 nonconverge se a>1
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Nel caso in cui f :[a,b) — R non & limitata in x=b ma é
integrabile in [a,b—6] Vo >0 allorasipone

b-&

b
j f(x)dx = llm f (x)dx
Se tale limite esiste finito.
Se inoltre la funzione f non é limitata in ce (a,b) allora si

dice che f & integrabile in senso improprio se f &
integrabile in senso improprio in [a,c] e in [c,b] e si pone

ff (X)dx = -[Cf (x)dx + ff (x)dx
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Consideriamo ora intervalli illimitati:

[a,+0) (=eo,b] (=00, +0)

Definizione

Sia f :[a,+9) — R integrabile su ogni intervallo [a,5] con

[>a, poniamo

J(p) :jﬁf (x)dx

Se esiste finito il limite limJ(5) allora fsi dice integrabile

B~
in senso improprio su [a,+) e tale limite si chiama
integrale improprio o generalizzato di f in [a,+o0) :

+o0 B
f(x)dx = L'ﬁlj f (x)dx
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b
Analoga definizione per j f(x)dx dove f:(-o0,b] >R
e integrabile su [-4,b]

Per quanto riguarda lintegrale | T (X)dX con f

integrabile su ogni intervallo limitato, si pone:
f(x)dx:j f (x)dx+j f(x)dx, ceR

e i due integrali impropri convergenti
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Esercizio. Dire se converge o esiste in senso
improprio il seguente

o.[ %dx
X

Si ha: J(,B):J;ﬁ)(lzdx=—

P>+ LS+

lim J(8)= lim —;+1=1

L’integrale converge e si puo scrivere: L Fdx =1
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Esercizio. Dire se converge o esiste in senso
improprio il seguente

o.[ 1 dx
14X
s 1

Si ha: J('B):v‘:ﬁl+x

Yii
; dx = arctgx|”

limJ(8)=5-(-9) =7

P—o+0

+00

dx=rx

L’integrale converge e si puo scrivere: I >

- 1+ X
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Esercizio.

jx“dx, a>0

X“dx = a—1

- 1
J‘ — se a>1
' nonconverge se a <1

si ha




