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Integrale indefinito

1
Funzione integrale

Definizione

Sia funa funzione integrabile secondo Riemann
nell’intervallo [a,b] e x€[a,b], si definisce
FUNZIONE INTEGRALE di f, [’integrale definito:
AY

F(x)=[ fat

F(x)




Teorema fondamentale del calcolo integrale

Sia f continua in [a,b), allora la funzione integrale
F(x)= ij(l‘)dt é di classe C'([a,b])
F'(x)=f(x) Vxe[a,b]

Dimostrazione
Scriviamo il rapporto incrementale di F(x):

F h—F 1 x+h X 1 x+h
( })l m:ﬂfa f(t)dt—faf(t)dt] ZEUx f(t)dt]

Teorema fondamentale del calcolo integrale

F h F
SARALIS U f(6)dt - f(t)dt] U f(t)dt]

AY

F(x) = Area sotto la curva DE
: F(x + h) = Area sotto la curva DG
F(x + h) — F(x) = Area sotto la curva EG

x Y

o ¢ X x+h
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Teorema fondamentale del calcolo integrale

Per il Teorema della media integrale applicato ad f in
[x,x+h], 3¢, € (x,x + h):

1 x+h
[ row| = s

F(x+h)—F(x)
h

Ed essendo f continua in [a,b] si ha la tesi, ossia:

Per cui si ricava

= f(cn)

F(x+ h) — F(x)
h

F'(x) = }li_r)r(l)

= lim f () = f(x)

Teorema fondamentale del calcolo integrale

Osservazione

L’ipotesi di continuita per f e fondamentale per la
derivabilita di F.

Infatti se f e solo integrabile non si puo affermare che F e
derivabile.

Esempio
I x=20

f(x)=segnx={ = F(x)=x|
-1 x<0

f(x) e integrabile ma non e continua, F(x) é continua ma
non e derivabile in x=0.

21/11/2025



Teorema fondamentale del calcolo integrale

Definizione

Una funzione F(x), derivabile in [a,b], si chiama

PRIMITIVA di f(x) se
F'(x)=f(x) Vxela,b]

Esempio

Una primitiva di f (x) = cos x é la funzione F(x) = sin x.
3
X

Sef(x)=x* = F(x)z?

Integrale indefinito

Se F' (x) e una primitiva di f (x) lo é anche F (x)+c

Infatti - (F(x)+c) =F'(x)= f(x)

Definizione

La famiglia di tutte le primitive di una funzione f(x)

continua in [a,b] e detta INTEGRALE INDEFINITO e si

[ £ (o)
quindi I f(x)dx=F(x)+c

indica:
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Teorema fondamentale del calcolo integrale

Corollario del Teorema fondamentale del calcolo integrale

Sia f (x) una funzione continua su [a,b] e G (x) una

primitiva di f. Allora
[ fde=Fb)- F(a)=[F(x)] = F(0),

Esempio

S ol

'Lz cosxdx =sin x|’ =sinZ —sin0 =1

3 3
jzxzdx:x— 2 1.7
: 3 3

Teorema fondamentale del calcolo integrale

Dimostrazione
Consideriamo una funzione f(t) definita in un intervallo [c,b]

/0

L'area del sottografico della
funzione fcon x€[a,b] édato da:

c a b

f:f(t)dt = J;bf(t)dt - J;af(t)dt

10
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Teorema fondamentale del calcolo integrale

Ma ricordando che la funzione integrale in un generico
punto x e dato dalla relazione

Flx) = f FOdt
ac b
sihache F(a)= j fOdt e F(b) = f FOdt

Sono rispettivamente la funzione integrale in a e b

b b a
[ r@dc= [ r@adc- | rwde =) - Fea = (P12

Ossia l’integrale definito e dato dalla differenza tra la
funzione potenziale calcola trab e a => F(b) — F(a)

11

Teorema fondamentale del calcolo integrale

Questo e il legame tra l’integrale definito Ib f(x)dx
e [’ integrale indefinito j f(x)dx.

b
L f(x)dx & un numero reale

I f(x)dx € un insieme di funzioni

12
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Integrale indefinito, proprieta

Dalle proprieta delle derivate si ottiene:

D @+ gy =] f(0)dx+ [ g(x)dx,

ii) Icf (x)dx = CJ. f(x)dx, ¢ = costante

13

Integrali indefiniti immediati

a+l

Ix“dxz a +c a #—1, J' 1 dx =tgx+c
a+1 cos’ x &
jldlenle—c a=1 I ! dx =arcsinx +c¢

X \/l—xz

je"dx =e' +c,

-1
dx = arccosx +c
J.xll—x2

jsinxdx =—cosx+c,

1
_[ dx = arctgx +c

. 2
jcosxdxzsmx+c, 1+x

14
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Metodi di integrazione - Sostituzione

Integrali riconducibili a integrali immediati

Sia F una primitiva di fin un intervallo I, ossia
F()=ft) Viel

Sia t=g(x) una funzione derivabile con derivata continua
in [a,b] : g([a,b]) 1,

dal teorema della derivata di una funzione composta

D[F(g()] =F'(g(x)-g'(x) = f(g(x)) - g'(x)

15

Metodi di integrazione - Sostituzione

Integrali riconducibili a integrali immediati
Integrando membro a membro otteniamo:

| plFee) = [ F(960) - g' @ dx

Ossia

[ r90) - g’ ax = F(g) + ¢

16
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Integrali riconducibili agli integrali immediati

Questo significa che se

[ pirGeea1 = [ £(90) - 9'Co)

Ossia

[ o) g’ ax = F(g) + ¢

17

Metodi di integrazione - Sostituzione

Esercizi

ff(x)”-f’(x)dx n+-—1
Posto f(x) =t edifferenziando f'(x)dx = dt

sostituendo nella precedente si ottiene

tn+1
Jt"dt = +c
n+1

Esprimendo questa soluzione nell’incognita x si ottiene

f(x)n+1
n+1 T

[ reorm £eodx =

18



Metodi di integrazione - Sostituzione

Esempi
1 1 x2 -1 4
f(xz - 1)de =Ef(x2 — 1)32xd_x = 5% +C
) _ cos3 x
fsmx coszxdx=—f—smxcoszxdx= 3 +c

X 1 1
dx=fx1+x2_7dx= 1+x¥)2+¢
fm (1427 2dx = (1425

In3(1 + x?2
%4_6

X o2 2 z_lf 2x 2y12 —
f1+x2 n*(1+ x*)dx > 1+x2[ln(1+x)]

19

Metodi di integrazione - Sostituzione

Esercizi
f'(x)
f(x)

Posto f(x) = t e differenziando f'(x)dx = dt
sostituendo nella precedente si ottiene

dx

1
f?dt =In|t| + ¢

Esprimendo questa soluzione nell’incognita x si ottiene

f'()

mdx =In|f(x)| + ¢

20
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Metodi di integrazione - Sostituzione

Esempi

2x )
jmdx =ln|x —1| +C

sin x 1
dx = —
COS X CcoS X

(—sinx)dx = —In|cos x| + ¢

1

1
dx = dx =1 t
(1 + x?)arctgx * j (1 + x?) arctgx x = Inlarctgx| + ¢

21

Metodi di integrazione - Sostituzione

Esercizi
f eSO f'(x)dx

Posto f(x) =t e differenziando f'(x)dx = dt
sostituendo nella precedente si ottiene

j etdt =et + ¢
Esprimendo questa soluzione nell’incognita x si ottiene

fef(x)f’(x)dx =ef™ 4 ¢

22
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Metodi di integrazione - Sostituzione

f 3 - cos(x) - e%eMX)dx = 3 f cos(x) - S X dx =3e5"™) ¢ ¢

23

Metodi di integrazione - Sostituzione

In modo analogo si ottengono le primitive dei seguenti
integrali

fsin(f(x)) f'(x),dx = —cos(f(x)) +C

fcos(f(x)) - f'(x),dx = sen(f(x)) +C
f'(x)

1+ (F()
f'(x)

f1/1 ~(f)°

dx = arctg(f(x)) +C

dx = arcsen(f(x)) +C

24
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Metodi di integrazione - Sostituzione

Esercizi

3 3
f 3cos(2x +5)dx = Ef 2cos(2x +5)dx = Esen(Zx +5+c

fsen(\/?) dx =2 f sen(Vx) dx =2-cos(vx)+C

Vx 2Jx

3x 3 2x 3 5
f1+x2 dx=§f1+x2dx=5arctg(1+x )+c

f COSX 4 . N
————— dx = arctg(senx) + ¢
1 + senx? 9( )

25

Metodi di integrazione - Sostituzione

Esercizi

dx

2 2 2
= dx= d
f\/—xZ—Zx g J-\/—xZ—Zx—1+1 g J-,/l—(x+1)2

= 2arcsen(x +1) + C

3 3 3
S x= dx= | ———— 4
f4x2—4x+2 x f4x2—4x+1+1 x fl+(2x—1)2 x

3
= Earctg(Zx —1)+C

26
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Metodi di integrazione - Sostituzione

Integrali riconducibili a integrali immediati
Esempi:

] sen(2x) dx

Posto 2x = t e differenziando 2dx = dt ossiadx = %

Sostituendo

dt 1 1
fsen(t)? = Efsen(t)dt =— Ecost +c

Effettuando nuovamente la sostituzione si ha:

1
]sen(Zx) dx = —zcos(Zx) +c

27

Metodo di integrazione per parti

Siano f'e g due funzioni derivabili con derivata continua,
si ha

j FGO)g' (W)dx = F()g(x) - j () g()dx

Ax) = fattore finito
g'(x)dx = fattore differenziale

L’ipotesi che le derivate di f e g siano continue assicura
che gli integrali siano ben definiti, ossia che si possano

calcolare gli integrali.

28
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Integrazione per parti

Dimostrazione
Consideriamo la formula di derivazione di un prodotto

f)g@] = f'(0)g () + f(x)g'(x)

Integrando membro a membro si ha
[Ir@g@rax = [ £0ge dx+ [ Feog @ dx

A primo membro abbiamo [’integrale della derivata di f - g,

ossia due operazioni inverse per cui otteniamo

F)gG) = j (g dx + j FG)g () dx

29

Integrazione per parti

Dalla quale si ricava la tesi ossia

f F()g' () dx = F()g () — j 100 g(x) dx

Esercizi

Utilizzando il metodo di integrazione per parti calcolare

fxcosxdx =xsinx—jsinxdx =xsinx +cosx +c

1
flnxdx=fl-lnxdxlenx—fx-;dx=xlnx—x+c

30



Integrazione per parti

x? 1 x?
fx arctgx dx = 7arctgx ——f dx =

2) 1+x277
_1fx2+1_1d _x2 . 1f1 1 p
T2 T1gax2 BT AMIETS T+

xZ

1
= Tarctgx —5 (x —arctgx) + C
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