Conseguenze del Teorema di Lagrange

1) Criterio di monotonia

Sia f(x):[a,b]—=R, continua in [a,b], e derivabile in (a,b).

Allora:

fe crescente in [a,b] < f'(x)= 0, V xE[a,b]

fedecrescente in [a,b] < f'(x)=< 0, VY xE[a,b]




Conseguenze del Teorema di Lagrange, Criterio di monotonia

Dimostrazione.

Sia f'(x)=0 e siano X,,X,€[a,b] con x, > Xx, .

Per il Teorema di Lagrange 3x, E(x,,x,):

f(xz)_f(xl) =f,(xo)(x2 _x1)

ma f'(x)=z0¢e x,—x, >0

= f(x,) = f(x)




Conseguenze del Teorema di Lagrange, Criterio di monotonia

Viceversa.
Sia f(x) crescentein [a,b].
Allora Vx,x+h€(a,b), siha

Jx+h)- /(%) _
h

Facendo il limite per h — 0 si ha

f(x)=0




Conseguenze del Teorema di Lagrange, Criterio di monotonia

Analoga dimostrazione per

fedecrescente in [a,b] < f'(x)= 0 VY xE€[a,b]

St ha inoltre

f '(x) > (0= strettamente crescente

f '(x) < 0= strettamente decrescente




Conseguenze del Teorema di Lagrange

2) Sia f(x):[a,b]—=R, derivabile in (a,b).
fe costante < f'(x) = 0 VY xE(a,b)

3) Siax, E(ab)e f(x,)=0

Se esiste un intorno destro (sinistro), in cui f (x) >0
e un intorno sinistro (destro) in cui f (x)<0 |

allora x, e un punto di minimo (massimo) relativo.




Conseguenze del Teorema di Lagrange

/ X A X0

X, minimo relativo x, massimo relativo




Esercizio

Determinare i punti di massimo o di minimo relativo per la
funzione f(x)=x'-12x



Esercizio
2+ COSX

Determinare un intervallo in cui  f(x) = ,
— COSX

e crescente



leorema di Cauchy

Stano - f g :[a,b] = R:
i) f e g sono continue in |a,b];

ii) f e g sono derivabili in (a,b).

Allorase g(x)=0, VxE(a,b), 3Ix,E(a,b):

f(x) _ f(b)-f(a)
g'(x,) gb)-gla)




leorema di Cauchy

Dimostrazione.

Si consideri la funzione ausiliaria

f(b) - f(a)
g(b)-g(a)

0(0) = f(x) | fla)+

(g(0)-g(a))

Essendo g'(x) =0, Vx&(a,b),

allora g(b) = g(a).




leorema di Cauchy

Inoltre

i) @©(x) ¢ continua in [a,b];
ii) ¢(x)¢& derivabile in (a,b);
iiiy @(a)=q@(b)

= dx, €(a,b): ¢'(x,)=0
cioe
f(x) _ f(b)- f(a)
g'(x,) gb)-g(a)




leorema di de [’Hopital

Siano f(x) e g(x) due funzioni continue definite in un intorno di x,

(eccetto al piu' x,, e x, puo’ essere finito o infinito), se

1) Iim f(x) = lim g(x) = 0 (oppure lim f(x) = lim g(x) = o0)

X=X X=X X=X X—>Xq

2) f e g sono derivabili nell’intorno di x; e risulta g(x), g'(x) # 0, Vx # x,

3) lim f/(x) = [ (esiste il limite finito o infinito)
X=X g (X)
. L
Allora esiste anche il limite im —— e si ha
X=X g(.X)
. J) ACY,
Iim —— = Iim =

voxp 8(X)  x—xy g1(X)

Il teorema e valido anche per x—x,* 0 x—>Xx;,

e per x — x© (f e g derivabili in intervalli illimitati )




Dimostrazione.

Dimostriamo il caso 5 con f e g definite e continue in un intorno

destro di x, escluso al piu’ xy, cioe Im f(x) = lim g(x) =0 e [ = finito
X=X X=X

Se f e g sono derivabili nell intorno destro di x (eccetto al piu in x,) e

g'(x) # 0, se esiste il [imite lim f,((x)) = [ finito dobbiamo dimostrare che
x—xg (X
esiste anche il [imite 1im % ed e uguale a l. Se f e g non sono definite
x—-xg (X

in x, allora le possiamo ridefinirle per continuita, in tal modo cosi
ridefinite risultano continue da destra anche in x,.
Sia x € I (xy) (intorno destro), allora f e g sono continue in [x, x] e

derivabili in (xy, x).



Applicando il Teorema di Cauchy nell’intervallo [x,, x]

Si ha che esiste un punto h = h(x) con x, < h(x) < x :

@ _ fx) _f(xo)
g'th)  gx) — g(xp)

Passando al limite per x — xy = h(x) = x, e quindi

e @ @ f) )
= lim = lim = lim = lim ——
x—x 8'(X)  hoxy g'(h)  xox g(X) — g(xg)  x—x, g(X)




Esercizio S0 X — X

Calcolare il limite 11m e



Esercizio In (1 x )

Calcolare il limite 11m
== In(l + x*)




Esercizio
Calcolare il limite limxInx

x—0"



Funzioni convesse e concave

t Funzione convessa

~ epigrafico (=%, +0) < (=) £(x) + 1 (x,), Vx,x, E[a,b], VE[0,]]

v

0 a Xl xz b

Definizione
Sia f(x) : [a,b] = R, si chiama epigrafico (o sopragrafico)
di f l'insieme

epi f = {(x,y) c€R’: x€la,bley Zf(x)}

f e convessa in [a,b] se il suo epigrafico e un insieme
COnvesso



Funzioni convesse e concave

0 Funzione concava

epigrafico

v

0 a Xl xz b

f((A=-t)x, +tx,))=(1-1)f(x)+tf(x,), Vx,x,E[a,b], VtE[0,1]

Analogamente:

feconcava in [a,b] se il suo epigrafico e un insieme concavo



Funzioni convesse e concave

-4 Funzione convessa

epigrafico

Definizione
Sia f(x) derivabile in [a,b],
fé convessa in [a,b]l< f(x)= f(x,)+ f'(x,)(x-x,), Yx,x,E[a,b]

Cioe Vx, il grafico di f sta al di sopra della retta tangente

ad f(x) in (x/(x))




Funzioni convesse e concave

i Funzione concava

Definizione
Sia f(x) derivabile in [a,b],
féconcava in [a,b]< f(X) = f(x)+ f(x)(x-x,), Vx,x,E[a,b]

Cioe Vx, il grafico di f sta al di sotto della retta tangente ad

J(x) in (x0,/(x,))




Derivata seconda

La derivata seconda di una funzione f(x) rappresenta la
velocita di variazione della pendenza del grafico di f(x)

1"(0) = % Curvatura del grafico di f(x) in x=0



Criterio di convessita
Sia f:la,b]— R,
a) Sefe derivabile in (a,b) allora

f e convessa (concava) < ['(x) é crescente (decrescente)
b) Se f e derivabile due volte in (a,b) allora

f econvessa (concava) < f'(x)=0(f"(x)<0), VxE(a,b)

Dimostrazione
Pe dimostrare la parte a) si considerino in [a, b] due punti: x; <Xx;, se f(x)
e convessa si ha

J) = fx)) + 1 (x)x — xy), Vx € [a, D]
J&x) = f(x) + () (x — xy), Vx € [a, D]




x ¢ un qualunque punto di [a,b], se X =x, e x =Xx; rispettivamente nella
prima e nella seconda equazione si ha

J(xp) > f(xp) + 1 (x)(xp — x9),

Jx) = f(x) + () (x) — x5),

Sommando membro a membro e semplificando s1 ha

0 > £/ = x7) + () = x) = [f(xy) = f ()| (xy = xp),

[f/(xz) _f/(x1)] (x, —x) 2 0,

Essendo x, —x; > 0, allora deve aversi f'(x,) > f'(x;) , cioé¢ f'(x) ¢ crescente



Per dimostrare il viceversa cioé f'(x) crescente = f convessa,

si fissano due punti x e X, in [a,b] per esempio con x > x, € st applica il
Teorema di Lagrange alla funzione fnell’intervallo [xg, x]:

= dx; € [x, x9] : f(x) —f(xg) = f(x)x — Xxp)

Per ipotesi f'(x) ¢ crescente quindi  f'(x;) > f'(x,) esiha

J) = flxg) = fGe)x — xp) = f(xp)(x —xp)  (perche X > Xp)

cloe f ¢ convessa.

Per dimostrare la parte b) cio¢ f convessa < f"(x) > 0 siusalaparte a) e
si applica il criterio di monotonia alla f"(x)



Utilizzando il segno di f"(x) si puo stabilire se x, é un
punto di massimo o un punto di minimo relativo per f(x).

Infatti:

Sia f(x) derivabile due volte con derivata continua in un
intorno di x,<(a,b), s1 ha

Se f'(x,)=0, f"(x,)>0=> x, é punto di minimo relativo,

se f'(x,)=0, f"(x,)<0=> x, e punto di massimo relativo.



Infatti, supponiamo che f'(x,)=0, f"'(x,)>0 con

f'(x) continua. Per il Teorema della permanenza del

segno. f"(x) >0 in ](x0,6 )= e convessa in I:
J ()= f(x)+ [ (x)(x = x,).
Ma

f(x)=0, = f(x)= f(x,), Vx,%,E(x, =0,x, +3)

cioe x, e di minimo relativo per f.



Criterio per i punti di massimo e di minimo relativo

Sia f:(a,b)—R, derivabile n volte in x, € (a,b), n = 2, e tale che

in x, tutte le derivate tranne [’n-esima siano nulle. Allora:

C (f™(x,)>0 x, édi minimo relativo
sen parie .

™(x,)<0 x, édi massimo relativo

Se n e dispari x, non e punto di estremo (si dice flesso a
tangente orizzontale.



Definizione.
Siaf: (a,b) - R ex, € (a,b) un punto di derivabilita per f(x)

oppure f'(xy) = x o0

x, si dice di flesso se esiste un intorno destro di x, in cui f e

convessa (concava) ed un intorno sinistro in cui f e
concava (convessa) .

Se x, e di flesso per [, ed
esiste [ (x,), allora

f'(x)=0



Esercizio

Calcolare i punti di estremo e i punti di flesso
della funzione f(x)=x3 + 2x



Studio del grafico di f(x)

1) Dominio di f(x), intersezioni con gli assi cartesiani,
2) Simmetrie;
3) Limiti agli estremi del dominio (eventuali asintoti)

4) Studio della derivata prima (crescenza, decrescenza,
punti di estremo locale)

5) Studio della derivata seconda: Concavita e convessita,

flessi



Studio del grafico di f(x), Asintot1

Se esiste una retta di equazione y=mx+q:

lima/ (x) = (mx + ) =0

Allora y=mx +q si definisce asintoto obliquo per f(x).

St ha

m = limf(x)

X—>00 x

; q=1iggf(x)—mx



Studio del grafico di f(x), Asintoti

Se lim f(x)=1[, y=I[ sichiama asintoto orizzontale

Se [’asintoto orizzontale non c’e (il limite sopra e infinito)
allora potrebbe esserci quello obliquo.

Se lim f(x)=0%, X=X, si chiama asintoto verticale

X—>Xx,

con x, punto di accumulazione per f



Esercizio 3

X

Si disegni il grafico della funzione £y = 20+
+ X



Esercizio
Si disegni il grafico della funzione  f(x)=xe’



