Calcolo differenziale per funzioni di una variabile



Derivata di una funzione

Def. Sia f: (a,b)—R, si dice che [ e derivabile nel punto

x,&(a,b) se 3 finito il limite del rapporto incrementale:

f (x()) EE(} f(xO +hzl—f(XO)

f dy

S (x0), ¥ (x0)7 x|

Df (x0), Dy(x,)




Derivata di una funzione

Significato geometrico della derivata in un punto e equazione della retta
langente

Sia x,<(a, b): x,+h €(a, b)

rapporto Af _ fix, +h)- fix,) 1af f{?iff angolare

incrementale

Ax h

v




Derivata di una funzione

Significato geometrico della derivata in un punto e equazione della retta

langente

Quando h—0 !
hm f(xo + h) - f(xo) _ f,(xo) _ tg(x tangente
h—0 h v

tga. = coeff .angolare di t r

Sxgth) , retta secante
A B
Jtxy)
/ N
A = (3, f0) —o7 VR, X

B = (xy+ h, f(xy + F))




Derivata di una funzione

Significato geometrico della derivata in un punto e equazione della retta

langente

Equazione della retta tangente al grafico di f(x) nel punto di ascissa

X’

y=f(x)(x=x,)+ f(x))

Y

Infatti tra tutte le rette del fascio propris
passanti per A(x, f(x,)) di eq.
Jtxy)
y=f(xy) = m(x—-x,)

retta

tangente ‘\

4

A =

>

/

per m=f"(x,) %
si ottiene [’equazione di t /
/




Derivata di una funzione

Se f'(x) e definita Vx € (a,b) allora f(x) e derivabile in (a,b)

e risulta definita la funzione f':(a,b) —» R detta derivata

prima di f(x)

f(x) e derivabile in [a,b], se e derivabile ¥Yx € (a,b) e
ammette derivata destra in x = a (si scrive [ (a))

e derivata sinistrain x = b (si scrive 1’ (b))




Derivata di una funzione

Definizione
Derivata destra lim /% + h})l =/ () _ f.(x,)
h—0°
Derivata sinistra lim flx+ hi)z ~J %) _ f(x,)
h—0"

Se f.(x)=f.(x) feéderivabile in x




Derivata di una funzione

Continuita e derivabilita

leorema.
Sia f: (a,b)—R. Se | e derivabile in x,& (a, b) allora f e
continua in x,.

Dimostrazione
Sia h # 0 tale che xy+ h € (a,b)
e
JOo+h) —f(xo)h _
h

lim f(x, + h) — f(x,) = lim 0
h—0 h—0

Da cui si ottiene lim f(xy + h) = f(x)
h—0

Cioe f(x) e continua in x,




Derivata di una funzione

Continuita e derivabilita

Quindi

derivabilita ‘ continuita

Non e vero il viceversa

Esempio: y=|x| e continua ma non e derivabile in x=0.

. x x=0 ' ‘x‘ x>0
Infatts y=‘x‘={_x x<0 € y=;={—l x<0

£.(0) = 1i 2] 1 i 1 # £.(0) = i Al 20 1
= lim — = lim — = = lim—=1lm — = —
* h—0t h =0t h h—0- h h—0~ h

cioe' £(0) # f-(0)




Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita

Se f.(x))= f(x,) ealmenouna finita

x, sidice punto angoloso, in quanto le rette tangenti

alla f(x) nel punto di ascissa x, formano un angolo.

Ls.
- § /
J(x)= || .

f1(0)=1=//(0)=~-1




Derivata di una funzione

Punto angoloso




Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita

Se f+(xo) 7 f_(xo)

€ sono oo

x, Sidice punto cuspide; la retta tangente alla f(x) nel

punto di ascissa x, e verticale.

A

S (xg) ==

f;(xo) =+

e

<V




Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita

Se f-,l-(x()) :f,_(xo) =+
x, sidice punto di flesso a tangente verticale; la retta

tangente alla f(x) nel punto di ascissa x, e verticale.

A , .
Jo(xg) = f_(x)) =+

-
__/

<V




Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita

I ;
sempio y=4x

f.(0) = f(0) =+




Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita

Es.

=4/

£(0) = =
£1(0) = 4




Derivata di una funzione

Derivata delle funzioni elementari

D(x")=n-x"" D(k)=0

D(log, x) = lloga e D(Inx) = 1
X X

D(a*)=a"Ina D(e")=e"

: 1
D(sinx)=cosx  D(tgx)=—5—=1+1g"x
COS X

D(cosx)=-sinx




Derivata di una funzione

Derivata delle inverse delle funzioni trigonometriche

D(arcsinx) = :
\/ 1-x°
1
D(arccosx) = —
\/ 1-x°
1
D(arctgx) = 5

1+ x




Derivata di una funzione

Esercizio
Utilizzando la definizione calcolare la derivata di

) Ax)=k
fOam)=f() . k=k_

J'(x)=1lim P =lim 5
2)  flx)=e
f()(,')—llmf(x-l_h) f(x)_limex(eh_l)=ex

h—0 h




Derivata di una funzione

3)  fix)=Inx.
£(x) = 1hillolf(x + h}z - f(x) _ 1hillolln(x + l;l) —Inx _
i In(1+ %) _ 1

h—0 h X




Derivata di una funzione

4) f(x)=cosx
F1(x) = limf(x +h)— f(x) _1im cos(x + h)—cosx _
h—0 h h—0 h

. cosxcosh—smxsins—-cosx .. cosx(cosh—1)
lim = lim +
h—0 h h—0 h

. sinxsin#h .
— lim = —SInXx

h—0 h




Derivata di una funzione

3) f(x)=sinx
71(x) = limf(x +h)- f(x) _1im sin(x + A1) —sinx _
h—0 h h—0 h

. _siInxcosh+sinhcosx—sinx . sinx(cosh—1)
lim = lim +
h—0 h h—0 h

. sInhcosx
+ lim = COSX
h—0 h




Derivata di una funzione

Se f e g sono derivabili in x, allora sono derivabili in x
anche la somma, la differenza, il prodotto, il quoziente
(con il denominatore = () e si ha:

a) (fxg) =f'xg'
b) (f-g =fg+f g
0 (f) =f’°g—2f°g’

g g

, g=0




Derivata di una funzione

Dimostriamo la b)  (f - g)’ =fg+f-g

oo < tim/ CEDEHI) = [()g() _

70 A

i SO gt b= f(0)g(r+h) - f(0)g(x) _
o 8O- fM] | flg+h) -g()]

h—0 h h—0 h




Derivata di una funzione
Algebra delle derivate

Per ipotesi f e g sono derivabili, quindi continue in X,
percio:

limg(x+h) = g(x),

(f-8)" =+ =f(x)gx) + f(x)g'(x)




Derivata di una funzione

Esercizio.

1) Calcolare la derivata di  f(x) =sinxInx

SIn X
f'(x)=cosxlnx+ T

2)Scrivere [’equazione della retta tangente alla curva di eq
£ (x)=2e\/x nel punto di ascissa x=1

ex
2

f(x) = 2€x3\/}+23%




Derivata di una funzione

leorema di derivazione della funzione composta

Sia g(x) una funzione derivabile in x, e se f(x) e una
funzione derivabile nel punto g(x), allora la funzione

composta f(g(x)) e derivabile in x, e si ha:

[/ (g()] = f'(g(x))-&'(x)




Derivata di una funzione

Dimostrazione. Seh =0 si ha

f(g(x+h)-f(g(x)) _

lim .
iy (8 + 1) = f(g(x)) glx+h)-g(x) _
T gx+h)-g(x) h

f(g(x) g'(x)

in quanto se h — Qallora k — 0

con k=g(x+h)-g(x),

(quando h — 0 si ha k = g(x+ h) — g(x) — 0 essendo g(x)
continua in Xx).



Derivata di una funzione

Esercizio.

1) Calcolare la derivata di  f(x) = In(sin x).

COS X

f(x) =

—— =cotgx
S1n x

2) Calcolare la derivata di  f(x) = e

6x +1
2J2x + x

fy=e




Derivata di una funzione

Esercizio.

3)Calcolare la derivata di  f(x) = sin(Inx).

cos(In x)

f(x) =

X



Derivata di una funzione

Lsercizio.
Scrivere [’equazione della retta tangente alla curva di

equazione f(x)=(xe** —1)’ nel punto di ascissa x=0

Eq. retta tang. a fix) inx=x,: ¥ =/ (x)x=x)+f(x)
Per noi x,~0

f1(x)=3(xe" =1y (e” +2xe”)=> f'(0) =3

f(0)=-1

Quindi l’equazione e:  y=3x-1



Derivata di una funzione

Sia f(x) una funzione continua e strettamente monotona in

[a,b]. Se f e derivabile in x,=(a,b) e se [ '(xO) =0, allora

anche la funzione inversa f-! e derivabile nel punto

Vo=f(x,), e la derivata vale:

,= |
/(X))

[f_l ()]




Derivata di una funzione

leorema di derivazione della funzione inversa

Dimostrazione. Si ha

ST+ B) -7 ()
k

h

1

Y

Votk=flx,*+h)

Se k—0 anche h—
in quanto - e continua

0

Yo=fxy)

Tt - () T f ()

k

xyth




Derivata di una funzione

Esercizio. Utilizzando il teorema di derivazione della
funzione inversa, calcolare la derivata della funzione
inversadi f(x)=sinx

T T

PN Sl ha
In 5

y =slnx => X = arcsin y

y' =cosx=+1-sin’x =/1-)’




Derivata di una funzione

Percio, per il teorema della derivata della funzione

inversa si ha

: => (arcsin y) = 1

f(x) -y

(F()) =

Scambiando x con y: (arcsinx) = 1




Derivata di una funzione

Es. Calcolare la derivata della funzione y=e¢" |,

vista come funzione inversa di f(x) = Inx.

Per x>0,siha x=f"(y)=¢€
(@) =lnx= f(x)="

X

Percio, per il teorema della derivata della funzione

o oy
inversa si ha (f (y)) f’ ()

= (') =x=¢

Quindi (e’) =¢’




Derivata di una funzione

Es. Utilizzando il teorema di derivazione della funzione

|
1+ x

. . /
inversa, dimostrare che (arctgx) = -

JtU JU

Sia f(x)=tgx, jn xE —2,2%1' ha x= 1" (y)=arctgy

f(x)=tax= f'(x)=1+tg’x
Percio, per il teorema della derivata della funzione
inversa Si ha

) = : !

= (arctgy) = =
f(x) (arcigy) l+tg’x 147




