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Definizione. Sia f(x) definita in A C R* e sia xp € R* un punto di
accumulazione per A. Si dice che f(x) ha limite / € R* per x che tende a
X0 Se,

Ve>036>0: |f(x)— 1| <e¢, perognix € A: |x — xp| < de.

In simboli:
lim f(x) =1, oppure f(x)——1

X—>X0 X—>X0

In altre parole: per ogni intorno V di /, & possibile trovare un intorno U di

Xp per cui
f(x)eV, sexo#xe UNA.

NOTA.

- Xp pud non appartenere ad A e quindi f(xg) pud non essere definito.

- Un limite pu0 essere finito oppure +00 0 —oo 0 non esistere. Se il limite
esiste pud non appartenere all’'insieme delle immagini di f ma & sempre un
punto di accumulazione per tale insieme.
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per x — xp si ha che
f(x) appartiene definitivamente
ad un qualsiasi intorno V di /.
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Definizione Data una funzione f(x) : A — R* si dice che, per x — xg,
possiede definitivamente una proprieta P se esiste un intorno U di xg tale
che nei punti di x € AN U e distinti da xp, la funzione possiede la
proprieta P.

Esempi

La funzione y = x2 — 1 & definitivamente negativa per x — 0, infatti &
negativa nell'intorno (—1,1).

1

La funzione y = definitivamente < 1 per x — 400, infatti essa & < 1

e
X
nell'intorno (1, +00).
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Definizione / si definisce limite destro di f(x) per x che tende a x;",

(in simboli: lim f(x)=h,)
x—rxg

se
Ve >0, 30 >0: |f(x)—h|<e VxEA:x <x<xp+ 0

cioe Iim+ f(x) = h se per ogni intorno V di /; & possibile trovare un
X_>X0
intorno destro di xp per cui f(x) € V se x € U N A, dove

Uy = (x0,%0 + dc).
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Definizione k si definisce limite sinistro di f(x) per x che tende a x;,

(in simboli: lim f(x) = h,)

X—>X0

se
Ve >0, 30 >0: |f(x)—h|<e VxEA:x—0d <x<Xp

cioe IimX_>X(; f(x) = h se per ogni intorno V di k & possibile trovare un
intorno sinistro di xo per cui f(x) € V se x € U_ N A, dove
Uu_ = (Xo - 5€,X0).
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Teorema(unicita del limite). Se

lim f(x) =1

X—X0
allora / & unico.

Dimostrazione

Per assurdo supponiamo che 3 1, b : h # h con

h = lim f(x), nell'intorno I(xo, d1¢)
X—X0

h = lim f(x), nell'intorno I(xg, d2¢)
X—X0

. 1 —1 .
Sia € = % allora si ha

per la diseg. triangolare <e <e
=~ ~
2¢e=|h —h|=1|h — b+ f(x)] < |f(x) — h|+|f(x) — h|
< 2¢ in I(x0,9¢), con d¢ = min{d1e, d2c}, ASSURDO!

Quindi /1 = /2.
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Esempio.

X

:u, C.EE.={xeR:x#0}.
X
im X i X 21
x—0t X x—0t X
[im M: lim i:—1
x—0— X —x—0— X

il limite destro & diverso dal limite sinistro = A limite
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Nella precedente dimostrazione si & utilizzata la seguente:
Diseguaglianza triangolare. Per ogni coppia di numeri reali x1, x> vale la
diseguaglianza

Ix1 4+ x2| < |x1| + [x2]

Dimostrazione. Ricordando che |x| < r, con r > 0, & equivalente a
—r < x < r, ponendo r = |x| si ottiene —|x| < x < |x]|.

per x =x1 si ha — |x1] < x1 < |xq|

per x =x2 si ha — |x2] < xo < |xo]

Sommando membro a membro si ha: —(|x1| + |x2|) < x1 +x2 < |x1]| + |x2]
Cioe la tesi.

(La dimostrazione che |x| < r & equivalente a —r < x < r segue
facilmente dalla definizione di valore assoluto)
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Definizione Si definisce limite per eccesso il lim f(x) = /T se per ogni
X—r X

0
intorno destro VT di / si pud trovare un intorno U di xg

Si definisce limite per difetto il lim f(x) =/~ se per ogni intorno sinistro
X—rX0

V'~ di [ si puo trovare un intorno U di xg.

Esempi.

lim e =17,

x—0

infatti, fissato € > 0 si ha 0 < elXl < 1+ ¢ per |x| < In(1 +¢) (che & un

intorno di 0 con raggio . = In(1 +¢).)

x—1

lim =17, infatti considerato un intorno sinistro di 1: (1 —¢,1)
X—r+00 X

. x—1 1 - s i .
risulta 1 —e < *= <1 per x > = cioe per x appartenente all'intorno di

+o00: (k,+00) con k=1
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Definizione Limite infinito al finito.
Sia f(x) definita in A C R* e sia xp € R* un punto di accumulazione per
A. Si dice che f(x) ha limite +00 per x che tende a xg se,

VM >0 30pm > 0: f(x) > M, per ogni x € A: |x — xo| < Im-

In simboli:

lim f(x) =400, oppure f(x) — 400
X—rX0 X—X0

Allora V = (M, 40), e U = (x0 — 0pm, X0 + Om)
In modo analogo si ha Ii_>m f(x) = —o0 se
X—XQ
VM >0 30p > 0: f(x) < —M, per ogni x € A: |x — x| < dum.

allora V = (—o0, —M).
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Definizione. Asintoto verticale
Se lim f(x) = %00
X—X0
allora la retta verticale x = xg si
chiama Asintoto verticale per f(x).

x=0

asintoto verticale
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Definizione Limite finito all'infinito.

Sia f(x) definita in A C R*. Si dice che f(x) ha limite / per x che tende a
400 se,

Ve >0 3K, > 0: risulta |f(x) —I| <€, per ogni x € (Ke,+00).

In simboli:

X_Ii)r_‘poo f(x) =1, oppure f(x) oy /
Allora V = (I — ¢,/ +¢), e U= (K, +0)
In modo analogo si ha Xli)rlwoo f(x)=1se

Ve >03K.>0: |f(x)— 1| <e, per ogni x € (—oo,—K).

allora V= (I —¢,/+¢) e U= (—00,—K)
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Definizione. Asintoto orizzontale

Se lim f(x)=1

Xx—»=£00
allora : n
lim arctgx = =—. y=+£
la retta orizzontale y = / si chiama  *7** 2 2
Asintoto orizzontale per f(x). asintoto orizz.
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Definizione Limite infinito all'infinito.

Sia f(x) definita in A C R*. Si dice che f(x) ha limite +00 per x che
tende a +oo se,

VM >0, 3Ky > 0: risulta f(x) > M, per ogni x € (Ky, +00).
In simboli:

xﬂToo f(x) = +oo, oppure f(x) o Too

Allora V = (M, +00), e U = (Kum, +0)

In modo analogo si definiscono i limiti

e F0X) = 00
e
Xlrpoo f(x) =to0

Monica Marras - Universitd degli Studi di Cag  Analisi Matematica 1 CCS Matematica mmarras@unica.it 16 / 45



Definizione. Asintoto obliquo
Se lim f(x) = oo allora non esiste |'asintoto orizzontale ma potrebbe
X—00 LA —
f(x)

esserci un Asintoto obliquo di equazione y = mx + g dove m = |lim —=
X—>00 X

eq= lim f(x)— mx
X—>00

P VIL‘H
o =t
Aé-’u‘;oﬁo
obliquo
X
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Teorema Algebra dei limiti

Supponiamo che esistano finiti i seguenti limiti

lim f(x)=h, lim g(x)=~h

X—>X0 X—>X0

dove xp € R*. Allora

i) lim cf(x) =ch, VceR,

X—X0

i) XIi_)nlO f(x)xtg(x)=h=xh;
iii) XIi_}rr;() f(x)g(x) = hh;
iv) lim m = h (se b #0).

“Tog(x) b
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Dimostrazione
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Teorema (convenzioni con oo )

o VaeR, atoo==oo (silegge: se f(x) — ae g(x) — £oo allora
f(x) + g(x) — £oo (vale anche quando f(x) non ammette limite ma
& limitata)

© +00 + 00 = 400,

O —00 — 00 = —00,

o Va>0, a-(+oo)==+o0o, ( f(x) tende ad a, g(x) tende a +00)

o Vb<0, b-(£to0)= Foo,

o (£00) - (£o0) = 400,

o (£o00) - (Foo) = —o0,

o 2 =0, vale anche quando al num f(x) non ammette limite ma &
limitata.

a __
OO—OO.
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Forme Indeterminate

© 400 — 00 si legge: se f(x) — 400 e g(x) — —oo allora
f(x) + g(x) — +o0o0 — oo Forma indeterminata,

o 0- 00,

&
313

&
olo

— 1°° Forma Indeterminatal.

(x)
© 1%, il limite & del tipo [f(x)}g
o 09,

<>OOO
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Teorema del confronto (dei due carabinieri).

Siano f(x), fi(x), fa(x) tre funzioni definite in A C R* e sia xp un punto
di accumulazione per A e

f(x) < f(x) < f(x).

Se xhj;o f(x) = Xllﬁ\n;O fa(x) = 1 allora
XIer;O f(x)=1

Dimostrazione
Per definizione di limite, fissato € > 0 si ha

l—e< fA(x)<Il+e€ Vxel(xo, 1)
I —e< h(x)<l+e Vxel(xo,d02)
e quindi

I—e< f(x) <f(x)<h(x)<l+e Vxel(x,d), 6= min{dic, 2}
CVv.D
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Caso particolare del lim f(x) - g(x)

X—Xo

Teorema

Se

lim f(x)=0; e |g(x)| <M,

X—rX0
allora per ogni x € I(xp,d) si ha lim f(x)-g(x)=0.
X—rX0
Dimostrazione

Si ha

0< lim [f(x)-g(x)] <M lim [f(x)[ =0

X—rX0 X—rX0
e per il Teorema del confronto si ha la tesi.
Esempio

lim xsin— =0
x—0
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Applicazione del teorema del confronto nella dimostrazione

_ . sinx
del limite notevole |im —— =1
x—0 X
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radianti 8 l1n(']1 -]
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PH=gsinx
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Teorema della permanenza del segno.
Se Ii_>m f(x)=1>0 (oppure <0),

X—rX0
allora definitivamente si ha f(x) > 0 finito (rispettivamente < 0) per
X — Xo
Dimostrazione
Sia | > 0, fissato € = é per la definizione di limite si ha che esiste §. > 0
tale che

I —e<f(x)<Il+e perognixel(xp,d)

e in particolare

I
f l_ = l_ - = = .
(x) > € > =7 >0

Analoga dimostrazione nel caso di / = £o00 e nel caso / < 0 finito.
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Teorema Limite di funzione composta

Siano f: A— Reg:B — R con IM(g) C A, allora & definita la
composizione fog : B — R.

Sia xp un punto di accumulazione per B e

Jim g(x) = yo
lim f(y) = 1.
Jim £(y)

Allora lim f(g(x)) =1

X—X0

Dimostrazione

Essendo Ii_>m f(y) = I allora yp € un punto di accumulazione per A ( &
infatti unpr{:to di accumulazione per Im(g)).

Per la definizione di limite, fissato € > 0, 3. : |[f(y) — /| <esey € Ae
0< ‘y - yO’ < 66
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(Continua la Dimostrazione)
Avendosi lim g(x) = yp, allora in corrispondenza di d , Jos, :
X—rX0

0<|g(x)—w|<de sexeBeld<|x—x|<os,.

Quindi abbiamo dimostrato che
fissato € > 0, Jos, : |f(g(x)) — /| <esexe€ B e0 < |x— x| < os.,.
Cioe la tesi.
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Per le funzioni monotone |'operazione di limite & sempre possibile
Teorema Esistenza del limite per funzioni monotone

Siano a, b € R* con a < b.
i) Sia f : [a, b] — R una funzione crescente.
i) Per ogni xo € (a,b] si ha lim f(x) = sup f.

X=X (a,x0)
ir) Per ogni xp € [a, b) si ha lim f(x)= inf f.
x—)x0 (X07b)

i) Sia f : (a, b) — R una funzione decrescente.
iiy) Per ogni xo € (a, b] si ha lim f(x) = inf f.

X=Xy (a,x0)
iix) Per ogni xp € [a, b) si ha lim f(x) = sup f.
Xﬁx0 (x0,b)
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lim f(x) = sup f(x)

X—)XO_ (a,xo)
lim f(x)= inf f(x
Jim () = inf £

inf f /

(0, 0)

sup f
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Dimostrazione
i1) Sia sup f = /. Se [ & finito, essendo |'estremo superiore di f allora &

(a,Xo)
un maggiorante di f e quindi f(x) </, Vx € (a,xp). Fissiamo ¢ > 0 e sia
xc € (a,xp) tale che | — e < f(xc). Per ipotesi f & crescente e si ha
I —e<f(x)<f(x)<I<Il+e¢ Vx € (x,x0)equindi lim f(x)=1.
X=X
Se sup f(x) =1/ = +o0 allora fissato M > 0
(a,Xo)
dxm € (a,xo = b) : f(xm) > M . Essendo f crescente allora si ha
f(x0) > f(xm) > M allora lim f(x) =/= +o0.
X—Xg
(Nota che xo = b perche se fosse xp < b allora, essendo f(x) crescente si
avrebbe che sup f(x) < f(b) ).

(a,%0)
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Limiti notevoli

. sinx . 1—-cosx 1
lim — =1, I|m72—f
x—0 X x—0 X 2
. tanx . log, (1 +x

lim =1, lim g =log, e
x—0 X x—0 X

. 1\x Coak—1

lim (1—1——) = e, im —— =1Ina
X—00 X x—0 X
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Definizione

Una funzione f(x) si dice infinitesima (o € un infinitesimo) per x — xp
(oppure per x — 00), xp punto di accumulazione per il dominio di f(x), se

lim f(x) =0, (oppure Ii_>m f(x) =0)

X—Xp

Esempi
y = €* & un infinitesimo per x — —o0,
y = log, x & un infinitesimo per x — 1,

y = sinx & un infinitesimo per x — 0 (ma anche per
x — m,2m, etc.),

y = % e un infinitesimo per x — oo
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Definizione. Ordine di infinitesimo
Siano f(x) e g(x) infinitesimi per x — xp (0 per x — 00), con g(x) # 0.
Se Ja € RT e | # 0, tale che

im LG lim Dy,

0 [g(x)] 7 [g(x)]

allora si dice che per x — xg (0 per x — c0), f(x) € un infinitesimo di
ordine « rispetto all'infinitesimo campione g(x).

Esempi.
o y =sinx per x = 0 & un infinitesimo di ordine 1 rispetto
e . . .. sinx
all'infinitesimo campione g(x) = x, infatti lim —— =1 solo se
x—=0 X

a=1.

o y = tan®x per x — 0 & un infinitesimo di ordine 2 rispetto
all'infinitesimo campione g(x) = x

o ord(1 — cosx) = 2 rispetto ad x per x — 0.
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Confronto tra infinitesimi
Siano f(x) e g(x) infinitesimi per x — xp, allora si ha

#0, se ord(f) = ord(g)
=0, seord(f)> ord(g),
x—=x0 g(x) +oo, se ord(f) < ord(g),
non esiste se f e g non sono confrontabili.

Stesso risultato se f(x) e g(x) sono infinitesime per x — oo.
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Utilizzando il confronto tra infinitesimi nel calcolo dei limiti del tipo

. h+6h
lim ———=,
x=xo0 g1 + 82

dove f1, f», g1, & sono infinitesimi per x — xg, allora si possono
trascurare gli infinitesimi di ordine maggiore (analogo discorso per funzioni
infinitesime per x — o).
Infatti se per es. ord(fi) < ord(f2) e al denominatore ord(g1) < ord(g»)
allora il limite diventa:

i+h fi

lim — = lim —.
x—Xo0 81 =+ & x—x0 g1

Questo perche per il confronto tra infinitesimi si ha che % —0e % —0e
quindi

Atk . AA+R) g
lim ——= = Ilim — ey — lim —.
X—>X0 gl + g2 X—>X0 gl(]- —|— a) X—>X0 gl
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Esempi

o X2+ x3 4 2tanx . 2tanx
lim > - = lim ——
x—0 (eX — 1) +sinx  x—0 sinx

3 . .
i In(1 + x2) + xv/x2 + sin x i SINX 1
im = lim — = =
x—0 e2xX — cos x + x2 x—0e2X —1 2
. x+sinx34+2x* i X
lim 3 3 = lim —5 = —
x—0t X° — X x—0 —X
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Definizione Si dice che due funzioni f(x) e g(x) sono asintotiche per
X — Xp e si scrive f ~ g se

im @ =
XIHXO 2(x) 1.

Una proprieta del simbolo asintotico ~ &: se f ~ f; e g ~ gy allora é ~ g.

Esempi
sinx ~ x per x — 0,
In(1+4 x) ~ x per x — 0,

e —1~xperx—0
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Definizione
Una funzione f(x) si dice infinita (o & un infinito) per x — xo (oppure per
X — 00), Xp punto di accumulazione per il dominio di f(x), se

lim f(x) =00, (oppure XIi_)moo f(x) = o0)

X—rX0

Esempi
y = e~ & un infinito per x — +0o0,
= Iogax & un infinito per x — 0T,
y = —= & un infinito per x — 1

y =x° +x‘eun infinito per x — oo
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Definizione. Ordine di infinito

Siano f(x) e g(x) infiniti per x — xp (o per x — 0), con g(x) # 0. Se

Ja € RT e | #0, tale che
fim )
X—X0 |:g(X)i|

f(x)

=1 (o X'L";ow—’)’

allora si dice che per x — xp (0 per x — o0), f(x) € un infinito di ordine «
rispetto all'infinito campione g(x).

Esempi.
o ord(y/x) = § per x — +o0 rispetto all'infinito campione g(x) = x..
) ord(sirllx =1 per x — 0 & un infinito di ordine 1 rispetto all'infinito
campione g(x) = 1

o ord(z~) = 1 rispetto a X per x — 0.
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Confronto tra infiniti
Siano f(x) e g(x) infiniti per x — xp, allora si ha

#0, se ord(f) = ord(g)
im f(x) _ )= 0, se ord(f) < ord(g),
x=x0 g(x) +oo, se ord(f) > ord(g),

non esiste se f e g non sono confrontabili.

Stesso risultato se f(x) e g(x) sono infiniti per x — oo.
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Utilizzando il confronto tra infiniti nel calcolo dei limiti del tipo

. fi+hh
lim ———,
X—>X0 gl —|— g2

dove fi, f, g1, & sono infiniti per x — xp, allora si possono trascurare gli
infiniti di ordine minore (analogo discorso per funzioni infinite per x — 00).
Infatti se per es. ord(fi) < ord(f2) e al denominatore ord(g1) < ord(g»)
allora il limite diventa:

fi+h f

lim = lim —.
x—Xo0 81 =+ & X—X0 82

Questo perche per il confronto tra infiniti si ha che % —0e % —0e
quindi

Ath . RO+E) L p
lim —— = I|im T a lim —.
X—>X0Q gl + g2 X—>X0 gz(]_ + 5) X—>X0 g2
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Esempi.

i x3—i—v3x2+|nx_ ! x3 1
x—|>r—poo x2 4 2x3 - X—I>Too 2x3 2
Vx2+x+1 . X
lim = | — =0
X—+00 x3 + x2 x—+00 x3
x? 4+ x3 4+ /x X3 1

XHITOO X2(2X _ ]_) + 4/3x o X*iTOOﬁ - 5
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Gerarchia degli infiniti.

Per x — 400 si ha

(0%
(Iogax> <xP< b, cona,B>0; ab>1

Non & sempre possibile calcolare I'ordine di infinito ( o di infinitesimo)
rispetto alla funzione campione usuale.

Esempi.

X
lim a—:+oo, YVa>0ea>1.
x—+oo X%
B
log, x
lim @:0, Vo, 3 >0, a> 1.
X—+00 X<
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Infinitesimi: regole aritmetiche

Siano f(x) = o(x®) (si legge "o piccolo di x), e g(x) = o(x?) due
funzioni infinitesime di ordine superiore rispettivamente ad o e G per
x — 0.

Allora si ha
o cf(x) =o(x%), VceR,
o x)‘f(x) = O(X)‘Jra), A >0,
o f(x)- g(x) = o(x**7),
o (x)+g(x) = o(x"), 7= minfa, 3}
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Infiniti: regole aritmetiche

Siano f(x) e g(x) due funzioni infinite di ordine rispettivamente « e 3.
Allora si ha

o ord(f(x) + g(x)) = max{«a, 5},
o ord(f(x) - g(x)) =a+p,
o ord((f(x))w) =y
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