Infinitesimi e Infiniti

Def. Una funzione f(x) si dice infinitesima per x —x, (0
per x — ) , x, punto di accumulazione per il dominio di

fx), se:
lim f(x)=0 (oppure )lcllrgo f(x)=0)

X=X
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Esempi.

y=e* e un infinitesimo per x = —
y=Inx e un infinitesimo per x - 1

y=sinx e un infinitesimo per x — 0
(ma anche per x — m, 21 etc.)

y= In(1+x) e un infinitesimo per x —0

Def.: Ordine di infinitesimo
Siano f(x) e g(x) infinitesimi per x — x,) (0 per x — ),
con g(x)# 0. Se 3 aeR+ e [€R, { #0 tale che

/) _, @) o @) ,@

= [g(0)]"

I _
o [g0F

Allora, si dice che per x — x,, (0 per x = ), fix) e un
infinitesimo di ordine « rispetto all’infinitesimo
campione g(x).
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Esempi.
y = sen(x) e un infinitesimo per x = 0 di ordine 1
rispetto all'infinitesimo campione g(x) = x

Infatti lirr(l) %ZI solosea =1
X—

y = tg?x é un infinitesimo di ordine 2 rispetto ad x,
perx — 0

ord(1-cosx)=2 rispetto ad x per x — 0

CONFRONTO TRA INFINITESIMI

Siano f(x) e g(x) infinitesime per x —> x,),

{#0 ord(f) = ord(g)

I f(x) |xo ord(f) < ord(g)
im——==

=x g(x) |0 ord(f) > ord(g)

non esiste, fe g non confrontabili

Stesso risultato se f(x) e g(x) sono infinitesime per x — o




Utilizzando il confronto tra infinitesimi nel calcolo di limiti del tipo

. +
llm f1 f2 .
x—=x9 91192
dove f1, f2, 91, 92 sono funzioni infinitesime per X = X,
si possono trascurare gli infinitesimi di ordine maggiore
(analogo discorso per funzioni infinitesime x — )
Es.
o x%2+x3 + 2tgx
lim 5 — =
x-0 (e¥ — 1)2 + sinx

2tgx

x—0 Sinx

Def.
Si dice che due funzioni f, g sono asintotiche per x — x,
se
. X
lim S ) =1
XX, g(x)

e si scrive f~g per x = X,
Es.
sinx ~x perx — 0

In(1+x) ~x per x = 0

e*-1~xper x >0
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Def. Una funzione f(x) si dice infinita per x —x,

(o per x — ), x, punto di accumulazione per il dominio

di f(x), (0o per x = o) se:

limf()=cc  (oppure lim f(x)=o0)

X=X

Esempi
y=e* e un infinito per x — +0o0

y=Inx é un infinito per x - 0%

y=x2+ x ¢ un infinito x > o
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Regole aritmetiche

Siano f{x)=o0(x%) (si legge «o piccolo di») e g(x)=o(x*)
due funzioni infinitesime rispettivamente di ordine

ae [ perx—0

Allora si ha

cf(x)=o(x%), VceR

X' f(x)=0(x"")
f(x)g(x)=o(x""")
fx)+gx)=o(x"),  y=min(a,p)

11

Def.: Ordine di infinito
Siano f(x) e g(x) infiniti per x - x,( 0 per x — ©), con

g(x)=0.
Sed aeR+eleR, ¢ #0 tale che

tim L), ( fim L) _ gj
o lg) = [g()]

Allora, si dice che per x — x,, (0 per x = ), flx) e un
infinito di ordine « rispetto all’infinito campione g(x).

12
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Esempi
ord(Vx) =

1,
5 Tispetto ad x per x —» +00

ord (,L)Zl rispetto a xl per x -0

sinx

1 _ 1
ord (ex — 1) =1 rispetto a 5 per x—-0
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CONFRONTO TRA INFINITI

Siano f(x) e g(x) infiniti per x — x,,

{#0 ord(f) = ord(g)
- S ) + o ord(f) > ord(g)
5 g(x) o ord(f) < ord(g)

\non esiste, fe g non confrontabili

Stesso risultato se f(x) e g(x) sono infinite per x —
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Utilizzando il confronto tra infiniti nel calcolo di limiti del
tipo

. +
hm fl fZ :
x—-x9 91192

dove f1, [, 91, 9 sono funzioni infinite per x = X,
Si possono trascurare gli infiniti di ordine minore
(analogo discorso per funzioni infinite x — )

15

Esercizio. ) 3
) X +x +3Vx
Calcolare il limite 1im

e 2 (2x —1)++/3x

Si ha:
) 2 +x+ 3\/; ) x> 1
lim = —

w0 x2(2x = 1)++3x a0yt 2
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Gerarchia degli infiniti
Per x — +o00 si ha

(log, x)* << x” <<b*, con a,f>0,a,b>1

Non sempre é possibile calcolare [’ordine di infinito (o di
infinitesimo) rispetto alla funzione campione usuale.

X

=+, Va>0, a>1

Es limZ

X—>+0 X

s
1imwzo, Va,B>0, a>1

X—>+00 X
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Regole aritmetiche

Siano f(x) e g(x) due funzioni infinite di ordine
rispettivamente a e f3

Allora si ha

ord(f(x)+ g(x))=max(a, ),
ord(f(x)g(x))=a+ S,
ord((f ()Y )=ay.
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