Limiti di funzioni
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Limit1 di1 funzioni

Def.

sia  f(x) definita in A€ R,esiax,un puntodi
accumulazione per A. Si dice che f(x) ha limite

U per x che tende a x,, se

Ve>0 3 6, >0: ‘f(x)— €‘< £

—> x e l(x,,0,)escluso al pinx, cioé |x— x,|< 7,

l—e< f(x) <l+ ¢

X,-0, <Xx<X,+ 0,
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In stmboli

im f(x) =0  f)——2

X—> X
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Limit1 di1 funzioni

Def.
Zl si definisce limite destro di f(x) per x che

tende a x,": lim+ f(x)=1,

X—> X

se Ve>0 3 5,>0: |f(x) -0,|<e¢

— X, <Xx<Xx,+0.  cioe xe(x,,x,+0,)




[Limit1 di1 funzioni
Def.

/ , 81 definisce limite sinistro di f(x) per x che
tende a x,: Im f(x)=1¢,

X—> Xq

se Ve>0 4 o0_>0: ‘f(x)-€2‘<8

= X,—0, <x<x, cioe xe(x,—0,,X,)
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Teorema (unicita del limite)

se lim f(x)={¢ = [{eunico

X—>X

Dimostrazione. Per assurdo:
supponiamoche 3 £, 0 , : L # [,
con (, =1lm f(x) mn I(x,,0,,),

X—=> X

0, = lim £(x) in 1(x,,5,,)

X—>X



Limit1 di1 funzioni

|£1_€2‘

Fissato &=
2

26 =L, =1, ‘:‘61_f(x)+f(x)_€2‘£

<|f) =L+ f(x)—1,|<2¢

in ](x() ’ 55 )9 55 — min(é‘lg > 528)

Assurdo! —= 51 =/ )
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Es. y=— C.E.=R\{0}
X
lim M =1
x—>0" x
— A limite
lim M = —1

x—=>0 X



Limit1 di1 funzioni

Def.

Sia f(x) definita in A € R, e siax, un punto di
accumulazione per A.

Si dice che f(x) ha [imite +oo per x che tende a x,,
se VM >0, 3 o0,, >0 :Vxel(x,,0,)

= f(x) > M

im f(x) = +w

X— X




Limit1 di1 funzioni

Def.

Sia f(x) definita in A € R, e siax, un punto di
accumulazione per A.

Si dice che f(x) ha limite -oo per x che tende a x,,
se VM >0, 4 0,,>0: Vxel(x,,0,,)

risulta f(x) < —-M

im f(x)= —oo

X—> X
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Def. Asintoto verticale

se |lim f(x) = o

X— X

Allora la retta verticale

X = X | sichiama Asintoto verticale
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lim L

X—>0" x2

x=0

asintoto verticale

+00




Limit1 di1 funzioni

Def.
Sia f(x) definita in A € R, si dice che f(x) ha

[imite /, per x che tende a +oo0, se:
Ve>0,3 K _>0: Vxel(K,_,+x)

risulta \f(x)_m <

lim f(x) =/

X —> +00
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Def. Asintoto orizzontale

se |lim f(x) =/

X —> o0

Allora la retta orizzontale

y = 14 si chiama Asintoto orizzontale
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lim arctgx =+

X —> 100

T
-+
% 2

asintoto orizz.
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Def.

Sia f(x) definita in A € R,

si dice che f(x) ha limite + oo, per x che tende a +oo
se:

VM >0, 31 K,, >0 : Vxe(K,,,+0)
risulta f(x) € (M ,+00)

im f(x) = 4o

X —> 100
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Teorema (algebra dei limitr)

Se:
lim f(x)=/¢, lim g(x) =/,
Im f(x)xg(x)=40¢, =71,
lim f(x)-g(x) =11,

lim /(%) :g—l, g(x),l,#0

o g(x) L,
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Convenzioni con oo

Va >0, azxow =20

+ 0 + 0 = 40

]
|
3

Va >0, a-(fo )=t
Vb<0, b -(fwo )=+
(o0 ) (Foo ) = +o0
(fo0 ) - (F 0 ) = —©
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Convenzioni con oo

A

L0
o0
Forme Indeterminate
+ 00 — 00

0 -
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(

+ o0, a > 1

a = <
-0, 0 <ax<l
Cw 0, a > 1
a = <
+ o, 0<acx<l
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Teorema del confronto
Siano f(x), f,(x), f-(x) tre funzioni definitein A < R

sia X, un punto di accumulazione per A e

Si() < f(x) < (%)

Se lm f(x)=1lm f,(x)=1/

X—>Xq X—> X

Allora 11m f(x) — /

X—>X
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Dimostrazione

Se lim fl(x) - im fz(x) — ¢ allora per definizione di limite:
X—> X X—> X
10, : ‘fl(X)—f <e¢ Vxel(xy,0,)

10, : ‘fz(x)—€‘<8 Vxel(x,,0,)

>l-c< fi(x)S f(x))S fL,(x)</l+¢

Vxe I(x,,3), 5 =min(5,,5,)
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Casi particolari di lim f(x)- g(x)

leorema
s lim f(x)=0, |g(x)|sM

perxe l(x,0) = lIim f(x)-g(x)=0

X=X
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Dimostrazione.

Per il teorema del confronto

lim | f(x)g(x) [ M lim | f(x)[=0

X—> X X—> X

Es. Iim xsin —~= 0

x—0
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Limite di funzione composta

Siano g:A > Bef:B—>R:
lim g(x)=y, e lim f(y)="1

* o Yy ¥,
con { = f(y,) (sefe continua)

— |Im f(g(x)) =1

X—> X
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Limiti Notevoli

lim MY _
x—0 X

lim 869 _

x—0 X

lim (1 + Lj —e
X—> 0 x

i 1 - cozs( X) _ 1

x—0 X 2

lim log A+ x) _ log e
x—0 X

lim = L log , a

x—0 X
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Es.

1

x—>0"
]

x—>0

. 1—-cos x
Iim >
x—0 X

o]
lim — + arctgx

X—>+0 ¥

Iim xe* +e * =

Im xe* +e = =0.

= lim

400 ,

(1-cos x)(1+cos x) 1

x—0

/4

2

x> (1+ cos x)

2




Limit1 di1 funzioni

x=misura dell’arco PA in ? lim sin X —1
radianti 2 x>0y
PH=sinx

QOA=tgx :

e

A _ A
area (A O P) < area (AOP) <|area (40 Q)

sin x Xx  tgx

— < —<
2 2 2
SIn X
— COS x < <1
X

14 16 18 2 2.2



