
Cagliari, 21/02/2025             

Esame di MATEMATICA E STATISTICA – CdL in BIOLOGIA (PARI) 

 

MATRICOLA __________________________________________________________ 

 

NOME e COGNOME ____________________________________________________  

 

1) Goniometria (4 punti) 

a) Risolvere la seguente espressione goniometrica (2 punti): 

cos (−
𝜋

4
) ∙ sin (𝜋 +

𝜋

4
) − sin (−

𝜋

6
) 

b) Risolvere la seguente equazione goniometrica (2 punti): 

2cos2 𝑥 − 1 = 0 

 

2) Studio di funzione: Degradazione del Paracetamolo nel Sangue (13 punti) 

Il paracetamolo (acetaminofene) è un farmaco comunemente usato per alleviare il dolore e ridurre 

la febbre. La concentrazione nel sangue di paracetamolo diminuisce nel tempo mentre viene 

metabolizzato ed eliminato dal corpo. 

Viene somministrata ad un paziente una dose di paracetamolo con una concentrazione iniziale nel 

sangue di 2 mg/L.  La concentrazione del farmaco diminuisce gradualmente nel tempo (in ore) a 

causa del metabolismo e dell'eliminazione da parte del corpo umano secondo la seguente legge (per 

t ≥ 0):  

𝐶(𝑡) =
𝑡 + 𝑘

𝑡2 + 8𝑡 + 15
 

Dove k è una costante positiva e non nulla. 

a. Ricavare il valore di k perché il tasso di variazione iniziale (i.e. il valore della derivata prima 

per t = 0) sia pari a -1 mg/L per ora (-1 mg/L/hr). (3 punti) 

b. Si calcoli il valore iniziale della funzione C(t). (1 punto) 

c. Utilizzando il valore di k trovato, studiare la funzione generica C(x) per x ≥ -30, escludendo il 

calcolo della derivata seconda e tracciandone il grafico. (6 punti) 

d. Effettuando uno studio per punti, tracciare il grafico dettagliato della funzione C(t) nel corso 

delle 24 ore e ricavare dopo quanto tempo la concentrazione raggiunge il valore di 0.125 

mg/L. (3 punti) 

  



3) Calcolo integrale: Crescita di una popolazione batterica (6 punti) 

Sia data la seguente funzione, che modellizza la velocità di crescita di una popolazione batterica (in 

milioni di unità) rispetto al tempo (in secondi) in un ambiente ricco di nutrienti: 

𝑣(𝑡) =
𝑡 + 1

𝑡2 + 8𝑡 + 15
 

a. Ricavare la formula che permette di calcolare il numero di batteri sviluppati fino ad un certo 

tempo. (4 punti) 

b. Tracciare il grafico della funzione trovata (per punti), per un numero di batteri iniziale pari a 

un milione e focalizzandosi sulla prima ora.  

(2 punti) 

 

4) Statistica: Tasso di omicidi nelle capitali europee (7 punti) 

Si vuole effettuare una statistica sul tasso di omicidi nelle grandi capitali europee (con una 

popolazione uguale o superiore al milione di abitanti). 

Facendo riferimento a dati relativi all’anno 2020, si ottiene la seguente tabella che lega la 

popolazione di tre grandi città (in milioni di abitanti) al numero di omicidi registrati in quell’anno: 

Città Roma Madrid Atene 

Popolazione (mln ab.) 2.823 6.756 3.153 

Omicidi 26 39 23 

 

a) Effettuare un’analisi statistica, verificando il tipo di correlazione tra la popolazione ed il 

numero di omicidi registrati. (3 punti) 

b) Visualizzare i dati in tabella in un grafico, sovrapponendoli ad un modello di regressione 

lineare. (2 punti) 

c) Utilizzando un test adeguato, verificare l’ipotesi che il tasso di omicidi di una grande capitale 

europea sia di 4 omicidi per milione di abitanti.  (2 punti) 

 

 

 

  



 

 

Retta di regressione lineare (generica):    𝑚 =
𝜎𝑋𝑌

𝜎𝑋
2       𝑞 = 𝑦̅ − 𝑚𝑥̅ 



SOLUZIONI 

1) GONIOMETRIA 

a) 
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   ∪    𝒙 = 𝝅 ±

𝝅
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2) STUDIO DI FUNZIONE 

DATI 

𝐶(𝑡) =
𝑡 + 𝑘

𝑡2 + 8𝑡 + 15
      𝐶0 = 2

𝑚𝑔

𝐿
     𝐶′(𝑡 = 0) = −1

𝑚𝑔

𝐿 ∙ ℎ𝑟
 

a)  𝐶′0 = −1 

𝐶′(𝑡) =
𝑡2 + 8𝑡 + 15 − (𝑡 + 𝑘)(2𝑡 + 8)

(𝑡2 + 8𝑡 + 15)2
= 
−𝑡2 − 2𝑘𝑡 + 15 − 8𝑘

(𝑡2 + 8𝑡 + 15)2
 

𝐶′0 =
15 − 8𝑘

152
= −1   →    15 − 8𝑘 = 152  →    𝒌 = 𝟑𝟎 

𝑪(𝒕) =
𝒕 + 𝟑𝟎

𝒕𝟐 + 𝟖𝒕 + 𝟏𝟓
 

b) 

𝐶0 = 𝐶(𝑡 = 0) =
30

15
= 2 

 

 

 



c) 

𝑪(𝒙) =
𝒙 + 𝟑𝟎

𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 + 𝟏𝟓
      𝒄𝒐𝒏 𝒙 ≥ −𝟑𝟎 

 

 DOMINIO 

𝑥2 + 8𝑥 + 15 ≠ 0   →    (𝑥 + 3)(𝑥 + 5) ≠ 0  →    {
𝒙 ≠ −𝟓
𝒙 ≠ −𝟑

 

 

 INTERSEZIONI ASSE X 

 

𝐶(𝑥) = 0   →    𝑥 + 30 = 0   →    𝑥 = −30   →    𝑨(−𝟑𝟎; 𝟎) 

 

 INTERSEZIONI ASSE Y 

 

𝑥 = 0   →    𝐶 = 2  →    𝑩(𝟎; 𝟐) 

 

 STUDIO DEL SEGNO 

𝐶(𝑥) > 0 

𝑁(𝑥) > 0   →    𝑥 > −30 

𝐷(𝑥) > 0   →    (𝑥 + 3)(𝑥 + 5) > 0   →    𝑥 < −5 ∪ 𝑥 > −3  

 

𝐶(𝑥) > 0   →   −𝟑𝟎 < 𝒙 < −𝟓 ∪ 𝒙 > −𝟑 
 

 LIMITI – COMPORTAMENTO AGLI ESTREMI 

 

lim
𝑥→+∞

𝐶(𝑥) = [ 
∞

∞
 ] 

 

lim
𝑥→+∞

 
𝑥 + 30

𝑥2 + 8𝑥 + 15
= lim
𝑥→+∞

𝑥

  𝑥2
= lim

𝑥→+∞
 
1

𝑥
= 0+ 

 

 

 LIMITI – COMPORTAMENTO NELL’INTORNO DEGLI ASINTOTI VERTICALI 

 

lim
𝑥→−5−

𝐶(𝑥) =
25

−2 ∙ 0−
= +∞ 

lim
𝑥→−5+

𝐶(𝑥) =
25

−2 ∙ 0+
= −∞ 

 

lim
𝑥→−3−

𝐶(𝑥) =
27

2 ∙ 0−
= −∞ 

lim
𝑥→−3+

𝐶(𝑥) =
27

2 ∙ 0+
= +∞ 

 



 SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA ED ESTREMI RELATIVI 

 

𝑪′(𝒙) =
−𝒙𝟐 − 𝟔𝟎𝒙 − 𝟐𝟐𝟓

 (𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 + 𝟏𝟓)𝟐
 

𝐶′(𝑥) = 0   →    𝑁′(𝑥) = 0 

−𝑥2 − 60𝑥 − 225 = 0   →    𝑥2 + 60𝑥 + 225 = 0 

 ∆= 602 − 4 ∙ 225 = 2700 

 𝑥1,2 =
−60±√2700

2
=

−60±30√3

2
= −30 ± 15√3 = 15 (−2 ± √3) 

 𝑥1 = 15 (−2 + √3) ≈ −4   →    𝑦1 = 𝐶(𝑥1) = −26   →    𝑴(−𝟒;−𝟐𝟔) 

 𝑥2 = 15 (−2 − √3) ≈ −56      FUORI DOMINIO 

 

 𝐶′(𝑥) ≥ 0    

𝑁′(𝑥) ≥ 0  →   −𝑥2 − 60𝑥 − 225 ≥ 0   →    𝑥2 + 60𝑥 + 225 ≤ 0 

−56 ≤ 𝑥 ≤ −4   →    −30 ≤ 𝑥 ≤ −4 

 𝐷′(𝑥) ≥ 0  →    (𝑥2 + 8𝑥 + 15)2 ≥ 0   →    ∀𝑥 ∈ 𝑅 

  

 𝑪′(𝒙) ≥ 𝟎   →    −𝟑𝟎 ≤ 𝒙 ≤ −𝟒 

 

 



d) 

𝐶(𝑡) =
𝑡 + 30

𝑡2 + 8𝑡 + 15
         𝐶𝑆 = 0.125 𝑚𝑔/𝐿 

 

t [hr] C [mg/L] 

0 2 

1 1.292 

2 0.914 

3 0.688 

4 0.540 

5 0.438 

6 0.364 

7 0.308 

8 0.266 

9 0.232 

10 0.205 

11 0.183 

12 0.165 

13 0.149 

14 0.136 

15 0.125 

16 0.115 

17 0.107 

18 0.099 

19 0.093 

20 0.087 

21 0.082 

22 0.077 

23 0.073 

24 0.069 

 

 

N.B.: La frequenza di campionamento, ovvero il numero di ore ogni cui calcolare il valore della 

funzione, deve essere tale da permettere di disegnare un grafico qualitativamente accurato e 

corretto.  In questo caso, si propone una frequenza oraria con 25 campioni (0-24) per completezza 

di esposizione e per motivi pratici legati alla realizzazione del grafico su excel, ma sarebbe stato 

sufficiente anche un numero di campioni inferiore. 
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3) INTEGRALE 

𝑣(𝑡) =
𝑡 + 1

𝑡2 + 8𝑡 + 15
 

a) 

 

Per calcolare il numero di download effettuati fino ad un certo momento tx, bisogna svolgere 

l’integrale definito della funzione tra 0 e tx : 

𝑁(𝑡) = ∫ 𝑣(𝑡) 𝑑𝑡

𝑡𝑥

0

 

𝑡 + 1

𝑡2 + 8𝑡 + 15
=

𝐴

𝑡 + 3
+

𝐵

𝑡 + 5
=
(𝐴 + 𝐵)𝑡 + 5𝐴 + 3𝐵

(𝑡 + 3)(𝑡 + 5)
 

{
𝐴 + 𝐵 = 1
5𝐴 + 3𝐵 = 1

   →    {
𝐴 = −1
𝐵 = 2

 

𝑣(𝑡) =
2

𝑡 + 5
−

1

𝑡 + 3
 

 

𝑁(𝑡) = ∫ 𝑣(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫ (
2

𝑡 + 5
−

1

𝑡 + 3
)  𝑑𝑡 = [2 ln(𝑡 + 5) − ln(𝑡 + 3) + 𝑐]

𝑡𝑥
0

𝑡𝑥

0

𝑡𝑥

0

 

𝑵(𝒕) = 𝟐 𝐥𝐧(𝒕𝒙 + 𝟓) − 𝐥𝐧(𝒕𝒙 + 𝟑) − (𝟐 𝐥𝐧 𝟓 − 𝐥𝐧𝟑)      |     𝑵(𝒕) = 𝐥𝐧 [
(𝒕𝒙 + 𝟓)

𝟐

𝒕𝒙 + 𝟑
] − 𝐥𝐧

𝟐𝟓

𝟑
 

b) 

t [s] N [mln] 

0 1 

60 3.085 

120 3.724 

180 4.111 

240 4.389 

300 4.607 

360 4.785 

420 4.937 

480 5.068 

540 5.184 

600 5.288 

1200 5.976 

1800 6.379 

2400 6.666 

3000 6.888 

3600 7.070 

 

N.B.: Si noti come la frequenza di campionamento considerata 

non sia costante, ma sia stata adeguata alla funzione stessa. 
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4) STATISTICA 

Città Roma Madrid Atene 

Popolazione (mln ab.) 2.823 6.756 3.153 

Omicidi 26 39 23 

 

a) 

Avendo un numero limitato di campioni (N = 3), si deve far riferimento agli indicatori di tipo 

campionario. 

Si ottiene: 

Dati Media Varianza campionaria Dev. Std campionaria 

Popolazione (mln ab.) 4.24 4.76 2.18 

Omicidi 29.33 72.33 8.50 

 

Si possono ora ottenere covarianza e coefficiente di correlazione: 

𝑆𝑥𝑦 =
(𝑥𝑖 − 𝑥̅)(𝑦𝑖 − 𝑦̅)

𝑁 − 1
= 17.96 

𝜌𝑥𝑦 =
𝑆𝑥𝑦

𝑆𝑥𝑆𝑦
= 0.968 

La correlazione è quindi di natura molto forte e le grandezze sono direttamente correlate. 

 

b) 

La retta di regressione risulta essere: 

𝒚 = 𝟑. 𝟕𝟕𝟒 𝒙 + 𝟏𝟑. 𝟑𝟐 
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c)  

Il test fa riferimento al tasso di omicidi per milione di abitanti, quindi si dovrà ottenere la relativa 

serie di dati mediante il rapporto tra il numero di omicidi e la popolazione: 

Città Roma Madrid Atene 

Popolazione (mln ab.) 2.823 6.756 3.153 

Omicidi 26 39 23 

Tasso di omicidi  
per milione di abitanti 

9.21 5.77 7.29 

 

Il test da effettuare dipende sostanzialmente dal numero di campioni considerati che, in questo caso 

è pari a n = 3 .  Per questo motivo, dovrà essere effettuato un test di tipo t-Student con gradi di 

libertà pari a ν = n – 1 = 2 e dovrà essere utilizzata la seguente quantità pivotale: 

 

 

E’ necessario quindi calcolare media e deviazione standard campionaria della serie di dati ottenuta: 

 

Media 7.43 

Varianza C 2.967 

Dev Std C 1.722 

Pivot T* 3.445 
 

 

Confrontando il valore ottenuto con quelli tabulati per ν = 2, si ottiene che l’ipotesi nulla H0 secondo 

la quale il tasso di omicidi sia pari a 4 è negabile al 90% ma non al 95%. 


