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SINTESI DEL CORSO



INTERATTIVITA

SULLA FALSARIGA DEL SEGUENTE PRO-
GRAMMA, SONO POSSIBILI MODIFICHE E
ADATTAMENTI A RICHIESTA DEGLI STU-
DENTTI.

PROGRAMMA
- EQUAZIONI DIFFERENZIALI;
- SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONTI;

- DERIVATE PARZIALI, MASSIMI E MINI-
MI;

)

- RAPPRESENTAZIONE PARAMETRICA DI
CURVE E SUPERFICI,;

- INTEGRALI DOPPI E TRIPLI, INTEGRA-
LI CURVILINEI, INTEGRALI SUPERFICIA-
LI.

LIBRO DI TESTO

PAGANI, SALSA:
ANALISI MATEMATICA VOL. 2.
MASSON/ZANICHELLI.

Ab

MODALITA D’ESAME

L’ESAME CONSISTE IN UNA PROVA
ORALE. NON E PREVISTA UNA PROVA
SCRITTA, MA LO STUDENTE DEVE SA-
PER SVOLGERE ALLA LAVAGNA ESERCIZI
DELLO STESSO LIVELLO DI DIFFICOLTA
DI QUELLI ASSEGNATI DURANTE IL COR-
SO.

COME STUDIARE

1. DISCUTERE A LEZIONE GLI ARGO-
MENTI DEL CORSO;

2. RIGUARDARE A CASA, DI VOLTA IN
VOLTA, OGNI LEZIONE;

3. CONSULTARE ALMENO UN LIBRO,
OLTRE ALLE DISPENSE;

3. SVOLGERE, DI VOLTA IN VOLTA, GLI
ESERCIZI;

4. DISCUTERE CON IL PROFESSORE LO
SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI;

5. DISCUTERE CON IL PROFESSORE LE
MODALITA DI SVOLGIMENTO DEL COR-
SO.

PER ULTERIORI INFORMAZIONI, VEDERE
“COME SI STUDIA LA MATEMATICA” SUL
SITO http://people.unica.it/antoni
ogreco


http://people.unica.it/antoniogreco
http://people.unica.it/antoniogreco

EQUAZIONI DIFFERENZIALI



INTRODUZIONE ALLE EQUA-
ZIONI DIFFERENZIALI

1. PRIMI ESEMPI

A. LE FUNZIONI COSTANTI y(t) = ¢ SO-
NO SOLUZIONI DELL’EQUAZIONE DIFFE-
RENZIALE

y = 0.
B. LE FUNZIONI ESPONENZIALI y(t) =
ce' SONO SOLUZIONI DELL’EQUAZIONE
DIFFERENZIALE

/
y =Y.
C. LE FUNZIONI PERIODICHE DELLA SE-
GUENTE FORMA: y(t) = a cost + b sent

SONO SOLUZIONI DELL’EQUAZIONE DIF-
FERENZIALE

y// +y=0.
2. CONCETTO GENERALE

UN’EQUAZIONE DIFFERENZIALE E UN
PROBLEMA CHE CONSISTE NEL TROVA-
RE TUTTE LE FUNZIONI y(f) TALI CHE,
SOSTITUENDO LA STESSA y(t) E LE SUE
DERIVATE y¥)(t) AL POSTO DELLE VA-
RIABILI DI UNA FUNZIONE DATA

F(tvy()ayh S 7yn)7

RISULTA SODDISFATTA L'UGUAGLIANZA
SEGUENTE:

F(ty(t),y'(t),....y" (1) =0
PER OGNI t IN UN DATO INTERVALLO.

SI CHIAMA “ORDINE” DELL’EQUA-
ZIONE IL VALORE NUMERICO DI n.

CLASSICAMENTE, SI INTENDE CHE LE
SOLUZIONI y(t) DEVONO ESSERE FUN-
ZIONI DERIVABILI ALMENO 7n VOLTE,
E CHE ANCHE LA DERIVATA y™(t) SIA
CONTINUA.
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3. RIVEDIAMO 1 PRIMI ESEM-
PI ALLA LUCE DEL CONCETTO
GENERALE

A. LA FUNZIONE F E

F(t,yo,y1) = y1.

[L. PROBLEMA AD ESSA ASSOCIATO E
QUELLO DI TROVARE LE FUNZIONI y(t)
TALI CHE

F(t,y(t),y'(t)) =0,
CIOE TALI CHE
y'(t) = 0.
B. LA FUNZIONE F E
F(t,y0,91) = y1 — Yo.

[L. PROBLEMA AD ESSA ASSOCIATO E
QUELLO DI TROVARE LE FUNZIONI y(t)
TALI CHE

y'(t) —y(t) = 0.

L’ORDINE DI QUESTA EQUAZIONE E 1,
COME PER QUELLA PRECEDENTE.

C. LA FUNZIONE F E

F(t,y0,y1,Y2) = Y2 + Yo.

IL PROBLEMA ASSOCIATO E QUELLO DI
TROVARE LE FUNZIONI y(t) TALI CHE

F(t,y(t),y'(t),y"(t) =0,
CIOE TALI CHE
y"(t) +y(t) = 0.

QUESTA E UN’EQUAZIONE DEL SECON-
DO ORDINE.



4. MOTIVAZIONI PER LO STU-
DIO DELLE EQUAZIONI DIFFE-
RENZIALI

I. MOLTE LEGGI FISICHE SONO ESPRES-
SE DA EQUAZIONI DIFFERENZIALL.

ESEMPIO: LA SECONDA LEGGE DEL-
LA DINAMICA NEWTONIANA DEL PUNTO
MATERIALE

d*r
F=m-s
dt
E UN’EQUAZIONE NELLA QUALE SONO
DATI LA MASSA m DEL PUNTO ED IL
CAMPO F' DELLE FORZE APPLICATE, E
L'INCOGNITA E LA FUNZIONE 7(t).

RISOLVENDO UN’EQUAZIONE DIFFE-
RENZIALE E POSSIBILE FARE PREVISIO-
NI SULL’EVOLUZIONE DEL SISTEMA.

II. LE EQUAZIONI DIFFERENZIALI SI
USANO ANCHE AL DI FUORI DELLA FI-
SICA.
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5. INTEGRALE GENERALE

SI NOTI, INNANZITUTTO, CHE UNA SO-
LUZIONE DI UN’EQUAZIONE DIFFEREN-
ZIALE E UNA FUNZIONE, E NON UN SIN-
GOLO VALORE NUMERICO.

SI CHIAMA “INTEGRALE GENERALE”
DI UNA DATA EQUAZIONE UNA FORMULA
CHE RAPPRESENTA TUTTE LE SOLUZIO-
NI, CHE, DI SOLITO, SONO INFINITE.

ESEMPIO SEMPLICE: L’ INTEGRALE
GENERALE DELL’EQUAZIONE ' =0 E

y=-c.
E NATURALE CHE NELL'INTEGRALE GE-
NERALE FIGURINO DEI PARAMETRI, AL

VARIARE DEI QUALI SI INDIVIDUANO LE
DIVERSE SOLUZIONI.

6. FORMA NORMALE

SI DICE CHE UN’EQUAZIONE DIFFEREN-
ZIALE E IN “FORMA NORMALE” QUAN-
DO IL PRIMO MEMBRO E SOLTANTO y(”),
E AL SECONDO MEMBRO STANNO SOLO
TERMINI DI ORDINE INFERIORE AD n.

DUNQUE UN’EQUAZIONE DIFFEREN-
ZIALE E IN FORMA NORMALE QUANDO E
SCRITTA COME SEGUE:

y(n) = f(t7 y? y/7 R 7y(n71))'

SI INTENDE CHE LA FUNZIONE f VARIA
DA EQUAZIONE A EQUAZIONE, MENTRE
y(t) DENOTA LA FUNZIONE INCOGNITA.

ESEMPIO: L'EQUAZIONE 3" +y = 0
NON E IN FORMA NORMALE, MA LA SI
PUO PORRE IN TALE FORMA SCRIVENDO

2

IN QUESTO CASO LA FUNZIONE [ E

fly) =—y.



7. PROBLEMA DI CAUCHY

IL PROBLEMA DI CAUCHY RISULTA DAL
CONSIDERARE, OLTRE AD UN’EQUAZIO-
NE DIFFERENZIALE IN FORMA NORMA-
LE, ANCHE DELLE CONDIZIONI, DETTE
CONDIZIONI INIZIALI, CHE RICHIEDONO
CHE IN UN DATO PUNTO t;, LA FUNZIO-
NE INCOGNITA y E LE SUE DERIVATE
y,...,y""" 1) ABBIANO VALORI PRESTA-
BILITI yg, ..., Yp—1-

IL PROBLEMA DI CAUCHY SI RAP-
PRESENTA COME SEGUE:

(
y " = f(t,y,y, ...y,
y(tO) = Yo,

Ly D (t0) = Yot
ESEMPIO: IL MOTO DI UN PUNTO MATE-
RIALE E DETERMINATO NON SOLO DAL-
LA LEGGE DI NEWTON
Fom®r
dt?
MA ANCHE DALLA POSIZIONE 7(t;) E
DALLA VELOCITA 7/(ty) DEL PUNTO ME-

DESIMO IN UN PARTICOLARE ISTANTE .

I VALORI 7(ty) E 7'(ty) SONO I DATI
INIZIALI DI UN PROBLEMA DI CAUCHY,
E to SI DICE “ISTANTE INIZIALE”.

IL PROBLEMA AI VALORI INIZIALI SI
CHIAMA “DI CAUCHY” PERCHE CAU-
CHY HA DIMOSTRATO CHE ESSO HA
UNA SOLUZIONE, ANCHE SE NON SEM-
PRE SEMPLICE DA SCRIVERE, ED ESSA E
UNICA, SOTTO L’IPOTESI CHE LA FUN-
ZIONE f(t,90,---,Yn—1) SIA DI CLASSE
C' (V. PAGINE A21 E A4T).

SI BADI CHE IL “PROBLEMA DI CAU-
CHY”, IL “TEOREMA DI CAUCHY”, ED
IL “CRITERIO DI CAUCHY” DI CUI A
PAG. A23 SONO TRE COSE DIVERSE.
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8. EQUAZIONI ALLE DERIVATE
PARZIALI

QUANDO LA FUNZIONE INCOGNITA
y(x1,...,2N) DIPENDE DA PIU VARIABI-
LI ANZICHE DA UNA SOLA, L’EQUAZIONE
DIFFERENZIALE VIENE DETTA “EQUA-
ZIONE ALLE DERIVATE PARZIALI”.

ESEMPI NOTEVOLI SONO L’EQUAZIO-
NE DI LAPLACE:

0* 0* 0*
Tt T =0 O

Oxry  Ox;  Oxj
L’EQUAZIONE DEL CALORE:

0 0* 0* 0*

ot Odxy Oz  Oxj
E L’EQUAZIONE DELLE ONDE:

0* 0* 0* 0*

ot dry  Ox;  Ozj

LO STUDIO DELLE EQUAZIONI ALLE DE-
RIVATE PARZIALI ESULA DAI LIMITI DEL
CORSO.



COME RISOLVERE LE EQUAZIO-
NI DIFFERENZIALI

NEL CORSO DI ANALISI II S1 STU-
DIANO ALCUNI METODI RISOLUTIVI PER
PARTICOLARI TIPI DI EQUAZIONI DIFFE-
RENZIALIL.

FIN DALLA PRIMA COMPARSA DEL-
LE EQUAZIONI DIFFERENZIALI, AVVENU-
TA NEL SEICENTO, SONO STATI SVILUP-
PATI VARI METODI RISOLUTIVI, MIRANTI
A SCRIVERE ESPLICITAMENTE LE SOLU-
ZIONI.

Po1 €I SI E ACCORTI DI NON POTER
SEMPRE RIUSCIRE IN TALE INTENTO, E
SI E DOVUTO RIPIEGARE SU RAPPRE-
SENTAZIONI DELLE SOLUZIONI MEDIAN-
TE INTEGRALI O MEDIANTE SERIE.

OGGI SI STUDIANO, IN PARTICOLARE:

1. METODI PER DIMOSTRARE CHE
ESISTE UNA SOLUZIONE, ANCHE SE NON
SI RIESCE A SCRIVERLA ESPLICITAMEN-
TE;

2. METODI PER CONTARE QUANTE
SOLUZIONI CI SONO, ANCHE SENZA CO-
NOSCERLE;

3. METODI PER SAPERE SE LE SO-
LUZIONI SONO SIMMETRICHE, O HANNO
ALTRE PROPRIETA PARTICOLARI, SENZA
CONOSCERE L’ESPRESSIONE DELLE SO-
LUZIONI STESSE.

GLI STUDENTI DEVONO APPRENDE-
RE I METODI TRATTATI NEL CORSO,
RESTANDO CONSAPEVOLI CHE BEN AL-
TRI PROBLEMI ESULANO DAI LIMITI DEL
PROGRAMMA.
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EQUAZIONI A VARIABILI SEPA-
RABILI

LE EQUAZIONI CHE MODELLIZZANO
MOLTI FENOMENI INTERESSANTI HAN-
NO LA PARTICOLARITA DI ESSERE A VA-
RIABILI SEPARABILI, O POSSONO ESSERE
TRASFORMATE IN EQUAZIONI DEL GE-
NERE.

UN’EQUAZIONE A VARIABILI SEPA-
RABILI E UN’EQUAZIONE DEL PRIMO
ORDINE AVENTE LA FORMA

y'(t) = g(t) h(y(t)). (2)

E IMPORTANTE CHE AL SECONDO MEM-
BRO CI SIA IL PRODOTTO DI DUE FUN-
ZIONI, UNA CHE DIPENDE SOLO DA t E
L’ALTRA CHE DIPENDE SOLO DA Y.

ESEMPI:

A. LEQUAZIONE v = 0
E A VARIABILI SEPARABILI

(g(t) =0; h(y) =0);

B. L’EQUAZIONE 1/ =y
E A VARIABILI SEPARABILI

(9(t) =1; h(y) = y)

C. L’EQUAZIONE ¢/ + 4y =0
NON E DEL PRIMO ORDINE, MA LO DI-
VENTA CON L’ARTIFICIO DESCRITTO PIU
AVANTI (PAG. A13).

NOTARE CHE, ANCHE SE AL SECON-
DO MEMBRO C’E UNA SOMMA, OPPURE
UNA FRAZIONE, L'EQUAZIONE PUO BE-
NISSIMO ESSERE A VARIABILI SEPARABI-
LI. ESEMPI:

D. L’EQUAZIONE ¢/ =y + 2 E A VA-
RIABILI SEPARABILI
(9(t) =1; h(y) =y +2).

All

E. L’EQUAZIONE 3/ = (1 — )/t E A
VARIABILI SEPARABILI
(9(t) = 1/t; h(y) =1—1y).

PROCEDIMENTO RISOLUTIVO*

LA RISOLUZIONE DI UN’EQUAZIONE A
VARIABILI SEPARABILI SI PUO TENTARE
CON IL SEGUENTE PROCEDIMENTO:

0) SE yo E UN NUMERO REALE CHE RI-
SOLVE L'EQUAZIONE h(y) = 0, ALLO-
RA LA FUNZIONE COSTANTE y(t) =
E UNA SOLUZIONE DELLA (2).

1) PER TROVARE LE EVENTUALI ALTRE
SOLUZIONI, SI DIVIDONO AMBO I MEM-
BRI DELLA (2) PER h(y). SI OTTIENE
NGRS
h(y(t)) '
2) SI INTEGRANO AMBO I MEMBRI:

/ y(t) dt:/g(t)dt.

h(y(t))
3) SI EFFETTUA IL CAMBIAMENTO DI
VARIABILE y = y(t), DOVE y(t) E LA
FUNZIONE INCOGNITA. SI OTTIENE
/ % = / g(t)dt.
QUI y DENOTA LA NUOVA VARIABILE DI
INTEGRAZIONE, E NON LA FUNZIONE IN-
COGNITA y(t).

* NOTE:

I. LA POSSIBILITA DI SVOLGERE GLI
INTEGRALI A MANO DIPENDE DALL’E-
SPRESSIONE DI ¢(t) E h(y).

II. IN PRATICA, SI E SOLITI SCRIVE-
RE dy/dt ANZICHE 3, E PORTARE df AL
SECONDO MEMBRO, COME SE IL DIFFE-
RENZIALE FOSSE UNA QUANTITA ALGE-
BRICA.



COME SEMPLICE APPLICAZIONE, RI-
SOLVIAMO L’EQUAZIONE Yy’ = cy, CON
LA CONDIZIONE INIZIALE y(0) = 7. SI
INTENDE CHE ¢ E 9y SONO COSTANTI AS-
SEGNATE.

0) SE IL DATO ¥y E UGUALE A ZERO,
SI VERIFICA PER SOSTITUZIONE CHE LA
FUNZIONE y(t) = 0 E UNA SOLUZIONE
DEL PROBLEMA CONSIDERATO.

1) SE, INVECE, yy # 0, ALLORA OGNI
EVENTUALE SOLUZIONE y(t) (CLASSICA,
DUNQUE CONTINUA) SODDISFA LA CON-
DIZIONE y(t) # 0 IN UN INTORNO DI
t =0, QUINDI E LEGITTIMO PORRE L’E-
QUAZIONE NELLA FORMA

y'(t)

y(t)
2) INTEGRIAMO AMBO I MEMBRI SUL-
L'INTERVALLO (0,1):

[ t
X
/ A )dx:/ cdz.
o y(z) 0
3) EFFETTUIAMO IL CAMBIAMENTO DI
VARIABILE y = y(t) PRIMA ANCORA DI

AVER DETERMINATO LA FUNZIONE IN-
COGNITA y(t):

y(t) g
/ 4 = ct.
Yo Y

IN QUESTO CASO, L'INTEGRALE AL PRI-
MO MEMBRO SI SVOLGE FACILMENTE, E
SI TROVA

log [y(t)| = log |yol + ct

DA CUI, PASSANDO AGLI ESPONENZIALI,
SI OTTIENE:

[y(t)] = lyol €.

DUNQUE, SE yy # 0, y(t) NON SI ANNUL-
LA PER NESSUN ¢.
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PER IL TEOREMA DEGLI ZERI, y(t)
NON CAMBIA SEGNO, E QUINDI MANTIE-
NE IL SEGNO DI .

(GRAZIE A QUESTA BREVE DISCUS-
SIONE, POSSIAMO ELIMINARE IL VALORE
ASSOLUTO E SCRIVERE

y(t) = yoe”.

SOSTITUENDO TALE ESPRESSIONE NEL-
L’EQUAZIONE DATA SI VERIFICA CHE LA
FUNZIONE OTTENUTA COS\I, SUPPONEN-
DO L’ESISTENZA DI UNA SOLUZIONE, RI-
SOLVE VERAMENTE IL PROBLEMA CON-
SIDERATO.

PER CONCLUDERE VERIFICHIAMO CHE,
SE 79 = 0, L’UNICA SOLUZIONE E LA CO-
STANTE NULLA.

SE ESISTESSE UNA SOLUZIONE z(t)
NON IDENTICAMENTE NULLA, ALLORA
RISULTEREBBE 2z # 0 IN QUALCHE PUN-
TO CHE INDICHIAMO CON t.

MA SEGUENDO LO STESSO PROCE-
DIMENTO DI PRIMA, CON t3 AL POSTO
DI ZERO, TROVIAMO z(t) = z(tg) et—t0),
DUNQUE z(t) NON SI ANNULLA AFFATTO
PER ¢ = 0.

PERCIO L'UNICA SOLUZIONE SODDI-
SFACENTE LA CONDIZIONE y(0) = 0 E
LA FUNZIONE IDENTICAMENTE NULLA,
COME VOLEVASI DIMOSTRARE.



PER COMPLETEZZA, INTEGRIAMO L'E-
QUAZIONE 3" = —y, CHE E DEL SECON-
DO ORDINE. USIAMO UN METODO UTI-
LE ANCHE IN ALTRE SITUAZIONI.

MOLTIPLICANDO AMBO I MEMBRI PER
y'(t), 'EQUAZIONE DIVENTA

Yy (1) y"(t) = —y(t) y'(1). (3)

NEL FARE QUESTO PASSAGGIO, SI IN-
TRODUCONO ILLEGITTIMAMENTE COME
SOLUZIONI TUTTE LE FUNZIONI COSTAN-
TI (PERCHE HANNO LA DERIVATA NUL-
LA).

PER SOSTITUZIONE NELL’EQUAZIONE
DATA SI VEDE PERO CHE, TRA TUTTE LE
COSTANTI, SOLO LA COSTANTE NULLA E
SOLUZIONE.

INTEGRANDO AMBO I MEMBRI DEL-
LA (3) SI OTTIENE

[vovoa=- [vorom

NEL PRIMO INTEGRALE FACCIAMO LA
SOSTITUZIONE z = %/(t), E NEL SECON-
DO y = y(t). OTTENIAMO:

/zdz:—/ydy.

DUNQUE
2 ].

2= —=

) 8

cON C > (0 PERCHE SOMMA DI QUADRA-
TI. ANZI, POICHE AL VALORE C = 0
CORRISPONDE LA SOLUZIONE y(t) = 0,
DA ORA IN AVANTI SUPPORREMO C' > 0.

1
2
-C
yrs

N | —

ESPLICITANDO z DALLA (4) TROVIA-
MO z = +4/C — y?>. RICORDANDO CHE
z = y/(t), OTTENIAMO L’EQUAZIONE A
VARIABILI SEPARABILI 3y = 4++/C — 42,
CHE SI PUO RISOLVERE COME SEGUE.
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RISOLVIAMO L’EQUAZIONE A VARIA-
BILI SEPARABILI 1/ = C' —y?, CON
C > 0.

1) SCRIVIAMO L'EQUAZIONE NELLA

FORMA
/

vy

C —y?

2) INTEGRANDO AMBO I MEMBRI,
TROVIAMO:

[ e

3) EFFETTUANDO LA SOSTITUZIONE
y = y(t), POSSIAMO SCRIVERE:

= =£1.

dt.

/%:i/dt.

PER SVOLGERE L'INTEGRALE AL PRI-
MO MEMBRO, UTILIZZIAMO LA CONSUE-
TA SOSTITUZIONE y = v/C' senca. TRO-

VIAMO:
/ doa =+ / dt,

DUNQUE « = =£(t — t3), DOVE —t; DE-

NOTA LA COSTANTE DI INTEGRAZIONE

(CHE ORA NON PUO ESSERE INDICATA
CON +C PERCHE LA LETTERA C' E STA-
TA GIA USATA).

RICORDANDO CHE ¥ v (' sena,
POSSIAMO SCRIVERE y = /(' sen(=%(t —

to)).

POICHE sena E UNA FUNZIONE DI-
SPARI, CONVIENE USARE UNA COSTAN-
TE REALE A (ANCHE NEGATIVA) AL PO-
sSTO DI VC > 0 E SBARAZZARSI DEL
SEGNO =+: LINTEGRALE GENERALE DI

y" = —y E DUNQUE

y(1)

= A sen(t — tp).



EQUAZIONI LINEARI

LE EQUAZIONI CHE MODELLIZZANO
MOLTI FENOMENI INTERESSANTI HANNO
LA PARTICOLARITA DI ESSERE LINEA-
RI, O POSSONO ESSERE TRASFORMATE
IN EQUAZIONI DEL GENERE.

SI CHIAMA LINEARE UN’EQUAZIONE
DIFFERENZIALE AVENTE LA FORMA

n
k
Sty () = £(1).
k=0
TALVOLTA SI POSSONO APPROSSIMARE
EQUAZIONI NON LINEARI CON EQUAZIO-

NI LINEARI.

EQUAZIONI LINEARI OMOGE-
NEE

UN’EQUAZIONE LINEARE SI DICE OMO-
GENEA SE f(t) = 0, CIOE SE HA LA FOR-
MA

n

Z ar(t) y™(t) = 0.

k=0

EQUAZIONI LINEARI OMOGE-
NEE, DEL PRIMO ORDINE, E IN
FORMA NORMALE

SONO LE EQUAZIONI AVENTI LA SE-
GUENTE FORMA:

y'(t) = a(t)y(t)
DUNQUE SONO ANCHE EQUAZIONI A VA-
RIABILI SEPARABILI.

HANNO LA SOLUZIONE y(t) = 0.

PER TROVARE LE ALTRE SOLUZIONI,
DIVIDIAMO PER y(?) E INTEGRIAMO AM-
BO I MEMBRI DELL'EQUAZIONE:

/y/(t) dt:/a(t) dt

y(t)

Al4

CON LA SOSTITUZIONE y = y(t), L'IN-
TEGRALE AL PRIMO MEMBRO DIVENTA:

/y’(t) g [

y(t) y
SCRIVIAMO INOLTRE

/a(t) dt = A(t) + C

DOVE A(t) E UNA QUALUNQUE PRIMITI-
VA DI a(t).

CIO E LEGITTIMO SE a(t) E UNA FUN-
ZIONE CONTINUA AVENTE PER DOMINIO
UN INTERVALLO.

L’EQUAZIONE, PERTANTO, DIVENTA:
log [y(t)| = A(t) + C
DA CUI SI RICAVA
ly(t)| = A+¢

DUNQUE L'INTEGRALE GENERALE E DA-
TO DA

yt) = ke keR.

FATTORE INTEGRANTE

UN ALTRO METODO PER RISOLVE-
RE L’EQUAZIONE %/(t) — a(t)y(t) = 0 B
QUELLO DI VEDERE IL PRIMO MEMBRO
COME LA DERIVATA DI UN PRODOTTO
OPPORTUNO.

CERCHIAMO UNA OPPORTUNA FUN-
ZIONE ¢(t) # 0 TALE CHE L’EQUAZIO-
NE (1) y'(t) = (t) a(t) y(t) = 0, EQUIVA-
LENTE A QUELLA DATA, ABBIA AL PRI-
MO MEMBRO LA DERIVATA DI UN PRO-
DOTTO.

BISOGNERA PRENDERE ¢(t) TALE
CHE ¢'(t) = —a(t) p(1).



MA QUESTA E UN’EQUAZIONE LINEA-
RE, OMOGENEA, DEL PRIMO ORDINE, E
IN FORMA NORMALE, LA CUI INCOGNITA
E ¢(t). DUNQUE POSSIAMO PRENDERE

p(t) = e A0,

MOLTIPLICANDO AMBO I MEMBRI DEL-
L’EQUAZIONE %/(t) — a(t)y(t) = 0 PER
IL FATTORE ¢ 4®) (FATTORE INTEGRAN-
TE) TROVIAMO L'EQUAZIONE

ey (t) — e Wa(t)y(t) = 0

CHE E EQUIVALENTE A QUELLA DATA
(HA LE STESSE SOLUZIONI).

SENONCHE QUESTA LA POSSIAMO RI-
SCRIVERE COME

DUNQUE L'INTEGRALE GENERALE DEL-
L’'EQUAZIONE DATA E

COSA CHE GIA SAPEVAMO, E CHE, DEL
RESTO, ABBIAMO UTILIZZATO PER DE-
TERMINARE (1).

L’UTILITA DI QUESTO METODO EMERGE
NELLA RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI
NON OMOGENEE (VEDI A LATO).
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EQUAZIONI LINEARI DEL PRI-
MO ORDINE, IN FORMA NOR-
MALE

SONO LE EQUAZIONI AVENTI LA SE-
GUENTE FORMA:

y'(t) —alt)y(t) = f(t)

DUNQUE COMPRENDONO, IN PARTICO-
LARE, LE EQUAZIONI LINEARI OMOGE-
NEE, DEL PRIMO ORDINE E IN FORMA
NORMALE: BASTA PORRE f(t) = 0.

MOLTIPLICANDO AMBO I MEMBRI PER
IL. FATTORE INTEGRANTE ¢(t) = e~ 4®),
CHE B STATO TROVATO ALLA PAGINA

PRECEDENTE, L'EQUAZIONE DIVENTA

(e W y(t) = e 1V f(2).

MA ALLORA BASTA INTEGRARE AMBO I
MEMBRI, E SI OTTIENE

LA POSSIBILITA DI SVOLGERE A MA-
NO QUEST’ULTIMO INTEGRALE DIPEN-
DE, OVVIAMENTE, DALL'ESPRESSIONE
DI A(t) E DI f(t).

L INTEGRALE GENERALE DELLA EQUA-
ZIONE DATA SI PUO SCRIVERE COME SE-
GUE:

SI PUO OSSERVARE CHE, SE SI SO-
STITUISCE f(t) 0, L'ULTIMO INTE-
GRALE RAPPRESENTA L’INSIEME DELLE
COSTANTI k € R, DUNQUE L'INTEGRA-
LE GENERALE SI RIDUCE A QUELLO GIA
TROVATO: y(t) = keA®,



EQUAZIONI DEL SECONDO OR-
DINE, LINEARI, OMOGENEE, A
COEFFICIENTI COSTANTI

SONO LE EQUAZIONI DELLA FORMA
ay’+by +cy =0, CON a,b,c COSTANTI,
E a # 0 (ALTRIMENTI NON SAREBBERO
DEL SECONDO ORDINE...).

STUDIAMO TRE CASI SEMPLICI E SI-
GNIFICATIVI, AI QUALI SI PUO RICON-
DURRE IL CASO GENERALE.

DENOTIAMO CON z(t) LA FUNZIONE
INCOGNITA, IN VISTA DELLA SOSTITU-
ZIONE y(t) = e "/?2(t) DA FARE PIU
AVANTI.

1) 2” = 0. SI RISOLVE IMMEDIATA-
MENTE PERCHE EQUIVALE A 2/ = CO-
STANTE, DUNQUE L’INTEGRALE GENE-
RALE E z(t) = mt + q.

2) 2" = z. MOLTIPLICANDO AMBO
I MEMBRI PER 2’ DIVENTA 2’2" = 27/,
CHE, INTEGRATA, SI TRASFORMA NEL-
L’EQUAZIONE A VARIABILI SEPARABILI

=422+ .
PER SVOLGERE L'INTEGRALE IN

/—dZ =+t + o

SI DISCUTE IL SEGNO DI c¢;: SE ¢ =
0 E FACILE; SE ¢; > 0 SI PONE z =
V¢ senht; SE, INFINE, ¢; < 0 SI PO-
NE /22 4+ ¢ =w E CI SI RICONDUCE AL
CASO ¢ > 0.

SI CONCLUDE CHE L'INTEGRALE GE-

NERALE DI 2/ = 2 E
Z(t) =k €t+k2 e*t, ki, ko € R,

CHE SI PUO ANCHE SCRIVERE z(t) =
C1 senht 4+ Cy cosht, C,Cy € R.

3) 2/ = —z. L’INTEGRALE GENE-
RALE, GIA RICAVATO A PAGINA A13, E
z(t) = A sen(t — ty), CHE SI PUO ANCHE
SCRIVERE

2(t) = Cy sent + Cy cost, Cy,Cy € R.

CONSIDERIAMO IL CASO GENERALE
y"+by'+cy = 0, AL QUALE CI SI PUO RI-
CONDURRE, SE NECESSARIO, DIVIDEN-
DO AMBO I MEMBRI PER IL COEFFICIEN-
TE a DI y”.

CERCHIAMO DI ESPRIMERE IL PRIMO
MEMBRO COME LA DERIVATA SECONDA
DI UN PRODOTTO. PER LA REGOLA DI
LEIBNIZ, SI HA:

bt/2 " bt/2 1 bt/2 1

("2 y(t)) My (t) + by (1)

b: bt/2

+ Ze / y<t)7

QUINDI L’EQUAZIONE DATA SI PUO POR-
RE NELLA FORMA

("2 y(1))" = 3 (b — de) "y 2).

DA QUEST’ULTIMA, CON LA SOSTITU-
ZIONE z(t) = e"/?y(t) CI SI RICONDUCE
ALL'EQUAZIONE

2 =1 (b* — 4c) 2,

CHE E DEL TIPO 1, 2 O 3 A SECONDA
DEL SEGNO DEL DISCRIMINANTE A = b?
— 4ec.



EQUAZIONE CARATTERISTI-
CA

SI CHIAMA EQUAZIONE CARATTERI-
STICA ASSOCIATA ALL’EQUAZIONE DIF-
FERENZIALE a vy’ +by +cy =0 L'EQUA-
ZIONE ALGEBRICA a A>+bA+c = 0 NEL-
L'INCOGNITA A € C.

IL. PROCEDIMENTO DELINEATO ALLA
PAGINA PRECEDENTE PORTA ALLE SE-
GUENTI CONCLUSIONTI.

SE L’EQUAZIONE CARATTERISTICA HA
UNA SOLA RADICE REALE \g = —b/(2a),
ALLORA L'INTEGRALE GENERALE DEL-
L'EQUAZIONE DIFFERENZIALE ASSOCIA-
TA E

y(t) =mted +qe™t m,qgeR.

SE L’EQUAZIONE CARATTERISTICA HA
DUE SOLUZIONI REALI E DISTINTE Ay, Ao,
ALLORA L’INTEGRALE GENERALE DEL-
L’EQUAZIONE DIFFERENZIALE ASSOCIA-
TA E

y(t) = by N 4 ky !

SE, INFINE, L’EQUAZIONE CARATTERI-
STICA HA DUE SOLUZIONI IMMAGINARIE
A2 = Ag £ tw, ALLORA L'INTEGRALE
GENERALE DELL'EQUAZIONE DIFFEREN-
ZIALE ASSOCIATA E

y(t) = AeM sen(wt+ @), A,peR
CHE SI PUO ANCHE SCRIVERE
y(t) = M (C) sen(wt) + Cy cos(wt)),

CON (,C5 € R. SI TENGA PRESENTE

CHE \g = —b/(2a) E w = 5 1/|b* — dac]|.

A17

INDICAZIONI OPERATIVE

PER TROVARE L'INTEGRALE GENE-
RALE DI UN’EQUAZIONE DELLA FORMA
ay’ +by +cy =0, NON E NECESSARIO
SVOLGERE OGNI VOLTA GLI INTEGRA-
LI INDICATI ALLA PAGINA PRECEDENTE,
MA SI PUO PROCEDERE DIRETTAMENTE
COME SEGUE.

1) SCRIVERE L’EQUAZIONE CARAT-
TERISTICA.

2) A SECONDA DEL SEGNO DEL DI-
SCRIMINANTE, SCRIVERE L'INTEGRALE
GENERALE IN BASE ALLA CASISTICA RI-
PORTATA A LATO.

3) AIUTARE LA MEMORIA FACENDO
RIFERIMENTO AI TRE CASI SEMPLICI
ESAMINATI ALLA PAGINA PRECEDENTE,
TENENDO CONTO DELL’EFFETTO DEL
TERMINE by’ (SMORZANTE, SE ab > 0).

PER RISOLVERE IL PROBLEMA DI
CAUCHY (initial-value problem)

Yy +by +cy=0
y(to) = o
Yy (to) = u1
SI DETERMINA L'INTEGRALE GENERALE,

E POI SI TROVANO LE COSTANTI IMPO-
NENDO LE CONDIZIONI INIZIALI.

ANALOGAMENTE SI PROCEDE PER
RISOLVERE IL PROBLEMA AL CONTOR-
NO (boundary-value problem)

y'+by +cy=0
y(to) = Yo
y(t1) = n

SI BADI CHE ESSO PUO NON AVERE SO-
LUZIONI, AVERE UN’UNICA SOLUZIONE O
ANCHE AVERNE INFINITE.



EQUAZIONI DEL SECONDO OR-
DINE, LINEARI, OMOGENEE, IN
FORMA NORMALE

STRUTTURA DELLO
DELLE SOLUZIONI

SPAZIO

LA TEORIA SVOLTA NELLA LEZIONE
PRECEDENTE MOSTRA CHE L’INTEGRA-
LE GENERALE DELLE EQUAZIONI AVENTI
LA FORMA ¢" 4+ by’ + cy = 0 HA LE SE-
GUENTI PROPRIETA:

1) LA COSTANTE NULLA E UNA SO-
LUZIONE;

2) L'INTEGRALE GENERALE DIPENDE
DA DUE COSTANTT;

3) ESSO E COMBINAZIONE LINEARE
DI DUE SOLUZIONI PARTICOLARI.

NOZIONE DI INDIPENDENZA LI-
NEARE

OSSERVIAMO CHE LE DUE SUDDET-
TE SOLUZIONI, CHE INDICHEREMO CON
e1(t) ED es(t), SONO LINEARMENTE INDI-
PENDENTI NEL SENSO CHE IL RAPPORTO
e1(t)/es(t) VARIA AL VARIARE DI t.

VICEVERSA, DUE FUNZIONI fi(t) E
fo(t) SI DICONO LINEARMENTE DIPEN-
DENTI SE ALMENO UNA DELLE DUE SI
PUO OTTENERE MOLTIPLICANDO L’AL-
TRA PER UNA COSTANTE OPPORTUNA.

PER RAGIONI A MIO PARERE ESTETI-
CHE SI SUOLE DIRE, EQUIVALENTEMEN-
TE, CHE fi(t) E fo(f) SONO LINEARMEN-
TE DIPENDENTI SE ESISTONO DUE SCA-
LARI A, A2 € R, NON ENTRAMBI NUL-
LI, TALI CHE Ay fi(t) + A2 fo(t) = 0 PER
OGNI t.
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SPAZI VETTORIALI

ABBIAMO GIA OSSERVATO CHE LA
COSTANTE NULLA E UNA SOLUZIONE
DELL’EQUAZIONE " + by +cy = 0. Os-
SERVIAMO, INOLTRE, CHE:

DUE QUALUNQUE SOLUZIONI, SOM-
MATE FRA LORO, DANNO ANCORA UNA
SOLUZIONE;

UNA QUALUNQUE SOLUZIONE, MOL-
TIPLICATA PER UNO SCALARE QUALUN-
QUE, E ANCORA SOLUZIONE.

LA SOMMA DI SOLUZIONI, E LA MOL-
TIPLICAZIONE PER UNO SCALARE, GO-
DONO DELLE STESSE PROPRIETA (AS—
SOCIATIVA, COMMUTATIVA, DISTRIBUTI-
VA) CHE VALGONO PER I VETTORI DEL
PIANO.

SI DICE PERCIO CHE LE SOLUZIONI
DELL'EQUAZIONE y" 4+ by’ 4+ cy = 0 CO-
STITUISCONO, PROPRIO COME I VETTO-
RI DEL PIANO, UNO SPAZIO VETTO-
RIALE.

CIO E VERO ANCHE PER LE EQUA-
ZIONI LINEARI, OMOGENEE, A COEFFI-
CIENTI VARIABILI

2 /
y' +0(t)y +c(t)y = 0. (5)
UNA COPPIA (e1,e2) DI SOLUZIONI
PARTICOLARI DELLA (5), LINEARMENTE
INDIPENDENTI, SI CHIAMA BASE DEL-
LO SPAZIO VETTORIALE.

LA NOZIONE DI SPAZIO VETTORIALE
E NATA PROPRIO DALLO STUDIO DELLE
EQUAZIONI DIFFERENZIALI.



EQUAZIONI DEL SECONDO OR-
DINE, LINEARI, IN FORMA NOR-
MALE

STRUTTURA DELLO
DELLE SOLUZIONI

SPAZIO

SE IL SECONDO MEMBRO DELL’EQUA-
ZIONE 4" +by'+cy = f(t) NON E IDENTI-
CAMENTE NULLO, L'INSIEME DELLE SO-
LUZIONI NON COSTITUISCE UNO SPAZIO
VETTORIALE.

AD ESEMPIO, L'INTEGRALE GENERA-
LE DELL'EQUAZIONE y” = —g, CON g
COSTANTE POSITIVA, B

y(t) = — 2 gt +yit + .
SI VEDE CHE:

1) LA COSTANTE NULLA NON E UNA
SOLUZIONE;

N

2) LA FUNZIONE ypo(t) = —3gt* E
UNA SOLUZIONE, MA 2ygo(t) NON LO E;

3) LA FUNZIONE i () = —3 gt*+1 E
UNA SOLUZIONE, MA LA SOMMA ygo(t) +
Yo1(t) NON LO E.

DUNQUE L'INTEGRALE GENERALE DI
y”" = —g NON E UNO SPAZIO VETTORIA-
LE, TUTTAVIA:

L INTEGRALE GENERALE DI 3/ = —¢
E DATO DALLA SOMMA DI DUE TERMINI:

1) LA FUNZIONE z(t) = —3 gt*, CHE
E UNA PARTICOLARE SOLUZIONE DEL-
L’EQUAZIONE ¢y’ = —¢, E

2) L'INTEGRALE GENERALE DELL’E-
QUAZIONE OMOGENEA 73" = 0, CHE E

y(t) = yit + vo.
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LA CIRCOSTANZA TESTE RISCONTRATA,
CON RIFERIMENTO AD UN’EQUAZIONE
PARTICOLARE, RIVESTE UN CARATTERE
DEL TUTTO GENERALE:

L’ INTEGRALE GENERALE DELL'EQUA-
ZIONE 3" +b(t)y + c¢(t)y = f(t) E DATO
DALLA SOMMA DI DUE TERMINTI:

1) UNA FUNZIONE z(t), CHE SIA UNA
PARTICOLARE SOLUZIONE DELL'EQUA-
ZIONE DATA, E

2) L'INTEGRALE GENERALE DELL’E-
QUAZIONE OMOGENEA:

y'+b(t)y +c(t)y =0.

INDICAZIONI OPERATIVE

PER TROVARE L'INTEGRALE GENE-
RALE DELL’EQUAZIONE y” + by’ + cy =
f(t), cON f(t) NON IDENTICAMENTE
NULLA, SI PROCEDE COME SEGUE:

1) SI CERCA, INNANZITUTTO, L’IN-
TEGRALE GENERALE DELL'EQUAZIONE
OMOGENEA AD ESSA ASSOCIATA, 3’ +
by +cy = 0.

SI UTILIZZANO, A TAL FINE, LE NO-
ZIONI ILLUSTRATE NELLA LEZIONE PRE-
CEDENTE.

2) SI CERCA UNA SOLUZIONE PARTI-
COLARE z(f) DELL’EQUAZIONE DATA, AD
ESEMPIO LASCIANDOSI GUIDARE DAL TI-
PO DI FUNZIONE f(¢) AL SECONDO MEM-
BRO.

3) L INTEGRALE GENERALE DELLE-
QUAZIONE DATA E LA SOMMA DELLA SO-
LUZIONE PARTICOLARE z(t) E DELL’IN-
TEGRALE GENERALE DELL’EQUAZIONE
OMOGENEA.



SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI



MOTIVAZIONI PER LO STUDIO
DELLE SUCCESSIONI DI FUNZIO-
NI

FIN DALL’ANTICHITA, IL CONCETTO
DI LIMITE SERVE PER RAPPRESENTARE
LE SOLUZIONI DI QUEI PROBLEMI CHE
NON SI LASCIANO RISOLVERE IN MODO
PIU SEMPLICE.

DA QUESTO PUNTO DI VISTA, I LIMI-
TI NON SONO FATTI PER ESSERE CALCO-
LATI, MA PIUTTOSTO PER RAPPRESEN-
TARE LE SUDDETTE SOLUZIONI.

AD ESEMPIO, PER DIMOSTRARE CHE
IL PROBLEMA DI CAUCHY

y/ = f(xay)
y(o) = o

(6)

HA ALMENO UNA SOLUZIONE, SI CO-
STRUISCE UN’OPPORTUNA SUCCESSIONE
DI FUNZIONI y,(x), E, SOTTO OPPOR-
TUNE IPOTESI SULLA FUNZIONE f(z,y),
SI DIMOSTRA CHE TALE SUCCESSIONE
CONVERGE AD UNA FUNZIONE LIMITE
y(x), LA QUALE A SUA VOLTA RISOLVE
IL PROBLEMA DATO.

SE, AD ESEMPIO, LA FUNZIONE f(z,
y) E DI CLASSE C'! IN UN INTORNO DEL
PUNTO (2, Yo), ALLORA ESISTE UN RAG-
GlIo § € (0,+00) TALE CHE IL PRO-
BLEMA (6) AMMETTE UNA E UNA SO-
LA SOLUZIONE y(x) DEFINITA PER x €
(xog — d, x9g + 0) (TEOREMA DI ESISTEN-
ZA E UNICITA IN PICCOLO).

IL METODO ACCENNATO SOPRA NON
FORNISCE, IN GENERALE, UN’ESPRES-
SIONE SEMPLICE DELLA SOLUZIONE, MA
NE DIMOSTRA L’ESISTENZA E L'UNICITA.
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CONVERGENZA PUNTUALE

COSA VUOL DIRE, DUNQUE, CHE UNA
SUCCESSIONE DI FUNZIONI ¥, (z) CON-
VERGE AD UNA FUNZIONE LIMITE y(x)?

A DIFFERENZA DI QUANTO ACCADE
PER LE SUCCESSIONI DI NUMERI REA-
LI, PER LE FUNZIONI VI SONO MOLTE
DIVERSE DEFINIZIONI DI CONVERGEN-
ZA, NON EQUIVALENTI FRA LORO, LA
CUI OPPORTUNITA DIPENDE DAL CON-
TESTO.

LA PIU SEMPLICE NOZIONE DI CON-
VERGENZA E LA CONVERGENZA PUN-
TUALE, APPRESSO DEFINITA.

DEFINIZIONE. DATA UNA SUCCESSIONE
DI FUNZIONI y,(x), AVENTI PER DOMI-
NIO UN INSIEME X C RY, E A VALORI
REALI, SI DICE CHE CONVERGONO PUN-
TUALMENTE AD UNA y: X — R SE PER
OGNI FISSATO x € X RISULTA

lim ya(2) = y(2).

n—-+00

DUNQUE LA CONVERGENZA PUNTUA-
LE SI RICONDUCE ALLA CONVERGENZA
DEI NUMERI ¥,(z) (AVENDO FISSATO )
AL NUMERO y(z). TALE CONVERGENZA
DEVE SUSSISTERE PER OGNI x NEL DO-
MINIO DELLE FUNZIONI.

AD ESEMPIO, USANDO LA FORMULA
DI TAYLOR CON IL RESTO DI LAGRANGE
SI PUO DIMOSTRARE CHE LE FUNZIONI

Yn(T) = Z

k=0

K

CONVERGONO ALLA FUNZIONE y(z) = €”
PER OGNI z € R.



IL DIFETTO DELLA CONVER-
GENZA PUNTUALE

UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI ¥, PUO
BENISSIMO CONVERGERE PUNTUALMEN-
TE AD UNA FUNZIONE y SENZA CHE PER
QUESTO GLI INTEGRALI DELLE ¥, DEB-
BANO CONVERGERE ALL'INTEGRALE DI

Y.

AD ESEMPIO, LE FUNZIONI y,(x)
n 2" ! CONVERGONO PUNTUALMENTE A
y(x) = 0 SULL'INTERVALLO (0,1). TuT-
TAVIA

/0 1 Yn(z) dx

MENTRE
1
/ y(x)dz
0

UN DISCORSO SIMILE VALE PER LE DE-
RIVATE. AD ESEMPIO, LE FUNZIONI

=1 PER OGNI n > 0,

1
——|—£U2
n

yn(z) =
CONVERGONO PUNTUALMENTE A y(z) =
|z| SULL INTERVALLO (—o00, +00). TUT-
TAVIA 7,,(0) = 0 PER OGNI n > (0, MEN-
TRE y'(0) NON ESISTE.

QUESTI DIFETTI SONO PARTICOLAR-
MENTE SGRADEVOLI PERCHE, IN PRATI-
CA, LA CONVERGENZA DI FUNZIONI SER-
VE PER APPLICARE IL CALCOLO DIFFE-
RENZIALE E INTEGRALE ALLA FUNZIO-
NE LIMITE y(z) SENZA DISPORRE DI UNA
SUA SEMPLICE ESPRESSIONE, MA PER IL
TRAMITE DELLE FUNZIONI ¥,.
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CONVERGENZA UNIFORME

UNO DEI PRINCIPALI TIPI DI CON-
VERGENZA DI FUNZIONI, INSIEME ALLA
CONVERGENZA PUNTUALE, E LA CON-
VERGENZA UNIFORME.

DEFINIZIONE. SI DICE CHE ¥,, CONVER-
GE UNIFORMEMENTE A y SUL DOMINIO
X SE PER OGNI € > (0 ESISTE UN INDICE
ng TALE CHE PER OGNI n > nyg E PER
OGNI z € X SI HA |y,(z) — y(z)| < e.

IN PAROLE POVERE, LA CONVERGEN-
ZA UNIFORME RISULTA DALLA CONVER-
GENZA PUNTUALE PIU L’'INDIPENDENZA
DELL’INDICE ng DAL PUNTO .

LA CONVERGENZA UNIFORME, DUN-
QUE, IMPLICA LA CONVERGENZA PUN-
TUALE.

VICEVERSA, SE L’INSIEME X CON-
TIENE SOLO UN NUMERO FINITO DI PUN-
TI, LA CONVERGENZA PUNTUALE IMPLI-
CA LA CONVERGENZA UNIFORME.

LA CONVERGENZA UNIFORME DI ¥, AD ¥
SI PUO, EQUIVALENTEMENTE, DEFINIRE
TRAMITE LA CONDIZIONE
DOVE

lim s, =0,
n——+00

Sp = sup |yn(x) — y(x)|.
reX
SE IL DOMINIO X E UN INTERVALLO (a,
b) sI PUO ANCHE DIRE CHE PER OGNI
€ > 0 ESISTE UN INDICE ny TALE CHE
PER OGNI n > ng IL GRAFICO DELLA
FUNZIONE vy, STA NELLA STRISCIA

{(z,y) |z € (a,b),
y(x) —e<y<y(r)+e}

CENTRATA SUL GRAFICO DI y(x) E DI
ALTEZZA 2¢.



DUE PROPRIETA DELLA CON-
VERGENZA UNIFORME

LA CONVERGENZA UNIFORME SI COM-

PORTA ABBASTANZA BENE RISPETTO AL-

LA CONTINUITA E ALL'INTEGRAZIONE.

INOLTRE, LA CONVERGENZA UNIFORME
DELLE DERIVATE SI COMPORTA BENE RI-
SPETTO ALLA DERIVAZIONE.

PIU ESATTAMENTE, VALGONO 1 SE-
GUENTI ENUNCIATI.

1) SE LE ¥, SONO CONTINUE SU DI
UN INTERVALLO [a, b] (QUINDI SONO AN-
CHE INTEGRABILI SECONDO RIEMANN),
E SE CONVERGONO UNIFORMEMENTE
AD UNA FUNZIONE ¥y, ALLORA ANCHE Yy
€ C%[a, b)), E

b
lim

n—-+00 a

b
Yn () dx:/ y(x) dx.

a
QUESTA PROPRIETA SI USA SPESSO A
ROVESCIO, CIOE, CONSTATATO CHE LA
FUNZIONE LIMITE vy E DISCONTINUA AL-
MENO IN UN PUNTO, SI DEDUCE CHE
LA CONVERGENZA DELLE vy, NON E UNI-

FORME.

2) SUPPONIAMO CHE: LE FUNZIONI
Yn SIANO DERIVABILI IN UN INTERVALLO
LIMITATO (a,b); CONVERGANO ALMENO
IN UN PUNTO DI TALE INTERVALLO, E LE
LORO DERIVATE ¥/, CONVERGANO UNI-
FORMEMENTE IN TUTTO (a,b).

ALLORA SI DIMOSTRA CHE: ANCHE
LE FUNZIONI ¥, CONVERGONO UNIFOR-
MEMENTE IN TUTTO (a,b); LA LORO
FUNZIONE LIMITE, CHE INDICHEREMO
CON y, E DERIVABILE IN (a,b), E LA
FUNZIONE LIMITE DELLE DERIVATE ¥/, E
PROPRIO v/'.
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IL CRITERIO DI CAUCHY

LA CONVERGENZA DI FUNZIONI SER-
VE PER RAPPRESENTARE UNA FUNZIO-
NE y(z), UTILE PER RISOLVERE UN DATO
PROBLEMA, COME LIMITE DI UNA SUC-
CESSIONE DI FUNZIONI ¥, (z).

CIO COSTITUISCE UN VALIDO RIPIE-
GO IN QUEI CASI, CHE SONO MOLTI, IN
CUI NON SI CONOSCE UN’ESPRESSIONE
PIU SEMPLICE DELLA FUNZIONE y(z).

D’ALTRO CANTO LA DEFINIZIONE DEL-
LA CONVERGENZA, E, IN PARTICOLARE,
QUELLA DELLA CONVERGENZA UNIFOR-
ME, FA INTERVENIRE LA FUNZIONE LI-
MITE y(x), DUNQUE NON E APPLICABI-
LE PROPRIO NEI CASI PER I QUALI TALE
NOZIONE SERVE DI PIU.

PERTANTO GIOCA UN RUOLO ES-
SENZIALE LA CONDIZIONE DI CAUCHY,
CHE E NECESSARIA E SUFFICIENTE AF-
FINCHE UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI
Yn(r) CONVERGA UNIFORMEMENTE IN
UN DATO INTERVALLO |a, b].

LA CONDIZIONE DI CAUCHY NON RI-
CHIEDE LA CONOSCENZA DELLA FUN-
ZIONE LIMITE y(z).

SI DICE CHE UNA SUCCESSIONE DI
FUNZIONI y,(z) € C°a,b]) E “FON-
DAMENTALE” O “DI CAUCHY” SE PER
OGNI ¢ > 0 ESISTE UN INDICE ng TALE
CHE PER OGNI n,k > ny RISULTA

max |y,(z) — y(z)| <e.

x€la,b]
CHE TALE CONDIZIONE SIA NECESSARIA
LO SI VEDE FACENDO TENDERE n E k A
+00. PER DIMOSTRARE CHE E ANCHE
SUFFICIENTE SI USA LA COMPLETEZZA
DELL'INSIEME R DEI NUMERI REALIL.



MOTIVAZIONI PER LO STUDIO
DELLE SERIE DI FUNZIONI

LE MOTIVAZIONI PER L’UTILIZZO DELLE
SERIE DI FUNZIONI SONO ANALOGHE A
QUELLE DELLE SUCCESSIONI.

AD ESEMPIO, I VALORI NUMERICI DI
FUNZIONI IMPORTANTI COME ¢e?, log,
senx E cosz, NON SI POSSONO CALCO-
LARE A PARTIRE DA x MEDIANTE LE
QUATTRO OPERAZIONI ARITMETICHE.

FANNO ECCEZIONE POCHI VALORI PAR-
TICOLARI, COME AD ESEMPIO e’ 1,
sen() =0, cos0 =1, ECCETERA.

TUTTAVIA, LE SUDDETTE FUNZIONI
SI POSSONO ESPRIMERE COME SOMME
DI SERIE OPPORTUNE. SI HA, AD ESEM-

PIO:
+

8

k

i
H.
0

=
|

DEFINIZIONE

CONSIDERIAMO UNA FUNZIONE y(x)
ED UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI ¥ ()
AVENTI PER DOMINIO LO STESSO INSIE-
ME, E SUPPONIAMO, PER SEMPLICITA,
CHE TALE INSIEME SIA UN INTERVALLO
(a,b). ST SCRIVE

y(@) = yr(x)

SE LA SUCCESSIONE DI FUNZIONI S, (x),
DATE DA

Sule) = wila)
k=0

CONVERGE A y(z) SULL'INTERVALLO (a,
b). ANCHE IN QUESTO CASO SI DISTIN-
GUE TRA CONVERGENZA PUNTUALE E
CONVERGENZA UNIFORME.
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SERIE DI POTENZE

LE SERIE I CUI TERMINI y;(x) HAN-
NO LA FORMA yi(z) = a;a®, CIOE so-
NO PRODOTTI DI POTENZE DELLA  CON
ESPONENTI k£ € N PER COEFFICIENTI
REALI aj, SI DICONO “SERIE DI POTEN-
ZE” .

UNA SERIE DI POTENZE HA DUNQUE

LA FORMA

400

Zak :Ek.

k=0
LE SERIE DI POTENZE SONO IMPORTAN-
TI PERCHE LA SERIE DI MACLAURIN
DI UNA QUALUNQUE FUNZIONE REGO-
LARE f E DI QUESTO TIPO, ESSENDO

ar = f#(0)/k!.

[L. CARATTERE DI UNA SERIE DI PO-
TENZE E MOLTO PARTICOLARE: ESISTE
INFATTI UN VALORE 7 > (), CHE PUO AN-
CHE ESSERE 400, TALE CHE LA SERIE
CONVERGE UNIFORMEMENTE IN OGNI
INTERVALLO |[a,b] C (—r,7), E NON CON-
VERGE, NEMMENO PUNTUALMENTE, IN
NESSUN PUNTO z TALE CHE |z| > 7.

TALE QUANTITA 7 SI CHIAMA “RAG-
GIO DI CONVERGENZA”, ED E DATA DA

1
— = limsup /|ay| - (7)

r k——+o0
SI INTENDE CHE r = 0 (RISPETTIVA-
MENTE, 7 = 400) QUANDO IL LIMITE
AL SECONDO MEMBRO E 400 (RISPET-
TIVAMENTE, ZERO). SPESSO, PER PRA-
TICITA, SI RICAVA r DALLA FORMULA

lim |ak‘

r = ,
k—+o00 ‘alﬁ_ll

CHE E CORRETTA SOTTO L'IPOTESI CHE
IL LIMITE AL SECONDO MEMBRO ESISTA.



ULTERIORI PRECISAZIONI

TUTTE LE SERIE DI POTENZE CON-
VERGONO BANALMENTE AL NUMERO ay
NEL PUNTO x = 0.

INVECE, QUANDO 7 € (0,+00), L'E-
VENTUALE CONVERGENZA DI UNA SERIE
DI POTENZE NEI DUE PUNTI & = %7 NON
RIENTRA NELL’ENUNCIATO ALLA PAGI-
NA PRECEDENTE, E SI DEVE DISCUTERE
CASO PER CASO.

QUALORA, TUTTAVIA, SI RIESCA A
STABILIRE LA CONVERGENZA PUNTUA-
LE NEL PUNTO x = r (RISPETTIVAMEN-
TE, NEL PUNTO © = —7), SI HA AUTO-
MATICAMENTE LA CONVERGENZA UNI-
FORME IN OGNI INTERVALLO DEL TIPO
la,7] CON a > —r (RISPETTIVAMENTE,
IN OGNI INTERVALLO [—7,b] CON b < 1).

ESEMPIO 1. LA SERIE GEOMETRICA
+00
>
k=0
E LA SERIE DI MACLAURIN DELLA FUN-
ZIONE y(z) 1/(1 —x). IL RAGGIO

DI CONVERGENZA E r = 1. PER OGNI
€ (—1,1) st HA

+00 i 1
kzx -

(8)

LA SERIE NON CONVERGE PER & € (—00,

—1] U [1,4+00). LA FUNZIONE GENERA-
TRICE, INVECE, E DEFINITA PER OGNI

x # 1.
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OSSERVAZIONE

L’ESEMPIO PRECEDENTE FA VEDE-
RE CHE LA SERIE DI MACLAURIN DI
UNA DATA FUNZIONE NON E DETTO CHE
CONVERGA AD ESSA IN TUTTO IL DOMI-
NIO DI QUEST’ULTIMA.

ESEMPIO 2. LA SERIE DI MACLAURIN
DELLA FUNZIONE y(z) = —log(1 — z) E

+

8

k

T
o
1

=~
|

IL RAGGIO DI CONVERGENZA E r = 1:
QUESTO DI PER SE NON VUOL DIRE CHE
LA SERIE CONVERGA ALLA FUNZIONE
GENERATRICE.

TUTTAVIA, INTEGRANDO TERMINE A
TERMINE L'UGUAGLIANZA (8), SI VERI-
FICA CHE PER OGNI = € (—1,1) ST HA

+

8

k

x
k

= —log(1 — x). 9)

=~
|
—_

PER x = 1 LA SERIE CONSIDERATA SI RI-
DUCE ALLA SERIE ARMONICA, DUNQUE
NON CONVERGE.

INFINE, USANDO LA FORMULA DI
TAYLOR CON IL RESTO DI LAGRANGE
SI DIMOSTRA CHE L'UGUAGLIANZA (9)

SUSSISTE ANCHE PER x = —1, CIOE SI
TROVA
k

k=1



INTEGRAZIONE E DERIVAZIO-
NE PER SERIE

COME GIA DETTO A PAGINA A24, LE
SERIE DI POTENZE CONVERGONO UNI-
FORMEMENTE IN OGNI INTERVALLO |[a,
b] INCLUSO NELL’INTERVALLO APERTO
(—r,r), DOVE 7 DENOTA IL RAGGIO DI
CONVERGENZA.

QUINDI L'INTEGRALE DELLA FUN-
ZIONE SOMMA y(z) SI PUO ESPRIMERE
MEDIANTE UNA SERIE:

b +00 b
/ y(x)dr = Z ak/ ¥ dx.
a k=0 a

S1 VERIFICA, INOLTRE, CHE LA SERIE
DELLE DERIVATE

+0o0o
E kap ™!,
k=1

CHE E ANCH'ESSA UNA SERIE DI POTEN-
ZE, HA LO STESSO RAGGIO DI CONVER-
GENZA DELLA SERIE DI PARTENZA.

(10)

POICHE OGNI PUNTO z € (—7,7)
SI PUO INCLUDERE IN UN INTERVALLO
APERTO (a,b) TALE CHE |a,b] C (—r,r),
SI DEDUCE CHE LA SOMMA DELLA SE-
RIE (10) E PROPRIO LA DERIVATA ¢/(z)
DELLA FUNZIONE SOMMA ().

DAL REALE AL COMPLESSO

OSSERVIAMO CHE LE QUATTRO OPE-
RAZIONI ARITMETICHE SI POSSONO FA-
RE ANCHE CON I NUMERI COMPLESSI, E
GODONO DELLE CONSUETE PROPRIETA
ASSOCIATIVA, COMMUTATIVA E DISTRI-
BUTIVA.
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INOLTRE LA NOZIONE DI LIMITE SI
ESTENDE ANCHE ALLE SUCCESSIONI DI
NUMERI COMPLESSI, INTENDENDO CHE
Zn, — 2 SE RISULTA, CONTEMPORANEA-
MENTE, Rez, - Rez E Imz, — Im 2.

EQUIVALENTEMENTE, SI DICE CHE
Z, — z SE IL MODULO |z, — 2|, CHE E
UN NUMERO REALE, TENDE A ZERO.

SI INTUISCE, DUNQUE, CHE LA NO-
ZIONE DI SOMMA DI UNA SERIE SI PUO
FORMULARE ANCHE PER I NUMERI COM-
PLESSI, CON LE STESSE MODALITA CHE
SONO VALIDE PER I NUMERI REALL.

IN PARTICOLARE, UNA SERIE DI PO-

TENZE
—+00

S a
k=0
DOVE ORA I COEFFICIENTI ar SONO NU-

MERI COMPLESSI, HA UN RAGGIO DI
CONVERGENZA 7 DATO ANCORA DAL-
LA (7), E CONVERGE UNIFORMEMENTE
IN OGNI INSIEME CHIUSO K C B,(0,0)
c C.

QUESTE PROPRIETA CONSENTONO DI
ESTENDERE Al NUMERI COMPLESSI LA
DEFINIZIONE DELLE FUNZIONI e”, log z,
senx, cosx, E DI TANTE ALTRE IMPOR-
TANTI FUNZIONI.

L’IDEA PRINCIPALE E SEMPLICEMEN-
TE QUELLA DI PRENDERE LA SERIE DI
MACLAURIN DELLA FUNZIONE CONSIDE-
RATA, E SOSTITUIRE NUMERI COMPLES-
SI AL POSTO DELLA VARIABILE x.

A TITOLO DI ESEMPIO, LA FUNZIONE
ESPONENZIALE €° E DEFINITA PER OGNI
z € C COME SEGUE:

+
z EOO zk
e = - .
k!
k=0



DERIVAZIONE SOTTO IL SE-
GNO DI INTEGRALE

TALVOLTA LA FUNZIONE y(x) CUI SI
E INTERESSATI E ESPRESSA MEDIANTE
UN INTEGRALE.

P1U PRECISAMENTE, SI HA A CHE FA-
RE CON ESPRESSIONI DELLA SEGUENTE

FORMA':
= /df(x,t) dt. (11)

QUESTO ACCADE, AD ESEMPIO, QUAN-
DO LA FUNZIONE y(z) E LA SOLUZIONE
DI UN PROBLEMA ASSOCIATO AD UN’E-
QUAZIONE DIFFERENZIALE CHE VIENE
RISOLTO MEDIANTE UNA TRASFORMA-
TA INTEGRALE, COME LA TRASFORMA-
TA DI FOURIER O LA TRASFORMATA DI
LAPLACE.

UN’ALTRA FRA LE TANTE ESPRES-
SIONI DEL TIPO (11) E LA RAPPRESEN-
TAZIONE DEL POTENZIALE GRAVITAZIO-
NALE GENERATO DA UNA DENSITA

LU y7 -
/// J;yz)dasdydz
B /(2 =22 4+ (y —y)? + (2 — 2')?
IN QUESTA SEDE, SENZA ENTRARE

NEI DETTAGLI, CI LIMITIAMO AD ENUN-
CIARE IL SEGUENTE TEOREMA:

SE LA FUNZIONE f(z,t) SOTTO IL SE-
GNO DI INTEGRALE E DI CLASSE C'(R),
DOVE R E UN RETTANGOLO DEL TIPO
R = [a,b] X [c,d], ALLORA LA FUNZIO-
NE y(2) DATA DALLA (11) E DI CLASSE
C'([a,b]) E LA SUA DERIVATA y/(z) SI
PUO OTTENERE COME SEGUE:

1 of

N ——(x,t) dt.

y'(x) =

A27



CURVE IN FORMA PARAMETRICA



MOTIVAZIONI

ALCUNE CURVE PIANE IMPORTANTI,
COME AD ESEMPIO LA CIRCONFERENZA,
NON SONO IL GRAFICO DI UNA FUNZIO-
NE (REALE, DI VARIABILE REALE).

D’ALTRO CANTO, ALTRE CURVE, NE-
CESSARIE PER DESCRIVERE LA TRAIET-
TORIA DI UN PUNTO MOBILE NELLO SPA-
710, NON SONO CURVE PIANE PERCHE
NON ESISTE ALCUN PIANO IN GRADO DI
CONTENERLE.

LE CURVE CHE NON SONO PIANE SI
DICONO SGHEMBE.

LA RAPPRESENTAZIONE PARAMETRICA
DI UNA CURVA CONSENTE DI RAPPRE-
SENTARE CURVE DI DIVERSI TIPI: CUR-
VE SGHEMBE; CURVE PIANE CHE NON
SONO GRAFICI DI FUNZIONI, E ANCHE I
GRAFICI DELLE FUNZIONI.

ESEMPIO: LA PARABOLA DI EQUA-
ZIONE y = x° SI PUO RAPPRESENTARE
IN FORMA PARAMETRICA COME SEGUE:

2

x(t) =t,
y(t) =7,

QUESTO ESEMPIO FA CAPIRE CHE IL
GRAFICO DI UNA FUNZIONE QUALUN-
QUE, AVENTE PER DOMINIO UN INTER-
VALLO, SI PUO RAPPRESENTARE IN FOR-
MA PARAMETRICA.

t € (—o0, +00).

ESEMPIO: LA CIRCONFERENZA CEN-
TRATA NELL’ORIGINE E DI RAGGIO R SI
PUO RAPPRESENTARE IN FORMA PARA-
METRICA COME SEGUE:

x(t) = R cost,
te[0,2m).
y(t) = R sent,

A29

L’ESEMPIO PRECEDENTE FA CAPIRE
CHE VI SONO CURVE RAPPRESENTABILI
IN FORMA PARAMETRICA CHE NON SO-
NO IL GRAFICO DI UNA FUNZIONE.

ELICA CILINDRICA

IL PIU TIPICO ESEMPIO DI CURVA
SGHEMBA E L'ELICA CILINDRICA, LE
CUI EQUAZIONI SONO:

x(t) = R cost,
y(t) = R sent,
z(x) =t,

t € (—o0,+00).

DEFINIZIONE DI CURVA

LA RAPPRESENTAZIONE PARAMETRI-
CA DI UNA CURVA STA ALLA BASE DELLA
DEFINIZIONE STESSA DI “CURVA”:

SI CHIAMA “ARCO” (INGL. PATH) UNA
QUALUNQUE FUNZIONE CONTINUA 7: [0,
1] — R3, E CIOE UNA QUALUNQUE TER-
NA DI FUNZIONI CONTINUE x(t),y(t),
2(t) AVENTI PER DOMINIO L'INTERVAL-
Lo [0, 1].

CON UN OPPORTUNO CAMBIAMENTO
DEL PARAMETRO, E CIOE CON LA SO-
STITUZIONE t(s) = $=%, SI PUO BENISSI-
MO USARE UN QUALUNQUE INTERVALLO
[a,b] AL POSTO DELL'INTERVALLO [0, 1].

TALVOLTA IL DOMINIO DELLA FUN-
ZIONE 7(t) E UN INTERVALLO APERTO,
O SEMIAPERTO, EVENTUALMENTE ILLI-
MITATO.

SI POSSONO, INFINE, CONSIDERARE AR-
cHI IN RY, CON UN QUALUNQUE N > 2.

CON LA SUDDETTA DEFINIZIONE, IL
CONCETTO DI CURVA CESSA DI ESSERE
UN CONCETTO PRIMITIVO, E VIENE AD
AVERE UNA DEFINIZIONE CHE SODDISFA
I CANONI MODERNI DEL RIGORE.



CURVA E SOSTEGNO

UNA FIGURA 7 COMUNEMENTE CHIA-
MATA “CURVA” SI CHIAMA INVECE, TEC-
NICAMENTE, SOSTEGNO (IN INGLE-
SE: TRACE) DELLA CURVA, MENTRE LA
FUNZIONE 7(t) CHE LA RAPPRESENTA,
O MEGLIO LA COPPIA (7r,7), O ADDI-
RITTURA L'INSIEME DI TUTTE LE PARA-
METRIZZAZIONI DI 7, SONO QUELLO CHE
TECNICAMENTE SI DICE “CURVA”.

CURVE CHIUSE

UN ARCO 7: [a,b] — RY sI DICE
“CURVA CHIUSA” SE GLI ESTREMI COIN-
CIDONO, CIOE SE r(a) = r(b).

CURVE SEMPLICI

UN ARCO 7: [a,b] — RY sI DICE
“CURVA SEMPLICE” SE NON HA AUTOIN-
TERSEZIONI, E QUINDI, IN PARTICOLA-
RE, SE NON HA LA FORMA DI UN 8.

DEVE DUNQUE AVERSI 7(t1) # r(t2) CO-
MUNQUE SI PRENDANO t; E ty NELL'IN-
TERVALLO (a,b) PURCHE OVVIAMENTE
RISULTI t; # t9, E DEVE AVERSI ALTRESI
r(t) # r(a) E r(t) # r(b) PER OGNI ¢t
€ (a,b). E CONSENTITO, INVECE, CHE
UNA CURVA SEMPLICE SIA CHIUSA.

CURVE PATOLOGICHE

LA NOZIONE DI ARCO, TESTE INTRO-
DOTTA, SI DISCOSTA DALL’INTUIZIONE
PERCHE, AD ESEMPIO, ESISTONO ARCHI
(CON AUTOINTERSEZIONI) CHE HANNO
LA FORMA DI UN QUADRATO (PIENO),
COME LA COSIDDETTA “CURVA DI PEA-
NO”.

UNA CURVA PATOLOGICA PIU A POR-

TATA DI MANO E IL GRAFICO DELLA

FUNZIONE y = sen <.
X
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CURVE REGOLARI

PER EVITARE ARCHI PATOLOGICI COME
LA CURVA DI PEANO, SI CONSIDERANO
LE CURVE “REGOLARI”, CIOE FUNZIONI
r(t) DI CLASSE C' E TALI CHE 7'(t) # 0
PER OGNI {.

PER UNA CURVA SEMPLICE, L’ESI-
STENZA DELLA DERIVATA 7/(ty) (DEFINI-
TA ALLA PAGINA SEGUENTE) E LA CON-
DIZIONE 7/(ty) # 0 GARANTISCONO CHE,
VICINO AL PUNTO 7(t;), IL SOSTEGNO
DELLA CURVA SIA APPROSSIMABILE CON
UN SEGMENTO OPPORTUNO.

IN TAL CASO, LA RETTA TANGENTE AL-
LA CURVA 7 NEL PUNTO 7(ty) HA EQUA-
ZIONE PARAMETRICA

(21,...,2n) = r(tg) +t7'(ty).

CURVE REGOLARI A TRATTI

LLA NOZIONE DI CURVA REGOLARE E
TROPPO RESTRITTIVA: INFATTI ESCLU-
DE, AD ESEMPIO, IL (CONTORNO DEL)
QUADRATO E TUTTE LE SPEZZATE.

SI DICE “REGOLARE A TRATTI” (IN-
GL. PIECEWISE REGULAR) UNA CURVA
COSTITUITA DA UN NUMERO FINITO DI
ARCHI REGOLARI.

LE SPEZZATE SONO CURVE REGOLA-
RI A TRATTI.

VELOCITA DI UNA CURVA

IL VETTORE 7/(t) SI CHIAMA “VELO-
CITA” DELLA CURVA 7(t). LA TERMI-
NOLOGIA SI ISPIRA AL CASO IN CUI r(t)
RAPPRESENTA LA LEGGE ORARIA DEL
MOTO DI UN PUNTO MATERIALE.



DERIVATA DI UN VETTORE

CONSIDERIAMO UNA FUNZIONE 7(t)
(x(t), y(t), 2(t)) PER t € (a,b), ED UN
ISTANTE ty € (a,b).

LA DERIVATA DELLA FUNZIONE 7(t)
NELL'ISTANTE ¢ = t; SI PUO DEFINI-
RE, EQUIVALENTEMENTE, NEI DUE MO-
DI APPRESSO RIPORTATI.

DEFINIZIONE 1

SI DICE CHE 7(t) E DERIVABILE PER
t =ty SE LO SONO TUTTE E TRE LE FUN-
ZIONI x(t), y(t), 2(t).

IN TAL CASO, IL VETTORE 7/(1()
(2’ (ty), ¥'(to), 2'(tp)) st DICE DERIVA-
TA o VELOCITA DI r IN t.

DEFINIZIONE 2

SI DICE CHE r(t) E DERIVABILE PER
t =ty SE ESISTE IL LIMITE

r(t) = rlty)
t—t,

lim
t—tg

IN TAL CASO, IL VETTORE LIMITE SI DI-
cE DERIVATA o VELOCITA b1 r
IN ty, E SI DENOTA CON 7/(t).
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LIMITE DI UN VETTORE

LA DEFINIZIONE PRECEDENTE PRESUP-
PONE LA NOZIONE DI LIMITE PER UNA
FUNZIONE A VALORI IN R3.

VEDIAMO DUE DEFINIZIONI EQUIVA-
LENTI TRA LORO. ENTRAMBE SI RICON-
DUCONO A LIMITI DI FUNZIONI SCALARI.

DEFINIZIONE 1. S1 SCRIVE

lim (x(t), y(t), 2(t)) = (a,b,¢)

t—tg

SE RISULTA: th_)rg z(t) = a, th_)ntr}) y(t)

E th_)rg 2(t) = c.

DEFINIZIONE 2. S1 SCRIVE

b,

th_)r% r(t) = rg

SE LA FUNZIONE SCALARE [[7(t) — 7|
TENDE A ZERO PER t — 1.

PASSAGGIO DA R3 A RY

LE DEFINIZIONI RIPORTATE IN QUESTA
PAGINA SI ESTENDONO FACILMENTE A
VETTORI IN RY, QUALUNQUE SIA N.



LE FUNZIONI IPERBOLICHE

PER SVOLGERE ELEGANTEMENTE TA-
LUNE INTEGRAZIONI CONVIENE UTILIZ-
ZARE LE FUNZIONI IPERBOLICHE senht
E COSht, CHE SI POSSONO DEFINIRE CO-
ME SEGUE:

t t

senht = i,
2

to Lt

cosht = %

ELEVANDO AMBO I MEMBRI AL QUA-
DRATO, E SOTTRAENDO LA PRIMA RE-
LAZIONE DALLA SECONDA, SI TROVA

cosh?t — senh?t = 1. (12)

D1 CONSEGUENZA, LA CURVA LE CUI
EQUAZIONI PARAMETRICHE SONO

x(t) = cosht
y(t) = senht

E IL RAMO DELL'IPERBOLE EQUILATERA
DI EQUAZIONE z? — y> = 1 GIACENTE
NEL SEMIPIANO z > (0. SI CONSTATA,
INOLTRE, CHE

dt

senht = cosh,

— cosht = senht.

dt
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SI PUO VERIFICARE CHE, PER OGNI
t > 0, LAREA DELLA FIGURA DELI-
MITATA DALLA SUDDETTA IPERBOLE,
DALL’ASSE © E DALLA RETTA PASSAN-
TE PER L’ORIGINE E PER IL PUNTO
(cosht, senht) VALE t/2, IN ANALOGIA
CON QUANTO AVVIENE CON LE FUNZIO-
NI TRIGONOMETRICHE sent E cost.

ATTINTY

*y

L'Afed DeL seToRe (Perr-

BoLico & ‘é/? (56 f>0)

NEL CASO Cipcorpane (A
SiMiLE

SiTVAZiorvE &




CENNI ALLE FUNZIONI IPERBO-
LICHE INVERSE

PARTICOLARMENTE UTILI PER L’IN-
TEGRAZIONE SONO LE FUNZIONI IPER-
BOLICHE INVERSE.

LA FUNZIONE y(t) = senht E INIET-
TIVA, E LA SUA INVERSA SI DENOTA CON
t(y) = settsenhy, x € R. SI TROVA CHE

settsenhy = log(y + vy?+1). (13)

LA FUNZIONE z(t) = cosht, RISTRET-
TA AL SEMIASSE t > (0, E INIETTIVA E
LA SUA INVERSA SI DENOTA CON t(x) =
sett coshx, x > 1. SI TROVA CHE

sett coshz = log(z + Va2 — 1).

DAL TEOREMA DI DERIVAZIONE DELLA
FUNZIONE INVERSA DISCENDE CHE
d 1
— sett senhy -
dy - senht
1

cosht’

DA CUI, USANDO LA (12), SI RICAVA

© gett senh !
— settsenhy = ——.
dy Vyr+1
PROCEDENDO IN MODO ANALOGO SI RI-
CAVA ANCHE

(14)

d
— settcoshr = ———,
x 22 —1

E DI CONSEGUENZA
[
VPl

dx
/ Vit —1

NOTARE L’ANALOGIA CON

75

= settsenhy + C,

= sgn(z) sett cosh |z| + C.

= arcseny + C.
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PER RICAVARE LA (13) SI PARTE DAL-
L’'UGUAGLIANZA

Y= 5

E SI MOLTIPLICANO AMBO I MEMBRI PER
2¢l. SI OTTIENE

(e"? —2ye —1=0

CHE E UN’EQUAZIONE DI SECONDO GRA-
DO NELL'INCOGNITA e’ > 0, DUNQUE LA
SOLUZIONE E

et:y+\/y2+1,

DA CUI DISCENDE LA (13). A QUE-
STO PROPOSITO SI NOTI CHE /92 + 1
> \/y2 >y, E PERCIO LA SOLUZIONE vy

— /72 +1 <0 E DA SCARTARE.

LA (14) SI RICAVA IN MODO ANALO-
GO: PARTENDO DA
el 4 et

2
SI OTTIENE UN’EQUAZIONE NELL’INCO-

GNITA ¢/ > 1 LE CUI DUE SOLUZIONI
REALI SONO

€Tr =

rE+x?2—1.

SI NOTI CHE PER OGNI x > 1 RISULTA
1—2<0<+22—-1, DUNQUE

r+vVai—-1>1.

INVECE, MOLTIPLICANDO AMBO I MEM-
BRI PER = — V22 — 1, SI TROVA

r—vx2—-1<1.

DEVE PERCIO AVERSI

el =x+a2 -1

DA CUI SEGUE LA (14).



AREA DEL SETTORE IPERBOLI-
CO

F1SSIAMO UN PUNTO P = (z,y), CON
x,y > 0, SULL'IPERBOLE DI EQUAZIONE

2t -yt =1 (15)

E PONIAMO @ = (z,—y). CONSIDERIA-
MO LA FIGURA PIANA DELIMITATA DAI
SEGMENTI OP ED O(@) E DALL’ARCO P()
DELLA SUDDETTA IPERBOLE: TALE FI-
GURA E UN “SETTORE IPERBOLICO”, E
LA SUA AREA A E DATA DA

A = settcoshx (16)
= settsenhy. (17)

INFATTI L’AREA A SI PUO RICAVARE
DALL’AREA 7y DEL TRIANGOLO ISOSCE-
LE DI VERTICI OP(): PER IL SIGNIFI-
CATO GEOMETRICO DELL'INTEGRALE SI
HA

A:xy—Z/I\/@—ldg. (18)
1

L’ INTEGRALE SI PUO SVOLGERE PER
PARTI:

/1x\/52—1d5=fm]f

T 2

Y .
1 /& —1 :

T 2

—ay— | ———d¢.
Ty L JET §

AGGIUNGENDO —1+1 AL NUMERATORE
DELLA FRAZIONE, SI OTTIENE

- [ vEeTa

T 2

—d
1 /& -1 :
* 1

| =
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E PERCIO

€T €T 1
2 _ — o — - -
2/1 VE —1dE=xy /1 \/mdf.

SOSTITUENDO NELLA (18) SI OTTIENE

X
1
A:/-————&.
1 VE—1
MA POICHE LA FUNZIONE INTEGRANDA

E LA DERIVATA DI sett cosh &, SI GIUNGE
ALLA (16).

A SUA VOLTA LA (16) IMPLICA CHE
coshA = z, E DA QUESTA, USANDO LA
(12) E LA (15), SI RICAVA senh A = y.
DUNQUE VALE LA (17).



SEMPLICI FUNZIONI DI DUE VARIABILI



MOTIVAZIONI

PER ESPRIMERE I LEGAMI CHE IN-
TERCORRONO FRA PIU VARIABILI, SI
USANO, FRA LE ALTRE, FUNZIONI A VA-
LORI REALI IL CUI ARGOMENTO E UNA
COPPIA, O UNA TERNA, O, PIU IN GE-
NERALE, UNA ENNUPLA DI VARIABILI
REALI.

CI CONCENTRIAMO, PER SEMPLICITA,
SULLE FUNZIONI f(z,y) DI DUE SOLE
VARIABILI.

UN ESEMPIO SEMPLICISSIMO E L’A-
REA A DI UN RETTANGOLO DI BASE b E
ALTEZZA a, CHE E DATA DALLA FUNZIO-
NE A(a,b) = ab DELLE DUE VARIABILI a
E D.

OLTRE ALLA MOLTIPLICAZIONE (VEDI
SOPRA), SONO FUNZIONI DI DUE VARIA-
BILI:

L'ADDIZIONE  f(x,y) =x +y
LA SOTTRAZIONE f(z,y) =z —

LA DIVISIONE  f(z,y) = %
L'ELEVAM. A POTENZA  f(z,y) = aV

DISTANZA FRA DUE PUNTI

PER STUDIARE I GRAFICI NELLO SPAZIO
OCCORRE INNANZITUTTO SAPER ESPRI-
MERE LA DISTANZA TRA DUE PUNTI
P, = (x;,yi,21), it = 1,2, A PARTIRE DAL-
LE LORO COORDINATE.

A TAL FINE BASTA PENSARE I DUE
PUNTI P, P, COME VERTICI OPPOSTI
DI UN OPPORTUNO PARALLELEPIPEDO
AVENTE LE FACCE PARALLELE AI PIANI
COORDINATI.
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PER IL TEOREMA DI PITAGORA, LA
DIAGONALE d, DELLA BASE DEL PARAL-
LELEPIPEDO E DATA DA

dy = /(1 — 22)2 + (y1 — v2)?

APPLICANDO NUOVAMENTE IL TEORE-
MA DI PITAGORA, SI TROVA CHE LA DI-
STANZA TRA PL E Py E \/d? + (21 — 22)?,
DUNQUE P Py =

= V(r1 — 22)2 + (1 — y2)2 + (21 — 22)2.

IL PIANO

DAL PUNTO DI VISTA SIA ALGEBRI-
CO CHE GEOMETRICO, LA SUPERFICIE
PIU SEMPLICE E IL PIANO.

I PIANI NON PARALLELI ALL’ASSE 2z,
CIOE NON VERTICALI, SONO I GRAFICI
DEI POLINOMI DI PRIMO GRADO IN DUE
VARIABILI, LA CUI ESPRESSIONE GENE-
RALE E

f(z,y) = ax + by + c.

PER VEDERLO, BASTA FISSARE UN QUA-
LUNQUE PUNTO P, DELLO SPAZIO LE
CUI COORDINATE (¢, %o, z0) SODDISFINO
L’EQUAZIONE

z =ax + by + c.

UN QUALUNQUE ALTRO PUNTO P = (z,
Y,Z) SODDISFA LA STESSA EQUAZIONE
SE E SOLO SE

v (P—P) =0, (19)

DOVE v = (a,b,—1). LO SI CONSTATA
SOSTITUENDO NELLA (19) LE COMPO-
NENTI DI v E LE COORDINATE DI P E
DI F.

SE NE DEDUCE, IN PARTICOLARE,
CHE IL VETTORE v = (a,b, —1) E PER-
PENDICOLARE AL PIANO CONSIDERATO.



RICHIAMI SULLE QUADRICHE

LA FUNZIONE A(a,b) = ab CONSIDE-
RATA ALLA PAGINA PRECEDENTE E UN
PARTICOLARE POLINOMIO DI SECONDO
GRADO IN DUE VARIABILI. L’ESPRES-
SIONE GENERALE DI UN TALE POLINO-
MIO E

2 2
f(x1,29) = a1 a7+ 2a12x1 T2 + asn x5
+ 2&13%‘14‘2&231’2"}‘&33.

I COEFFICIENTI “2” COMPAIONO PER
PRATICITA: INFATTI, CON LA NOTAZIO-
NE MATRICIALE, SI PUO SCRIVERE

f(xl, xg) =& A.CCT

DOVE x = (561,332, 1), A= (aij)i7j:17273 E
UNA MATRICE SIMMETRICA, E ! B IL
VETTORE TRASPOSTO DI @.

I POLINOMI DI SECONDO GRADO IN DUE
VARIABILI HANNO PER GRAFICO SUPER-
FICI NOTEVOLI, STUDIATE FIN DALL’AN-
TICHITA E DETTE QUADRICHE.

PER LA VERITA, LA QUADRICA PIU
GENERALE NON E NECESSARIAMENTE
ESPRIMIBILE COME GRAFICO DI UN PO-
LINOMIO, MA E PIUTTOSTO IL LUOGO
DEGLI ZERI DI UN POLINOMIO DI SE-
CcONDO GRADO IN TRE VARIABILI.

SI PENSI, AD ESEMPIO, ALLA QUA-
DRICA PIU IMPORTANTE, CHE E LA SFE-
RA, LA CUI EQUAZIONE, SE IL CENTRO
SI TROVA NELL'ORIGINE, E 22412+ 2% =
R?.

LA SUDDETTA EQUAZIONE ESPRIME
LA CONDIZIONE CHE LA DISTANZA DEL
PUNTO P = (x,y,z) DALL’ORIGINE SIA
R.

TALE NOTEVOLE SUPERFICIE NON E
IL GRAFICO DI ALCUNA FUNZIONE z

f(z,y).
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LO STUDIO SISTEMATICO DELLE QUA-
DRICHE ESULA DAI LIMITI DI QUESTO
CORSO.

CI LIMITIAMO AD ESAMINARNE AL-
CUNE FRA LE PIU NOTEVOLI, POSTE IN
POSIZIONI PARTICOLARMENTE COMODE
DA RAPPRESENTARE.

QUADRICA N. 1: IL GRAFICO DI
f(z,y) = VR? — 22 — 42 E LA SEMISFE-
RA SUPERIORE DI RAGGIO R CENTRATA
NELL’ORIGINE.

QUADRICA N. 2: IL GRAFICO DI
f(z,y) = 2 + y*> E UN PARABOLOIDE
DI ROTAZIONE CON VERTICE NELL'O-
RIGINE E CONCAVITA RIVOLTA VERSO
L’ALTO.

QUADRICA N. 3: IL GRAFICO DI
f(z,y) = \/22 +y* E UN CONO DI RO-
TAZIONE CON VERTICE NELL'ORIGINE E
CONCAVITA RIVOLTA VERSO L’ALTO.

QUADRICA N. 4: IL GRAFICO DI
f(z,y) xy SI DICE “PARABOLOIDE
IPERBOLICO”. E IL GRAFICO DELLA
FUNZIONE A(a,b) RICHIAMATA ALL’INI-
Z10.

QUADRICA N. 4-BIS: IL GRAFICO DI
f(x,y) = 2 — y*> E ANCH'ESSO UN PA-
RABOLOIDE IPERBOLICO. LO SI VEDE
RUOTANDO DI 45° IL, RIFERIMENTO z0y.

QUADRICA N. 4-TER: IL GRAFICO DI
f(x,y) = y>— 2> E ANCORA UN PARABO-
LOIDE IPERBOLICO. LO SI VEDE SCAM-
BIANDO TRA LORO GLI ASSI z E v.



COME DISEGNARE I PIANI

IL METODO PIU ADATTO DIPENDE
DALLA POSIZIONE DEL PIANO STESSO,
DA DETERMINARSI DI VOLTA IN VOLTA.

PUO ESSERE UTILE TROVARE, SE
ESISTONO, I TRE PUNTI DI INTERSEZIO-
NE DEL PIANO DATO CON I TRE ASSI
COORDINATI. QUESTO METODO E UTI-
LE, AD ESEMPIO, CON IL PIANO

z=1—x—uy.

PUO ANCHE ESSERE UTILE TROVARE LE
TRE RETTE, SE ESISTONO, DI INTERSE-
ZIONE CON I TRE PIANI COORDINATI.
QUESTO METODO E UTILE, AD ESEM-
PIO, PER IL PIANO PRECEDENTE E PER
IL PIANO z = 1.

PUO, INFINE, ESSERE UTILE LIMITAR-
SI A RAPPRESENTARE UN PUNTO DEL
PIANO DATO, ED UN VETTORE NORMA-
LE (PERPENDICOLARE) AD ESSO. QUE-
STO METODO E UTILE PER IL PIANO
2z = —xr — Yy, CHE PASSA PER L’ORIGI-
NE ED E PERPENDICOLARE A (1,1,1).

FUNZIONI RADIALI E SUPERFI-
CI DI ROTAZIONE

UNA FUNZIONE f(x,y) TALE CHE f(x1,
y1) = f(xa,y2) OGNIQUALVOLTA 7 +
y? = 23+ y5 s1 DICE RADIALE, E PUO
ESSERE SCRITTA COME f(z,y) = ¢(r),
ESSENDO ¢ UNA FUNZIONE OPPORTUNA

DELLA VARIABILE 1 = /22 + 2.

IL. GRAFICO DI UNA FUNZIONE RA-
DIALE E UNA SUPERFICIE DI ROTAZIONE
INTORNO ALL’ASSE z.
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PER RAPPRESENTARLO NELLO SPA-
710, CONVIENE TROVARNE LA LINEA DI
INTERSEZIONE CON IL PIANO y = 0, OP-
PURE CON IL PIANO z = 0, E POI FARE
RUOTARE TALE LINEA INTORNO ALL’AS-
SE 2.

QUESTO METODO FUNZIONA, AD ESEM-
PIO, CON IL PARABOLOIDE DI EQUAZIO-
NE z = 2° +y? E CON IL CONO DI EQUA-

ZIONE z = /22 + 9.

LINEE DI LIVELLO

LE LINEE DI EQUAZIONE
f(z,y) = COST, (20)

st bicoNO LINEE DI LIVELLO DEL-
LA FUNZIONE f. SI DISEGNANO SUL PIA-
NO zy. AIUTANO AD IMMAGINARSI IL
GRAFICO DI f.

SPESSO SI SCELGONO LE COSTANTI
AL SECONDO MEMBRO DELLA (20) IN
MODO TALE CHE ESSE FORMINO UNA
PROGRESSIONE ARITMETICA (LA DIFFE-
RENZA FRA DUE COSTANTI CONSECUTI-
VE RIMANE LA STESSA).

LO STUDIO DELLE LINEE DI LIVELLO
E UTILE, AD ESEMPIO, PER CAPIRE IL
GRAFICO DEI PARABOLOIDI IPERBOLICI

zZ =y, z:x2—|—y2, E z:yQ—:E2.

ULTERIORI INFORMAZIONI SULLA TEC-
NICA DELLE LINEE DI LIVELLO SI POS-
SONO TROVARE SUL LIBRO DI TESTO.

LINEE DI MASSIMA PENDENZA

SONO LE LINEE INTEGRALI DEL GRA-
DIENTE DI f, E SONO PERPENDICOLA-
RI ALLE LINEE DI LIVELLO. NE RI-
PARLEREMO IN UNA PROSSIMA LEZIONE
(PAG. AT5).



TOPOLOGIA, LIMITI E CONTINUITA



MOTIVAZIONI

LE NozioNI DI LIMITE E bt CON-

TINUITA PER FUNZIONI f(x,y) DI DUE
VARIABILI REALI SONO IMPORTANTI PER-

CHE SERVONO PER ESPRIMERE LA SE-
GUENTE, COMUNE ASPETTATIVA:

“SE 1 PARAMETRI CHE DESCRIVONO
UN FENOMENO SUBISCONO LEGGERE VA-
RIAZIONI, L’ANDAMENTO DEL FENOME-
NO STESSO VARIERA SI, MA DI POCO”.

OPPURE, DA UN ALTRO PUNTO DI VI-
STA:

“E VERO SI CHE LE MISURAZIONI EF-
FETTUATE SONO AFFETTE DA PICCOLI
ERRORI: CIO NON OSTANTE, LE CON-
CLUSIONI DA NOI TRATTE SONO AFFET-
TE SI DA ERRORI, MA PICCOLI ANCH'ES-
S17.

VICEVERSA, ANCHE LA DISCONTI-
NUITA E IMPORTANTE: AD ESEMPIO,
ESSA E LA PROPRIETA CHE CI FA VE-
DERE I CONTORNI DELLE COSE.

PARTICOLARIZZEREMO LA DISCUSSIONE
FACENDO RIFERIMENTO AL SEGUENTE,
CLASSICO PROBLEMA: CALCOLARE 0.

OVVERO: PERCHE 0° E UNA FORMA
INDETERMINATA.

A40

PERCHE 0° E UNA FORMA INDE-
TERMINATA

RICONOSCIAMO, INNANZITUTTO, CHE
GRAZIE ALLA CONVENZIONE SECONDO
LA QUALE 0 = 1, E POSSIBILE SCRIVE-
RE:

[. UN QUALUNQUE POLINOMIO P(z),

n
r € R, cOME Y ay 2;
k=0

IT. IL POLINOMIO DI TAYLOR ASSO-
CIATO AD UNA FUNZIONE f(x), COME

32 0 (o) (0 — o) /R
k=0

ITI. LA FORMULA DI NEWTON (a +

> (1) atb

k=0

b)"

ORA CI PONIAMO LA SEGUENTE DO-
MANDA: SE LA BASE = E L’ESPONENTE
Yy SONO DIVERSI DA ZERO MA PICCOLI IN
VALORE ASSOLUTO, CON x > 0, LA PO-
TENZA 7Y SARA VICINA A 17

UN SEMPLICE ESPERIMENTO SEM-
BRA AVVALORARE QUESTA IPOTESI: SE
PRENDIAMO Z,, Un 1/n, CON n
GRANDE, LA POTENZA z¥» = 1//n SI
AVVICINA PROPRIO A 1.

TUTTAVIA, LA RISPOSTA ALLA DO-
MANDA PRECEDENTE E NEGATIVA: IN-
FATTI, PRENDENDO z, = 27", E y,
1/n, LA POTENZA 2V = (27")1/" = 1/2
TENDE BANALMENTE AD 1/2 BENCHE x,,
E Y, TENDANO A ZERO.

SI DICE CHE LA FUNZIONE f(z,y)
x¥, AVENTE PER DOMINIO IL SEMIPIA-
NO z > 0, NON AMMETTE LIMITE PER

(z,y) = (0,0).



PUNTI DI ACCUMULAZIONE

PER POTER DEFINIRE, IN GENERA-

LE, IL LIMITE
lim  f(z,y)
(,y)—=(x0,90)

DI UNA FUNZIONE DI DUE VARIABILI
f(z,y) OCCORRE INNANZITUTTO CHE
IL PUNTO (z,y), VARIABILE NEL DO-
MINIO DELLA FUNZIONE f, SI POSSA
AVVICINARE BENE QUANTO SI VUOLE
AL PUNTO (zg,%p), RESTANDO DISTIN-
TO DA ESSO.

SI UTILIZZA, A TAL FINE, LA NO-
ZIONE DI PUNTO DI ACCUMULA-
ZIONE, SVILUPPATA PER STUDIARE LE
SERIE DI FOURIER: UN PUNTO (zy,Yo)
€ R?> E UN PUNTO DI ACCUMULAZIO-
NE PER UN DATO INSIEME S C R? SE
ESISTONO PUNTI DI S DISTINTI DA
(20,%0) E VICINI AD ESSO TANTO QUAN-
TO SI VUOLE.

IN ALTRI TERMINI, PER OGNI 0 >
0 DEVE ESISTERE ALMENO UN PUNTO
(x,y) € S DISTINTO DA (zg,Yyy) TALE
CHE

V(@ —20)? + (y — 0)* < 0.

SI PUO ESPRIMERE QUESTO CONCETTO
UTILIZZANDO LA NOZIONE DI INTOR-
NO SFERICO Bjs (xg, y9) DI RAGGIO §
DEL PUNTO (Zg,¥o):

Bs(zo,y0) =

={(z,9) | V(& —20) + (y —90)* <3}

S1 DEFINISCE, DUNQUE, “PUNTO DI
ACCUMULAZIONE” DI UN INSIEME S UN
PUNTO (z0,10) € R? IN OGNI INTORNO
SFERICO DEL QUALE VI SIA ALMENO UN
PUNTO DI S DISTINTO DAL PUNTO

(370, yo)-
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LA DEFINIZIONE DI LIMITE &
LA SEGUENTE: DATO UN INSIEME S C
RY, UNA FUNZIONE f: S — R, ED UN
PUNTO (20, Yyo) DI ACCUMULAZIONE PER
S, SI SCRIVE

f(xvy> ZE(G R)

lim
(@,y)—(w0,90)
SE PER OGNI ¢ > ( ESISTE UN 0 >
0 TALE CHE PER OGNI (x,y), DISTIN-
TO DA (%0,Y0) E APPARTENENTE AL-
L'INTERSEZIONE S N Bs(xg,yo), RISULTA

\f(:v,y)—ﬁ\ <E.

CONTINUITA: SE LA FUNZIONE f
E DEFINITA ANCHE IN (g, ¥), E SE

f(z,y) = f(xo,v0),

lim
(w,y)—>($073/0)
LA FUNZIONE f SI DICE CONTINUA NEL
PUNTO (¢, Yo).

SI SCRIVE, INVECE,

lim

z,Yy) = +00
(x,y)—>(x07y0)f( y)

SE PER OGNI M € R ESISTE UN 0 > 0
TALE CHE PER OGNI (z,y), DISTINTO DA
(20,%0) E APPARTENENTE SIA AL DO-
MINIO DI f CHE ALL'INTORNO SFERI-
CO Bs(xo,yp), RISULTA f(x,y) > M. SI
SCRIVE, INFINE,
lim

x,1Y) = —00
(%y)—’(a?o,yo)f( y)

SE —f(x,y) — +00.

LE DEFINIZIONI DI INTORNO SFERI-
CO, PUNTO DI ACCUMULAZIONE, LIMI-
TE, E CONTINUITA, SI ESTENDONO
FACILMENTE A RY con N > 1.



INDICAZIONI PRATICHE

PER ACCERTARSI DELLA CONTINUITA DI
UNA FUNZIONE SI USANO LE SEGUENTI
PROPRIETA:

e LE PROIEZIONI CANONICHE 7(x,7) =
T E mo(z,y) =y SONO CONTINUE;

e LA SOMMA, LA DIFFERENZA, E IL
PRODOTTO DI DUE FUNZIONI CONTINUE
SONO ANCORA FUNZIONI CONTINUE, E
COSI PURE IL RAPPORTO, SE IL DENO-
MINATORE E DIVERSO DA ZERO;

e LA FUNZIONE COMPOSTA ¢(f(z,y)) DI
UNA FUNZIONE CONTINUA f(x,y) E DI
UNA ¢(t) CONTINUA IN ¢ E ANCH’ESSA
CONTINUA.

VICEVERSA, CONFUTARE LA CONTI-
NUITA DI UNA FUNZIONE PUO RICHIEDE-
RE UN’ANALISI PIU FINE, E L'IDEAZIONE
DI UN OPPORTUNO CONTROESEMPIO.

EsSEMPIO 1.
COSI DEFINITA:

LA FUNZIONE f(z,y),

2V, x € (0,40), y € R;

flz,y) =
1, x=y=0,

E CONTINUA IN OGNI PUNTO (z,y)
# (0,0). INFATTI POSSIAMO SCRIVERE
¥ = e¥18%  QUINDI Y E COMPOSTA
DELLE PROIEZIONI CANONICHE, DELLA
FUNZIONE LOGARITMICA E DELLA FUN-
ZIONE ESPONENZIALE.

LA MEDESIMA FUNZIONE NON E
CONTINUA NEL PUNTO (0,0) PERCHE
SUSSISTE IL. CONTROESEMPIO COSTRUI-
TO A PAGINA A40 CON z, = 27" E y,
=1/n.
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EseMPIO 2. LA FUNZIONE g¢g(z,y),
COSI DEFINITA:
2y

o(r,y) = e (wy) € R\ {(0,0)}

E CONTINUA IN OGNI PUNTO DEL
SUO DOMINIO. INFATTI g(z,y) SI OTTIE-
NE DALLE PROIEZIONI CANONICHE ME-
DIANTE OPERAZIONI ARITMETICHE, E IL
DENOMINATORE E DIVERSO DA ZERO.

LA MEDESIMA FUNZIONE ¢(z,y) NON
AMMETTE LIMITE PER (x,y) — (0,0),
E PERCIO NON E PROLUNGABILE
PER CONTINUITA NELL ORIGINE.

INFATTI, PASSANDO ALLE COORDI-
NATE POLARI (7,9), TRAMITE LE SOSTI-
TUZIONI

x(r,J) = r cos,
y(r,9) =r send,
SI OTTIENE
g(x(r,0), y(r,9)) = sen 20.

DUNQUE QUANDO r — 0 CON 1 = COST.
IL LIMITE DIPENDE DAL PARTICOLARE
VALORE DI 9.

AD ESEMPIO, PRENDENDO x,, = 1/n,
CON n GRANDE, E y, = 0 (DUNQUE,
PRENDENDO ¢ = 0), ST HA g(Zp,y,) =0
E QUINDI IL LIMITE E 0; PRENDENDO IN-
VECE Z, = y, = 1/n (CIOE ¥ = 7 /4) sI
HA ¢(2,,y,) = 1 E QUINDI IL LIMITE E 1.

SI PUO, COMUNQUE, AFFERMARE CHE
g(x,y) E LIMITATA PERCHE sen 2¢ LO
B.

La funzione dell’esempio 2 venne uti-
lizzata da H. A. Schwartz nel 1872 in un
articolo sull’equazione di Laplace.



ELEMENTI DI TOPOLOGIA DI
RY, E IL TEOREMA DI WEIER-
STRASS

LA TOPOLOGIA E UNA BRANCA DEL-
LA MATEMATICA I CUI CONCETTI PIU
ELEMENTARI SONO QUELLI DI

PUNTO INTERNO AD UN INSIEME;
PUNTO ESTERNO AD UN INSIEME;
FRONTIERA DI UN INSIEME;
INSIEME APERTO;

INSIEME CHIUSO;

PUNTO DI ACCUMULAZIONE;
LIMITE;

FUNZIONE CONTINUA.

CONCETTI DI FONDAMENTALE IM-
PORTANZA PER LE APPLICAZIONI SONO
QUELLI DI “INSIEME CONNESSO” E, SO-
PRATTUTTO, DI “INSIEME COMPATTO”.

LA COMPATTEZZA SERVE PER DIMO-
STRARE L’ESISTENZA DELLE SOLUZIONI
DI PROBLEMI MATEMATICI (DI MASSIMO
E MINIMO, EQUAZIONI DIFFERENZIALI,
ECC.) ANCHE QUANDO NON LA SI RIE-
SCE A SCRIVERE ESPLICITAMENTE.

LA TRATTAZIONE DETTAGLIATA DEL-
LA TOPOLOGIA, T CUI ASSIOMI FURONO

CONCEPITI DA FELIX HAUSDORFF (1868-

1942), ESULA DAI LIMITI DEL CORSO.

CI LIMITIAMO AD ESAMINARE BRE-
VEMENTE IL SIGNIFICATO DEI CONCETTI
CITATI, CON RIFERIMENTO ALLE FIGU-
RE PIANE, CIOE I SOTTOINSIEMI DI R2.
L’ESTENSIONE A RY cON N > 1 E SEM-
PLICE.

LA BASE DELLA TOPOLOGIA DI R?
E COSTITUITA DAGLI INTORNI SFERICI
Bé(xay)7 0 € (07 +OO)
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PUNTI INTERNI

UN PUNTO (x,y) SI DICE INTERNO
AD UN INSIEME S C R? SE ESISTE ALME-
NO UN INTORNO SFERICO Bj(z,y) CEN-
TRATO IN (z,y) E INCLUSO IN §S.

LA SEMPLICE APPARTENENZA DEL PUN-
TO (x,y) ALL'INSIEME S NON BASTA,
IN GENERALE, PER POTERLO CHIAMA-
RE “PUNTO INTERNO”.

PUNTI ESTERNI

UN PUNTO (z,y) SI DICE ESTERNO
AD UN INSIEME S C R? SE ESISTE ALME-
NO UN INTORNO SFERICO Bj(z,y) CEN-
TRATO IN (z,y) E DISGIUNTO DA S.

[ SEMPLICE FATTO CHE IL PUNTO (z, %)
NON APPARTENGA ALL’INSIEME S NON
BASTA, IN GENERALE, PER POTER DIRE
CHE E “ESTERNO”.

FRONTIERA

LA FRONTIERA, O BORDO, DI UN IN-
SIEME S SI INDICA CON 0S ED E CO-
STITUITA DA QUEGLI EVENTUALI PUNTI
CHE NON SONO NE INTERNI, NE ESTER-
NI AD ESSO.

AD ESEMPIO, LA FRONTIERA DI UN
DISCO Bs(r,y) E LA CIRCONFERENZA
aB(S(.T,y)

INSIEMI APERTI

SI DICE APERTO UN INSIEME I CUI
PUNTI SONO TUTTI INTERNI, COME AD
ESEMPIO AVVIENE PER IL DISCO APER-
TO Bjs(z,y).

APPARTENERE AD UN INSIEME APERTO,
DUNQUE, E LA STESSA COSA CHE ESSE-
RE INTERNO AD ESSO.



INSIEMI CHIUSI

SI DICE CHIUSO UN INSIEME IL CUI
COMPLEMENTARE E APERTO.

I CHIUSI SONO QUEGLI INSIEMI CHE
CONTENGONO LA LORO FRONTIERA.

I CHIUSI SI POSSONO ANCHE VEDERE
COME QUEGLI INSIEMI CHE CONTENGO-
NO I LORO PUNTI DI ACCUMULAZIONE.

LA PROPRIETA DI ESSERE CHIUSO
SERVE, IN GENERALE, A GARANTIRE
CHE FACENDO IL LIMITE DI OGGETTI
CHE STANNO IN UN CHIUSO (AD ESEM-
PIO, FUNZIONI DI UN CERTO TIPO),
L’OGGETTO LIMITE (LA FUNZIONE LI-
MITE) E DELLO STESSO TIPO.

CI10 E FONDAMENTALE PERCHE, FIN
DALL’EPOCA DI ARCHIMEDE, QUANDO
NON SI RIESCE A RISOLVERE UN PRO-
BLEMA CON UN NUMERO FINITO DI PAS-
SI, SI TENTA CON UN LIMITE.

INSIEMI CHIUSTAPERTI

TALVOLTA SI DICONO “CHIUSIAPER-
TI” GLI INSIEMI CHE SONO SIA CHIUSI
CHE APERTI, COME AD ESEMPIO L’IN-
SIEME VUOTO () ED IL PIANO RZ.

SI NOTI CHE IL PIANO R? E CHIUSA-
PERTO NELLA TOPOLOGIA DI R?, CIOE
SE SI CONSIDERANO SOLO FIGURE PIA-
NE. INVECE, NELLA TOPOLOGIA DELLO
SPAZIO TRIDIMENSIONALE R3, CIASCUN
PIANO E CHIUSO E NON E APERTO.

PUNTO DI ACCUMULAZIONE, LIMITE
DI UNA FUNZIONE, E FUNZIONE CONTI-
NUA SONO CONCETTI TRATTATI NELLE
PAGINE PRECEDENTTI.
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CHIUSURA DI UN INSIEME

SI DICE CHIUSURA, O ADERENZA DI
UN INSIEME S L'UNIONE S U dS DI S
CON LA SUA FRONTIERA 0SS, OVVERO
L’UNIONE SU DS DI S CON IL SUO DE-
RIVATO DS (IL DERIVATO E L'INSIEME
DEI PUNTI DI ACCUMULAZIONE DI §).

LA CHIUSURA DI UN INSIEME S SI
DENOTA CON S ED E UN INSIEME CHIU-
SO, QUALUNQUE SIA S.

LIMITE DI UNA SUCCESSIONE
DI PUNTI

SI DICE CHE UNA SUCCESSIONE { (xy,
Yr) } CONVERGE AD UN PUNTO (zg, o)
SE PER OGNI € > 0 RISULTA (xp,yi) €
B:(z0,1yy) DEFINITIVAMENTE.

QUI “DEFINITIVAMENTE” SIGNIFICA
CHE ESISTE UN INDICE OPPORTUNO Kk
TALE CHE (zk, yr) € B-(0,y9) PER OGNI
k> k.

SOTTOSUCCESSIONI

A PARTIRE DA UNA SUCCESSIONE
DATA { (x,yr) }, DOVE L’INDICE k VA-
RIA NELL'INSIEME N, SI OTTIENE UNA
SOTTOSUCCESSIONE SELEZIONANDO IN-
FINITI VALORI kg, k1, ko, ... DELL'INDICE
k, E QUINDI I CORRISPONDENTI PUNTI

{(xk‘ny/ﬁ) }7 1€ N.

UNA SOTTOSUCCESSIONE PUO AVE-
RE LIMITE ANCHE SE LA SUCCESSIONE
DATA NON CONVERGE.

SI INTENDE CHE GLI INDICI ko, k1,
ko,... DEVONO ESSERE PRESI IN OR-
DINE STRETTAMENTE CRESCENTE, CIOE
ko < ki < ko < ...; NON E AMMESSO NE
TORNARE INDIETRO, NE RIPETERE DUE
VOLTE UNO STESSO VALORE DI k.



INSIEMI CONNESSI

SI DICE “CONNESSO PER ARCHI” UN
INSIEME S € R? TALE CHE OGNI SUO
PUNTO (21,%;) SI PUO COLLEGARE AD
UN QUALUNQUE ALTRO SUO PUNTO (o,
Y2) € S MEDIANTE UN ARCO CONTINUO
INCLUSO IN S.

IL. CONCETTO DI “CONNESSO PER
ARCHI” VUOLE TRADURRE L’'IDEA IN-
TUITIVA DI “FATTO DI UN SOLO PEZZO”.

INSIEMI COMPATTI

SI DICE “COMPATTO PER SUCCESSIO-
NI” UN INSIEME K C R? TALE CHE QUA-
LUNQUE SUCCESSIONE DI SUOI PUNTI HA
ALMENO UNA SOTTOSUCCESSIONE CON-
VERGENTE, IL CUI LIMITE E ANCORA UN
PUNTO DI K.

CIO E FONDAMENTALE NELLA MA-
TEMATICA MODERNA, CHE AFFRONTA
ELETTIVAMENTE PROBLEMI DI CUI NON
SOLO NON SI RIESCE AD OTTENERE LA
SOLUZIONE IN UN NUMERO FINITO DI
PASSI, DUNQUE SI E CONDOTTI A CO-
STRUIRE UNA SUCCESSIONE, MA, COME
SE CIO NON BASTASSE, NON SI RIESCE
NEMMENO A DETERMINARNE ESPLICI-
TAMENTE IL LIMITE, DUNQUE SERVE SA-
PERE ALMENO SE ESSO ESISTE.
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TEOREMA DI HEINE-BOREL

I SOTTOINSIEMI COMPATTI DI R? SO-
NO QUELLI CHIUSI E LIMITATI.

“LIMITATO” E UN INSIEME CONTE-
NUTO UN UN DISCO Bpg(0,0) DI RAGGIO
R SUFFICIENTEMENTE GRANDE.

LA SUDDETTA, SEMPLICE CARATTE-
RIZZAZIONE DEI COMPATTI (TEOREMA
DI HEINE-BOREL) VALE ANCHE IN RV,
N >1, MA NON NEGLI SPAZI DI DIMEN-
SIONE INFINITA COME SONO, AD ESEM-
PIO, GLI SPAZI FUNZIONALI. PER ESSI
SI SFRUTTANO CONDIZIONI PIU SOFISTI-
CATE, IL CUI STUDIO ESULA DAI LIMITI
DEL CORSO.

TEOREMA DI WEIERSTRASS

KARL WEIERSTRASS (1815-1897) EB-
BE UN RUOLO NEL SOTTOLINEARE CHE
L'ESISTENZA DEL MINIMO DI TALUNE IM-
PORTANTI FUNZIONI (PER LA PRECISIO-
NE, FUNZIONALI INTEGRALI DEL CAL-
COLO DELLE VARIAZIONI) ANDAVA DI-
MOSTRATA E NON POTEVA ESSERE DA-
TA PER SCONTATA.

IL. FONDAMENTALE TEOREMA DI WEI-
ERSTRASS SULL’ESISTENZA DEI MASSIMI
E DEI MINIMI ASSERISCE CHE

“QUALUNQUE FUNZIONE CONTINUA f:
K — R, AVENTE PER DOMINIO UN IN-
SIEME COMPATTO K (SI INTENDE, NON
VUOTO), HA ALMENO UN PUNTO DI
MASSIMO ED ALMENO UN PUNTO DI MI-
NIMO (EVENTUALMENTE COINCIDENTI,
SE f E COSTANTE).”

ULTERIORI DETTAGLI SUI MASSIMI E
SUI MINIMI SI POSSONO TROVARE A PAG.
Ab4.



CALCOLO DIFFERENZIALE



DERIVATE PARZIALI

SIA (0,Y9) UN PUNTO INTERNO AL
DOMINIO DI UNA FUNZIONE f(z,y). LE
DERIVATE PARZIALI DI f IN TALE PUN-
TO SI POSSONO DEFINIRE NEI SEGUENTI
DUE MODI EQUIVALENTI.

DEFINIZIONE 1

SE ESISTE FINITO IL

f(x,90) — f(xo, o)

T — X

lim

T—T0

SI DICE CHE f E DERIVABILE PARZIAL-
MENTE RISPETTO ALLA x NEL PUNTO

(3707 yO)

IN TAL CASO IL VALORE DEL LIMITE
SI CHIAMA DERIVATA PARZIALE DI f RI-
SPETTO ALLA z IN (zg,yo) E SI INDICA
CON LE NOTAZIONI

of

fe(0,90), %(ﬂfo,yo)- (21)

DEFINIZIONE 2

CONSIDERIAMO LA RESTRIZIONE DELLA
FUNZIONE f(z,y) ALLA RETTA y = Yo, E
CIOE LA FUNZIONE f(x,1,), DELLA SO-
LA VARIABILE .

SE f(x,y9) E DERIVABILE PER x
xp, SI DICE CHE LA FUNZIONE DI DUE
VARIABILI f(x,y) E DERIVABILE PAR-
ZIALMENTE RISPETTO ALLA x NEL PUN-

TO (20, %0)-

LA DERIVATA DI f(z,y9) PER = = x
SI DICE DERIVATA PARZIALE DI f(z,y)
RISPETTO ALLA x IN (g, %) E SI INDICA
CON LE NOTAZIONI (21).

LA DERIVATA PARZIALE f, = 0f/0y
SI DEFINISCE IN MODO ANALOGO.
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LA CLASSE C!

SE LA FUNZIONE f(z,y) E DERIVABI-
LE PARZIALMENTE RISPETTO ALLA x ED
ALLA y IN TUTTI I PUNTI DI UN APER-
TO ) C R?, LE DERIVATE PARZIALI

0 0
Sy @),

SONO, OVVIAMENTE, FUNZIONI DI = E
DI y. SE SONO CONTINUE IN OGNI
PUNTO DI ) SI DICE CHE f E DI CLASSE
C' 1N Q, E SI SCRIVE f € C1().

LA DERIVABILITA PARZIALE
NON IMPLICA LA CONTINUITA

LA DERIVABILITA DI UNA FUNZIO-
NE DI UNA SOLA VARIABILE IMPLICA
LA SUA CONTINUITA. INVECE, SE UNA
FUNZIONE f(x,y) E DERIVABILE PAR-
ZIALMENTE RISPETTO ALLA T E ALLA ¥
IN UN PUNTO (g, 4o), NON E DETTO CHE
SIA CONTINUA IN TALE PUNTO.

CIO E DOVUTO AL FATTO CHE LE DE-
RIVATE PARZIALI TENGONO CONTO SOL-
TANTO DEI VALORI DI f LUNGO LE DUE
RETTE PASSANTI PER (Zy,%)) E PARAL-
LELE AGLI ASSI COORDINATI, E NON DEI
VALORI DI f NEI PUNTI VICINI A (g, )
MA AL DI FUORI DI QUESTE RETTE.

PER AVERE UN ESEMPIO SI PUO CON-
SIDERARE LA SEGUENTE FUNZIONE:

0, SEzy=0

f(iL’, y) - (22)

1, SE xy # 0.

NEL PUNTO (0,0) ESISTONO ENTRAMBE
LE DERIVATE PARZIALI, E SONO NULLE.
TUTTAVIA TALE FUNZIONE E DISCONTI-
NUA NELL’ORIGINE.



MOTIVAZIONI

LA DIFFERENZIABILITA SERVE A:

e ESPRIMERE IL CONCETTO INTUITIVO
DI TANGENZA;

e APPROSSIMARE UNA FUNZIONE NON
LINEARE CON UNA LINEARE.

ALLA RICERCA DEL PIANO TAN-

GENTE

SUPPONIAMO CHE UNA FUNZIONE f(z,
y) SIA DERIVABILE PARZIALMENTE RI-
SPETTO ALLA = E ALLA y IN UN PUNTO
(%0, o). CIO SIGNIFICA CHE LE FUNZIO-
NI (DI UNA SOLA VARIABILE) f(x,4) E
f(z0,y) SONO DERIVABILI, RISPETTIVA-
MENTE NEL PUNTO & = zy E NEL PUNTO

Y =Yo-.

IL GRAFICO DI f(x,yo) SI PUO VEDE-
RE COME L’INTERSEZIONE TRA IL GRA-
FICO DI f(x,y) ED IL PIANO DI EQUAZIO-
NE y = yo. POICHE f(z,99) E DERIVA-
BILE PER = = xy, PER IL SIGNIFICATO
GEOMETRICO DELLA DERIVATA ESISTE
NEL PIANO y = Yy LA RETTA TANGENTE
AL GRAFICO DI f(x,y9) NEL PUNTO DI
COORDINATE (o, Yo, f(%0,y0)). LA IN-
DICHEREMO CON 77.

SIMILMENTE, NELLO STESSO PUNTO
ESISTE LA RETTA TANGENTE AL GRAFI-
CO DI f(xg,y) (CONTENUTA NEL PIANO
DI EQUAZIONE z = (). LA INDICHERE-
MO CON 749.
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LE RETTE r; ED r9 GIACCIONO EN-
TRAMBE SUL PIANO RAPPRESENTATO
DAL GRAFICO DELLA FUNZIONE

of

2(x,y) = %(-rO)yO) (z — 20)
+ g—g(:ﬁo, Y0) (Y — Yo)
+ f(zo, W) (23)

SI NOTI, INNANZITUTTO, CHE IL GRAFI-
CO DI z(x,y) E UN PIANO PERCHE z(z,y)
E UN POLINOMIO DI PRIMO GRADO NEL-
LE VARIABILI z E y. LE ALTRE QUAN-
TITA AL SECONDO MEMBRO DELLA (23)
SONO COSTANTI.

INOLTRE LA RETTA 7 GIACE SUL
PIANO (23) PERCHE I PUNTI DI 7, HAN-
NO COORDINATE (x,%p,2) CON = E 2
CHE SODDISFANO L’EQUAZIONE

z = g—i(xoayo) (z — w0) + f (20, W0),

E PERCIO SODDISFANO ANCHE LA (23).

CON UN RAGIONAMENTO SIMILE SI
VEDE CHE ANCHE 79 GIACE SUL PIA-
NO (23).




DIFFERENZIABILITA

SE RISULTA CHE

f(x7y) o Z(.’L‘,y) -
o(V/(z —20)? + (y —10)? ), (24)

E CIOE SE

. f(z,y) — z(z,y)

—0
(2,y)—(20,Y0) \/(,I — xO)Q + (y _ yO)Q

SI DICE CHE f E DIFFERENZIABILE NEL
PUNTO (Zg,%0). IN TAL CASO, IL DIFFE-
RENZIALE df E, PER DEFINIZIONE,

_of

0
= %(330, Yo) dr + 97

df 3y

(x()a yO) dy,
ED IL PIANO (23) SI DICE PIANO TAN-
GENTE AL GRAFICO DI f(z,y) NEL PUN-

TO (20, Yo)-

LA DERIVABILITA PARZIALE
NON IMPLICA LA DIFFERENZIA-
BILITA

PER DIMOSTRARLO, E SUFFICIEN-
TE ESIBIRE UN CONTROESEMPIO: COME
LA FUNZIONE f(z,y) DATA DALLA (22),
NEL PUNTO (0,0).

CONDIZIONE SUFFICIENTE PER
LA DIFFERENZIABILITA
(TEOREMA DEL DIFFERENZIA-
LE TOTALE)

SE UNA FUNZIONE f E DI CLASSE C!
IN UN APERTO () DEL PIANO, ALLORA
ESSA B DIFFERENZIABILE IN OGNI PUN-
TO DI ().

LA DIMOSTRAZIONE SI BASA SUL TEO-
REMA DI LAGRANGE.
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LA DIFFERENZIABILITA IMPLI-
CA LA CONTINUITA

INFATTI, SE PER IPOTESI VALE LA (24),
ALLORA POSSIAMO SCRIVERE

[, y) = 2(2,y) +
+o(v/(z — 20)? + (y — %0)? ),

DOVE z(z,y) E DATO DALLA (23). SI
VEDE SUBITO CHE f(z,y) — f(2o,%0)
QUANDO (z,y) — (%o, Yo)-

INDICAZIONI PRATICHE

e LE DERIVATE PARZIALI SI CALCO-
LANO CON LE USUALI REGOLE DI DE-
RIVAZIONE, AVENDO CURA DI CONSIDE-
RARE UNA DELLE DUE VARIABILI COME
UNA COSTANTE.

e LA DEFINIZIONE DELLE DERIVA-
TE PARZIALI SI ESTENDE FACILMENTE A
FUNZIONI f(z1,...,2y) DI N VARIABILI.
IN TAL CASO, N —1 DI ESSE SI CONSIDE-
RANO COSTANTI, E SI DERIVA RISPETTO
ALLA VARIABILE RIMANENTE.

e LA DIFFERENZIABILITA DI UNA
FUNZIONE SI STABILISCE, DI SOLITO,
MEDIANTE LA CONDIZIONE SUFFICIEN-
TE APPENA ENUNCIATA.

e INVECE, L’ACCERTAMENTO DELLA
NON DIFFERENZIABILITA IN UN DETER-
MINATO PUNTO RICHIEDE UN’ANALISI
CHE VARIA DA CASO A CASO, E IL CUI
SUCCESSO NON E GARANTITO.



DERIVAZIONE DELLA FUNZIO-
NE COMPOSTA

SE DUE FUNZIONI z(t) E y(t) SoO-
NO DERIVABILI PER t = t), E SE f(z,
y) E DIFFERENZIABILE NEL PUNTO (zj,
yo) = (z(to), y(to)), ALLORA LA FUNZIO-
NE COMPOSTA f(z(t), y(t)) E DERIVABI-
LE PER t = ty E LA SUA DERIVATA E
DATA DA

(55 a0 o)

6)—f(woa yo) ' (to) +

ox
QUESTA FORMULA, CHE SI DIMO-
STRA APPLICANDO LE DEFINIZIONI, SI
PUO RICORDARE DIVIDENDO, PER IL
DIFFERENZIALE dt, L’ESPRESSIONE DEL
DIFFERENZIALE df.

g—g(%, Y0) Y (to)-
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IL GRADIENTE

SE UNA FUNZIONE f(z,y) E DIFFE-
RENZIABILE IN UN PUNTO (¢, ¥), SI DE-
FINISCE GRADIENTE DI f IN TALE PUN-
TO IL VETTORE CHE HA PER COMPO-
NENTI LE DERIVATE PARZIALI DI f:

grad f(xo, yo) =

) 0
_ (a—f<y> %<x0’yo>> -

IL. GRADIENTE SI INDICA ANCHE CON I
siIMBOLI Df E Vf.

L’INTRODUZIONE DEL SIMBOLO V SI
ATTRIBUISCE A WILLIAM R. HAMILTON
(1805-1865). IL NOME “NABLA” VIENE
DA UNO STRUMENTO MUSICALE EBRAI-
CO AVENTE UNA FORMA SIMILE*.

LA DIFFERENZIABILITA DI f IMPLICA
CHE IL GRADIENTE NON CAMBIA IN MO-
DULO, DIREZIONE E VERSO ANCHE SE SI
ROTOTRASLA IL SISTEMA DI RIFERIMEN-
TO, DUNQUE HA UN SIGNIFICATO INDI-
PENDENTE DA ESSO.

PUNTI CRITICI

I PUNTI DOVE IL GRADIENTE ESISTE
ED E NULLO SI DICONO STAZIONARI O
CRITICI.

*M. Kline, Storia del pensiero matemati-
co, vol. II, Einaudi, pag. 910.



DERIVATE DIREZIONALI

SE, NELLA DEFINIZIONE DELLE DERI-
VATE PARZIALI, AL POSTO DELLE RETTE
T =2y E Yy = Yo SOSTITUIAMO UNA QUA-
LUNQUE RETTA DI EQUAZIONI PARAME-
TRICHE = = xg+tv,;, y = yo+1v,, GIUN-
GIAMO ALLA DEFINIZIONE DELLA DERI-
VATA DI f(z,y) RISPETTO AL VETTORE

v = (U, 0y):

of

ov dt
LA DERIVATA DI f(z,y) RISPETTO AL
VETTORE v SI DENOTA CON Jf/0v, O

D,f.

SE IL VETTORE v = (v,,v,) HA MO-
DULO 1, CIOE SE v} + v, = 1, LA DERI-
VATA Jf/0v PRENDE IL NOME DI DERI-
VATA DIREZIONALE.

(o + tvg, yo +tuy).

LE DERIVATE PARZIALI Of/0x E Of /0y
SI POSSONO VEDERE COME DERIVATE
DIREZIONALI FATTE RISPETTO Al VER-
SORI DEGLI ASSI COORDINATI ¢ = (1,0)
E 7= (0,1).

FORMULA DEL GRADIENTE

SE f E DIFFERENZIABILE IN UN PUN-
TO (0,%0), ALLORA IN TALE PUNTO E
ANCHE DERIVABILE PARZIALMENTE IN
TUTTE LE DIREZIONI, E SI HA

af
ov
LA TESI SI OTTIENE PONENDO x(t) =

To + t vy, y(t) = yo + tv, E DERIVANDO
LA FUNZIONE COMPOSTA f(x(t), y(t)).

=v-Vf PER OGNI v € R2
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SIGNIFICATO DEL GRADIENTE

[ GRADIENTE, SE NON NULLO, IN-
DICA LA DIREZIONE E IL VERSO DI MAS-
SIMA CRESCITA DEI VALORI DI f, ED
E PERPENDICOLARE ALLA LINEA DI LI-
VELLO DI f PASSANTE PER (z0,¥o), LA
QUALE, A SUA VOLTA, ESISTE ED E RE-
GOLARE IN UN INTORNO DI (xg,yo) SE f
E DI CLASSE C'! (TEOREMA DELLA FUN-
ZIONE IMPLICITA ).

I. MODULO DEL GRADIENTE HA IL
VALORE NUMERICO DELLA DERIVATA DI-
REZIONALE DI f PIU GRANDE POSSIBILE:
LO SI VEDE DALLA FORMULA DEL GRA-
DIENTE, RICORDANDO CHE

v - V[ = [Jv]| [[Vf]| cosa

ESSENDO « L’ANGOLO FORMATO DAI
VETTORI v E Vf. SE DUNQUE |jv|| =1,
IL PRODOTTO SCALARE RISULTA MASSI-
MO QUANDO « = (0, CIOE QUANDO v E
PARALLELO E CONCORDE CON Vf.



DERIVATE PARZIALI SECONDE

SE ESISTONO LE DERIVATE PARZIA-
LI Of /Ox E Of /0y IN UN APERTO ) DEL
PIANO, ESSE SONO FUNZIONI DEL PUN-
TO (r,y), DUNQUE POSSONO ESSERE A
LORO VOLTA DERIVABILI PARZIALMEN-
TE RISPETTO ALLE VARIABILI = E v.

IN TAL CASO, LE DERIVATE

Lo
022 Ox Ox
E
Y
W oy2 T Oy Oy

SI DICONO DERIVATE SECONDE PURE,
MENTRE LE DERIVATE

B 0>f 0 of
fxy_@y(?x_(‘?—y%
B 0*f 0 of
fyx_@x@y_ﬁ_a:@_y

SI DICONO DERIVATE SECONDE MISTE.
TEOREMA DI SCHWARZ

SE LE DERIVATE MISTE SONO CONTI-
NUE, ALLORA SONO ANCHE UGUALI FRA
LORO: E QUESTO IL TEOREMA DI SCH-
WARZ SULL'INVERSIONE DELL’ORDINE DI
DERIVAZIONE.

PIU PRECISAMENTE: SE LE DUE DE-
RIVATE SECONDE MISTE ESISTONO IN UN
INTORNO DI UN PUNTO (z¢,%), E SO-
NO CONTINUE IN ESSO, ALLORA IN TA-
LE PUNTO HANNO LO STESSO VALORE.

ANZ1, E SUFFICIENTE CHE IN UN IN-
TORNO DI (20, Yp) ESISTANO fu, fy E fuy,
E CHE QUEST ULTIMA SIA CONTINUA IN
(%0,40), PER FAR SI CHE ESISTA ANCHE
fya:(ajOa yO) E RISULTI fscy = fyx IN (l‘o, yO)
(v. TRENCH, INTRODUCTION TO REAL
ANALYSIS, PAG. 320).
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MATRICE HESSTANA

LA MATRICE LE CUI COMPONENTI
SONO LE DERIVATE PARZIALI SECONDE,
E CIOE LA MATRICE

fyx fyy

SI DICE MATRICE HESSIANA DELLA FUN-
ZIONE f(x,y), DAL NOME DI LUDWIG
O1TO HESSE (1811-1874), E SI DENO-
TA CON D?*f OPPURE CON Hj.

SE LE DERIVATE SECONDE SONO CONTI-
NUE, PER IL TEOREMA DI SCHWARZ LA
MATRICE HESSIANA RISULTA SIMMETRI-
CA.

DERIVATE DIREZIONALI SE-
CONDE

INDICHIAMO CON v (vg,vy) UN
VETTORE RISPETTO AL QUALE DERIVE-
REMO LA FUNZIONE f(x,y).

SE LE DERIVATE PARZIALI PRIME DI
UNA FUNZIONE f(x,y) ESISTONO IN UN
INTORNO DI UN PUNTO (Zg,%p), E SONO
DIFFERENZIABILI IN (Zg, %), ALLORA LA
FUNZIONE

fo(z,y) = v-grad f(z,y)

Ve fol@,9) + vy fy(2,9)

E DIFFERENZIABILE IN (zg,%). DERI-
VANDO AMBO I MEMBRI RISPETTO A v,
E APPLICANDO LA FORMULA DEL GRA-
DIENTE A f, E f,, ST TROVA

fvv(l'Oa yO) =7 Hf UT-

QUINDI, SE LA MATRICE H; E SIMME-
TRICA, LA DERIVATA DIREZIONALE SE-
CONDA fu,(70,%0) E UNA FORMA QUA-
DRATICA NELLA VARIABILE v.



FORMULA DI TAYLOR DI ORDI-
NE 1 CON IL RESTO DI PEANO

SE f(x,y) E DIFFERENZIABILE NEL
PUNTO (20,¥o), ALLORA DALLA DEFINI-
ZIONE (24) SI RICAVA IMMEDIATAMEN-
TE

flay) = 2(z,y) +
+o(y/ o= a0l + (s~ w)?)

DOVE IL POLINOMIO z(Z,y) E DATO DAL-
LA (23), E CIOE

(25)

of

(2, y) (0, %0) (= — @0)

Oz
0
8—5(1’0, Yo) (¥ — vo)

+ f(z0, w0)-

LA FORMULA (25) E LA FORMULA DI
TAYLOR CON IL RESTO DI PEANO, AR-
RESTATA AL PRIMO ORDINE, ED IL PO-

LINOMIO z(z,y) E IL CORRISPONDENTE
POLINOMIO DI TAYLOR.

LA FORMULA (25) REALIZZA L’AP-
PROSSIMAZIONE INDICATA FRA LE MO-
TIVAZIONI DELLA DIFFERENZIABILITA A
PAG. A4S8.

E POSSIBILE OTTENERE UN’APPROS-
SIMAZIONE MIGLIORE FACENDO INTER-
VENIRE LE DERIVATE SECONDE (SE ESI-
STONO). VEDIAMO COME.

LA CLASSE C?

SE LE QUATTRO DERIVATE SECONDE
DELLA FUNZIONE f(z,y) ESISTONO E
SONO CONTINUE IN UN APERTO () C R?,
SI DICE CHE f E DI CLASSE C? IN €, E
SI SCRIVE f € C?(Q).
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FORMULA DI TAYLOR DI ORDI-
NE 2 CON IL RESTO DI PEANO

SE f(x,y) E DIFFERENZIABILE IN UN IN-
TORNO DEL PUNTO (Zg, %), E SE LE DE-
RIVATE PARZIALI Of/0x E Of/0y SONO
DIFFERENZIABILI IN TALE PUNTO, AL-
LORA LE DERIVATE SECONDE MISTE IN
(0, Yo) SONO UGUALI FRA LORO, E SI HA

[z, y) = 2(z,y) +

1 /5
+ 5 <%($07 Yo) (& — m0)?

32
+2 524 (0, o) (= — 20) (y — o)
82
+ —ayé (0, y0) (v — 90)2>

+o((x — 20)” + (y — yo)z) (26)

DOVE IL POLINOMIO z(z,y) E ANCORA
COME NELLA (23).

LA FORMULA (26) E LA FORMULA DI
TAYLOR CON IL RESTO DI PEANO, AR-
RESTATA AL SECONDO ORDINE.

IL POLINOMIO DI TAYLOR DEL SE-
CONDO ORDINE E DATO DALLA SOMMA
DI z(z,y) E DI 3 DELLA FORMA QUA-
DRATICA AVENTE PER MATRICE LA MA-
TRICE HESSIANA Hy(x¢,y0), APPLICATA
AL VETTORE LE CUI COMPONENTI SONO

(95 — X0, Y — y0)~

LA SUDDETTA FORMA QUADRATICA SI
DICE “DIFFERENZIALE SECONDO” DEL-
LA FUNZIONE f, E SI INDICA CON d*f.

UNA DIMOSTRAZIONE DELLA FOR-
MULA (26) SI PUO TROVARE IN PAGANI,
SALSA, ANALISI MATEMATICA, VOL. I,
MASSON/ZANICHELLI.



MOTIVAZIONI

UNA DELLE PIU TIPICHE APPLICAZIO-
NI DEL CALCOLO DIFFERENZIALE CONSI-
STE NELLA DETERMINAZIONE DEI MAS-
SIMI E DEI MINIMI DI UNA FUNZIONE DA-
TA.

TALE PROBLEMA MATEMATICO CORRI-
SPONDE, IN PRATICA, ALLA DETERMI-
NAZIONE DELLA SOLUZIONE PIU REDDI-
TIZIA DI UN PROBLEMA FINANZIARIO,
ALLA DETERMINAZIONE DELLA CONFI-
GURAZIONE DI EQUILIBRIO DI UN SISTE-
MA MECCANICO, E A TANTE ALTRE IN-
TERPRETAZIONI.

MASSIMI E MINIMI ASSOLUTI

DATA UNA FUNZIONE f: S — R, sI
DICE CHE UN PUNTO (zg,¥y) € S E UN:

e PUNTO DI MASSIMO ASSOLUTO PER f
SE RISULTA f(x,y) < f(x0,%0) PER OGNI
(z,y) € 5;

e PUNTO DI MINIMO ASSOLUTO PER f
SE RISULTA f(x,y) > f(x0,%0) PER OGNI
(x,y) € S.

MASSIMI E MINIMI RELATIVTI (1)

DATA UNA FUNZIONE f: S — R, sI
DICE CHE UN PUNTO (Zo,¥o) € S E UN:

e PUNTO DI MASSIMO RELATIVO PER f
SE ESISTE UN RAGCGIO § € (0,+00) TA-
LE CHE f(z,y) < f(x0,%) PER OGNI
(z,y) € Bs(xo,y0) N S;

e PUNTO DI MINIMO RELATIVO PER f
SE ESISTE UN RAGGIO 0 € (0,+00) TA-
LE CHE f(z,y) > f(x0,%) PER OGNI
(x,y) € Bs(xo,yo) N S.
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MASSIMI E MINIMI RELATIVI (2)

DATA UNA FUNZIONE f: S — R, sI
DICE CHE UN PUNTO (zg,%y) € S E UN:

e PUNTO DI MASSIMO RELATIVO PER f
SE ESISTE UN INTORNO DI (z,¥o) NEL
QUALE IL SUDDETTO PUNTO E UN PUN-
TO DI MASSIMO ASSOLUTO PER LA RE-
STRIZIONE DI f A TALE INTORNO;

e PUNTO DI MINIMO RELATIVO PER [ SE
ESISTE UN INTORNO DI (Zg, ¢g) NEL QUA-
LE IL SUDDETTO PUNTO E UN PUNTO DI
MINIMO ASSOLUTO PER LA RESTRIZIO-
NE DI f A TALE INTORNO.

TERMINOLOGIA ANGLOSASSO-
NE

I PUNTI DI MASSIMO ASSOLUTO SI
DICONO “GLOBAL MAXIMA”, QUELLI DI
MINIMO ASSOLUTO “GLOBAL MINIMA”.
I PUNTI DI MASSIMO RELATIVO SI DICO-
NO “LOCAL MAXIMA”, QUELLI DI MINI-
MO RELATIVO “LOCAL MINIMA” .

SPESSO TALI ESPRESSIONI VENGONO
RIPORTATE IN ITALIANO PER ASSONAN-
ZA, E DIVENTANO “MASSIMI GLOBALI”,
“MINIMI GLOBALI”, “MASSIMI LOCALI”,
“MINIMI LOCALI”.

(1) (2) S1 BADI, A SCANSO DI EQUIVO-
Cl, CHE LE DUE DEFINIZIONI CONTRAD-
DISTINTE DAI NUMERI (1) E (2) SONO
EQUIVALENTI TRA LORO.



RICERCA DEI MASSIMI E DEI
MINIMI MEDIANTE LA DEFINI-
ZIONE

SPESSO E POSSIBILE RICONOSCERE I
MASSIMI E I MINIMI DI UNA FUNZIONE
SENZA FARE CALCOLI.

AD ESEMPIO, L’ORIGINE E L'UNICO
PUNTO DI MINIMO ASSOLUTO PER LE SE-
GUENTI FUNZIONI:

e 12 +7? (AVENTE PER GRAFICO UN PA-
RABOLOIDE DI ROTAZIONE);

e \/2?+y?> (AVENTE PER GRAFICO UN
CONO).

L’ORIGINE E L’UNICO PUNTO DI MASSI-
MO ASSOLUTO PER LA FUNZIONE 1—2°—
y?> (AVENTE PER GRAFICO UN PARABO-
LOIDE DI ROTAZIONE).

QUANTO SOPRA SI VEDE APPLICANDO
DIRETTAMENTE LA DEFINIZIONE.

FUNZIONI COMPOSTE CON FUN-
ZIONI MONOTONE

SE ¢(t) E UNA FUNZIONE STRETTA-
MENTE CRESCENTE DELLA VARIABILE
REALE t (ESEMPI: o(t) = Vt, BE o(t)
e') ALLORA LA FUNZIONE COMPO-
STA ¢(f(x,y)) HA GLI STESSI PUNTI DI
MASSIMO E DI MINIMO DELLA FUNZIO-
NE f(x,y) RISTRETTA AL DOMINIO S
DELLA COMPOSTA ¢(f(z,y)).

CIO SEGUE IMMEDIATAMENTE DAL-
LA DEFINIZIONE.

AD ESEMPIO, L’ORIGINE E L'UNICO
PUNTO DI MINIMO ASSOLUTO PER LA
FUNZIONE ewgﬂﬁ, ED E L'UNICO PUNTO
DI MASSIMO ASSOLUTO PER LA FUNZIO-
NE %V,
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DUNQUE, SE LA FUNZIONE DA STUDIA-
RE HA LA FORMA ¢(f(x,y)), CON ¢(t)
STRETTAMENTE CRESCENTE, CI SI PUO
RICONDURRE A STUDIARE LA FUNZIONE

f(z,y).

IN TAL CASO, FARE ATTENZIONE A
NON CONSIDERARE f(x,y) AL DI FUORI
DEL DOMINIO DI (t).

ESEMPIO: LA FUNZIONE /1 — 22 — y?2

HA UN UNICO PUNTO DI MASSIMO ASSO-
LUTO NELL'ORIGINE, DOVE IL RADICAN-
DO E MASSIMO.

LA STESSA FUNZIONE HA MINIMO AS-
SOLUTO IN OGNI PUNTO DELLA CIRCON-
FERENZA DI EQUAZIONE 22 + 12 = 1.

I PUNTI AL DI FUORI DEL DISCO
CHIUSO B;(0,0) NON APPARTENGONO
AL DOMINIO DELLA FUNZIONE DATA.

IL RADICANDO, INVECE, NON HA MI-
NIMO IN R? PERCHE E ILLIMITATO INFE-
RIORMENTE.

IL RADICANDO, RISTRETTO AL DISCO
CHIUSO B;(0,0) HA MINIMO ASSOLUTO,
CHE VALE ZERO, ED B ASSUNTO SULLA
CIRCONFERENZA 0B;(0,0).



RICERCA DEI MASSIMI E DEI
MINIMI CON L’AUSILIO DEL
CALCOLO DIFFERENZIALE

INNANZITUTTO CONVIENE RICONO-
SCERE I PUNTI DI MASSIMO E DI MINI-
MO CHE SI POSSONO INDIVIDUARE SEN-
ZA 1'USO DEL CALCOLO DIFFERENZIALE
(V. PAG. PRECED.).

IL TEOREMA DI WEIERSTRASS (PAG.
A45), SE LE IPOTESI SONO SODDISFAT-
TE, GARANTISCE L’ESISTENZA DEL MAS-
SIMO E DEL MINIMO ASSOLUTO ANCOR
PRIMA DI AVERLI TROVATI.

VALE IL TEOREMA DI FERMAT: LE
DERIVATE PARZIALI Of /Ox E Of /Oy, SE
ESISTONO, SONO NULLE NEI PUNTI DI
MASSIMO E NEI PUNTI DI MINIMO DELLA
FUNZIONE f PURCHE TALI PUNTI SIANO
INTERNI AL DOMINIO.

DUNQUE, DOPO AVER RICONOSCIU-
TO I PUNTI DI MASSIMO E DI MINIMO
PIU EVIDENTI, SI PUO STUDIARE IL SI-
STEMA

fe(z,y)
fy(z,y)

CON (z,y) INTERNO AL DOMINIO DI f.

0;
0,

LE SOLUZIONI DI TALE SISTEMA NON SO-
NO NECESSARIAMENTE PUNTI DI MASSI-
MO O DI MINIMO.

IL TIPICO ESEMPIO E DATO DALLE
FUNZIONI zy E 22 — y?>. IN ENTRAMBI
I CASI, L’ORIGINE E UN PUNTO CRITICO
MA NON E NE UN PUNTO DI MASSIMO,
NE UN PUNTO DI MINIMO.

N.B. 1 PUNTI CRITICI SONO QUELLI
DOVE IL GRADIENTE E NULLO.
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LE TIPICHE CONDIZIONI SUFFICIEN-
TI AFFINCHE UN PUNTO CRITICO DI UNA
FUNZIONE DI CLASSE C? SIA UN PUNTO
DI MINIMO RELATIVO SONO:

e CHE LA MATRICE HESSIANA SIA DEFI-
NITA POSITIVA NEL PUNTO CONSIDERA-
TO.

e CHE LA MATRICE HESSIANA SIA SEMI-
DEFINITA POSITIVA IN UN INTORNO DEL
PUNTO CONSIDERATO.

QUESTE CONDIZIONI VALGONO AN-
CHE PER FUNZIONI DI TRE O PIU VA-
RIABILI.

[ PUNTI DI MASSIMO (RELATIVO O
ASSOLUTO) DI UNA FUNZIONE f SONO
I PUNTI DI MINIMO DI —f, DUNQUE LE
CONDIZIONI PRECEDENTI SI POSSONO
USARE ANCHE PER TROVARE I MASSIMI.

LA MATRICE HESSIANA DI UNA FUN-
ZIONE DI DUE VARIABILI E, OVVIAMEN-
TE, UNA MATRICE 2 X 2, DUNQUE:

e PER STABILIRE SE E DEFINITA POSITI-
VA BASTA VEDERE SE IL SUO DETERMI-
NANTE E POSITIVO, E SE GLI ELEMEN-
TI DELLA DIAGONALE PRINCIPALE SONO
POSITIVI.

e PER STABILIRE SE E SEMIDEFINITA
POSITIVA BASTA VEDERE SE IL SUO DE-
TERMINANTE E NON NEGATIVO, E SE
GLI ELEMENTI DELLA DIAGONALE PRIN-
CIPALE SONO NON NEGATIVI.

PURTROPPO QUESTI CRITERI, SPES-
SO USATI NEGLI ESERCIZI, NON SONO
VALIDI PER LE FUNZIONI DI TRE O PIU
VARIABILI.



FUNZIONI DA RY A RF



MOTIVAZIONI

LE FUNZIONI AVENTI PER DOMINIO
UN SOTTOINSIEME DI RY, E PER CODO-
MINIO R*, N,k > 1, SI USANO IN MOLTE
CIRCOSTANZE. VEDIAMO ALCUNI ESEM-
PI.

IL CASO PARTICOLARE k=1

LE SUPERFICI PIU SEMPLICI, E CIOE I
PIANI, PURCHE NON PARALLELI ALL’AS-
SE 2, SONO GRAFICI DI FUNZIONI DEL
TIPO z = ax + by +c, DA R A R,

MOLTE ALTRE SUPERFICI INTERES-
SANTI SONO GRAFICI DI OPPORTUNE
FUNZIONI DA R? A R.

LA PIU GENERALE EQUAZIONE DIF-
FERENZIALE ORDINARIA SI RAPPRESEN-
TA NELLA FORMA F(z,y,y/,...y"™) =0,
DOVE F E UNA FUNZIONE DA RV A R,
N =n+2, En E L’ORDINE DELL'EQUA-
ZIONE.

IL CASO PARTICOLARE N =1

LA LEGGE ORARIA DEL MOTO DI
UN PUNTO MATERIALE NELLO SPAZIO
EE UNA FUNZIONE CHE ALLA VARIABILE
t ASSOCIA IL CORRISPONDENTE PUN-
TO (z(t), y(t), 2(t)), DUNQUE VA DA UN
INTERVALLO CONTENUTO IN R ALLO
SPAZIO R3.
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IL CASO N,k >1: CAMBIAMENTI
DI COORDINATE

COORDINATE POLARI PIANE

LA FUNZIONE CHE TRASFORMA LE
COORDINATE POLARI (r,9) IN COORDI-
NATE CARTESIANE (x,y) E DATA DA

r =1 cos,

y =1 sen.

LA FUNZIONE E BEN DEFINITA PER OGNI
(r,9) € R?, ANCHE SE LE VARIABILI 7, 9
PERDONO IL SIGNIFICATO DI “COORDI-
NATE POLARI” QUANDO 7 < 0.

LA FUNZIONE COSI DEFINITA NON
E INVERTIBILE. E INVERTIBILE, INVE-
CE, LA SUA RESTRIZIONE ALL’INSIEME
(0, +00) x [0, 27).

COORDINATE SFERICHE

SECONDO IL LIBRO DI TESTO, LA
FUNZIONE CHE TRASFORMA LE COORDI-
NATE SFERICHE (7, ¢, 1) IN COORDINATE
CARTESIANE (,¥,2) EE DATA DA

T =T sen ¢ cos v,
Yy = 1 sen ¢ sen v,
Z =17 oS ¢.

LA FUNZIONE E BEN DEFINITA PER OGNI
(r,¢,9) € R®, ANCHE SE LE VARIABI-
LI 7,¢,9 PERDONO IL SIGNIFICATO DI
“COORDINATE SFERICHE” QUANDO 7 <
0.

IL. CODOMINIO E LO STESSO SPA-
710 R3.

LA FUNZIONE COSI DEFINITA NON
I INVERTIBILE. E INVERTIBILE, INVE-
CE, LA SUA RESTRIZIONE ALL’INSIE-
ME DELLE TERNE (7,¢,17) TALI CHE
€ (0,400), ¢ € (0,7), ¥ € [0,2m).



COORDINATE CILINDRICHE

LA FUNZIONE CHE TRASFORMA LE CO-
ORDINATE CILINDRICHE (7,4, 2) IN CO-
ORDINATE CARTESIANE (,1,2) E DATA
DA

r =1 cost,
y =1 sent,
z=z.

LA FUNZIONE E BEN DEFINITA PER OGNI
(r,9,z) € R3, ANCHE SE LE VARIABI-
LI r,v,2 PERDONO IL SIGNIFICATO DI
“COORDINATE CININDRICHE” QUANDO r
< 0. IL CODOMINIO E LO SPAZIO R3.

LA FUNZIONE COSI DEFINITA NON
I INVERTIBILE. E INVERTIBILE, INVE-
CE, LA SUA RESTRIZIONE ALL’'INSIEME
(0, +00) x [0,27) x R.

IL CASO N,k > 1: SISTEMI LI-
NEARI

IL PIU GENERALE SISTEMA DI DUE
EQUAZIONI DI PRIMO GRADO IN DUE IN-
COGNITE, DATO DA

ay T, + aip vo = by,
a91 X1 + a2 To = bo

SI PUO SCRIVERE SEMPLICEMENTE CO-
ME SEGUE:

F(x)=0

DOVE F: R? - R? £ LA FUNZIONE CHE
AL VETTORE & = (x1,23) ASSOCIA IL
VETTORE y LE CUI COMPONENTI (y1, ¥2)
SONO DATE DA

Y1 = a1 T1 + ajp r9 — by,
Yo = Q91 X1 + Q22 T2 — bo,

E 0 E IL VETTORE NULLO.

IL CASO N,k > 1: SISTEMI NON
LINEARI

IL PIU GENERALE SISTEMA DI k EQUA-
ZIONI IN N INCOGNITE, DATO DA

fl(:zsl, .. .,ZCN) == O,

fk(l'l, ce ,xN) = O,
DOVE fi,... fr SONO FUNZIONI DATE,
AVENTI PER DOMINIO UN SOTTOINSIE-
ME DI RV E A VALORI REALI, SI PUO
SCRIVERE SEMPLICEMENTE COME SE-
GUE:
F(x)=0

DOVE F: RY — R* & LA FUNZIONE CHE
AL VETTORE & = (z1,...,%Ty) ASSO-
CIA IL VETTORE y LE CUI COMPONENTI
(y1,...,Yr) SONO DATE DA

= fi(zr, ..., 2N),
(27)

yr = fr(z1,...,2N).

RAPPRESENTAZIONE DI UNA
F:RY — R* MEDIANTE k FUN-
ZIONI SCALARI - MATRICE JA-
COBIANA

IL SISTEMA (27) E IMPORTANTE AN-
CHE PERCHE PERMETTE DI ESPRIMERE
UNA QUALUNQUE FUNZIONE F: RY —
R*¥ MEDIANTE LE k FUNZIONI SCALARI
fi,--+, fx DETTE “COMPONENTI” DI F'.

SE LE COMPONENTI DI F' SONO DE-
RIVABILI RISPETTO A I7,...,TxN, RESTA
INDIVIDUATA LA MATRICE JACO-
BIANA DI F', DATA DA

Of Ofs

81‘1 o a.’L'N
J =

Ifk Ifk

63:1 o 8.%‘]\]
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CASI PARTICOLARI DELLA MA-
TRICE JACOBIANA

IL CASO PARTICOLARE k=1

IN QUESTO CASO LA FUNZIONE CON-
SIDERATA E UNA FUNZIONE f(z1,...,
TnN) A VALORI SCALARI.

LA MATRICE JACOBIANA (COSI CHIA-
MATA DAL NOME DI KARL GUSTAV JA-
COB JAcoBI, 1804-1851) SI RIDUCE A

J = VY.

IL CASO PARTICOLARE N =1

IN QUESTO CASO LA FUNZIONE CON-
SIDERATA ASSOCIA AD UNA VARIABILE
REALE x UN VETTORE (y;(2),...,yx(x)).

LA MATRICE JACOBIANA E IL VET-
TORE VELOCITA

IL CASO PARTICOLARE N,k =1

IN QUESTO CASO STIAMO PARLANDO
DI UNA FUNZIONE y = f(x), DELLA VA-
RIABILE REALE & E A VALORI SCALARI.

LLA MATRICE JACOBIANA E LA MA-
TRICE 1 X 1 LA CUI UNICA COMPONEN-
TE E LA DERIVATA DI f:

(f'(z)).

J
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REGOLA DI DERIVAZIONE DEL-
LA FUNZIONE COMPOSTA

LA REGOLA DI DERIVAZIONE DEL-
LA FUNZIONE COMPOSTA (PAG. A50)
AMMETTE UN’ELEGANTE FORMULAZIO-
NE MEDIANTE LA MATRICE JACOBIANA.

CONSIDERIAMO UNA FUNZIONE F', DE-
FINITA IN UN INTORNO DI ¢y € RY E A
VALORI IN R, E PONIAMO y, = F ().

CONSIDERIAMO, INOLTRE, UNA FUN-
ZIONE G, DEFINITA IN UN INTORNO DI
Yo € R¥ E A VALORI IN R’.

SE F b DIFFERENZIABILE NEL PUN-
TO xy, NEL SENSO CHE TUTTE LE SUE
COMPONENTI SONO DIFFERENZIABILI IN
TALE PUNTO, E SE G E DIFFERENZIABI-
LE NEL PUNTO y,, ALLORA LA FUNZIO-
NE COMPOSTA

G(F(z))

E DIFFERENZIABILE NEL PUNTO x;, E
LA SUA MATRICE JACOBIANA J, DI OR-
DINE /X N, E IL PRODOTTO MATRICIALE

J=JgJp

DOVE JF E JG DENOTANO LE MATRICI
JACOBIANE DI F' E DI GG.



CALCOLO INTEGRALE



MOTIVAZIONI

LA TEORIA DELLA MISURA E DEL-
L'INTEGRAZIONE NASCE CON IL PRO-
BLEMA DI DETERMINARE LE AREE ED I
VOLUMI DELLE FIGURE GEOMETRICHE.

UNO DEI PRECURSORI E STATO AR-
CHIMEDE DI SIRACUSA (287-212 A.C.).

OGGCI, LA TEORIA HA MOLTE ALTRE
APPLICAZIONI.

AD ESEMPIO, L'INTEGRALE DOPPIO

/ [t dzay

DOVE R E IL RETTANGOLO DATO DA
R = [a,b] X [¢,d], E f: R — [0,+00),
SI PUO INTERPRETARE COME IL VOLU-
ME DEL SOTTOGRAFICO DI f, CHE E IL
SOLIDO DATO DA

{(@,y,2) [ (x,9) € R,
0<z< flay) )

DUNQUE, NEL CASO PARTICOLARE [ =
29, CON zy = COSTANTE > (), LO STESSO
INTEGRALE SI PUO INTERPRETARE CO-
ME IL VOLUME DEL PARALLELEPIPEDO
R x [0, z0], E SI HA

//Rzodxdy =(b-a)(d=c)z. (29)

QUANDO LA FUNZIONE INTEGRANDA
NON E COSI BANALE, L'INTEGRALE DOP-
PIO ESTESO AL RETTANGOLO R SI PUO
DEFINIRE COME SEGUE.

(28)
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DEFINIZIONE (INTEGRALE DI
RIEMANN ESTESO AD UN RET-
TANGOLO).

CONSIDERIAMO UNA FUNZIONE LIMI-
TATA f: R — R AVENTE PER DOMINIO
UN RETTANGOLO R = [a,b] X [c,d].

DIVIDIAMO L’ INTERVALLO [a,b] IN
n PARTI MEDIANTE I PUNTI

zp=a+((b—a)h/n, h=0,...,n

DIVIDIAMO ANCHE L'INTERVALLO [c, d|
IN 7 PARTI, MEDIANTE 1 PUNTI

yp=c+(d—c)k/n, k=0,....n

IN CIASCUNO DEI SOTTORETTANGOLI
Ing = [Th—1, ©p] X [Yr—1, Y|, PRENDIAMO
UN PUNTO A PIACERE pji. = ($nk, Mnk)-

CONSIDERIAMO LA SOMMA DI CAUCHY-
RIEMANN

sn=>_ [kl (Ent mns)

hk=1
DOVE |Ij;| DENOTA L’AREA DI [, CIOE
b—a d—c
[ ny| =
n n

POICHE |I;;| NON DIPENDE NE DA h NE
DA k, SI PUO ANCHE SCRIVERE

n
sn =kl D F(En k-
h,k=1
SE ESISTE IL LIMITE DI s,, PER n — 400,
E SE IL SUO VALORE NON DIPENDE DA
COME SI SCELGONO I PUNTI Pp;;, LA
FUNZIONE f SI DICE INTEGRABILE SE-
CONDO RIEMANN SUL RETTANGOLO R,
E SI SCRIVE

/ f(z,y)dedy = hm Sn.-

ESSENDO f LIMITATA PER IPOTESI,
QUESTO LIMITE, SE ESISTE, HA UN VA-
LORE FINITO.

(30)

(31)



A CHE SERVE LA DEFINIZIONE
DELLINTEGRALE

LA DEFINIZIONE TESTE ENUNCIATA SER-
VE PER DIMOSTRARE I TEOREMI CHE RI-
GUARDANO L'INTEGRALE, PRESENTAN-
DO COSI IN MODO ORGANICO E RIGO-
ROSO LE IDEE SVILUPPATE NEL CORSO
DEI SECOLI DAI PREDECESSORI DI BER-
NHARD RIEMANN (1826-1866).

AD ESEMPIO, SERVE PER DIMOSTRA-
RE CHE SE f(z,y) E INTEGRABILE SU
DI UN RETTANGOLO R, ALLORA IL PRO-
DOTTO A f(x,y) DELLA FUNZIONE f PER
UNO SCALARE QUALUNQUE )\ € R E AN-
CH’ESSO UNA FUNZIONE INTEGRABILE,
E RISULTA

//R)\f(a:,y)dxdy:)x//Rf(x,y)da:dy.

INOLTRE, SE f(z,y) E g(x,y) SONO DUE
FUNZIONI INTEGRABILI SUL RETTANGO-
LO R, ALLORA LA SOMMA f(z,y)+ g(z,
y) E ANCH'ESSA UNA FUNZIONE INTE-
GRABILE, E RISULTA

//R (f(2,y) + gle,y)) dudy
://Rf(iﬁay)da:dy
+//Rg(l’,y) dx dy.

E ANCORA: SE f(x,y) E INTEGRABILE
SU DI UN RETTANGOLO R, ALLORA AN-
CHE LA FUNZIONE |f(z,y)| LO E, E RI-
SULTA

//Rf(ac,y)dxdy‘ S//R|f($ay)\d$dy.
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SE, IN PARTICOLARE, RISULTA f(x,
y) > 0 PER OGNI (x,y) € R, ALLORA
ANCHE L’ INTEGRALE DI f E NON NEGA-
TIVO, E RAPPRESENTA IL VOLUME DEL
SOTTOGRAFICO (28) DI f.

ESEMPIO

APPLICHIAMO LA DEFINIZIONE DEL-
L'INTEGRALE DOPPIO ALLA FUNZIONE
f = 290 = COSTANTE € R.

QUALI CHE SIANO I PUNTI p,,;., SI HA
f(&nky Muk) = 20, E PERCIO TROVIAMO

el Y f (s mn)

h,k=1

h,k=1

Sn

LE AREE |[j;| SONO DATE DALLA (30).
INOLTRE LA COSTANTE zy NON DIPENDE
DAGLI INDICI DI SOMMA h, k. SICCOME I
TERMINI DELLA SOMMATORIA SONO 72,
SI DEDUCE CHE

Sp=(b—a)(d—c)zy PER OGNI n.

DUNQUE IL LIMITE DI S, PER n — +00
ESISTE BANALMENTE, E SI VERIFICA
LA (29) QUALUNQUE SIA 2 € R.

A CHE COSA NON SERVE LA DE-
FINIZIONE

LA DEFINIZIONE DELL'INTEGRALE DI
RIEMANN, A MIO PARERE, NON E STA-
TA MESSA A PUNTO PER DIVULGARE AD
UN VASTO PUBBLICO, IN MODO FACIL-
MENTE ACCESSIBILE, I CONCETTI PRIN-
CIPALI RIGUARDO ALL'INTEGRAZIONE.



COME SI CALCOLANO GLI INTE-
GRALI

UNA SINGOLA SOMMA DI CAUCHY-
RIEMANN s,,, CON UN VALORE DI n AB-
BASTANZA GRANDE, PUO SERVIRE PER
TROVARE UN’APPROSSIMAZIONE NUME-
RICA DI UN INTEGRALE.

TUTTAVIA, IN GENERALE, STABILIRE
SE ESISTE IL LIMITE DI s,, PER 1 — +00
E TROVARNE IL VALORE E TROPPO DIF-
FICILE DA FARE PER VIA DIRETTA. IN
PRATICA CI SI SERVE DI:

e CONDIZIONI SUFFICIENTI PER L’IN-
TEGRABILITA, CHE ASSICURANO L’ESI-
STENZA DEL SUDDETTO LIMITE;

e FORMULE DI INTEGRAZIONE, CHE
POSSONO TRASFORMARE L’ INTEGRALE
DATO IN ALTRI PIU SEMPLICI;

e METODI NUMERICI PER TROVARE
UN VALORE APPROSSIMATO DELL’INTE-
GRALE.

UNA DELLE PRINCIPALI CONDIZIONI
SUFFICIENTI PER L’ INTEGRABILITA SU
DI UN RETTANGOLO E LA CONTINUITA
DELLA FUNZIONE INTEGRANDA.

INTEGRABILITA DELLE FUN-
ZIONI CONTINUE

SE LA DEFINIZIONE DESCRITTA A PA-
GINA A62 VIENE APPLICATA AD UNA
FUNZIONE f € C°(R), ALLORA IL LIMI-
TE (31) ESISTE, ED IL SUO VALORE NON
DIPENDE DA COME SI SCELGONO I PUN-

DUNQUE LE FUNZIONI CONTINUE SO-
NO INTEGRABILI.
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I PIU SEMPLICI METODI DI
INTEGRAZIONE

UN METODO DI INTEGRAZIONE NU-
MERICA CONSISTE NEL CALCOLARE LA
SOMMA s,, ASSEGNANDO AD n UN VALO-
RE NUMERICO GRANDE.

IL VALORE COSI OTTENUTO APPROS-
SIMA QUELLO DELL’INTEGRALE.

QUESTO METODO SI USA IN COM-
BINAZIONE CON METODI PER STIMARE
L’ERRORE COSI COMMESSO.

UN ALTRO METODO DI INTEGRAZIO-
NE E IL SEGUENTE. SI ESPRIME L’ INTE-
GRALE

/C " flay) dy

CONSIDERANDO LA  COME UN PARA-
METRO FISSATO, E LA iy COME L'UNICA
VARIABILE DI INTEGRAZIONE.

IL RISULTATO VIENE A DIPENDERE

DA z: E UNA FUNZIONE DEL PARAME-
TRO . SI INTEGRA TALE FUNZIONE
SULL'INTERVALLO (a,b).
SOTTO OPPORTUNE IPOTESI, AD ESEM-
PIO SE f € C°(R), SI OTTIENE IL VA-
LORE DELL’INTEGRALE DOPPIO. SI HA,
CIOE,

[[ e deay =/ab(/cdf<x,y>dy) &

SCAMBIANDO I RUOLI DI  ED Yy, SI HA
ANCHE

J[ 1twgyasay =/Cd(/:f<x,y)dw) dy

LE PRECEDENTI DUE FORMULE SI DI-
CONO “FORMULE DI RIDUZIONE” DEL-
L'INTEGRALE DOPPIO A DUE INTEGRALI
SEMPLICI.



ESEMPIO

APPLICHIAMO LE FORMULE DI RIDU-
ZIONE AL SEGUENTE INTEGRALE:

// Zo dx dy
R

DOVE 2 COSTANTE € R. CONSIDE-
RANDO LA £ COME UN PARAMETRO FIS-
SATO, E LA y COME L'UNICA VARIABILE
DI INTEGRAZIONE, SI HA

d
/ 2o dy = (d — ¢) zp.

LA QUANTITA COSI OTTENUTA E UNA
FUNZIONE (COSTANTE IN UN CASO COSI
BANALE) DEL PARAMETRO z. LA INTE-
GRIAMO SULL'INTERVALLO (a,b) E TRO-
VIAMO

/ab </d o dy) dv = (b—a)(d—c) 2.

CONSTATIAMO CHE IL RISULTATO COSI
OTTENUTO COINCIDE CON L'INTEGRALE
DOPPIO ESPRESSO DALLA (29).
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ESEMPIO

APPLICHIAMO LE FORMULE DI RIDU-
ZIONE AL SEGUENTE INTEGRALE:

// senx dx dy.
R

CONSIDERANDO LA x COME UN PARA-
METRO FISSATO, E LA y COME L'UNICA
VARIABILE DI INTEGRAZIONE, SI HA

d
/ senx dy = (d — ¢) senz.

INTEGRANDO SULL’'INTERVALLO (a,
b) LA FUNZIONE COSI OTTENUTA, TRO-
VIAMO

b d
/ (/ senxdy) dr =

(d — ¢) (cosa — cosb).

DUNQUE

// senx drdy = (d — ¢) (cosa — cosb).
R



INTEGRAZIONE SU ALCUNI DO-
MINT LIMITATI

LA DEFINIZIONE DELL’ INTEGRALE SI
ESTENDE AL CASO IN CUI IL DOMINIO DI
INTEGRAZIONE E UN INSIEME LIMITATO
() C R?, NON NECESSARIAMENTE RET-
TANGOLARE.

IN TAL CASO SI PRENDE UN QUALUN-
QUE RETTANGOLO R CON I LATI PARAL-
LELI AGLI ASSI E CONTENENTE Q, E SI
DEFINISCE

//Qf(w,y)d:vdy=//Rf(:v,y)dxdy

DOVE SI INTENDE CHE LA f(z,y) AL SE-
CONDO MEMBRO VALE 0 OGNIQUALVOL-
TA (x,y) € R\ Q.

SE, IN PARTICOLARE, f(z,y) =1 IN
(2, ALLORA L'INTEGRALE

122 :// dx dy
0

ESPRIME L’AREA DI €2, SE ) E PARTICO-
LARMENTE SEMPLICE.

(32)

PIU ESATTAMENTE, LA (32) ESPRI-
ME LA MISURA DI PEANO-JORDAN DEL
DOMINIO (2, COSI CHIAMATA DAI NOMI
DI GIUSEPPE PEANO (1858-1932) E DI
CAMILLE JORDAN (1838-1922).

L’INTEGRALE DOPPIO PRESENTA UNA
DIFFICOLTA IN PIU RISPETTO ALL’INTE-
GRALE SEMPLICE: INFATTI, OLTRE AL-
L’ESPRESSIONE DELLA FUNZIONE INTE-
GRANDA, INTERVIENE ANCHE LA FOR-
MA DEL DOMINIO DI INTEGRAZIONE.

AD ESEMPIO, UNA FUNZIONE SEM-
PLICISSIMA COME f(z,y) = 1 NON E
INTEGRABILE SUL DOMINIO ) NEL PIA-
NO 2y DATO DAL SOTTOGRAFICO DELLA
FUNZIONE DI DIRICHLET.
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DOMINI SEMPLICI

VEDIAMO ORA ALCUNI DOMINI MISU-
RABILI SECONDO PEANO-JORDAN, CIOE
TALI CHE LA COSTANTE 1 E INTEGRABI-
LE SU DI ESSI.

L’IMPORTANZA STA ANCHE NEL FAT-
TO CHE TUTTE LE FUNZIONI CONTINUE
SONO INTEGRABILI SU TALI DOMINI.

SI DICE “y-SEMPLICE” UN INSIEME
CHIUSO DELIMITATO DAI GRAFICI DI
DUE FUNZIONI CONTINUE ¢1, g2: |a,b] —
R, CIOE UN INSIEME DEL TIPO

=
{(z,y) |z €la,b], gi(z) <y < galx) }.

A

ANALOGAMENTE, SI DICE “x-SEM-
PLICE” UN INSIEME CHIUSO DELIMITA-
TO DAI GRAFICI DI DUE FUNZIONI CON-
TINUE x = hi(y) E = ho(y), CIOE UN
INSIEME DEL TIPO

) =
{(z,y) |y €le,d], ha(y) <x < holy)}.

UNO STESSO DOMINIO, COME AD ESEM-
PIO IL DISCO CHIUSO 2 = B,(xo, %),
PUO BENISSIMO ESSERE SIA 2-SEMPLICE

CHE y-SEMPLICE.



FORMULE DI RIDUZIONE

LE FORMULE DI RIDUZIONE DEL-
L'INTEGRALE DOPPIO A DUE INTEGRALI
SEMPLICI, GIA VISTE NEL CASO 2 = R
(RETTANGOLO), SI ESTENDONO Al DO-
MINI SEMPLICI.

P1U PRECISAMENTE, SE f € C°(Q) E
SE () E y-SEMPLICE, ALLORA

//Qﬂx,y)d:cdy:
/ b / f:)f(x,y) dy) dz

SE, INVECE, §) E 2-SEMPLICE, ALLORA

/[ st
/Cd

DOMINI REGOLARI

y)dx dy =

hz(y)
/ f(x,y)dx | dy

hi(y)

SI DICE “REGOLARE” O “SEMPLICE-
MENTE DECOMPONIBILE” UN DOMINIO
DECOMPONIBILE IN UN NUMERO FINITO
DI DOMINI SEMPLICI.

[L TIPICO ESEMPIO DI DOMINIO RE-
GOLARE, NON SEMPLICE, E LA CORONA
CIRCOLARE ) = B,,(x0, %) \ By, (%0, y0),
r <Tr.

SI BADI CHE TUTTI I DOMINI SEMPLI-
CI, INCLUSI I RETTANGOLI E I DISCHI,
SONO ANCHE DOMINI REGOLARI.

SI DIMOSTRA CHE SE ) E UN DO-
MINIO REGOLARE (E, A MAGGIOR RA-
GIONE, CHIUSO E LIMITATO), E SE f €
C%(€)), ALLORA f E INTEGRABILE SE-
CONDO RIEMANN SU ().
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CAMBIAMENTO DI VARIABILI

INSIEME ALL’APPLICAZIONE DELLA
DEFINIZIONE, UTILE PER APPROSSIMA-
ZIONI NUMERICHE, E ALLE FORMULE DI
RIDUZIONE, UNO DEI PRINCIPALI ME-
TODI DI INTEGRAZIONE CONSISTE NEL
CAMBIAMENTO DELLE VARIABILI.

LA FORMULA DI CAMBIAMENTO DI
VARIABILI PER GLI INTEGRALI DOPPI SI
ENUNCIA SOTTO IPOTESI PIU RESTRIT-
TIVE RISPETTO AGLI INTEGRALI SEM-
PLICI.

SI RICHIEDE, INFATTI, CHE LA TRA-
SFORMAZIONE (z,y) = T(u,v), OLTRE
AD ESSERE DI CLASSE C',

1) SIA INVERTIBILE, E

2) ANCHE LA FUNZIONE INVERSA DI T
SIA DI CLASSE C.

SOTTO TALI IPOTESI, CONSIDERIAMO UN
DOMINIO REGOLARE ) NEL PIANO uv
ED UNA FUNZIONE f € CY(T(f2)), po-
VE T(2) E L'IMMAGINE DEL DOMINIO )
TRAMITE LA TRASFORMAZIONE T. SI
HA, ALLORA:

/ /T S dedy =

://Qf(T(u,fU)) et DT (u, v)| dudv

DOVE |det DT| E IL VALORE ASSOLU-
TO DEL DETERMINANTE DELLA MATRI-
CE JACOBIANA DT.

NEL CASO PARTICOLARE IN CUI:  E
IL RETTANGOLO R = [0,b]x[0,h], f E LA
COSTANTE 1, E T E UN’APPLICAZIONE
AFFINE, LA FORMULA INDICATA SOPRA
SI PUO VERIFICARE DIRETTAMENTE.



ESEMPI

[L. CAMBIAMENTO DI VARIABILI PIU
TIPICO E IL PASSAGGIO A COORDINATE
POLARI DATO DA (z,y) = T(r,J), DOVE

T =1 cost

y =1 sen

LA MATRICE JACOBIANA DT E

cost —r send

DT

sentd r cosd

DUNQUE |det DT| = r. AD ESEMPIO, IL
RETTANGOLO R = [ry,r9] X [0, 7s] NEL
PIANO 7}, CON 0 <7r; <ry E0 < <
Y9 < 2m, SI TRASFORMA NELLA FIGURA
T(R) LA CUI AREA E

// dx dy

T(R)

// rdr dv.
R

L’ULTIMO INTEGRALE, A SUA VOLTA, SI
ESPRIME CON LE FORMULE DI RIDUZIO-

NE:
T2
/7"1

'T(R)|

//errdﬁ:/:2<

T+ T
——(7“2—7“1)(192—?91)
2
QUESTO RISULTATO SI PUO TROVARE
ANCHE SENZA L’USO DEL CALCOLO IN-
TEGRALE.

rdr> dy =

POICHE 3 (ro+71) = r+o0(1) PER 71,
ro — 1, E POICHE |R‘ = (7’2—7”1) (192—’[91),
TALE RISULTATO MOSTRA, IN PARTICO-
LARE, CHE

T(R)| = r[R|+ of|R]).
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DOMINI NORMALI

I DOMINI SEMPLICI VENGONO ANCHE
DETTI “DOMINI NORMALI’. SUSSISTE
TUTTAVIA LA SEGUENTE AMBIGUITA.

I DOMINI y-SEMPLICI VENGONO DETTI
“NORMALI RISPETTO ALL’ASSE y” NEI
TESTI DI L. AMERIO E DI E. GIUSTI,
“NORMALI RISPETTO ALL’ASSE z” NEL
TESTO DI P. MARCELLINI E C. SBOR-
DONE.

PER FORTUNA, TALE AMBIGUITA NON
PUO INDURRE IN ERRORE AL MOMENTO
DI USARE LE FORMULE DI RIDUZIONE.

ADDITIVITA DELL’INTEGRALE

DALLA DEFINIZIONE DELL’INTEGRA-
LE DISCENDE ANCHE CHE SE f € C°(Q),
DOVE () E UN DOMINIO REGOLARE, A
SUA VOLTA UNIONE DI DUE DOMINI RE-
GOLARI €2, {9 AVENTI IN COMUNE SOLO
PUNTI DI FRONTIERA, ALLORA

/ /Q F(a,y) de dy

/ f(z,y) dz dy
0

+ /QQf(:z:,y) dx dy.

TALE PROPRIETA SI CHIAMA ADDI-
TIVITA DELL'INTEGRALE.



INTEGRALI TRIPLI

L’INTEGRALE TRIPLO HA, COME L'INTE-
GRALE DOPPIO, INNUMEREVOLI INTER-
PRETAZIONI E APPLICAZIONI. AD ESEM-
PIO, L'INTEGRALE

I

ESPRIME IL VOLUME DEL SOLIDO ) C
R3. L INTEGRALE

///Q p(x,y, z)de dydz

ESPRIME LA MASSA DI {2, SE pu(x,y,2) E
LA DENSITA MATERIALE.

DEFINIZIONE

LA DEFINIZIONE DELLINTEGRALE TRI-
PLO, NEL SENSO DI RIEMANN, PROCEDE
COME QUELLA DELLINTEGRALE DOP-
PIO. SI DEFINISCE, INNANZITUTTO,

///R f(x,y, 2z)dedydz (33)

DOVE fI R — R E UNA FUNZIONE LIMI-
TATA, E IL DOMINIO DI INTEGRAZIONE
E UN PARALLELEPIPEDO R = [al,bl] X
[ag, bg] X [ag, bg]

PI1U PRECISAMENTE, SI SUDDIVIDE R
IN PARALLELEPIPEDI PIU PICCOLI, E SI
CONSIDERANO LE SOMME DI CAUCHY-
RIEMANN.

SE LE SOMME DI CAUCHY-RIEMANN
AMMETTONO LIMITE, ED IL VALORE DEL
LIMITE E INDIPENDENTE DAI PUNTI UTI-
LIZZATI PER COSTRUIRE TALI SOMME, SI
DICE CHE LA FUNZIONE [ E INTEGRABI-
LE SECONDO RIEMANN SUL PARALLELE-
PIPEDO R, ED IL VALORE DEL SUDDET-
TO LIMITE SI INDICA CON IL SIMBOLO
IN (33).
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INTEGRALE TRIPLO SU DI UN
DOMINIO LIMITATO

LA DEFINIZIONE DELL'INTEGRALE TRI-
PLO SI ESTENDE AD UN DOMINIO LIMI-
TATO {2 CONSIDERANDO UN PARALLELE-
PIPEDO R D () E PONENDO

///Qf(“%@/ﬂ)dxdydz:
:///Rf(x’y’z)dxdydz

DOVE SI INTENDE CHE LA FUNZIONE f
AL SECONDO MEMBRO E NULLA NELLIN-
SIEME DIFFERENZA R\ Q.

PERFINO LA SEMPLICISSIMA FUNZIO-
NE f(z,y,2) = 1 PUO NON ESSERE INTE-
GRABILE SU DI UN DOMINIO 2, SE QUE-
STO E MOLTO IRREGOLARE.

I DOMINI SUI QUALI E INTEGRABILE
LA COSTANTE 1 SI DICONO MISURABILI
SECONDO PEANO-JORDAN, E LA LORO
MISURA E DATA DA

|Q|:///dedydz.

LLA MISURA DI PEANO-JORDAN SER-
VE PER DEFINIRE RIGOROSAMENTE CHE
COSA E IL VOLUME DI UN SOLIDO.



METODI DI CALCOLO DEGLI IN-
TEGRALI TRIPLI

I METODI DI CALCOLO PIU SEMPLICI
SONO I SEGUENTTI.

1) CALCOLARE UNA SOMMA DI CAUCHY-
RIEMANN PER FARE UN’APPROSSIMA-
ZIONE NUMERICA DELL’INTEGRALE.

QUESTO METODO SI USA IN COMBI-
NAZIONE CON UNA STIMA DELL'ERRORE
COSI COMMESSO.

2) CAMBIAMENTO DI VARIABILI. LA
FORMULA E SIMILE A QUELLA VALIDA
PER L'INTEGRALE DOPPIO. IL CAMBIA-
MENTO DI VARIABILI PIU USATO E IL
PASSAGGIO A COORDINATE SFERICHE:

T =1 sen¢o cosv,
y =1 sen ¢ sent, (34)

Z =17 coso

LA CUI MATRICE JACOBIANA E

sen ¢ cost 1 cos¢ cost? —r sen ¢ sen

sen¢ send 1 coso sent 1 sen¢ cosv

cos ¢ —7r sen ¢ 0

[L. DETERMINANTE 72 sen ¢ DI TALE MA-
TRICE E MAGGIORE O UGUALE A ZERO
PER OGNI ¢ € [0, 7.

SE, DUNQUE: R E UN PARALLELEPI-
PEDO (CHIUSO) NELLO SPAZIO T¢1, CON
R C [0,+00) x [0,7] x [0,27]; € DENO-
TA L'IMMAGINE DI R TRAMITE LE (34),
E feC'N), st HA

// flx,y,2)dedydz =

:// g(r, ¢,9)r? sen ¢ dr de dv
R

DOVE ¢(r, ¢,9) = f(r sen¢ cos?, r sen ¢

send, r cos ¢).
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3) FORMULE DI RIDUZIONE. IL LIBRO DI
TESTO PARLA DI INTEGRAZIONE “PER
FILI” E “PER STRATI’.

3A - “INTEGRAZIONE PER FILI”. SUP-
PONIAMO CHE IL DOMINIO () SIA DE-
LIMITATO DA DUE FUNZIONI CONTINUE
u1(z,y) E uz(x,y) DEFINITE SU DI UNO
STESSO DOMINIO REGOLARE D NEL PIA-
NO zy:

Q={(z,y,2) | (z,y) €
up(z,y) <z <w ( Y) b
SUPPONIAMO, INOLTRE, CHE LA FUN-

ZIONE INTEGRANDA SIA CONTINUA. AL-
LORA ESSA E INTEGRABILE SU ) E SI HA

// f(x,y,2)dedydz =
Q

// /U2($ Y)
B D up(x,y)

3B - “INTEGRAZIONE PER STRATI’.
SUPPONIAMO CHE ) SIA UN DOMINIO
DI ROTAZIONE INTORNO ALL’ASSE z,
AVENTE LA FORMA

Q={(r,y,2) |

Va2 +y? <r(2), 2 € 2, )] }

DOVE 7(2z) E UNA FUNZIONE CONTINUA.
SUPPONIAMO, INOLTRE, CHE SIA CON-
TINUA ANCHE LA FUNZIONE INTEGRAN-
DA f. ALLORA ESSA E INTEGRABILE
SU €2, E SI HA

/// flx,y,2)drdydz =

Q0

=/ // f(x,y,2)drdy | dz
Z1 §7(z)(070)

f(x,y,z)dz | dvdy



INTEGRALI CURVILINEI



L’INTEGRALE DI LINEA DI PRI-
MA SPECIE

OVVERO

L’INTEGRALE DI UNA FUNZIO-
NE SCALARE LUNGO UNA CUR-
VA

MOTIVAZIONI

L INTEGRALE DI UNA FUNZIONE SCALA-
RE LUNGO UNA CURVA 7, SI USA, AD
ESEMPIO:

1. PER ESPRIMERE LA MASSA M DI
UN FILO A PARTIRE DALLA DENSITA LI-
NEARE DI MASSA \:

M = /)\(3) ds.

2. PER ESPRIMERE LE COORDINATE
B, YR, 23 DEL BARICENTRO DEL FILO:

rp = %/x(s))\(s) ds;
w =5 [ 9\ ds
zp = %/z(s))\(s) ds

3. PER ESPRIMERE LA CARICA ¢ DI
UN FILO A PARTIRE DALLA DENSITA LI-
NEARE DI CARICA p:

q= /7,0(3) ds.

4. PER ESPRIMERE LA LUNGHEZZA
((~y) DELLA CURVA:

l(v) = Lds,

E PER TANTE ALTRE APPLICAZIONI.

(35)
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DEFINIZIONE

NEL CORSO DI ANALISI II SI DEFI-
NISCE L'INTEGRALE DI LINEA FACENDO
RIFERIMENTO AD UNA PARAMETRIZZA-
ZIONE DELLA CURVA DATA, SUPPONEN-
DO CHE LA CURVA SIA REGOLARE.

INDICHIAMO CON 7: [a,b] — R3 UNA
PARAMETRIZZAZIONE REGOLARE DELLA
CURVA DATA.

CONSIDERIAMO UNA FUNZIONE SCA-
LARE f: 7y — R AVENTE PER DOMINIO
IL SOSTEGNO 7 DELLA CURVA.

SUPPONIAMO CHE LA FUNZIONE COM-
POSTA f(7r(t)) SIA CONTINUA, IL CHE
GARANTISCE CHE LA SEGUENTE DEFI-
NIZIONE E BEN POSTA.

LINTEGRALE DI f LUNGO 7 SI DE-
NOTA CON IL SIMBOLO

Afds

E SI DEFINISCE COME SEGUE:

/ fds = / F(r(®)) (1) dt. (36)

L’INTEGRALE AL SECONDO MEMBRO
E L'INTEGRALE DEL PRODOTTO f(7(t))
|7/(t)||, CHE E CONTINUO SULL'INTER-
VALLO [a, b] PER LE IPOTESI DI REGOLA-
RITA FATTE SULLA FUNZIONE f E SULLA
PARAMETRIZZAZIONE 7(t).

DUNQUE ALL'INTEGRALE AL SECON-
DO MEMBRO SI APPLICA LA DEFINIZIO-
NE DELL'INTEGRALE DI RIEMANN.

SI NOTI CHE IL VALORE NUMERICO
DELL'INTEGRALE DI LINEA DI PRIMA
SPECIE NON DIPENDE DAL VERSO DI
PERCORRENZA DELLA CURVA.



APPROSSIMAZIONE DELL’INTE-
GRALE

LA DEFINIZIONE DELL'INTEGRALE DI
RIEMANN IMPLICA CHE L'INTEGRALE DI
LINEA SI PUO APPROSSIMARE CON SOM-
ME OPPORTUNE, COME SEGUE.

FISSATO UN INTERO POSITIVO 1, SUDDI-
VIDIAMO L’INTERVALLO |[a, b] IN 1 PARTI
MEDIANTE I PUNTI a =ty < t] < -+ <
t, = .

IN CIASCUNO DEGLI INTERVALLI [, =
[tk—1, tx), k = 1,...,n, PRENDIAMO UN
PUNTO A PIACERE &, E COSTRUIAMO LA
SOMMA DI CAUCHY-RIEMANN

Su =D FrE&) I €Il (b — ti)-

L INTEGRALE DI LINEA

/fyfds

SI PUO APPROSSIMARE BENE QUANTO SI
VUOLE CON LA SOMMA S,, PRENDENDO
PICCOLA LA NORMA DELLA SUDDIVISIO-
NE, CIOE IL VALORE

0 = max (tx — tx_1).

k=1,...n

INFATTI L INTEGRALE E IL LIMITE

Lfds:%fésn,

E TALE LIMITE NON DIPENDE NE DA CO-
ME SONO PRESI I PUNTI DI SUDDIVISIO-
NE 1, NE DA COME SONO PRESI I PUNTI
&; NEI CORRISPONDENTI INTERVALLI.
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IL CASO DEL SEGMENTO

FISSATO UN PUNTO P = (zp,yp, 2p)
NELLO SPAZIO, ESAMINIAMO LA CURVA
r(t) = Pt, t € [0,1], IL CUI SOSTEGNO E
IL SEGMENTO OP.

CON LA NOTAZIONE Pt SI INTEN-
DE IL PUNTO DI COORDINATE (zpt, ypt,
zpt). LA VELOCITA DELLA CURVA E
DUNQUE

r'(t) = P,

E L'INTEGRALE DI UNA FUNZIONE CON-
TINUA f LUNGO IL SEGMENTO v E

1
A ras= [ ey

IN PARTICOLARE, SE f E LA COSTAN-
TE 1, ST HA

1
/ ds = / \P|ldt = |[P].
ol 0

S1 NOTI CHE IL MODULO ||P|| E LA LUN-
GHEZZA ((y) DEL SEGMENTO OP, DUN-
QUE SI VERIFICA LA FORMULA (35) DI
PAG. AT2.

ALLA STESSA CONCLUSIONE SI PER-
VIENE QUANDO 7y E UN QUALUNQUE
SEGMENTO DELLO SPAZIO, O ANCHE
UNA LINEA SPEZZATA.



CURVE RETTIFICABILI

DISCUTIAMO UNA DEFINIZIONE DEL-
LA LUNGHEZZA DI UNA CURVA APPLICA-
BILE A CURVE CONTINUE, ANCHE NON
REGOLARI.

UNA CURVA CONTINUA 7: [a, b] — R?
si DICE RETTIFICABILE SE IL SE-
GUENTE ESTREMO SUPERIORE, CHE ESI-
STE PER LA COMPLETEZZA DELL'INSIE-
ME R, HA UN VALORE FINITO:

sup Dl (t) =)l (37)

QUI IL SIMBOLO A DENOTA LA SUDDI-
VISIONE, O DECOMPOSIZIONE, DELL’IN-
TERVALLO [a,b] IN n PARTI MEDIANTE
I PUNTI t; COME ALLA PAGINA PRECE-
DENTE.

LA SOMMATORIA NELLA (37) RAP-
PRESENTA LA LUNGHEZZA DELLA SPEZ-
ZATA CHE CONGIUNGE I PUNTI 7(ty).

St cHIAMA LUNGHEZZA DI UNA CUR-
VA RETTIFICABILE L'ESTREMO SUPERIO-
RE INDICATO NELLA FORMULA (37).

SI DIMOSTRA CHE SE LA CURVA CONSI-
DERATA E ANCHE REGOLARE, ALLORA
E RETTIFICABILE E LA SUA LUNGHEZZA

\

E DATA DALLA (35).

LUNGHEZZA DEL GRAFICO DI
UNA FUNZIONE

[ GRAFICO DI UNA FUNZIONE y =
y(z) DI CLASSE C'([a,b]) E LA CURVA
REGOLARE 7 LE CUI EQUAZIONT PARA-
METRICHE SONO:

T =1,
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E LA CUI VELOCITA E (1,y/(¢)). LA sua
LUNGHEZZA E PERTANTO

b
() = / VIt @) de.

TALE FORMULA SI OTTIENE SVOLGEN-
DO L'INTEGRALE (35) CON LA DEFINI-
ZIONE (36), E LA SI PUO RICORDARE
ESPRIMENDO AUDACEMENTE L’ELEMEN-
TO D’ARCO ds TRAMITE IL TEOREMA DI
PITAGORA:

ds = \/(dz)?+ (dy)*

V14 (y)? |dx|.

ASCISSA CURVILINEA

LA LETTERA s SI USA PER DENOTA-
RE UN PARAMETRO PARTICOLARE, DET-
TO “ASCISSA CURVILINEA”.

PER DEFINIRE L’ASCISSA CURVILI-
NEA SU DI UNA DATA CURVA 7: [a,b]
— R3, POSSIAMO PROCEDERE COME
SEGUE.

INNANZITUTTO, OCCORRE CHE LA
CURVA CONSIDERATA SIA RETTIFICABI-
LE.

DOPODICHE, AD OGNI VALORE DEL
PARAMETRO t € [a,b] SI FA CORRISPON-
DERE IL PUNTO 7(f) DELLA CURVA, E A
TALE PUNTO SI ASSOCIA COME VALORE
DI $ LA LUNGHEZZA DELL’ARCO AVEN-
TE PER ESTREMI I PUNTI 7(a) E 7(t).

SE LA CURVA CONSIDERATA E REGO-
LARE, ALLORA, RISPETTO AL PARAME-
TRO s, IL VETTORE VELOCITA HA MO-
DULO 1 IN TUTTI I PUNTI.



CAMPI VETTORIALI, INTEGRA-
LE DI LINEA DI SECONDA SPE-
CIE, CAMPI CONSERVATIVI

LE FUNZIONI DA R? A R?, 0 DA R3
A R3, GIA INTRODOTTE A PAG. A57, SI
POSSONO UTILIZZARE PER RAPPRESEN-
TARE DEI CAMPI VETTORIALLIL

EsEmMPIO 1. SECONDO LA LEGGE
DELLA GRAVITAZIONE UNIVERSALE DI
NEWTON, UNA MASSA PUNTIFORME M
COLLOCATA NELL’ORIGINE GENERA UN
CAMPO GRAVITAZIONALE DATO DA

M
[

-G

r (38)

DOVE G E LA COSTANTE DI GRAVITA-
ZIONE UNIVERSALE.

[L. CAMPO GRAVITAZIONALE E DUN-
QUE, IN QUESTO CASO, UNA FUNZIO-
NE CHE AL VETTORE DI POSIZIONE 7T #
0 FA CORRISPONDERE LA FORZA (38)
AGENTE SULL’UNITA DI MASSA COLLO-
CATA IN TALE PUNTO.

ESEMPIO 2. SECONDO LA LEGGE
DI COULOMB, UNA CARICA ELETTRICA
PUNTIFORME g COLLOCATA NELL’ORIGI-
NE GENERA UN CAMPO ELETTRICO DA-

TO DA
1 q

ey ||r|]?

r (39)
DOVE €y E LA COSTANTE DIELETTRICA.

[L. CAMPO ELETTRICO E DUNQUE, IN
QUESTO CASO, UNA FUNZIONE CHE AL
VETTORE DI POSIZIONE 7 # 0 FA CORRI-
SPONDERE LA FORZA (39) AGENTE SUL-
L'UNITA DI CARICA COLLOCATA IN TALE
PUNTO.
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ESEMPIO 3. SECONDO LA LEGGE
DI BIOT-SAVART, UNA CORRENTE ELET-
TRICA DI INTENSITA % CHE PERCORRE
L’ASSE z, NELLO STESSO VERSO, DETER-
MINA UN CAMPO MAGNETICO DATO DA

B(z,y,2)

2 12 + 12

DOVE iy EE LA PERMEABILITA MAGNETI-
CA.

I[L. CAMPO MAGNETICO E DUNQUE,
IN QUESTO CASO, UNA FUNZIONE CHE
AL PUNTO (z,y,%), NON APPARTENEN-
TE ALL’ASSE 2, FA CORRISPONDERE IL
VETTORE B(z,y,2) DATO DALLA (40).

ESEMPIO 4. DATA UNA FUNZIO-
NE SCALARE f(z,y,z), DI CLASSE O
IN UN APERTO ) C R?, IL GRADIENTE
Vf(x,y,z) E UN CAMPO VETTORIALE.

LINEE DI CAMPO

LE LINEE CHE, IN OGNI LORO PUN-
TO, RISULTANO TANGENTI AL VETTORE
DI UN CAMPO DATO, SI DICONO LINEE
DI CAMPO.

LE LINEE DI CAMPO DEL GRADIENTE
Vf DI UNA FUNZIONE SCALARE f(x,y, 2)
SI DICONO LINEE DI MASSIMA PENDEN-
ZA.

LE LINEE DI MASSIMA PENDENZA SO-
NO PERPENDICOLARI ALLE SUPERFICI DI
LIVELLO DELLA FUNZIONE f: VEDERE A
PAG. A38.



L’INTEGRALE DI LINEA DI SE-
CONDA SPECIE

OVVERO

L’INTEGRALE DI UN CAMPO
VETTORIALE LUNGO UNA LI-
NEA ORIENTATA

DEFINIZIONE

CONSIDERIAMO UN CAMPO VETTO-
RIALE F'(z,y,z) DEFINITO PER (z,v,
z) € Q, ESSENDO () UN APERTO DI R3,
E SUPPONIAMO CHE F € C%(Q).

CONSIDERIAMO, INOLTRE, UNA CUR-
VA REGOLARE 7: [a,b] — ) IL CUI SO-
STEGNO 7y SIA CONTENUTO IN (). SI PO-
NE, ALLORA,

. F . dr = /bF(r(t)) -r'(t) dt.

OSSERVAZIONE: IL VALORE NUMERICO
DELL'INTEGRALE DI LINEA DI SECONDA
spECIE DIPENDE DAL VERSO DI
PERCORRENZA DELLA CURVA 7.

I VERSO DI PERCORRENZA DELLA
CURVA DIPENDE DALLA PARAMETRIZZA-
ZIONE, CIOE DALLA PARTICOLARE FUN-
ZIONE 7(t) AVENTE PER SOSTEGNO 7.

INVERTENDO IL VERSO DI PERCOR-
RENZA, L'INTEGRALE DI LINEA DI SE-
CONDA SPECIE CAMBIA SEGNO.

LA DIPENDENZA DELL'INTEGRALE DAL
VERSO DI PERCORRENZA DELLA CURVA
SI INDICA DENOTANDO IL DOMINIO DI
INTEGRAZIONE CON +7, E SI SCRIVE

F - dr = —/ F - dr.
—

+
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MOTIVAZIONI

SE 1L CAMPO F'(z,y,2) RAPPRESEN-
TA UNA FORZA, L'INTEGRALE

L= F - dr

+y
DEFINISCE IL LAVORO COMPIUTO DALLA
FORZA F' LUNGO LA CURVA 7y, PERCOR-
SA NEL VERSO SPECIFICATO DALLA PA-
RAMETRIZZAZIONE.

AD ESEMPIO, FISSIAMO NELLO SPA-
710 UN PUNTO 7( # 0, E CONSIDERIAMO
LA SEMIRETTA y USCENTE DA T, ALLI-
NEATA CON L'ORIGINE MA NON CONTE-
NENTE QUEST’ULTIMA, PARAMETRIZZA-~
TA DA 7(t) =try, t € [1,+00).

SIA, INOLTRE, F'(z,y,z) IL CAMPO
DATO DALLA (38). ALLORA L'INTEGRA-
LE

M

7o

U(’l"o)z F.-dr =-C

+
ESPRIME L’ENERGIA POTENZIALE GRA-
VITAZIONALE NEL PUNTO 7.

IN GENERALE, SE IL CAMPO F'(z,v,
z) E IL GRADIENTE DI UNA FUNZIONE
SCALARE f(z,y,2), E SE LA CURVA 7y
EE PARAMETRIZZATA DA UNA FUNZIONE
r(t) AVENTE PER DOMINIO UN INTER-
VALLO CHIUSO E LIMITATO [a,b], ALLO-
RA SI HA

F-dr = f(r()) — f(r(a)).

+

(41)

CIO COSTITUISCE UN’ESTENSIONE DEL
TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCO-
LO INTEGRALE.

LA DIMOSTRAZIONE DELLA (41) SI
TROVA ALLA PAGINA SEGUENTE.



CAMPI CONSERVATIVI

UN CAMPO VETTORIALE F(z,y,z2),
DI CLASSE CY IN UN APERTO ) C R3, sI
DICE CONSERVATIVO SE PER OGNI
COPPIA DI CURVE ORIENTATE 7 E 79,
USCENTI DA UN MEDESIMO PUNTO P ED
AVENTI UNO STESSO SECONDO ESTRE-
MO (), RISULTA

F-dr = F - dr
+7 +72
DUNQUE L INTEGRALE DIPENDE SOLO
DAGLI ESTREMI P E (Q, E NON DALLA
CURVA CHE LI CONGIUNGE.

V1 SONO DUE IMPORTANTI CONDI-
ZIONI NECESSARIE E SUFFICIENTI AF-
FINCHE UN DATO CAMPO SIA CONSER-
VATIVO.

CONDIZIONE N. 1

UN cAMPO F'(z,y,2) E CONSERVATI-
VO SE E SOLO SE L'INTEGRALE

F -dr
+y
E NULLO OGNIQUALVOLTA < E UNA LI-
NEA CHIUSA CONTENUTA IN ).

L’INTEGRALE DI LINEA DI SECONDA
SPECIE ESTESO AD UNA CURVA CHIUSA
s1 CHIAMA CIRCUITAZIONE, E SI IN-
DICA CON IL SIMBOLO

F - dr
+y

DUNQUE IL CAMPO F(z,y, z) E CONSER-
VATIVO QUANDO RISULTA

F-dr=0
+y

PER OGNI CURVA CHIUSA 7.

ATT

CONDIZIONE N. 2

UN cAMPO F'(z,y,2) E CONSERVATI-
VO SE E SOLO SE ESISTE UN’OPPORTUNA
FUNZIONE SCALARE f € C'(Q), DETTA
“POTENZIALE”, TALE CHE

F(z,y,2) = Vf(z,y,2). (42)

CHE QUEST'ULTIMA CONDIZIONE SIA
SUFFICIENTE LO SI DEDUCE DALLA (41).

POICHE DISPONIAMO DI TRE CARAT-
TERIZZAZIONI EQUIVALENTI DEI CAM-
PI CONSERVATIVI, E LEGITTIMO ADOT-
TARE, PER RAGIONI STILISTICHE, UNA
QUALUNQUE DELLE TRE COME DEFINI-
ZIONE. AD ESEMPIO, IL LIBRO DI TESTO
UTILIZZA LA CONDIZIONE N. 2.

DIMOSTRAZIONE DELLA FOR-
MULA (41)

PER DIMOSTRARE LA FORMULA (41)
DI PAGINA A76 BASTA DEFINIRE ¢(t) =
f(r(t)), t € [a,b]. PER LA REGOLA DI
DERIVAZIONE DELLA FUNZIONE COMPO-
STA (V. PAG. A50), SI HA

% g(t)

= F(r(t) - r'(t)
INTEGRANDO AMBO I MEMBRI SULL’IN-
TERVALLO [a,b], E PER IL TEOREMA
FONDAMENTALE, SI HA

b
g(b) — gla) = / F(r(t)) - r'(t) dt.

PER LA DEFINIZIONE DELLA FUNZIO-
NE g, E PER LA DEFINIZIONE DELL’IN-
TEGRALE DI LINEA DI SECONDA SPECIE,
SI OTTIENE LA (41).



COME TROVARE IL POTENZIA-
LE DI UN CAMPO DATO

VERIFICHIAMO CHE SE UN DATO CAMPO
F(z,y,z) E CONSERVATIVO, ALLORA LA
CONDIZIONE N. 2 INDICATA ALLA PAGI-
NA PRECEDENTE E SODDISFATTA.

IN ALTRI TERMINI, VERIFICHIAMO CHE
LA SUDDETTA CONDIZIONE E NECESSA-
RIA AFFINCHE IL CAMPO DATO SIA CON-
SERVATIVO.

IL SEGUENTE PROCEDIMENTO CON-
SENTE INFATTI DI DEFINIRE UN POTEN-
ZIALE f(x,y,2) A PARTIRE DAL CAM-
PO F(x,y,z), SOTTO L'IPOTESI CHE SI
TRATTI DI UN CAMPO CONSERVATIVO.

PER SEMPLICITA, CI CONCENTRIA-
MO SUL CASO IN CUI L’APERTO {2, DOMI-
NIO DEL CAMPO, E CONNESSO (V. PAG.
A45).

PER DEFINIRE LA FUNZIONE SCALA-
RE f(x,y,2), FISSIAMO UN PUNTO T €
(2. PER OGNI r = (x,y,2) € {2, PREN-
DIAMO UNA CURVA REGOLARE A TRAT-
TI v USCENTE DA Ty E AVENTE SECON-
DO ESTREMO IN 7. CURVE DEL GENERE
ESISTONO PERCHE () E CONNESSO. Po-
NIAMO

F-dr
+

f(@,y,2) (43)

QUESTA DEFINIZIONE E CORRETTA
GRAZIE AL FATTO CHE, PER IPOTESI,
L’ INTEGRALE AL SECONDO MEMBRO DI-
PENDE SOLO DA T ED 7.

DOBBIAMO VEDERE SE LA FUNZIO-
NE f(z,y,z) COSI DEFINITA SODDISFA
LA (42). INIZIAMO CON IL CALCOLO
DELLA DERIVATA PARZIALE Of /0.
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SE INDICHIAMO CON § IL SEGMENTO
ORIENTATO CHE DAL PUNTO (z,y,2) VA
AL PUNTO (z+h, y,2), PARAMETRIZZA-
TO DA 7(t) = (x,y,2)+t sgn(h) 2, t € |0,
|h|], POSSIAMO SCRIVERE

F .- dr

+v+s

flx+h,y z) = (44)
DOVE LA CURVA SOMMA -+7-+s SI OTTIE-
NE PERCORRENDO LE DUE CURVE +7 E
+5 UNA DOPO L’ALTRA.

SOTTRAENDO LA (43) DALLA (44) TRO-
VIAMO

fx+h,y,2)— flx,y,2)= [ F-dr
+s

L’INTEGRALE AL SECONDO MEMBRO,
PER DEFINIZIONE, VALE

||

F-dr= | F(r@®)-(sen(h)d)dt
+s 0
PERCIO
lim f(l'+h, y,Z) T f(ZE,y,Z) _
h—0 h
|h|
— ]lg% ), F(r(t)) - (sgn(h)2)dt

PER IL TEOREMA FONDAMENTALE DEL
CALCOLO INTEGRALE, IL LIMITE AL SE-
CONDO MEMBRO VALE

F(r0))-2=F(r,y,2)-1

DUNQUE 0f/0x = F -%, E CON UN PRO-
CEDIMENTO ANALOGO SI VERIFICA CHE
Of/0y=F-jE 0f/0z=F k.

ESSENDO IL CAMPO F'(z,y,2) CON-
TINUO PER IPOTESI, NE SEGUE CHE LA
FUNZIONE f(x,y,2) DATA DALLA (43) E
DI CLASSE C'! E SODDISFA LA (42), co-
ME VOLEVASI DIMOSTRARE.



SUPERFICI NELLO SPAZIO



RAPPRESENTAZIONE PARAME-
TRICA DELLE SUPERFICI

LE FUNZIONI DA RY A RF, EsAMI-
NATE A PAG. A57, ED UTILIZZATE PER
ESPRIMERE 1 CAMBIAMENTI DI VARIA-
BILE (ibidem) E PER RAPPRESENTARE
LE CURVE NELLO SPAZIO (PAG. A28) E
I CAMPI VETTORIALI (A75), SI POSSO-
NO USARE PER LA RAPPRESENTAZIONE
DELLE SUPERFICI.

PER FARE UN ESEMPIO, CONSIDE-
RIAMO LE FORMULE DI PASSAGGIO DA
COORDINATE SFERICHE A COORDINATE
CARTESIANE:

T =1 sen¢o cos v,

y =1 sen ¢ sent, (45)

Z =17 Cos ¢.

SE TENIAMO FISSO 7 E FACCIAMO VA-
RIARE ¢ € [0,7] E ¥ € [0,27), IL
CORRISPONDENTE PUNTO 7(¢,%), LE
CUI COORDINATE (x,y,2) SONO DATE
DALLE (45), DESCRIVE LA SFERA CEN-
TRATA NELL’ORIGINE E DI RAGGIO 7.

MOTIVAZIONE

IL VANTAGGIO DELLA RAPPRESEN-
TAZIONE PARAMETRICA STA NELLA POS-
SIBILITA DI RAPPRESENTARE TUTTA LA
SFERA, MENTRE LE FUNZIONI

2a,y) = £V1? —a? —y?

HANNO PER GRAFICO DUE SEMISFERE.

SI VEDANO TUTTAVIA LE PRECISA-
ZIONI A PAG. AS83.

A80

IN GENERALE, UNA FUNZIONE 7(u, v)
AVENTE PER DOMINIO UN APERTO DI
R? E PER CODOMINIO LO SPAZIO R3, sI
PUO INTERPRETARE COME LA RAPPRE-
SENTAZIONE PARAMETRICA DI UNA SU-
PERFICIE.

PER QUANTO RIGUARDA LA REGO-
LARITA DELLA SUPERFICIE, E LA DE-
TERMINAZIONE DEL PIANO TANGENTE,
SI VEDANO LE PRECISAZIONI ALLA PA-
GINA SUCCESSIVA E A PAG. AR3.

IL PIANO

FISSIAMO UN PUNTO 74 = (Zg, Yo, 20)
NELLO SPAZIO, E CONSIDERIAMO UNA
COPPIA DI VETTORI 7, = (ay,b1,¢1) ED
r, = (as, by, ¢2), DIVERSI DAL VETTORE
NULLO E NON ALLINEATI, CIOE TALI CHE
ry, X 1, # 0.

IL PIANO PASSANTE PER o E PARAL-
LELO AD 7,7, HA LA RAPPRESENTAZIO-
NE PARAMETRICA T = T( 4+ uTy + 07Ty,
u,v € R, E CIOE

T =x0+ua;+ vas,

y=1yo+ub +vbs, (46)

zZ=2zy+ucy+vcs.

UN VETTORE m PERPENDICOLARE A
TALE PIANO PUO, ALL’OCCORRENZA, ES-
SERE RICAVATO DA 1L = T, X T,.

LA RAPPRESENTAZIONE PARAMETRICA
DEI PIANI VA A COMPLETARE LA RAP-
PRESENTAZIONE CARTESIANA ESPLICITA
CONSIDERATA A PAG. A36.



LINEE COORDINATE

DATA LA RAPPRESENTAZIONE PARA-
METRICA r = 7r(u,v) DI UNA SUPERFI-
CIE, FISSANDO UNO DEI DUE PARAME-
TRI E FACENDO VARIARE SOLO L’ALTRO
SI OTTENGONO LE COSIDDETTE “LINEE
COORDINATE” .

CONSIDERIAMO, AD ESEMPIO, LA RAP-
PRESENTAZIONE PARAMETRICA DELLA
SFERA DI RAGGIO 7 CENTRATA NELL’O-
RIGINE:

T =1 sen¢o cosv,

y =1 sen ¢ send, (47)

Z =1 CoS .

FISSANDO ¢ = ¢y SI OTTENGONO LE
EQUAZIONI PARAMETRICHE DELLA CIR-
CONFERENZA ORIZZONTALE, DI RAGGIO
ro = T sen ¢y, CENTRATA SULL’ASSE 2z E
GIACENTE NEL PIANO z = 1 COS ¢y.

PONENDO, INVECE, ¥ = 1y SI OT-
TENGONO LE EQUAZIONI PARAMETRI-
CHE DELLA CIRCONFERENZA DI INTER-
SEZIONE TRA LA SUDDETTA SFERA ED
IL PIANO VERTICALE LA CUI EQUAZIO-
NE CARTESIANA E

x senty —y cos )y = 0.

Ty
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PIANO TANGENTE E REGOLA-
RITA

CONSIDERIAMO UNA SUPERFICIE RAP-
PRESENTATA NELLA FORMA PARAME-
TRICA T r(u,v), E FISSIAMO UN
PUNTO 7 = 7(ug, vg) SU DI ESSA.

L’IDEA PER DETERMINARE IL PIA-
NO TANGENTE A TALE SUPERFICIE NEL
PUNTO 79 E DI PARTIRE DALLE LINEE
COORDINATE 7 = 7(u, vg) E T = 7(ug, v),
PRENDERE I LORO VETTORI VELOCITA
Ty, Ty, INFINE COSTRUIRE IL PIANO PA-
RALLELO AD ESSI E PASSANTE PER 7.

AFFINCHE QUESTA PROCEDURA POS-
SA AVERE SUCCESSO QUALUNQUE SIA IL
PUNTO DI TANGENZA, SI RICHIEDE CHE
LA SUPERFICIE SIA “REGOLARE” NEL
SENSO CHE:

e LA FUNZIONE 7(u,v) E DI CLASSE C!
IN UN APERTO G C R?;

e I VETTORI VELOCITA

Ty (ug, vo) = <% r(u,v0)>u:u0 (48)

(U, vo) = (C% r(uo,v))v_vo (49)

SODDISFANO LA CONDIZIONE

’l"u(Uo, UO) X 'l"U(U(), UO) 7é 0

PER OGNI (ug,v9) € G. SOTTO TA-
LI IPOTESI, IL PIANO TANGENTE IN UN
PUNTO 7( = 7(ug,vg) ESISTE, ED HA LA
RAPPRESENTAZIONE PARAMETRICA

r =1+ ur,(ug,vy) + vr,(up, vo).



AREA E INTEGRALE SUPERFI-
CIALE

VOGLIAMO MISURARE L’ESTENSIONE
DI UNA SUPERFICIE RAPPRESENTATA IN
FORMA PARAMETRICA. CONSIDERIAMO,
PER INCOMINCIARE, SUPERFICI PIANE
GIACENTI SUL PIANO DI EQUAZIONI PA-
RAMETRICHE (46).

L’APPLICAZIONE AFFINE 7 = T(u,v)
DATA DALLE (46) TRASFORMA UN RET-
TANGOLO R DEL PIANO uv IN UN PA-
RALLELOGRAMMA T(R) NELLO SPAZIO.

INOLTRE, L’AREA |T(R)| DEL PARAL-
LELOGRAMMA E LEGATA ALL'AREA |R)|
DEL RETTANGOLO DALLA RELAZIONE

T(R)| = |7 x 7| [R]

INFATTI IL MODULO ||, X 7,|| DEL PRO-
DOTTO VETTORIALE 7, X 7, ESPRIME
L’AREA DEL PARALLELOGRAMMA I CUI
QUATTRO VERTICI SONO: UN QUALUN-
QUE PUNTO 7y, E I PUNTI 1g+7, "o+ 71y,
T+ Ty T Ty

USANDO UN PROCEDIMENTO DI PAS-
SAGGIO AL LIMITE, CHE RIPRENDE E
SVILUPPA LE IDEE DI ARCHIMEDE DI SI-
RACUSA, SI GIUNGE ALLA CONCLUSIONE
CHE SE 2 E UN QUALUNQUE DOMINIO
REGOLARE NEL PIANO uv ALLORA L’A-
REA DELLA FIGURA PIANA T(2) POSTA
NELLO SPAZIO E DATA DA

// |7y X 1| dudv = ||y X 7| €.
Q0
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CONSIDERIAMO ORA LA RAPPRESEN-
TAZIONE PARAMETRICA 7 = T(u,v), (u,
v) € G, DI UNA SUPERFICIE REGOLARE
NON NECESSARIAMENTE PIANA.

SI DEFINISCE AREA DELLA FIGURA
¥ = T(Q2), IMMAGINE DI UN DOMINIO
REGOLARE ()} C (G, COME IL VALORE
DEL SEGUENTE INTEGRALE DOPPIO:

//g 7 (u, v) X 7y (u, v)|| dudv

DOVE I VETTORI 7,(u,v) ED 7,(u,v),
DETTI “CAMPI COORDINATI”, SONO DA-
TI DALLE (48)-(49).

SI DEFINISCE, INFINE, L'INTEGRALE
SUPERFICIALE DI UNA FUNZIONE CON-
TINUA f(x,y,2), AVENTE PER DOMINIO
LA FIGURA ¥ = T(£2), PONENDO

flre-

//Q F(T(u,v)) ||ru(u, v) x 7,(u,v)|| dudv

CON QUESTA NOTAZIONE, L’AREA DI X
SI PUO ANCHE RAPPRESENTARE COME

|Z|=//EdS.

SE Y E IL GRAFICO DI UNA FUNZIONE
z=g(x,y), g € CYQ), LA ST PUO RAP-
PRESENTARE IN FORMA PARAMETRICA
PONENDO = =u, y = v, z = g(u,v).

IN TAL CASO RISULTA 7, = (1,0, g,)
E 7, (0,1,9y). DUNQUE 7, X 1y =
—g,%—g,J+k, E LAREA DI ¥ E DATA
DA

5| = / /Q VIt Ve )l dedy.




PRECISAZIONI — VARIETA DIF-
FERENZIABILI

LA RAPPRESENTAZIONE PARAMETRI-
CA (47) CONSENTE SI DI RAPPRESENTA-
RE TUTTA LA SFERA, MA NON E REGO-
LARE NEI DUE PUNTI ¢ =0 E ¢ = 7.

INFATTI IL CAMPO COORDINATO

Ty (797 ¢) -

= (—r sen ¢ send, r sen ¢ cosd, 0)
E NULLO NEI DUE PUNTI SUDDETTI.

PER RAPPRESENTARE TUTTA LA SFERA
OCCORRE COMBINARE FRA LORO ALME-
NO DUE RAPPRESENTAZIONI PARAME-
TRICHE REGOLARI, CHE VENGONO DET-
TE “CARTE LOCALI”.

QUANDO, AL POSTO DELLA SFERA,
SI CONSIDERANO SUPERFICI PIU COM-
PLICATE, ED EVENTUALMENTE SUPER-
FICI DI DIMENSIONE d > 2 IMMERSE
NELLO SPAZIO RV, N > 3, SI COMBI-
NANO FRA LORO PIU CARTE E SI PARLA
DI “VARIETA DIFFERENZIABILI”.

LE VARIETA DIFFERENZIABILI DI DI-
MENSIONE d > 2 SI PRESENTANO NATU-
RALMENTE IN MECCANICA QUANDO SI
CONSIDERANO SISTEMI MECCANICI CON
d GRADI DI LIBERTA, LE CUI CONFIGU-
RAZIONI SONO INDIVIDUATE DA d NU-
MERI REALI, DETTI “COORDINATE LA-
GRANGIANE” .
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FLUSSO, DIVERGENZA E ROTORE



SUPERFICI ORIENTABILI

SAPPIAMO CHE UN VETTORE NOR-
MALE AD UNA SUPERFICIE REGOLARE Y
SI PUO OTTENERE CALCOLANDO IL PRO-
DOTTO VETTORIALE 7, X 7, DEI CAMPI
COORDINATI (PAGINE A80, A81).

PER L’ANTISIMMETRIA DEL PRODOT-
TO VETTORIALE, SE SI SCAMBIANO FRA
LORO I PARAMETRI u E v SI OTTIENE
ANCORA UN VETTORE NORMALE MA DI
VERSO OPPOSTO AL PRECEDENTE.

SAPPIAMO ANCHE CHE, SE SI RICHIEDE
LA REGOLARITA DELLA RAPPRESENTA-
ZIONE, ALLORA ANCHE SUPERFICI SEM-
PLICI COME LA SFERA RICHIEDONO L’'U-
TILIZZO DI DUE O PIU CARTE LOCALI
'rl(ul, Ul), T‘Q(Ug, UQ), - (PAG. A83)

SCAMBIANDO FRA LORO LE VARIA-
BILI uj,v; PER QUALCHE VALORE DI k
E POSSIBILE, DI SOLITO, ACCORDARE
FRA LORO LE ORIENTAZIONI DEI VETTO-
RI NORMALI DATI DALLE DIVERSE CAR-
TE.

CoOsI FACENDO, SI OTTIENE UN CAM-
PO VETTORIALE M AVENTE PER DOMI-
NIO TUTTA LA SUPERFICIE ¥, DI CLASSE
C"(¥), E PERPENDICOLARE AD ESSA IN
OGNI PUNTO (E NON NULLO).

QUESTO E POSSIBILE, AD ESEMPIO,
NEL CASO DELLA SFERA.

TUTTAVIA VI SONO SUPERFICI, CO-
ME IL NASTRO DI MOBIUS, DOVE NON
ESISTE UN CAMPO CONTINUO DI VET-
TORI NORMALI NON NULLI: ESSE SI DI-
CONO “SUPERFICI NON ORIENTABILI”.
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FLUSSO DI UN CAMPO VETTO-
RIALE

CONSIDERIAMO UNA SUPERFICIE RE-
GOLARE ORIENTABILE Y. PER DEFINI-
ZIONE, ESISTE UN CAMPO VETTORIALE
n € C'(X) PERPENDICOLARE AD ESSA E
DIVERSO DAL VETTORE NULLO IN OGNI
PUNTO.

POICHE n # 0, POSSIAMO, SE NE-
CESSARIO, DIVIDERE IL VETTORE 1. PER
IL MODULO ||n|| E OTTENERE ANCORA
UN CAMPO CONTINUO DI VETTORI NOR-
MALI, QUESTA VOLTA DI MODULO 1.

PER SEMPLIFICARE LA NOTAZIONE,
SUPPORREMO CHE ||n|| = 1 FIN DALL’I-
NIZIO.

SOTTO TALI TPOTESI, SI DEFINISCE
FLUSSO DI UN CAMPO VETTORIALE F,
DI CLASSE CY(X), ATTRAVERSO LA SU-
PERFICIE ORIENTATA Y IL SEGUENTE
INTEGRALE SUPERFICTALE:

q)://F-ndS.
5

E LEGITTIMO UTILIZZARE —n AL POSTO
DI m COME VETTORE NORMALE, MA IN
TAL CASO IL VALORE DELL'INTEGRALE
CAMBIA SEGNO.

(50)

SE LA SUPERFICIE REGOLARE X E, A
SUA VOLTA, FRONTIERA DI UN DOMINIO
REGOLARE {2, COME AD ESEMPIO AC-
CADE PER LA SFERA X = 0B5,(0,0,0),
ALLORA ESSA E ORIENTABILE.

IN TAL CASO, SE IL CAMPO mn E
ORIENTATO NEL VERSO USCENTE DA (2,
COME AD ESEMPIO n = 7/||r|| NEL CA-
SO DELLA SFERA, ALLORA IL FLUSSO
DEFINITO DALLA (50) SI DICE “FLUSSO
USCENTE” DALLA SUPERFICIE.



TEOREMA DELLA DIVERGENZA

IL FLUSSO DI UN CAMPO VETTORIA-
LE INTERVIENE NELL'ENUNCIATO DI DUE
IMPORTANTI CONSEGUENZE DEL TEORE-
MA FONDAMENTALE DEL CALCOLO IN-
TEGRALE: IL TEOREMA DELLA DIVER-
GENZA, E IL TEOREMA DI STOKES O
TEOREMA DEL ROTORE.

SI DEFINISCE DIVERGENZA DI UN CAM-
PO VETTORIALE F'(z,y,z), DI CLASSE
C! IN UN APERTO A C R?, LO SCALARE

0xX Y N 0z
ox y 0z

DOVE X, Y, Z SONO LE COMPONENTI
DI F. LA DIVERGENZA SI PUO ANCHE
INDICARE CON IL SIMBOLO V - F'.

div F =

[ TEOREMA DELLA DIVERGENZA AS-
SERISCE CHE SE ) E UN DOMINIO REGO-
LARE (V. PAG. SEG.) INCLUSO NELL’A-
PERTO A, ALLORA, INDICATA CON ¥ LA
SUA FRONTIERA, E CON m IL VERSORE
NORMALE A Y E USCENTE DA (), SI HA

///dide:cdydz://F-ndS
) 5

CIOE L'INTEGRALE TRIPLO DELLA DI-
VERGENZA DI F', ESTESO AL DOMINIO
(), E UGUALE AL FLUSSO DEL CAMPO F
USCENTE DA ..
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IL TEOREMA DELLA DIVER-
GENZA NEL PIANO

SE A E UN APERTO IN R?, UN CAMPO
VETTORIALE PIANO F: A — R? s1 PUO
ESTENDERE ALL’APERTO TRIDIMENSIO-
NALE A x R CONSIDERANDO IL CAMPO

(z,y,2) = (F(z,y), 0).

APPLICANDO AL CAMPO COSI OTTE-
NUTO IL TEOREMA ENUNCIATO A LATO
SI OTTIENE IL TEOREMA DELLA DIVER-
GENZA NEL PIANO:

SE 2 E UN DOMINIO REGOLARE (V. PAG.
SEG.) INCLUSO NELL’APERTO A C R?,
ALLORA, INDICATA CON 7 LA SUA FRON-
TIERA, E CON 1 IL. VERSORE NORMALE
A v E USCENTE DA (), ST HA

//didexdy:/F-nds (51)
Q Y

CIOE L'INTEGRALE DOPPIO DELLA DI-
VERGENZA DI F', ESTESO AL DOMINIO
(), E UGUALE AL FLUSSO DEL CAMPO F
USCENTE DA 7. SI INTENDE CHE LA DI-
VERGENZA DEL CAMPO PIANO F' E DATA

DA
0X

oY
divF = — + —
v Ox oy
DOVE X E Y SONO LE COMPONENTI
DI F'.

I SECONDO MEMBRO DELLA (51) SI
PUO INTENDERE COME L'INTEGRALE DI
LINEA DI PRIMA SPECIE (PAGINA AT72)
DELLA FUNZIONE f = F' - n.



DOMINI REGOLARI

PER LA VALIDITA DEL TEOREMA DELLA
DIVERGENZA (ALLA PAGINA PRECEDEN-
TE) E SUFFICIENTE CHE:

1) IL DOMINIO DI INTEGRAZIONE ()
SIA SEMPLICE RISPETTO A TUTTI E TRE
GLI ASSI COORDINATI, CIOE RISULTI

Q={(z,y,2) | (z,y) € D,
gi(z,y) <z < hi(x,y) }

={(z.y,2) | (y,2) € Dy,
92y, 2) <x < haly, 2) }

={(z,y,2) | (z,2) € Ds,
g3(z,x) <y < ha(z,x) },

DOVE PER OGNI k = 1,2,3 IL DOMINIO
D, E SEMPLICEMENTE DECOMPONIBILE
(V. PAG. A67) E LE FUNZIONI g, hj, SO-
NO CONTINUE IN D} E DIFFERENZIABILI
NEI PUNTI INTERNI DI Dy;

2) IL GRAFICO ¥ DI hy SIA INCLUSO
IN UNA SUPERFICIE REGOLARE (PAGINA
A81) CON NORMALE n = (ng, ny,n.),
n, > 0, E PER OGNI FUNZIONE f CON-
TINUA SU X RISULTI

/fnz dS :/ f(:c,y, h1($7y)) dZL’dy
¥ Dy

COSI COME ACCADE, AD ESEMPIO, SE /i
€ CY(D;). UNA PROPRIETA SIMILE SI
RICHIEDE PER ¢; E PER g, hy, k = 2, 3.

Al FINI DEL TEOREMA DELLA DI-
VERGENZA NEL PIANO E SUFFICIENTE
CHE IL DOMINIO BIDIMENSIONALE §) SIA
SEMPLICEMENTE DECOMPONIBILE (PA-
GINA AG7) E LA SUA FRONTIERA SIA
UNA CURVA REGOLARE A TRATTI.
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CALCOLO DI AREE COL TEORE-
MA DELLA DIVERGENZA

POICHE IL CAMPO PIANO F(r) = r
HA LA PROPRIETA CHE divr = 2, L’A-
REA DI 2 C R? SI PUO ESPRIMERE TRA-
MITE IL TEOREMA DELLA DIVERGENZA
NEL PIANO:

1
|Q|:—/r-nds.
2. Jy

ORA SVOLGIAMO L’INTEGRALE AL
SECONDO MEMBRO UTILIZZANDO UNA
RAPPRESENTAZIONE PARAMETRICA RE-
GOLARE DELLA CURVA 7:

(52)

=x(t
v = (i) € |a,b].
y=y(t)
PosTto r( ) = (x(t),y(t)), IL VETTORE
VELOCITA E DAT

(%),
TO DA
r(t) = ((1)), ¥ (1))

SE LA CURVA 7 E PERCORSA IN SEN-
SO ANTIORARIO, IL VERSORE NORMALE

USCENTE E
"t), —2'(t
() - — O 70
V(@' ()24 (y(t))
APPLICANDO LA DEFINIZIONE DELL’IN-
TEGRALE DI LINEA DI PRIMA SPECIE

(PAGINA A72), LA FORMULA (52) DI-

VENTA
b
5 [ @@y@ =@ o) a

INTEGRANDO PER PARTI, E SICCOME
z(a) = z(b) E y(a) = y(b), SI VEDE CHE

/a " ot) o/ () di = / L) ) de

DUNQUE SI PUO ANCHE SCRIVERE

m=/ﬁwy®ﬁ=/—mwﬂmw

2 =



DIMOSTRAZIONE DEL TEORE-
MA DELLA DIVERGENZA NEL
PIANO - FORMULE DI GAUSS-
GREEN

CONSIDERIAMO UN DOMINIO §) C R?
SEMPLICE RISPETTO AD ENTRAMBI GLI
ASSI: SUPPONIAMO CIOE ) =

={(v,y) | v €[a,b], g1(x) <y < golz) }
={(z,y) |y € le,d], ha(y) <z < ha(y) }

CON 91,92 € C°([a,0]), E hy,hy € C°([c,
GLI INTEGRALI DOPPI

xy dx dy, //

SI POSSONO ESPRIMERE CON LE FORMU-
LE DI RIDUZIONE. USANDO ANCHE IL
TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCO-
LO INTEGRALE, SI TROVA:

I3

/(ﬂM%)—Mm@wwy®®

e

L/W@muwvmmwwm<m

a

(x,y)dx dy

(r,y)drdy =

(r,y)drdy =

PER SOMMARE I SECONDI MEMBRI FRA
DI LORO SUPPONIAMO PER SEMPLICITA
CHE hy(c) = ha(c), hi(d) = he(d), E CHE
LA FRONTIERA DI ) SIA UNA CURVA 7
REGOLARE (MA IL RAGIONAMENTO SI
PUO ESTENDERE ALLE CURVE REGOLA-
RI A TRATTI).

INDICHIAMO CON 7(t) = (z(t),y(t)),
t € [to,t1] UNA PARAMETRIZZAZIONE RE-
GOLARE DI 7y, ORIENTATA IN SENSO AN-
TIORARIO, E CON n(t) = (n,(t),n,(t)) 1L
VERSORE NORMALE USCENTE (53).
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DUNQUE AVREMO: n.(t) = y'(t), E
ny(t) = —2'(t).

POSSIAMO ANCHE FARE IN MODO CHE
IL PUNTO 7(ty) = 7(t;) ABBIA COORDI-
NATE (hi(c),c) = (ha(c), ¢).

INOLTRE, t* € (tg,t1) TALE
(hi(d), d) = (ha(d), d).

CON IL CAMBIAMENTO DI VARIABILE
y = y(t), CHE E LEGITTIMO PERCHE LA
FUNZIONE y(t) E DI CLASSE C*([to,t*]),
SI OTTIENE

d
/ X(ha(y),y) dy =

X(ha(y(t)),y(t)) /' (t) dt.

to

ESISTE,
CHE r(t*) =

MA ESSENDO y(t) DI CLASSE CY([t*,1])
SI HA ANCHE

d
—/Xw@www=

fxm@mwz

X (hay (), y() ' (2) dt.

t*

DUNQUE LA (54) DIVENTA

I3

CON UN PROCEDIMENTO ANALOGO SI
VERIFICA CHE

// (z,y dxdy—AYnyds. (57)

LE UGUAGLIANZE (56)-(57) SI DICONO
“FORMULE DI (GAUSS-GREEN NEL PIA-
NO”: SOMMANDOLE FRA LORO, E PO-
NENDO F(z,y) = (X(z,y), Y(x,y)), sI
OTTIENE LA (51).

(x,y dxdy—/ands (56)



TEOREMA DI STOKES, O TEO-
REMA DEL ROTORE

OLTRE AL TEOREMA DELLA DIVER-
GENZA, CONSIDERATO NELLE PAGINE
PRECEDENTI, UN'IMPORTANTE CONSE-
GUENZA DEL TEOREMA FONDAMENTALE
DEL CALCOLO INTEGRALE E IL TEO-
REMA DI STOKES, O TEOREMA DEL
ROTORE:

//rotF-ndS: F-dr. (58)
by 4+

QUI ¥ DENOTA UNA SUPERFICIE RE-
GOLARE E ORIENTABILE, AVENTE PER
BORDO UNA CURVA REGOLARE 7; 1 E IL
VERSORE NORMALE A Y, CHE NE DETER-
MINA L’ORIENTAZIONE; F = (X,Y,7) E
UN CAMPO VETTORIALE DI CLASSE C!
IN UN APERTO A D X, E rot F IL CAM-
PO VETTORIALE DATO DA

T 7 k
rot F' = % a% %
X Y Z
0z  0Y \ . oxX 07\ .
(-5 (- 2)

L (90X
Ox oy

IL. ROTORE rot F' SI PUO ANCHE INDICA-
RE CON I SIMBOLI curl FF E V x F.

SI INTENDE CHE L’ORIENTAZIONE DEL-
LA SUPERFICIE Y E QUELLA DELLA CUR-
VA 7 SONO ACCORDATE TRA LORO IN
MODO TALE CHE SE IL POLLICE DELLA
MANO DESTRA E DISPOSTO COME 7, AL-
LORA LE ALTRE DITA INDICANO IL VER-
SO DI 7.

ALTRIMENTI GLI INTEGRALI NELLA (58)
SONO UGUALI IN MODULO ED HANNO SE-
GNO OPPOSTO.

IL TEOREMA DI STOKES PER
UNA SUPERFICIE PIANA

SE LA SUPERFICIE CONSIDERATA, CHE
DENOTIAMO CON X, E PIANA, CONVIE-
NE DISPORRE GLI ASSI £ E y SULLO
STESSO PIANO DI &, E PRENDERE n = k
COME VERSORE NORMALE.

CoOSI FACENDO, SI OTTENGONO VA-
RIE SEMPLIFICAZIONI:

e LA PARAMETRIZZAZIONE DELLA SU-
PERFICIE Y E LA SEGUENTE:

r=1Uu

y="v

(u,v) € 3;

e LA PARAMETRIZZAZIONE DELLA FRON-
TIERA 7 E DEL TIPO

r(t) = (x(1),y(1),0),

e IL. PRODOTTO SCALARE rot F'-m SI RI-
DUCE A

t e [to, tl];

aY 09X
ot FF-n=——— —.
Ox oy
PERTANTO LA TESI DEL TEOREMA DI
STOKES (58) SI PUO SCRIVERE COME

SEGUE:
/ / <8Y 0X
by
ty

e (9—3/) dx dy = (59)
[ (X(r(1) /() + Y (r(£)) /(1)) dt.



DIMOSTRAZIONE DEL TEORE-
MA DI STOKES PER UNA SU-
PERFICIE PIANA

LA (59) SI PUO RICAVARE FACILMEN-
TE DALLE FORMULE DI GAUSS-GREEN
(56)-(57).

OSSERVIAMO, INNANZITUTTO, CHE
IN TALI FORMULE LE LETTERE X ED Y
DENOTANO DUE QUALUNQUE FUNZIONI
REGOLARI.

PER IL PRESENTE SCOPO, CONVIENE
SCRIVERE X AL POSTO DI Y, E VICE-
VERSA. SI HA, DUNQUE:

// (x,y d:vdy—/Ynxds,
0
// :Uyda:dy—/Xnyds

SOTTRAENDO LA SECONDA UGUAGLIAN-
ZA DALLA PRIMA, E RICORDANDO CHE
ny E n, SONO LE COMPONENTI DEL VER-
SORE m (53), SI OTTIENE LA (59).
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CHE COSA RAPPRESENTA IL
ROTORE

UTILIZZANDO IL TEOREMA DI STO-
KES, POSSIAMO DARE LA SEGUENTE
INTERPRETAZIONE DEL ROTORE DI UN
CAMPO VETTORIALE F € CY(R3),

SCEGLIAMO UN PUNTO P (x, v,
z) € R3, E FISSIAMO UN VERSORE 7.
PER oGNI r € (0,+00), INDICHIAMO
CON Y, IL DISCO DI RAGGIO 7 CENTRA-
TO IN (x,y,z) E PERPENDICOLARE AL
VERSORE M.

DIVIDENDO AMBO I MEMBRI DEL-
LA (58) PER L’AREA |X,| = 7r? DEL
DISCO Y, E FACENDO TENDERE 7 A ZE-
RO, SI TROVA

1

rot F'(P) - = lim N

F ~dr. (60)

QUESTA UGUAGLIANZA SI PU() LEGGE-
RE, IN PAROLE POVERE, COME SEGUE.

e LA CIRCUITAZIONE DI F' INTORNO
AD UN DISCHETTO DIPENDE DAL VER-
SORE T, CIOE DALLA GIACITURA DEL
DISCHETTO STESSO.

e LA CIRCUITAZIONE DI F' INTORNO AD
UN DISCHETTO SI RENDE MASSIMA, A
PARITA DI RAGGIO, QUANDO LA NOR-
MALE m AL DISCHETTO HA LA DIREZIO-
NE ED IL VERSO DI rot F'.

e L’INTENSITA DI rot F' E UGUALE ALLA
CIRCUITAZIONE INTORNO ALL’UNITA DI
SUPERFICIE, O MEGLIO, E UNA SPECIE
DI DERIVATA, DATA DAL SECONDO MEM-
BRO DELLA (60) QUANDO Y, E PERPEN-
DICOLARE A 1ot F', E v E ORIENTATA
SECONDO LA REGOLA DELLA MANO DE-
STRA (POLLICE COME rot F').



CAMPI NOTEVOLI
ESEMPI 1 E 2

IL campo F = r/||r|?®, GIA INCON-
TRATO A PAG. A75, HA COMPONENTI

i
X =
(xQ + y2 + 22)3/2 ’
Y
Y = :
(332 _|_y2_|_22>3/2

($2 + y2 + 22>3/2 ’

APPLICANDO LA DEFINIZIONE DELLA
DIVERGENZA VISTA A PAGINA A86, SI
TROVA div F' = 0.

APPLICANDO LA DEFINIZIONE DEL
ROTORE VISTA A PAGINA A89, SI TRO-
VA rot F' = 0.

INFINE, POICHE RISULTA F = V[ CON
f(z,y,2) = —1/y/22 + 92 + 22, IL CAM-
PO F' E CONSERVATIVO E LA SUDDETTA
FUNZIONE f(x,y,2) E UN POTENZIALE
DI TALE CAMPO.

ESEMPIO 3

IL cAMPO B DATO DALLA (40) DI
PAG. AT5 HA COMPONENTI

v Ho —1Y
21 12 + 12
Mo
21 a2 42
7 =0.

APPLICANDO LA DEFINIZIONE DELLA
DIVERGENZA VISTA A PAGINA AS86, SI
TROVA div B = 0.

APPLICANDO LA DEFINIZIONE DEL
ROTORE VISTA A PAGINA A89, SI TRO-
VA rot B = 0.
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ESEMPIO 4

LE COMPONENTI X =1 EY =2 =
0 DEL CAMPO F' = % SONO COSTANTI,
DUNQUE HANNO LE DERIVATE NULLE.

DI CONSEGUENZA, APPLICANDO LA
DEFINIZIONE DELLA DIVERGENZA VISTA
A PAGINA A86, ST TROVA divz = 0.

SIMILMENTE, APPLICANDO LA DEFI-
NIZIONE DEL ROTORE VISTA A PAGINA
A89, SI TROVA rotz = 0.

PER LA STESSA RAGIONE RISULTA: div 3}
=0, 1r0t7=0, divk =0 E rot k = 0.

ESEMPIO 5

LE COMPONENTI DEL CAMPO A DA-
TO DA

N 1
A=klog——
a2+ y?
SONO X =Y =0E
1
Va2 +y? '
APPLICANDO LA DEFINIZIONE DELLA

DIVERGENZA VISTA A PAGINA AR86, SI
TROVA div A = 0.

Z =log

APPLICANDO LA DEFINIZIONE DEL RO-
TORE VISTA A PAGINA A89, SI TROVA

rot A =

DUNQUE IL CAMPO

Lo A

2T
E UN POTENZIALE VETTORE PER IL
CAMPO B DELL’ESEMPIO 3 (LA DEFINI-
ZIONE SI TROVA A PAG. A94).



CAMPI CONSERVATIVI: CONDI-
ZIONE NECESSARIA

GRAZIE AL TEOREMA DI SCHWARZ SUL-
L’INVERSIONE DELL’ORDINE DI DERIVA-
ZIONE, POSSIAMO ESPRIMERE MEDIAN-
TE IL ROTORE UNA CONDIZIONE NECES-
SARIA AFFINCHE UN DATO CAMPO VET-
TORIALE DI CLASSE C! SIA CONSERVA-
TIVO.

SAPPIAMO, INFATTI, CHE SE F' E UN
CAMPO CONSERVATIVO, ALLORA ESISTE
UN’OPPORTUNA FUNZIONE SCALARE f
TALE CHE F = Vf (E LA CONDIZIONE
N. 2 DI PAG. AT7).

DUNQUE LE DERIVATE PRIME DEL-
LE COMPONENTI X,Y, Z DEL CAMPO F
SONO DERIVATE SECONDE DELLA FUN-
ZIONE SCALARE f. PER IL TEOREMA DI
SCHWARZ, RISULTA

rot F' = 0. (61)

QUESTA E PERTANTO UNA CONDIZIONE
CHE I CAMPI CONSERVATIVI DI CLASSE
C! DEVONO NECESSARIAMENTE SODDI-
SFARE.

DETTO IN ALTRI TERMINI, PER OGNI
FUNZIONE SCALARE f DI CLASSE C? RI-
SULTA

rot Vf = 0.

[ CAMPI CHE SODDISFANO LA (61)
st DiIcoNO IRROTAZIONALI. SE uN
caMPO F, DI cLASSE C! IN UN APER-
TO A C R3, NON SODDISFA LA (61) IN
QUALCHE PUNTO DI A, NON E CONSER-
VATIVO.
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UN’ALTRA DIMOSTRAZIONE DELLA (61),
BASATA QUESTA VOLTA SUL TEOREMA
DI STOKES, E LA SEGUENTE.

CONSIDERIAMO UN CAMPO CONSER-
VATIVO F', E SUPPONIAMO PER ASSUR-
DO CHE ESISTA UN PUNTO P = (z,y, 2)
DOVE

rot F'(P) # 0.

SENZA LEDERE LA GENERALITA, SUP-
PONIAMO CHE LA TERZA COMPONENTE
Z DEL CAMPO rot F' SIA POSITIVA IN TA-
LE PUNTO.

INDICATO CON 2, IL DISCO DI RAG-
GIO r CENTRATO IN (z,y,2) E PERPEN-
DICOLARE AL VERSORE m = k, PER
LA (60) ST HA

rot F(P)-n =0 (62)

PERCHE L'INTEGRALE AL SECONDO MEM-
BRO DELLA (60) E NULLO PER OGNI 7.
D’ALTRO CANTO, PER IPOTESI RISULTA

rot F(P) -k = Z(P) >0

IL. CHE CONTRADDICE LA (62). DUN-
QUE LA (61) DEVE VALERE IN OGNI
PUNTO, COME VOLEVASI DIMOSTRARE.

OSSERVIAMO, CON L’OCCASIONE, CHE
DAL TEOREMA DI SCHWARZ SEGUE AN-
CHE CHE SE F' E UN QUALUNQUE CAMPO
DI CLASSE C?, CONSERVATIVO O NO, RI-
SULTA

divrot F' = 0. (63)

L’ESPRESSIONE DI rot rot F' SI PUO TRO-
VARE A PAG. A97.



CAMPI CONSERVATIVI: CONDI-
ZIONE SUFFICIENTE

SE IL DOMINIO A DI UN CAMPO VET-
TORIALE F' SODDISFA UNA PARTICOLA-
RE CONDIZIONE TOPOLOGICA, E CIOE
E SEMPLICEMENTE CONNESSO, ALLORA
I CAMPI IRROTAZIONALI SONO ANCHE
CONSERVATIVI.

DUNQUE LA CONDIZIONE (61), NE-
CESSARIA AFFINCHE UN CAMPO F DI
CLASSE C'(A) SIA CONSERVATIVO, E
ANCHE SUFFICIENTE QUANDO IL DOMI-
NIO A E SEMPLICEMENTE CONNESSO.

DOMINI SEMPLICEMENTE CON-
NESSI

UN DOMINIO CONNESSO A SI DICE
“SEMPLICEMENTE CONNESSO” SE OGNI
CURVA CHIUSA E OMOTOPA AD UN PUN-
TO: CIOE, IN PAROLE POVERE, SE OGNI
CURVA CHIUSA PUO ESSERE DEFORMATA
FINO A RIDURLA AD UN PUNTO, SENZA
USCIRE DA A.

ESEMPIO 1

FACENDO VARIARE IL RAGGIO 1 DA
1 A 0, LA CIRCONFERENZA 7, = 0B,(0,
0) C R? SI RIDUCE AD UN SOLO PUNTO,
L’ORIGINE, SENZA USCIRE DAL PIANO.

ESEMPIO 2

DATA UNA QUALUNQUE CURVA PIA-
NA 7y, CHIUSA, PARAMETRIZZATA DA T
= r(t), t € [a,b], DEFINIAMO LA CURVA
Y. TRAMITE LA PARAMETRIZZAZIONE

r.(t) =rr(t).

FACENDO VARIARE IL PARAMETRO 7 DA
1 A 0, LA CURVA 7,, CHE COINCIDE CON
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LA CURVA DATA v QUANDO r = 1, SI RI-
DUCE AD UN SOLO PUNTO, L’ORIGINE,
SENZA USCIRE DAL PIANO. DUNQUE IL
PIANO E UN INSIEME SEMPLICEMENTE
CONNESSO.

ESEMPIO 3

CON LO STESSO METODO DELL’ESEM-
PIO 2 SI DIMOSTRA CHE SONO SEMPLI-
CEMENTE CONNESSI ANCHE I RETTAN-
GOLI, I DISCHI E TUTTE LE ALTRE FI-
GURE CONVESSE.

IN TRE DIMENSIONI, SONO SEMPLICE-
MENTE CONNESSI: LO SPAZIO R? TUT-
TO INTERO, I PARALLELEPIPEDI, GLI IN-
TORNI SFERICI B,(z,y,z) E TUTTI GLI
ALTRI SOLIDI CONVESSI.

ESEMPIO 4

IL. TIPICO ESEMPIO DI DOMINIO CHE
NON E SEMPLICEMENTE CONNESSO E LA
CORONA CIRCOLARE.

ANCHE L’APERTO A = R?\ {0} (L
PIANO BUCATO) NON E SEMPLICEMEN-
TE CONNESSO: INFATTI LA CIRCONFE-
RENZA v = 0B1(0,0), CHE E INCLUSA
IN A, NON PUO ESSERE DEFORMATA FI-
NO A FARLA DIVENTARE UN PUNTO SEN-
ZA ESSERE COSTRETTI AD USCIRE DA A.

SI INTENDE CHE SI ESCE DA A QUAN-
DO SI TOCCA L’ORIGINE.

IN TRE DIMENSIONI, NON E SEMPLI-
CEMENTE CONNESSO LO SPAZIO R? PRI-
VATO DELL’ASSE z.

TALE INSIEME SI PUO INDICARE CON
A xR, DOVE A E IL PIANO BUCATO. IL
METODO PER DIMOSTRARE L’ASSERTO E
LO STESSO DI PRIMA.



PERCHE I CAMPI IRROTAZIO-
NALI IN UN DOMINIO SEMPLI-
CEMENTE CONNESSO SONO
CONSERVATIVI

CI LIMITIAMO, PER SEMPLICITA, A
CONSIDERARE UN CAMPO PIANO F': A
— R?, DOVE A E UN APERTO DI R? SEM-
PLICEMENTE CONNESSO.

SUPPONIAMO CHE IL CAMPO (F,0) =
(X,Y,0) SIA IRROTAZIONALE, CIOE
Y  0X

— == .

ox dy (64)

PER DIMOSTRARE CHE F' E CONSERVA-
TIVO, BASTA VERIFICARE CHE

7{F-d'r=0
.

QUALUNQUE SIA LA CURVA CHIUSA v C
A. INTENDIAMO, CIOE, USARE LA CON-
DIZIONE N. 1 DI PAG. AT77.

(65)

ESSENDO L’APERTO A SEMPLICEMENTE
CONNESSO, LA SUPERFICIE PIANA Y DE-
LIMITATA DALLA CURVA 7 E ANCH’ESSA
INCLUSA IN A.

MA ALLORA POSSIAMO APPLICARE
IL TEOREMA DI STOKES, E SCRIVERE

oY 0X
//z (%‘a—y) dndy =

AVENDO ORIENTATO 7 IN SENSO ANTIO-
RARIO.

F - dr,
+v

SOSTITUENDO LA (64) NELLA FOR-
MULA PRECEDENTE, SI GIUNGE ALLA
(65).

DUNQUE IL CAMPO F E CONSERVA-
TIVO, COME VOLEVASI DIMOSTRARE.
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IL POTENZIALE VETTORE

SI DICE POTENZIALE VETTORE DI
UN DATO CAMPO F'(z,y,z) UN CAMPO
OPPORTUNO A(x,y,2) AVENTE LA PRO-
PRIETA CHE rot A = F IN OGNI PUNTO
DEL DOMINIO DI F'.

CONDIZIONE NECESSARIA

VISTA LA (63), CONDIZIONE NECES-
SARIA AFFINCHE UN CAMPO F', DI CLAS-
SE C', AMMETTA UN POTENZIALE VET-
TORE E CHE F' SIA UN CAMPO SOLENOI-
DALE, CIOE TALE CHE

div F(z,y,2) =0 (66)

IN TUTTI I PUNTI (x,%y,2) DEL DOMI-
NIO DI F'. TALE CONDIZIONE, DA SOLA,
NON E SUFFICIENTE, COME MOSTRA IL
SEGUENTE CONTROESEMPIO.

CONTROESEMPIO

MOSTRIAMO CHE IL CAMPO F = r/||r|?,
CHE E UNO DEI CAMPI VETTORIALI PIU
SIGNIFICATIVI, NON AMMETTE POTEN-
ZIALE VETTORE BENCHE SIA SOLENOI-
DALE (V. PAGG. A75 E A91).

SUPPONIAMO PER ASSURDO CHE IL
cAMPO F = 7/|r||> AMMETTA UN PO-
TENZIALE VETTORE, CHE INDICHEREMO
CON A(x,y,z). ALLORA LA CIRCUITA-

ZIONE
%A ~dr
v

LUNGO LA CIRCONFERENZA v DI EQUA-
ZIONI PARAMETRICHE

x = cosv,
y =sen?d, ¢ €|0,2mn],
z =0,



SI PUO CALCOLARE CON IL TEOREMA DI

STOKES: INDICATA CON X1 LA SEMISFE-

RA DI EQUAZIONI

r = sen ¢ cos 1,

B g @€ [0, 7/2],
Yy = sen ¢ sen v, 9 €0, 21,
2z = cos ¢,
SI HA:
jIéA ~dr = F-ndS
gl Tt
= 2, (67)

DOVE n =1 E |r| = 1. D’ALTRO CAN-
TO, INDICATA CON ¥~ LA SEMISFERA DI
EQUAZIONI

x = cos v sen ¢,

— send v € 0, 27],
y=snusne, ¢ g2, wl,
Z = COoS @,
SI HA:
%A cdr = F-ndS
0 X-
= —2m, (68)

PERCHE L’ORIENTAZIONE DI Y~ E DA-
TA DAL VETTORE m = —7 IN ACCORDO
CON IL VERSO DI PERCORRENZA DI 7.

LA CONTRADDIZIONE TRA LA (67)
E LA (68) PROVA CHE IL CAMPO F
r/||r||> NON AMMETTE POTENZIALE
VETTORE, BENCHE SIA UN CAMPO SO-
LENOIDALE.

DUNQUE LA CONDIZIONE (66) NON
E SUFFICIENTE A GARANTIRE CHE UN
CAMPO F ABBIA UN POTENZIALE VET-
TORE.
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CONDIZIONE SUFFICIENTE

LA CONDIZIONE (66) GARANTISCE CHE
IL CAMPO F' AMMETTE UN POTENZIA-
LE VETTORE QUANDO IL DOMINIO ()
DEL CAMPO SODDISFA UNA PARTICOLA-
RE PROPRIETA TOPOLOGICA:

SE OGNI SUPERFICIE CHIUSA X C Q E
CONTRATTILE, CIOE DELIMITA UN SOLI-
DO INCLUSO IN {2, ALLORA I CAMPI SO-
LENOIDALI F AVENTI PER DOMINIO )
AMMETTONO POTENZIALE VETTORE.

NEL TESTO DI C. D. PAGANI E S.
SALSA “ANALISI MATEMATICA”, VOL.
2, EDITO DALLA ZANICHELLI, I DOMI-
NI 2 AVENTI LA SUDDETTA PROPRIETA
SONO DETTI FORTEMENTE CONNESSI.

LA DIMOSTRAZIONE DELL’ESISTENZA
DI UN POTENZIALE VETTORE SI BASA
SUL LEMMA DI POINCARE, CHE SI PUO
TROVARE ANCHE NEL TESTO DI W. RU-
DIN “PRINCIPI DI ANALISI MATEMATI-
CA” EDITO DALLA MCGRAW-HILL (V.
TEOREMA 10.39).

SI NOTI CHE SE UN CAMPO F E SO-
LENOIDALE, ED IL SUO DOMINIO NON
E FORTEMENTE CONNESSO, LE CONSI-
DERAZIONI PRECEDENTI NON CONSEN-
TONO DI AFFERMARE, E NEMMENO DI
ESCLUDERE, CHE F' AMMETTA UN PO-
TENZIALE VETTORE.

ESEMPI

Lo spPAZIO R? E FORTEMENTE CON-
NESSO, COME PURE IL DOMINIO () =
{(z,y,2) | 2 +y* > 0}. INVECE LO
SPAZIO BUCATO R\ {(0,0,0)} NON E
FORTEMENTE CONNESSO.



CALCOLO DEL POTENZIALE VET-
TORE

COSTRUIAMO ESPLICITAMENTE UN PO-
TENZIALE VETTORE A PER UN QUALUN-
QUE CAMPO SOLENOIDALE F = X(z,y,
2)i+Y(z,y,2) j+ Z(z,y, 2) k DI CLASSE
Cl ED AVENTE PER DOMINIO LO SPAZIO
IR3.

OSSERVIAMO INNANZITUTTO CHE, INDI-
CATO CON (3 IL CAMPO DATO DA

B(r,y,z) = ’Z/ZY(x,y,t) dt

0
z
0
SI TROVA

rot B = X(z,y,2)2+Y(x,y,2)]
> / (X (@, 1) + Y, (.5, 1)) .
0

MA SICCOME IL CAMPO F' E SOLENOI-
DALE PER IPOTESI, SI HA

—k / (X2, ) + Yy, 1)) dt
0

~

:k/ Z,(x,y,t)dt
0
= Z(x,y,2) k— Z(x,y,0) k,
E PERCIO RISULTA
F = Z(z,y,0) k + rot 8.

QUESTA OSSERVAZIONE CI PERMETTE DI
CONCENTRARCI SULLA RICERCA DI UN
POTENZIALE VETTORE DEL CAMPO Z(z,
y,0) k, RICERCA FACILITATA DAL FATTO
CHE IL COEFFICIENTE Z(z,y,0) NON DI-
PENDE DALLA VARIABILE Z.
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SI VERIFICA FACILMENTE CHE IL RO-
TORE DEL CAMPO

5/ Z(t,y,0)dt
0

E PROPRIO IL CAMPO Z(z,y,0) k.

POICHE IL ROTORE E UN OPERATO-
RE LINEARE, IL ROTORE DELLA SOMMA

B+5/ Z(t,y,0) dt
0

E LA SOMMA DEI ROTORI DEI DUE AD-
DENDI, DUNQUE E IL CAMPO DATO F.

RIASSUMENDO, UN POTENZIALE VET-
TORE DEL CAMPO F E IL CAMPO A
DATO DA

A(z,y,z) = ’&/ Y(x,y,t)dt

0
0

5 zwoe
0

PER APPROFONDIRE

CHI VOLESSE APPROFONDIRE LO STU-
DIO DELL’ARGOMENTO PUO PARTIRE DAL-
LE PAROLE-CHIAVE APPRESSO ELENCA-
TE:

e TEOREMA DI CLEBSCH

e DECOMPOSIZIONE DI HODGE
e INVARIANZA DI GAUGE

e LEMMA DI POINCARE

e TEOREMA DI DE RHAM

e TEOREMA DI HELMHOLZ



L’OPERATORE DI LAPLACE

L’EQUAZIONE DI LAPLACE (1) SI PUO
ANCHE SCRIVERE Af = (0, INDICANDO
LA FUNZIONE INCOGNITA CON f(x,y, 2)
E CON A L’OPERATORE DI LAPLACE

o*f  O*f  O*f
ox?  Oy?2 022
APPLICANDO LA DEFINIZIONE DELLA

DIVERGENZA E DEL GRADIENTE SI VE-
RIFICA CHE

Af =

Af = div V.

L’OPERATORE DI LAPLACE, O LAPLA-
CIANO, SI DENOTA ANCHE CON V2.

IL SIMBOLO A FU SCELTO DA ROBERT
MURPHY NEL 1833, MENTRE LA DENO-
MINAZIONE DI “OPERATORE DI LAPLA-
CE” E DOVUTA A JAMES CLERK MAX-
WELL (1831-1879)*.

*M. Kline, Storia del pensiero matemati-
co, vol. II, Einaudi, pag. 916.
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ROTORE DI UN ROTORE

SE F E UN CAMPO VETTORIALE LE
CUI COMPONENTI X, Y, Z SONO DI CLAS-
SE C?, SI PUO DEFINIRE

AF =AXi+AYj+AZk
E RISULTA

rotrot F' = VdivF — AF. (69)

PER VERIFICARLO BASTA APPLICARE LE
DEFINIZIONI, ED USARE IL TEOREMA DI
SCHWARZ SULL’INVERSIONE DELL’ORDI-

NE DI DERIVAZIONE. SI HA, INFATTI,

rotrot F = [(Y, — X)), — (X, — Z,).]%
+ [(Zy - YZ)Z - (Yx - Xy)x]jA
+ [(Xz - Z:v)x - (Zy - YZ)y] k

E PER IL TEOREMA DI SCHWARZ

rotrot ' = [(Y, + Z.), — Xy — X..] 2
[(Z +X) _Yzz_Yxx]j
+ (Xe +Y))e = Zow = Zyl .

AGGIUNGENDO E SOTTRAENDO X,, SI
VEDE CHE

(Y, + Z.)e — Xyy — X.. = (divF), — AX

E PROCEDENDO IN MODO ANALOGO
TROVA

SI

(Z.+ Xy)y — Yoo — Yo = (divF), — AY

(Xo+Y,): = Zow — Zyy = (divF), — AZ

USANDO LE QUALI SI GIUNGE ALLA (69).
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RISPOSTE ALLE DOMANDE DE-
GLI STUDENTI

1. VORREI SAPERE SE LA MATEMATICA
E UN'INVENZIONE DELLA MENTE UMA-
NA OPPURE UNA SCOPERTA.

QUANDO SI CERCA DI RISOLVERE UN
PROBLEMA, AD ESEMPIO UN’EQUAZIO-
NE DIFFERENZIALE, SI DEVONO TROVA-
RE LE SOLUZIONI DEL PROBLEMA CON-
SIDERATO (SE ESISTONO), E NON LE SI
POSSONO INVENTARE ARBITRARIAMEN-
TE.

D’ALTRO CANTO, E UN DATO DI
ESPERIENZA COMUNE CHE, PER RISOL-
VERE UN PROBLEMA, CI SI AVVALGA
TALVOLTA, CON PARTICOLARE PROFIT-
TO, DI IDEE INGEGNOSE E ORIGINALI.

IN CONCLUSIONE, SCOPERTA E IN-
VENTIVA SONO DUE COMPONENTI DEL-
LA MATEMATICA.

2. SVILUPPO IN SERIE DI TAYLOR
PER FUNZIONI DI DUE O PIU VARIABILI.

LA SERIE DI TAYLOR ASSOCIATA AD
UNA FUNZIONE f(z1,...,2y), CON N >
2, E MOLTO PIU COMPLICATA CHE NEL
CASO N = 1.

PER CAPIRLO, PENSIAMO AL CASO
N = 2. IN QUESTO CASO, LE DERIVATE
SECONDE SONO 4, CIASCUNA DI ESSE HA
DUE DERIVATE TERZE, DUNQUE LE DE-
RIVATE TERZE SONO 8. SI CAPISCE CHE
LE DERIVATE a-ESIME, CON « € N, SO-
NO 27,

PER ABBREVIARE LA FORMULA, SI DE-
FINISCONO 1 DIFFERENZIALI d*f (T, ),
k > 1, COME SEGUE.
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INDICHIAMO CON x € RY LA VARIA-
BILE INDIPENDENTE, E CON @ IL PUNTO
BASE DELLO SVILUPPO. SUPPONENDO
CHE f SIA DI CLASSE C'*° IN UN INTOR-
NO DI T, PONIAMO

& (7, 2) = jé "f @
’ ; P} 8:@1 . .&mk

(@i —Ty) - (T, — T)
PONIAMO INOLTRE d'f(Z, ) = f(T).
LA SERIE DI TAYLOR E LA SEGUENTE:

X dFf(E, @)
2 T

AVVERTENZA N. 1: SCRIVERE LA SERIE
DI TAYLOR NON VUOL DIRE, NEMMENO
NEL CASO N = 1, CHE VALGA L'UGUA-
GLIANZA

X A f (T,
fa) =y HEE - (ag)
k=0 ’

(QUESTA UGUAGLIANZA VALE O MENO A
SECONDA DELL’ESPRESSIONE DI f. AD
ESEMPIO, SE N =1 E

0,

6l/m7

SE x € [0, +00);
SE = € (—00,0),

fx) =

LA SERIE DI MACLAURIN CONVERGE A
ZERO PER OGNI x € R, DUNQUE LA (70)
NON VALE PER z < 0.

AVVERTENZA N. 2: NON SERVE LA FOR-
MULA (70) PER APPROSSIMARE f(x)
CON UN POLINOMIO DI PRIMO GRADO:
SERVE LA DIFFERENZIABILITA. VEDE-
RE ALLE PAGINE A48 E A53.

AVVERTENZA N. 3: PER LA DETER-
MINAZIONE DEI MASSIMI E DEI MINIMI
NON SI USA LA (70), MA LA FORMULA
DI TAYLOR CON IL RESTO DI PEANO:
VEDERE A PAG. Ab3.



3. RISOLVERE L’EQUAZIONE DEL
PENDOLO
d?
TN = — Senl(}
dt

NELL'TPOTESI CHE LA VELOCITA ANGO-
LARE w(t) V'(t) SIA POSITIVA PER
OGNI .

APPLICHIAMO IL METODO USATO ALLE
PAGINE A13 E A16 PER ALTRE EQUA-
ZIONI.

MOLTIPLICHIAMO AMBO I MEMBRI
PER . COSI FACENDO, STIAMO IN-
TRODUCENDO LE SOLUZIONI 1 0,
CIOE 1 = COSTANTE.

FRA DI ESSE, LE SOLUZIONI DELL’E-
QUAZIONE DI PARTENZA SONO ¥ = 0 E
Y = 7, CHE CORRISPONDONO ALLE DUE
POSIZIONI DI EQUILIBRIO DEL PENDOLO.

INTEGRANDO AMBO I MEMBRI IN dt
OTTENIAMO

/ 9 () 0" (t) dt = — / 9 (t) senI(t) dt.

AL PRIMO DEI DUE INTEGRALI APPLI-
CHIAMO LA SOSTITUZIONE w = ¥'(t), AL
SECONDO INTEGRALE APPLICHIAMO LA
SOSTITUZIONE ¢ = ¥(t). OTTENIAMO

/wdw:—/senﬁdﬁ.

QUESTI DUE INTEGRALI SONO IMMEDIA-
TI. DUNQUE POSSIAMO SCRIVERE

%aﬂ(t} = cosV(t) + C

DA CUI, SUPPONENDO w(t) > 0, RICA-
VIAMO

I(t) = \/2cos9(t) + 6 (T1)

DOVE Wi E IL QUADRATO DELLA VELO-
CITA ANGOLARE AL MOMENTO DEL PAS-
SAGGIO PER I PUNTI ¥ = +7/2.
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SIAMO GIUNTI AD UN’EQUAZIONE A
VARIABILI SEPARABILI. ANCORA PER
L'IPOTESI ¢'(t) > 0, POSSIAMO SCRIVE-
RE

V(1)
V2 cosd(t) + w?
FISSATO L'ISTANTE ¢ = 0 IN MODO TA-
LE CHE 9(0) = 0, INTEGRIAMO AMBO I
MEMBRI SULL’INTERVALLO (0,¢). CON
LA SOSTITUZIONE « = 9¥(t)/2, E SICCO-
ME cos? = 1 — 2sen? @, OTTENIAMO
da

0(t)/2
/0 V1 — k2 sen? a

DOVE k =2/4/2+ w? € (0,1). LA FUN-
ZIONE INTEGRANDA E CONTINUA, DUN-
QUE E INTEGRABILE, E LA FUNZIONE

v do
F(k, o) =
(F ¢) /0 V1 —k2 sen«

E STRETTAMENTE CRESCENTE RISPET-
TO A @ PERCHE HA LA DERIVATA POSI-
TIVA, DUNQUE HA UN’INVERSA CHE IN-
DICHIAMO CON LA NOTAZIONE DI JACO-
BI: ¢(u) =amu, DOVE u € R.

—t/k  (72)

APPLICANDO LA FUNZIONE amu AD
AMBO I MEMBRI DELLA (72), RICAVIA-
MO LA SOLUZIONE DEL PROBLEMA!:

U(t) = 2 am(t/k).

INSERENDO TALE ESPRESSIONE NELLA
(71) orTENIAMO ¥'(t) = 2 dn(t/k), DO-
VE dn(t/k) = \/T— k2 sen?am(t/k) .

w

SN TN




4. TANGENTE, NORMALE E BINOR-
MALE.

SI CHIAMANO VERSORE TANGENTE
AD UNA CURVA DATA, VERSORE NORMA-
LE E VERSORE BINORMALE TRE VERSO-
RI CHE SI POSSONO, IN ESTREMA SINTE-
SI, DEFINIRE COME SEGUE.

CONSIDERIAMO UNA FUNZIONE 7:
(a,b) — R3 DI CLASSE C*((a,b)) E TALE
CHE 7/(t) # 0 PER OGNI t € (a,b).

LA FUNZIONE 7(t) SI PUO DUNQUE
CONSIDERARE UNA CURVA REGOLARE
NELLO SPAZIO.

INDICATO CON v(t) = 7/(t) IL VET-
TORE VELOCITA DELLA CURVA, SI DEFI-
NISCE VERSORE TANGENTE IL VERSORE
T(t) DATO DA

o(t)
o)l
QUALORA IL VETTORE ACCELERAZIONE
v'(t) = r"(t) NON SIA PROPORZIONALE A
T(%), QUESTI DUE VETTORI INDIVIDUA-
NO UN PIANO, DETTO “PIANO OSCULA-
TORE” .

T(t) = (73)

IN TAL CASO SI DEFINISCE VERSORE

NORMALE, O NORMALE PRINCIPALE, IL
VERSORE N(¢) CHE E:
1) CONTENUTO NEL SUDDETTO PIANO;
2) PERPENDICOLARE AL VERSORE T(?);
3) ORIENTATO IN MODO TALE CHE IL
PRODOTTO SCALARE N(t)-7"(t) S1A PO-
SITIVO.

SI DEFINISCE, INFINE, VERSORE BI-
NORMALE IL VERSORE B(#) DATO DA

B(t) = T(t) x N(t)

DOVE IL SIMBOLO X DENOTA IL PRO-
DOTTO VETTORIALE.
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5. L’EQUAZIONE CARATTERISTICA
ASSOCIATA AD UN’EQUAZIONE DIFFE-
RENZIALE E ANCHE L’EQUAZIONE CA-
RATTERISTICA DI UNA MATRICE?

S1. PER VEDERLO, EFFETTUIAMO IL TI-
PICO CAMBIAMENTO DI VARIABILE 2z (t)
y(t), zo(t) = y'(t) CHE TRASFORMA
L’EQUAZIONE DIFFERENZIALE y” + by
+ cy = 0 NEL SISTEMA

21(t) = (1),
25(t) = —cz1(t) — b za(t).

IN PAROLE POVERE, RIDUCIAMO L’OR-
DINE DELLE EQUAZIONI A COSTO DI AU-
MENTARLE DI NUMERO.

[, SUDDETTO SISTEMA SI PUO POR-
RE NELLA FORMA MATRICIALE 2'(t)
Az(t), DOVE z(t) = (21(t),22(t)) E A E

LA MATRICE
0 1
= (%)

IL CUI POLINOMIO CARATTERISTICO E

det(A—A)=(b+AN)A+c
=M+ b\ +c

ABBIAMO COSI OTTENUTO PROPRIO IL
POLINOMIO AL PRIMO MEMBRO DELL’E-
QUAZIONE CARATTERISTICA ASSOCIATA
ALL’EQUAZIONE DATA.



6. PERCHE IL POTENZIALE NEWTO-
NIANO V(z,y,2) =

w(x' y' 2" da’ dy' d2’
//R3\/flf— +y—y)P+(z-2)
SODDISFA L’EQUAZIONE DI POISSON

AV(z,y,z) = —4m u(x,y, 2)?

NEL CORSO DELLA DIMOSTRAZIONE
USEREMO LA FORMULA

divfv=fdivv+v-Vf (74)

DOVE f = f(x,y,2) E UNA FUNZIONE
SCALARE DIFFERENZIABILE, E v = v(x,
Y, %) UN CAMPO VETTORIALE DIFFEREN-
ZIABILE.

ZB

LA (74) DISCENDE DALLA REGOLA
DI DERIVAZIONE DEL PRODOTTO, E SI
UTILIZZA IN TANTE ALTRE CIRCOSTAN-
ZE. INOLTRE SCRIVEREMO, PER BRE-
VITA,

r=V(r =22+ (y—y)?+ (2= 2)?
0 0 0

V' = .
ox' oy 0
SUPPONIAMO, PER SEMPLICITA, CHE LA

DENSITA p(z',y’,2') SIA UNA FUNZIO-
NE DI CLASSE C?(R?), IDENTICAMEN-
TE NULLA AL DI FUORI DI UNA SFE-
RA B = Bp(0,0,0) DI RAGGIO R AB-
BASTANZA GRANDE. IN PARTICOLARE,

V'u=0su dB.

EFFETTUIAMO, INNANZITUTTO,
CAMBIAMENTO DI VARIABILI

E

IL

"— o

X
/! /
y' =y —y (75)
=2 -z
TIPICO PER LE CONVOLUZIONI. NOTA-
RE CHE LE VARIABILI SONO z/, 2",

MENTRE (z,¥,2) E UN PUNTO FISSATO.
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IL POTENZIALE ASSUME L’ESPRESSIONE

Vi(r,y,2) =
/// ZU” + x, 7 Z” + z) dx” dy” dz”
R3 //) + (y//)2 + (Z//)Q '

PER LA REGOLARITA DI i, E SICCOME
1/r E INTEGRABILE IN SENSO GENERA-
LIZZATO IN OGNI PALLA CENTRATA IN
r = 0, LE DERIVATE DI V(z,y, z) SI POS-
SONO ESPRIMERE TRAMITE LA REGOLA
DI DERIVAZIONE SOTTO IL SEGNO DI IN-
TEGRALE. AD ESEMPIO, SI HA

52

Sz (@9, 2)
/// ,u;ra: ZL‘/—i—x )d:l:"dy"dz”
RS \/ D) Y2 + (2)? '
EFFETTUANDO A RITROSO IL CAMBIA-
MENTO DI VARIABILI (75), POSSIAMO
SCRIVERE
0*V

/ / / o (@'Y, 2') da' dy' dz'
B r '

ANALOGHE ESPRESSIONI VALGONO PER
LE ALTRE DERIVATE SECONDE. SOM-
MANDOLE FRA LORO, OTTENIAMO

AV (z,v, )

/// Np(x'y, z)dxdydz. (76)

ORA APPLICHIAMO LA (74) ALLA FUN-
ZIONE f =1/r ED AL CAMPO v = V'p

1 1 1
le/7VIM:7A/,M+ (V'?> V'u

INOLTRE, PER IL TEOREMA DELLA DI-
VERGENZA SI HA

1
/ / / div'7V'ud:U' dy' dz’
// —n-V'udS =0
OB



PERCHE 1/r E INTEGRABILE IN dS, E
LE DERIVATE PARZIALI DI 1/r SONO IN-
TEGRABILI IN dz’ dy’ dz'. PERTANTO LA
(76) DIVENTA

AV (z,y,2)

-] (v’ ) V' da dy d

S1 PUO DIRE DI AVER EFFETTUATO SUL-

A (76) UN'INTEGRAZIONE PER PARTI.
USANDO LA (74) CON f = pEv=V'1,
RICAVIAMO

1 1
diV/ M V' ? = (V/ ?) : V/u

PERCHE div'V'% = 0 PER r # 0, CIOE
1/r E ARMONICA PER r # 0. DUNQUE
POSSIAMO SCRIVERE

AV (x,y, 2)

/// div’ uV’ dx' dy' d7'.

FISSIAMO R COSI GRANDE CHE (z,v, 2)
€ B, E INTERPRETIAMO L’'INTEGRALE
AL SECONDO MEMBRO COME UN INTE-
GRALE GENERALIZZATO' POSTO B. =
B.(x,y,z), ST HA

///dlv,uV dx' dy’ dz’ =
/// div’,uV'— da’ dy' d7'.
B\B. r

APPLICANDO A QUEST’ULTIMO INTE-
GRALE IL TEOREMA DELLA DIVERGEN-
ZA, E SICCOME u =0 SU 0B, OTTENIA-
MO

/// div’ ,uV' da’ dy' d2' =
B\B.
1
— Vi— ) -nupudS
dB: r

lim
e—0*t
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IL VERSORE m DELLA FORMULA PRECE-
DENTE E DATO DA

I ,_(x’—x,y’—y,z’—z)
n(l. Y,z ) - r
E PERCIO
1 1
(v L) om-to L swom
T r €
DUNQUE
1
lim / / / div' p V' — da' dyy/ d2’
e—0t B\B. r

QUESTO LIMITE VALE 47 p(z,y, z). PER
VEDERLO, SI POSSONO USARE LE STIME

min u < (2’1, 2") < max
aBEM_M( Y2 nax i

PER (2/,y/,2') € 0B., DALLE QUALI SE-
GUE

4T m1nu< —// pwdS < A4rm max,u
dB.

PERCHE L’AREA DI 0B, E 4me?. QUAN-
DO ¢ — 0, PER LA CONTINUITA DI g
RISULTA

%
0N 45, ax pu(,y, 2)

DUNQUE AV(z,y,) —47u(z,y, 2),
COME VOLEVASI DIMOSTRARE.

QUESTA TRATTAZIONE E LIBERAMENTE
ISPIRATA A:

e D. GILBARG E N. S. TRUDINGER, EL-
LIPTIC PARTIAL DIFFERENTIAL EQUA-
TIONS OF SECOND ORDER, SPRINGER-
VERLAG 1983;

e B. O. PEIRCE, ELEMENTS OF THE
THEORY OF THE NEWTONIAN POTEN-
TIAL FUNCTION, GINN & Co. 1902
(http://archive.org).


https://archive.org/details/elementsnewton00peirrich/page/n5/mode/2up
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