
Cagliari, 10/07/2025             

Esame di MATEMATICA E STATISTICA – CdL in BIOLOGIA (PARI) 

 

MATRICOLA __________________________________________________________ 

 

NOME e COGNOME ____________________________________________________  

 

1) Calcolo combinatorio (3 punti) 

Si calcoli in quanti modi si può formare un campione di 5 persone in un gruppo di 10. 

 

2) Studio di funzione: La TTX del pesce palla (11 punti) 

La tetrodotossina (TTX) è una delle neurotossine più potenti conosciute, celebre per la sua presenza 

nel pesce palla.  Non è prodotta direttamente dal pesce, ma da batteri simbionti che vivono nei 

tessuti del pesce.  Si tratta di una sostanza termostabile, per cui la cottura non distrugge la tossina. 

La dose letale per l’uomo è di circa 0.5 – 0.6 mg, oltre 100 volte più tossica del cianuro, e la morte 

può sopraggiungere in un tempo tra 20 minuti e 8 ore, tipicamente per paralisi respiratoria. 

Sia data la seguente funzione, che modellizza la quantità di veleno (in mg) nel sangue in funzione 

del tempo (in ore): 

𝑄(𝑡) =
𝑘𝑡

𝑡2 + 1
 

Dove k è una costante positiva e non nulla. 

a. Supponendo che la morte sopraggiunga in corrispondenza della quantità massima di veleno 

nel sangue, si ricavi dopo quanto tempo si ha il decesso. (2 punti) 

b. Si calcoli il valore di k perché la quantità massima sia pari a 0.5 mg. (1 punto) 

c. Utilizzando il valore di k trovato, effettuare uno studio completo della funzione Q(t), 

tracciandone un grafico accurato. (8 punti) 

  



3) Calcolo integrale: Crescita di una popolazione batterica (9 punti) 

Sia data la seguente funzione, che modellizza la velocità di crescita di una popolazione batterica (in 

milioni di unità) rispetto al tempo (in ore): 

𝑣(𝑡) =
2𝑡 + 2

𝑡2 + 5𝑡 + 6
 

a. Ricavare la formula che permette di calcolare il numero di batteri sviluppati fino ad un certo 

tempo ed in funzione del numero iniziale di batteri N0. (5 punti) 

b. Creare una tabella che mostri la variazione del numero di batteri presenti nel campione nelle 

prime 24 ore, con frequenza di campionamento (i.e. ogni quanto tempo si effettua ogni 

misurazione) non superiore alle 4 ore e per un numero iniziale di organismi pari a un milione. 

(2 punti) 

c. Tracciare un grafico dei valori ottenuti al punto precedente.  (2 punti) 

 

4) Statistica: Confronto tra servizi (7 punti) 

Tre diverse aziende introducono sul mercato altrettanti servizi simili.  

Sia data la seguente tabella che lega il numero di prodotti venduti al costo di produzione totale del 

servizio: 

AZIENDA A B C 

Costo di produzione 1500 € 1230 € 1190 € 

Servizi venduti 733 903 887 

 

a) Effettuare un’analisi statistica, verificando il tipo di correlazione tra costo di produzione e il 

numero di servizi venduti. (3 punti) 

b) Visualizzare i dati in tabella in un grafico, sovrapponendoli ad un modello di regressione 

lineare. (2 punti) 

c) Utilizzando un test adeguato, verificare l’ipotesi che il rapporto tra il costo di produzione e il 

numero di servizi venduti sia di 1.50 €.  (2 punti) 

 

 

  



 

 



SOLUZIONI 

1) CALCOLO COMBINATORIO 

Non contando l’ordine di scelta delle persone e non essendoci ripetizioni di persone, si tratta di una 

combinazione semplice di n = 10 elementi in k = 5 posizioni senza ripetizioni: 

𝐶10,5 = (
10

5
) =

𝑛!

𝑘! ∙ (𝑛 − 𝑘)!
=

10!

5! ∙ 5!
= 252 

 

2) STUDIO DI FUNZIONE 

DATI 

𝑄(𝑡) =
𝑘𝑡

𝑡2 + 1
       𝑄𝑀𝑎𝑥 = 0.5 

µ𝑔

𝑙
 

a) 

Il valore massimo della funzione si ottiene laddove la derivata prima si annulla: 

𝑄′(𝑡) = 𝑘
𝑡2 + 1 − 𝑡(2𝑡)

(𝑡2 + 1)2
 

𝑸′(𝒕) = 𝒌
𝟏 − 𝒕𝟐

(𝒕𝟐 + 𝟏)𝟐
 

La funzione fratta si annulla quando il numeratore si annulla, perciò, ricordando che il tempo è una 

variabile necessariamente positiva: 

𝑄′(𝑡) = 0  →   1 − 𝑡𝑀
2 = 0  →    (1 + 𝑡𝑀)(1 − 𝑡𝑀) = 0 →    𝑡𝑀 = 1 ℎ𝑟 

b) 

Il valore di k si ottiene imponendo nella funzione Q (t) la condizione per cui per t = 1 si ha Q = QMAX: 

𝑄(𝑡 = 1) = 𝑘
1

1 + 1
   →    𝑘

1

1 + 1
= 0.5   →    𝑘 = 1 

c) 

Lo studio della funzione Q(t) dev’essere svolto in considerazione del fatto che sia la variabile 

indipendente t che quella dipendente Q corrispondano a grandezze fisiche positive.  Perciò, il grafico 

della funzione ed i valori ad esso associati interesseranno solo il primo quadrante (ove ascissa ed 

ordinata sono entrambe positive).  Queste considerazioni permettono delle semplificazioni nello 

studio di funzione, andando ad escludere tutto ciò che riguarda le regioni di spazio esterne al primo 

quadrante stesso.  

𝑸(𝒕) =
𝒕

𝒕𝟐 + 𝟏
 

 



 Dominio: 

𝑡2 + 1 ≠ 0     →       𝐷: ∀𝑡 ∈ 𝑅      (𝑡 ≥ 0) 

 

 Intersezioni con l’asse delle ascisse: 

𝑄(𝑡) = 0    →       
𝑡

𝑡2 + 1
= 0    →       𝑡 = 0    →        𝑃0(0; 0) 

 Intersezioni con l’asse delle ordinate: 

𝑡 = 0    →      𝐶(𝑡 = 0)  = 0      →        𝑃0(0; 0) 

 

 Studio del segno: 

𝑄(𝑡) > 0    →       
𝑡

𝑡2 + 1
> 0 

𝑁(𝑡) > 0    →       𝑡 > 0 

𝐷(𝑡) > 0    →       𝑡2 + 1 > 0    →       ∀𝑡 ∈ 𝑅  

 

𝑸(𝒕) > 𝟎    →       𝒕 > 𝟎 
 

 Comportamento asintotico: 

lim
𝑡→+∞

𝑄(𝑡) = [
∞

∞
] 

 

Utilizzando il teorema di De L’Hôpital: 

lim
𝑡→+∞

(
𝑡

𝑡2 + 1
) = lim

𝑡→+∞
(

1

2𝑡
) = 0+ 

 

 Studio della derivata prima ed estremi relativi: 

 

𝑸′(𝒕) =
𝟏 − 𝒕𝟐

(𝒕𝟐 + 𝟏)𝟐
=

(𝟏 + 𝒕)(𝟏 − 𝒕)

(𝒕𝟐 + 𝟏)𝟐
 

𝑄′(𝑡) = 0    →       (1 + 𝑡)(1 − 𝑡) = 0    →       𝑡 = 1 

𝑄(𝑡 = 1) = 0.5    →       𝑀(1; 0.5) 

 

𝑄′(𝑡) > 0 

(1 + 𝑡)(1 − 𝑡) > 0    →      −1 < 𝑡 < 1   →   0 < 𝑡 < 1 

(𝑡2 + 1)2 > 0    →       ∀𝑡 ∈ 𝑅 

𝑸′(𝒕) > 𝟎    →       𝟎 < 𝒕 < 𝟏 

 



 Studio della derivata seconda e punti di flesso: 

 

𝑄′′(𝑡) =
−2𝑡 (𝑡2 + 1)2 − 2 (𝑡2 + 1) ∙ 2𝑡(1 − 𝑡2)

(𝑡2 + 1)4 3
=

2𝑡(𝑡2 − 3)

(𝑡2 + 1)3
 

𝑸′′(𝒕) = 𝟐𝒕
𝒕𝟐 − 𝟑

(𝒕𝟐 + 𝟏)𝟑
 

 

𝑄′′(𝑡) = 0    →       𝑡 = 0 ;  𝑡2 − 3 = 0    →       𝑡 = √3 ≈ 1.732 ℎ𝑟 = 1 ℎ𝑟  43 𝑚𝑖𝑛  55 𝑠𝑒𝑐 

 

𝑄(𝑡 = √3) =
√3

4
≈ 0.433 𝑚𝑔 

 

𝑭𝟏(𝟎; 𝟎)      𝑭𝟏(𝟏. 𝟕𝟑; 𝟎. 𝟒𝟑𝟑) 

 

𝑄′′(𝑡) > 0 

2𝑡 > 0    →       𝑡 > 0 

𝑡2 − 3 > 0    →      𝑡 < −√3 ∪  𝑡 > √3     →       𝑡 > √3 

(𝑡2 + 1)3 > 0    →       ∀𝑡 ∈ 𝑅 

𝑄′′(𝑡) > 0    →       𝑡 > √3 
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3) INTEGRALE 

𝑣(𝑡) =
2𝑡 + 2

𝑡2 + 5𝑡 + 6
 

a) 

Per calcolare il numero di batteri sviluppati fino ad un certo momento tx, bisogna svolgere l’integrale 

definito della funzione tra 0 e tx e tener conto della popolazione iniziale N0 che è data in milioni di 

unità: 

𝑁(𝑡) = 𝑁0 + ∫ 𝑣(𝑡) 𝑑𝑡

𝑡𝑥

0

 

2𝑡 + 2

𝑡2 + 5𝑡 + 6
=

𝐴

𝑡 + 2
+

𝐵

𝑡 + 3
=

(𝐴 + 𝐵)𝑡 + 3𝐴 + 2𝐵

(𝑡 + 2)(𝑡 + 3)
 

{
𝐴 + 𝐵 = 2

3𝐴 + 2𝐵 = 2
   →    {

𝐴 = −2
𝐵 = 4

 

𝑣(𝑡) =
4

𝑡 + 3
−

2

𝑡 + 2
 

 

𝑁(𝑡) = 𝑁0 + ∫ 𝑣(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑁0 + ∫ (
4

𝑡 + 3
−

2

𝑡 + 2
)  𝑑𝑡 =

𝑡𝑥

0

𝑡𝑥

0

 

= 𝑁0 + [4 ln(𝑡 + 3) − 2 ln(𝑡 + 2) + 𝑐]
𝑡𝑥

0
 

𝑁(𝑡) = 𝑁0 + 4 ln(𝑡𝑥 + 3) − 2 ln(𝑡𝑥 + 2) − 4 ln 3 + 2 ln 2 

𝑵(𝒕) = 𝑵𝟎 + 𝟒 𝐥𝐧(𝒕𝒙 + 𝟑) − 𝟐 𝐥𝐧(𝒕𝒙 + 𝟐) − 𝟑 

In alternativa: 

𝑁(𝑡) = 𝑁0 + 2 ln [
(𝑡𝑥 + 3)2

𝑡𝑥 + 2
] + 2 ln

2

9
 

𝑵(𝒕) = 𝑵𝟎 + 𝟐 𝐥𝐧 [
(𝒕𝒙 + 𝟑)𝟐

𝒕𝒙 + 𝟐
] − 𝟑 

 

  



b) 

Se il numero iniziale di batteri è pari ad un milione, ricordando che N è dato in milioni di unità:  

𝑵(𝒕) = 𝟏 + 𝟐 𝐥𝐧 [
(𝒕𝒙 + 𝟑)𝟐

𝒕𝒙 + 𝟐
] − 𝟑 = 𝟐 𝐥𝐧 [

(𝒕𝒙 + 𝟑)𝟐

𝒕𝒙 + 𝟐
] − 𝟐 

 

t [hr] N [mln] 

0 1.00 

4 2.20 

8 2.99 

12 3.55 

16 4.00 

20 4.36 

24 4.67 
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4) STATISTICA 

AZIENDA A B C 

Costo di produzione 1500 € 1230 € 1190 € 

Servizi venduti 733 903 887 

 

a) 

Avendo un numero limitato di campioni (N = 3), si deve far riferimento agli indicatori di tipo 

campionario. 

Si ottiene: 

SERVIZI Media Varianza campionaria Dev Std campionaria 

Costo di produzione 1 306.67 € 28 433.33 € 168.62 € 

Servizi venduti 841 8 812 93.87 

 

Si possono ora ottenere covarianza e coefficiente di correlazione: 

𝑆𝑥𝑦 =
(𝑥𝑖 − 𝑥̅)(𝑦𝑖 − 𝑦̅)

𝑁 − 1
= −15 500 

𝜌𝑥𝑦 =
𝑆𝑥𝑦

𝑆𝑥𝑆𝑦
= −0.979 

La correlazione è quindi di natura molto forte e le grandezze sono inversamente correlate. 

 

b) 

La retta di regressione risulta essere: 

𝒚 = −𝟎. 𝟓𝟒𝟓 𝒙 + 𝟏𝟓𝟓𝟑 
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c)  

Il test fa riferimento al rapporto tra il costo di produzione e il numero di servizi venduti, quindi si 

dovrà ottenere la relativa serie di dati: 

AZIENDA A B C 

Costo di produzione 1 500 € 1 230 € 1 190 € 

Servizi venduti 733 € 903 € 887 € 

Rapporto 2.05 € 1.36 € 1.34 € 

 

Il test da effettuare dipende sostanzialmente dal numero di campioni considerati che, in questo caso 

è pari a n = 3 (A, B, C).  Per questo motivo, dovrà essere effettuato un test di tipo t-Student con gradi 

di libertà pari a ν = n – 1 = 2 e dovrà essere utilizzata la seguente quantità pivotale: 

 

 

E’ necessario quindi calcolare media e deviazione standard campionaria della serie di dati ottenuta: 

 

Media 1.58 € 

Varianza C 0.16089 

Dev Std C 0.40111 

Pivot T 0.360 
 

  

Confrontando il valore ottenuto con quelli tabulati per ν = 2, si ottiene che l’ipotesi nulla H0 secondo 

la quale il rapporto tra il costo di produzione e il numero di servizi venduti sia pari a 1.50 € è non 

negabile al 90%. 


