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Motivazioni



I PUNTI DEBOLI DEI METODI
CLASSICI

I metodi classici, basati sull’equa-
zione di Eulero, presentano due
punti deboli (cf. pag. Mc39):

1) non è detto che le soluzioni
dell’equazione di Eulero siano mi-
nimanti per il funzionale associa-
to;

2) non è detto che le soluzioni
dell’equazione di Eulero associa-
ta ad un dato funzionale si riesca-
no a trovare!

Vediamo una strategia per su-
perare il punto debole n. 1.

LA CONVESSITÀ DEL FUNZIO-

NALE

La più semplice condizione suf-

ficiente che garantisce che un’e-
stremale di un funzionale dato sia

anche una minimante è probabil-

mente la convessità del funziona-
le stesso: vedere a pag. Mc44.

La convessità del funzionale sus-
siste nel caso particolare del pro-
blema della brachistocrona de-
scritto a pag. Mc52.

In generale, tuttavia, il funziona-
le tempo di transito (4) a pag. Mc7
non è convesso.

Perciò l’esistenza di una solu-
zione del problema della brachi-

stocrona si dimostra, in generale,
con altri metodi.

SEMPLICI FUNZIONALI CON-
VESSI

Sono convessi, ad esempio, i se-
guenti funzionali: il funzionale di
Dirichlet

F [u] =

∫ b

a

(u′(x))2 dx; (1)

il funzionale lunghezza del grafi-
co

J [u] =

∫ b

a

√
1 + (u′(x))2 dx (2)

ed il funzionale

Fp [u] =

∫ b

a

|u′(x)|p dx

per p > 1. Per la verità quest’ul-
timo è convesso anche per p = 1,
ma in tal caso la lagrangiana f(t)
= |t| non è derivabile per t = 0.

Non è convesso il funzionale

del problema di Newton del corpo
di minima resistenza (pag. Mc11).

ALTRE CONDIZIONI SUFFICIEN-

TI

Sono note altre condizioni che
assicurano che una soluzione del-
l’equazione di Eulero sia una mi-

nimante del funzionale associato:
vedere, ad esempio, [9] e [19].

Cenni storici sulla ricerca di con-
dizioni sufficienti si possono tro-
vare in [24]: a pag. 688 e alle pagg.
869–874.
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DIFFICOLTÀ DELL’EQUAZIONE
DI EULERO

Il secondo punto debole citato
alla pagina precedente riguarda
la difficoltà di risolvere l’equa-
zione di Eulero di certi funziona-
li.

Ciò e particolarmente vero in
dimensione N ≥ 2, quando l’equa-
zione di Eulero è un’equazione al-
le derivate parziali.

Ad esempio, l’equazione di Eu-
lero del funzionale di Dirichlet

F [u] =

∫
Ω

|∇u(x)|2 dx (3)

è l’equazione di Laplace ∆u = 0, le
cui soluzioni sono difficili da tro-

vare quando Ω è un generico domi-

nio N-dimensionale, N ≥ 2.

Un altro esempio è il cosiddet-
to funzionale dell’area, dato da

J [u] =

∫
Ω

√
1 + |∇u(x, y)|2 dx dy, (4)

la cui equazione di Eulero è

∂

∂x

ux(x, y)√
1 + |∇u(x, y)|2

+
∂

∂y

uy(x, y)√
1 + |∇u(x, y)|2

= 0,

dove ux e uy denotano, rispettiva-
mente, le derivate parziali di u ri-
spetto ad x ed y.

Tale equazione esprime il fatto

che la curvatura media del grafi-
co di u è identicamente nulla.

NON ESISTENZA DEL MINIMO

Si badi che, anche quando un
dato funzionale ha un significa-
to notevole, come il funzionale J
nella (4), ed il dominio Ω è parti-
colarmente semplice, come la co-
rona circolare

Ω = { (x, y) ∈ R2 | R2
0 < x2 + y2 < 1 },

il minimo può benissimo non esiste-
re: è questo il caso, ad esempio,
se la funzione u ∈ C1(Ω) è sogget-
ta alle semplici condizioni al con-
torno

u(x, y) =

{
0, se x2 + y2 = R2

0,

1, se x2 + y2 = 1,

In tal caso la non esistenza del

minimo del funzionale J si può di-
mostrare procedendo come negli

esercizi della serie [202].

In sintesi, l’equazione di Eule-
ro-Lagrange del funzionale J non

possiede soluzioni soddisfacenti le

suddette condizioni al contorno.

Con lo stesso procedimento si
può dimostrare che, se Ω è il disco

puntato

Ω = B1(0, 0) \ {(0, 0)} ⊂ R2,

e la funzione u ∈ C1(Ω) è soggetta
alle condizioni al contorno

u(x, y) =

{
0, se x2 + y2 = 0,

1, se x2 + y2 = 1,

il funzionale F nella (3) non am-
mette minimo. Si noti però che il
disco puntato non è un dominio re-
golare.
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Le successioni minimizzanti



IL TEMA DI QUESTA DISPENSA

In questa dispensa, fra i vari me-
todi sviluppati per dimostrare l’e-
sistenza del minimo dei funziona-
li, ci concentriamo sul cosiddetto
“metodo diretto”.

Motivo di questa scelta è che
l’argomento costituisce occasio-
ne per studiare i primi rudimenti
dell’analisi funzionale.

In particolare, utilizzeremo spa-
zi vettoriali di dimensione infinita
(gli spazi funzionali) e scopriremo
notevoli differenze rispetto allo

spazio euclideo.

Una di esse è che i sottoinsiemi

chiusi e limitati di uno spazio fun-
zionale possono benissimo non es-

sere compatti (v. pag. Md42) e ciò

si ripercuote sull’esistenza del mi-

nimo dei funzionali.

SUCCESSIONI MINIMIZZANTI

Il concetto alla base del me-

todo diretto è quello di “succes-

sione minimizzante”. Consideriamo
una funzione F : X → R avente per
dominio un insieme qualunque X, e
a valori reali.

DEFINIZIONE. Una qualunque suc-

cessione di elementi un ∈ X si dice
“successione minimizzante” se

lim
n→+∞

F [un] = inf F, (5)

e “successione massimizzante” se

lim
n→+∞

F [un] = supF.

OSSERVAZIONE

Per sgombrare il campo da pos-
sibili equivoci, conviene fare subi-
to la seguente fondamentale os-
servazione.

Se sappiamo che una data fun-
zione F ammette minimo, e cono-
sciamo una minimante u0, possiamo
immediatamente scrivere una suc-
cessione minimizzante ponendo

un = u0 per ogni n > 0. (6)

ESEMPI

Se X è l’insieme delle figure

piane limitate e dal contorno re-

golare a tratti e di lunghezza 2π,
la successione

un = cerchio di raggio 1

è una successione massimizzante per

la funzione F [u] = area della figu-

ra u.

Similmente, se X = {u ∈ C1([a, b])
| u(a) = ua, u(b) = ub } ed F è il fun-

zionale di Dirichlet (1), la succes-
sione

un(x) =
ub − ua
b− a

(x− a) + ua

è una successione minimizzante.

Metodo diretto - Appunti delle lezioni - pag. Md7



ESISTENZA DI UNA SUCCESSIO-
NE MINIMIZZANTE

L’importanza delle successioni
minimizzanti è rilevante nel caso
in cui non si conosca il minimo di
un funzionale e se ne voglia stabi-
lire l’esistenza.

Possiamo, infatti, dimostrare che
una successione minimizzante esi-
ste in ogni caso.

Sia F : X → R una funzione aven-
te per dominio un insieme qualun-
que X, e a valori reali.

Dimostriamo che esiste una suc-

cessione minimizzante. Esaminiamo

per primo il caso più significativo:

inf F > −∞.

Per ogni intero n > 0, il numero

1

n
+ inf F

che è più grande di inf F , non è un

minorante di F perché inf F è il mi-

norante più grande.

Non essere un minorante signi-

fica che esiste almeno un elemen-
to un ∈ X tale che

F [un] <
1

n
+ inf F.

Tale disuguaglianza, unitamente al
fatto che F [un] ≥ inf F per ogni n,
implica la (5).

Nel caso in cui inf F = −∞, l’esi-
stenza di una successione minimiz-
zante segue dal fatto che per ogni
n ∈ N esiste almeno un un ∈ X tale
che F [un] < −n.

IL LIMITE DI UNA SUCCESSIO-
NE MINIMIZZANTE

La definizione di successione mi-
nimizzante richiede l’esistenza del
limite della successione numerica
(F [un]), e non riguarda l’eventua-
le limite della successione un.

In altri termini, l’eventuale topo-
logia del dominio X non intervie-
ne.

ESEMPI

Per fare un semplice esempio, si
indichi con X l’insieme degli stu-

denti del corso, e con F [u] l’età
dello studente u ∈ X.

Indicato con u0 lo studente più

giovane, una successione minimiz-

zante si può definire come nella
(6), a prescindere da quale sia

la topologia dell’insieme X degli

studenti. . .

Semplici esempi numerici mostra-

no che le successioni minimizzanti
possono benissimo non avere limi-

te: si pensi alla successione

xn = (−1)n π, (7)

che è una successione minimizzan-
te per la funzione F (x) = sen2 x, o
alla successione

xn = (−1)n n, (8)

che è una successione minimizzante
per la funzione F (x) = e−x2

. En-
trambe le successioni non hanno
limite.
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USO DELLE SUCCESSIONI MINI-
MIZZANTI

Per dimostrare l’esistenza del
minimo di un funzionale con il me-
todo diretto del calcolo delle va-
riazioni si considera innanzitutto,
sul piano puramente concettuale,
una successione minimizzante un,
la cui esistenza è garantita in ge-
nerale.

Dopodiché si cerca di dimostra-
re che, al di là di quanto asse-
risce la definizione, la successio-
ne (un) converge essa stessa, o al-

meno possiede una sottosuccessio-

ne (unk
) convergente rispetto ad

un’opportuna topologia del domi-

nio X.

L’aspettativa, tutta da dimostra-

re, è che il limite u0 della sotto-

successione (unk
) sia una minimante

del funzionale F .

Ad esempio, la successione (xn)
nella (7) possiede la sottosucces-

sione x2n = π, che evidentemente
converge ad x0 = π, punto di mini-
mo della funzione F (x) = sen2 x.

Invece, la successione (xn) nella
(8) non possiede alcuna sottosuc-

cessione convergente, e la funzio-
ne F (x) = e−x2

non ammette minimo
sull’insieme X = R.

METODO, O METODI ?

Talvolta si parla di “metodo di-
retto”, al singolare, come nelle
dispense del prof. Freddi.

Altre volte si parla di “metodi
diretti”, al plurale, come nei ce-
lebri trattati di Dacorogna [13] e
di Giusti [21].

A mio parere chi usa il singola-
re lo fa perché il ruolo della suc-
cessione minimizzante, nella dimo-
strazione di esistenza del minimo,
è sempre quello accennato nel pa-
ragrafo precedente.

Chi, invece, usa il plurale, sta

pensando che per costruire una

successione minimizzante partico-
lare a partire da un dato funzio-

nale si può procedere in diversi

modi.

Ciò è vero anche in analisi numeri-

ca, quando un singolo termine un,
con n sufficientemente grande, di
un’opportuna successione minimiz-

zante viene usato come approssi-

mazione della minimante u0.

In tal caso, i metodi per costruire
un sono piuttosto diversi sia dal
punto di vista del costo computa-
zionale che dell’accuratezza ot-
tenuta.
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RIFRAZIONI MULTIPLE

Per illustrare il concetto di suc-
cessione minimizzante, sviluppiamo
un esempio ispirato al metodo uti-
lizzato da Johann Bernoulli per
risolvere il problema della bra-
chistocrona.

In sintesi, Bernoulli pensa lo
spazio suddiviso in infiniti strati
orizzontali di spessore infinitesi-
mo e diverso indice di rifrazione,
e determina il percorso di un rag-
gio di luce da O a B:

Si nunc concipiamus medium non

uniformiter densum, sed velut per

infinitas lamellas horizontaliter
interjectas distinctum. . . [17, pag.

41].

In questa sede, fissato il punto

B = (b, ub) con ub < 0 < b, suddividia-

mo lo spazio in strati orizzontali

di spessore finito hn = |ub|/n.

Si può dimostrare che esiste una
ed una sola funzione un : [0, b] →
[ub, 0] continua, convessa, lineare
a tratti, strettamente decrescen-
te, che soddisfa la legge di Snell
della rifrazione nel senso seguen-

te.

1. Indichiamo con xnk ∈ [0, b], per
k = 0, . . . , n, l’unico punto tale che
un(xnk) = −kh. In particolare, ri-

sulta xn0 = 0 e xnn = b.

2. Per ogni k = 1, . . . , n, la funzione
un(x) ristretta all’intervallo Ik =
[xn, k−1, xnk] ha equazione

un(x) = mnk (x− xnk)− k hn.

3. I coefficienti angolari mnk < 0
sono tali che, indicato con ink =
π
2 + arctgmnk l’angolo con la verti-
cale, per ogni k = 1, . . . , n−1 risulta

sen ink
sen in, k+1

=

√
k√

k + 1
.

Quando n tende a +∞ la fun-
zione un converge decrescendo, e
localmente uniformemente ad una
funzione u0 il cui grafico, se ub/b <
−2/π, è l’unica cicloide avente una
cuspide in O e passante per B.

In tal caso, procedendo come in
[22], si può dimostrare che, indi-

cato con F il funzionale tempo di

transito

F [u] =

∫ b

0

√
1 + (u′(x))2√
2g |u(x)|

dx,

risulta F [un] → F [u0] = minF , e

perciò la successione (un) è una

successione minimizzante per tale
funzionale.

Si badi che la costruzione di una

successione minimizzante in un ca-
so come il presente, ove si cono-
sce il minimo del funzionale, ha
valore puramente didattico ed il-

lustrativo: vedere l’osservazione
a pag. Md7.
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UN ESEMPIO GEOMETRICO

Indichiamo con B1 ⊂ R2 il disco
di raggio unitario centrato nel-
l’origine, e con X l’insieme dei po-
ligoni Ω ⊃ B1.

Verifichiamo che la funzione F : X
→ R data da F (Ω) = |Ω| (area del
poligono Ω) non ammette minimo,
e risulta

inf
Ω∈X

F (Ω) = π. (9)

Verifichiamo inoltre che una suc-
cessione minimizzante (Ωn) si ottie-
ne ponendo, per n ≥ 3, Ωn = enna-
gono di apotema unitario, centra-

to nell’origine.

Per la dimostrazione osservia-
mo innanzitutto che, siccome Ω ⊃
B1 per ogni Ω ∈ X, si ha F (Ω) ≥
|B1| = π, dunque π è un minorante.

Per escludere l’esistenza di mino-
ranti più grandi di π ci serviamo

della successione Ωn: si ha, infat-
ti,

lim
n→+∞

F (Ωn) = lim
n→+∞

n tg π
n = π

e perciò per ogni ε > 0 esistono po-
ligoni Ωn ∈ X tali che

F (Ωn) < π + ε,

dunque π+ε non è un maggiorante.

Questo ragionamento dimostra
allo stesso tempo che vale la (9),
e che la successione considerata è
una successione minimizzante.

In generale, trovare esplicita-
mente una successione minimizzan-
te può servire per dimostrare che
un dato minorante è l’estremo in-
feriore.
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Gli albori del metodo diretto



RIFERIMENTO BIBLIOGRAFICO

L’espressione “The dawn of the
direct methods” è il titolo del pa-
ragrafo 1.2 della dispensa [31] di
Augusto Ponce in cui si accenna
ad opere di Hilbert.

IL PROBLEMA DI DIRICHLET

Uno dei più classici problemi della
fisica matematica è il problema di
Dirichlet{

∆u = 0 in Ω;

u = φ su ∂Ω.
(10)

Esso consiste nel trovare una
funzione u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω), armo-

nica nell’aperto limitato Ω ⊂ RN ,

che coincide sul contorno di Ω con

una funzione data φ.

Si dimostra che se Ω è un do-

minio (= aperto connesso) limita-
to e regolare, e se φ è continua,

allora tale problema possiede una

e una sola soluzione [20, Theorem

2.14].

IL METODO VARIAZIONALE

Fra i vari metodi sviluppati per
dimostrare l’esistenza di una solu-
zione, esaminiamo il metodo varia-
zionale.

Si tratta di verificare che il
funzionale di Dirichlet (3) ammet-

te minimo in un’opportuna classe
di funzioni: poniamo ingenuamen-
te X = {u ∈ C2(Ω) | u = φ su ∂Ω }.

Se il funzionale F ammette una
minimante u0, allora essa soddisfa
l’equazione di Eulero ∆u = 0 in Ω.

GLI ALBORI DEL METODO DI-
RETTO

Sia (un) una successione mini-
mizzante per il funzionale di Diri-
chlet F [u] = ∥∇u∥2L2(Ω), che è infe-
riormente limitato. Si ha, dunque

lim
n→+∞

∥∇un∥L2(Ω) = I ≥ 0 (11)

dove
I2 = inf

u∈X
F [u].

Per l’identità del parallelogram-
ma (v. pag. Md26) possiamo scrive-
re∥∥∥∥∇un +∇uk

2

∥∥∥∥2
L2(Ω)

+

∥∥∥∥∇un −∇uk
2

∥∥∥∥2
L2(Ω)

=
1

2
∥∇un∥2L2(Ω) +

1

2
∥∇uk∥2L2(Ω)

Si ha inoltre un+uk

2 ∈ X (la classe

X è convessa), e perciò

I2 ≤
∥∥∥∥∇un +∇uk

2

∥∥∥∥2
L2(Ω)

.

Ne segue che

I2 +

∥∥∥∥∇un −∇uk
2

∥∥∥∥2
L2(Ω)

≤ 1

2
∥∇un∥2L2(Ω) +

1

2
∥∇uk∥2L2(Ω).

Passando al limite per n, k → +∞,
e ricordando la (11) si trova

lim
n,k→+∞

∥∥∥∥∇un −∇uk
2

∥∥∥∥2
L2(Ω)

= 0.

Dunque la successione (∇un) è di
Cauchy in L2(Ω,RN) (v. pag. Md30)
e quindi converge ad una certa
funzione v ∈ L2(Ω,RN), ma non sap-
piamo se un converge in C2(Ω).
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LO SPAZIO H1(Ω) = W 1,2(Ω)

Per poter recuperare il ragio-
namento appena interrotto si suo-
le introdurre lo spazio di Sobolev
H1(Ω) = W 1,2(Ω).

DEFINIZIONE. Lo spazio H1(Ω) =
W 1,2(Ω) è il sottoinsieme di L2(Ω)
costituito dalle funzioni u le cui
derivate parziali prime, intese nel
senso delle distribuzioni, sono rap-
presentate da funzioni di L2(Ω).

In W 1,2(Ω) si definisce il prodot-
to scalare (u1|u2)W 1,2(Ω) ponendo

(u1|u2)W 1,2(Ω) =

(u1|u2)L2(Ω) + (∇u1|∇u2)L2(Ω,RN ).

Dal teorema di Fischer-Riesz se-

gue che W 1,2(Ω) è completo, dun-

que è uno spazio di Hilbert (v. pag.

Md35).

LO SPAZIO H1
0(Ω) = W 1,2

0 (Ω)

Per esprimere la condizione al

contorno u = φ del problema di

Dirichlet si introduce lo spazio di
Hilbert W 1,2

0 (Ω):

DEFINIZIONE. Lo spazio H1
0(Ω) =

W 1,2
0 (Ω) è costituito da C∞

c (Ω), più
tutte le funzioni di W 1,2(Ω) che si
possono approssimare bene quanto
si vuole, nella norma di W 1,2(Ω),
con funzioni di C∞

c (Ω).

Si suole dire che W 1,2
0 (Ω) è il

completamento (= la chiusura) di
C∞

c (Ω) nella norma di W 1,2(Ω).

Gli elementi di W 1,2
0 (Ω) rappre-

sentano le funzioni diW 1,2(Ω) “nul-
le sul contorno di Ω.”

LE FUNZIONI AMMISSIBILI

Si definisce lo spazio X delle
funzioni ammissibili ponendo X =
{u ∈ W 1,2(Ω) | u− φ ∈ W 1,2

0 }.

Ciò presuppone che la funzione
φ sia definita in tutto Ω, non so-
lo sul contorno, ed appartenga a
W 1,2(Ω).

Per costruzione, lo spazio X è
convesso e anche chiuso nella to-
pologia di W 1,2(Ω).

LA DISUGUAGLIANZA DI POIN-
CARÉ

Si dimostra che, se Ω è limitato,

esiste una costante C > 0 tale che

per ogni funzione u ∈ W 1,2
0 (Ω) risul-

ta

∥u∥L2(Ω) ≤ C ∥∇u∥L2(Ω,RN ).

Tale disuguaglianza implica che se

la successione dei gradienti ∇un di

funzioni un ∈ X è di Cauchy in L2(Ω,
RN), allora la successione (un) è di

Cauchy in L2(Ω). Si ha infatti

un − uk = un − φ− (uk − φ)

quindi un−uk ∈ W 1,2
0 (Ω). Ma allora,

per la disuguaglianza di Poincaré,
risulta

∥un − uk∥L2(Ω) ≤ C ∥∇un −∇uk∥L2(Ω,RN )

da cui segue l’asserto.

Quindi, procedendo come a pagi-
na Md13, possiamo concludere che
qualunque successione minimizzan-
te per il funzionale di Dirichlet
nello spazio X (definito come so-
pra) ammette limite in X.
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CONTINUITÀ DEL FUNZIONALE

Si verifica facilmente che il fun-
zionale di Dirichlet è continuo ri-
spetto alla norma di W 1,2(Ω).

Infatti, se un → u in W 1,2(Ω), al-
lora ricordando che∣∣∣∥∇un∥L2(Ω,RN ) − ∥∇u∥L2(Ω,RN )

∣∣∣
≤∥∇un −∇u∥L2(Ω,RN )

≤∥un − u∥W 1,2(Ω)

si deduce che

∥∇un∥L2(Ω,RN )
R−→ ∥∇u0∥L2(Ω,RN ),

e cioè

lim
n→+∞

F [un] = F [u0], (12)

come volevasi dimostrare.

ESISTENZA DEL MINIMO

Dimostriamo che il funzionale

di Dirichlet ammette minimo nel-
la classe X definita a pag. Md14.

Prendiamo (sul piano teorico)

una successione minimizzante (un).

Essendo fondamentale, la suc-

cessione minimizzante converge ad
una certa funzione u0 ∈ X nella
norma di W 1,2(Ω).

Poiché il funzionale F è continuo
rispetto alla norma di W 1,2(Ω), va-
le la (12).

Ma la successione minimizzante,
per definizione, è tale che

lim
n→+∞

F [un] = inf
u∈X

F [u].

Confrontando quest’ultima ugua-
glianza con la (12), per l’unicità
del limite si deduce che

F [u0] = inf
u∈X

F [u],

dunque la funzione u0 (non meglio
precisata) è una minimante.

ARMONICITÀ DEBOLE

Con il metodo variazionale si
dimostra che il funzionale di Di-
richlet ammette una minimante u0
nella classe X data a pag. Md14.

È facile dimostrare che u0 sod-
disfa in senso debole l’equazione

∆u = 0, cioè risulta∫
Ω

∇u0·∇φdx = 0 per ogni φ ∈ C1
c (Ω).

Infatti u0 + tφ ∈ X per ogni t ∈ R,
quindi F [u0] ≤ F [u0 + tφ]. Sapendo

che F [u] = (∇u|∇u)L2(Ω,RN ), la disu-

guaglianza diventa 0 ≤

2t (∇u0|∇φ)L2(Ω,RN ) + t2 ∥∇φ∥L2(Ω,RN ).

Per l’arbitrarietà di t si deduce
(∇u0|∇φ)L2(Ω,RN ) = 0, che è la tesi.

LEMMA DI WEYL-CACCIOPPOLI

Quanto alla regolarità della
minimante u0, in base al suddet-
to metodo sappiamo solo che u0 ∈
W 1,2(Ω).

Si può dimostrare che u0 è re-
golare in Ω, ed è una funzione ar-

monica, usando il lemma di Weyl-
Caccioppoli: vedere ad esempio [7,
pagg. 4-5], [29, Theorem 2.3.1], [31,
Theorem 1.9] e [32, Lemma 9.8].
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Infine, per verificare che la mi-
nimante u0 è continua nella chiu-
sura Ω, e coincide con φ sul con-
torno, si usano opportune funzio-
ni ausiliarie, dette barriere.

AVVERTENZA

La soluzione u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) del
problema (10) non sempre si può
trovare con il metodo variaziona-
le: può infatti avvenire che u ̸∈
W 1,2(Ω) perché ∥∇u∥L2(Ω) = +∞.

Un esempio in tal senso, attri-
buito a Jacques Hadamard, si tro-
va in [11, pag. 10], in [29, pag. 6] ed

in [32, pag. 201].

PROPRIETÀ DELLA MEDIA

Verifichiamo che se una funzio-

ne u0 ∈ W 1,2(Ω) è armonica in senso

debole in un aperto Ω, allora ha
la proprietà della media.

Più esattamente, verifichiamo
che u0 può essere modificata su di

un insieme di misura nulla e cam-

biata cos̀ı in una funzione avente
la proprietà della media.

Prendiamo spunto dall’artico-
lo [7] di R. Caccioppoli. Fissato
x0 ∈ Ω, poniamo

R0 = sup
B(x0,R)⊂Ω

R ≤ +∞.

Per ogni R ∈ (0, R0) possiamo pren-
dere come funzione test φ ∈ C1

c (Ω)
la funzione φ(x) = ψ(|x− x0|), dove

ψ(r) =

{
(R2 − r2)2, r ∈ [0, R);

0, r ≥ R.

Si ha, ovviamente, ψ′(r) = −4r (R2 −
r2) per r ∈ (0, R). Quindi, passando
a coordinate polari, per il teore-
ma di Fubini si può scrivere

0 =

∫
Ω

∇u0 · ∇φdx

= −
∫ R

0

r (R2 − r2) I(r) dr (13)

dove la funzione

I(r) =

∫
∂B(x0,r)

∂u0
∂r

(x) dΣ

è ben definita per quasi ogni r in
virtù dello stesso teorema di Fu-
bini.

L’uguaglianza (13) vale per ogni R

∈ (0, R0) perché il teorema di Fubi-

ni vale per ogni R. Conviene scri-

verla nella forma

R2

∫ R

0

r I(r) dr =

∫ R

0

r3 I(r) dr.

Cos̀ı si vede che per quasi ogni R

si possono derivare ambo i membri,

ottenendo

2R

∫ R

0

r I(r) dr +R3 I(R) = R3 I(R)

dunque∫ R

0

r I(r) dr = 0 per quasi ogni R

e di conseguenza I(r) = 0 per quasi

ogni r ∈ (0, R0). Il ruolo della fun-
zione φ termina a questo punto.

Ora cambiamo u0 su di un insie-

me di misura N-dimensionale nulla
affinché u0(Rω) sia assolutamente

continua rispetto ad R per quasi
ogni ω ∈ ∂B(x0, 1).
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Con il cambiamento di variabile
x = rω possiamo scrivere

I(r) = rN−1

∫
∂B(x0,1)

∂u0
∂r

(rω) dω

e perciò l’integrale al secondo
membro è nullo per quasi ogni r.

La derivata ∂u0/∂r appartiene a
L2(B(x0, R) \ B(x0, ε0)) per ogni ε0 ∈
(0, R) in quanto ∇u0 ∈ L2(Ω,RN): ve-
dere in proposito [5, Proposizio-
ne IX.6] (cambiamento di variabi-
le).

Perciò possiamo applicare il teo-
rema di Fubini e scrivere∫

∂B(x0,1)

(∫ R

ε0

∂u0
∂r

(rω) dr

)
dω =∫ R

ε0

(∫
∂B(x0,1)

∂u0
∂r

(rω) dω

)
dr = 0.

D’altro canto, essendo u0(rω)
assolutamente continua rispetto

ad r, risulta∫ R

ε0

∂u0
∂r

(rω) dr = u0(Rω)− u0(ε0 ω)

e perciò possiamo concludere che∫
∂B(x0,1)

u0(Rω) dω =

∫
∂B(x0,1)

u0(ε0 ω) dω.

Poiché l’uguaglianza vale per
ogni R, si deduce che l’integrale∫

∂B(x0,1)

u0(Rω) dω

=
1

RN−1

∫
∂B(x0,R)

u0(x) dΣ (14)

è costante rispetto ad R: questa è
una delle formulazioni della pro-
prietà della media che volevamo
dimostrare.

Da essa discende immediatamen-
te un’altra formulazione: essen-
do u0 ∈ L2(Ω), per il teorema di Fu-
bini si ha, per ogni R ∈ (0, R0)∫

B(x0,R)

u0(x) dx

=

∫ R

0

(∫
∂B(x0,r)

u0(x) dΣ

)
dr.

Ma allora, posto

C =
1

rN−1

∫
∂B(x0,r)

u0(x) dΣ,

si trova
1

RN

∫
B(x0,R)

u0(x) dx

=
1

RN

∫ R

0

C rN−1 dr =
C

N
,

Dunque la media integrale di u0
su due palle qualunque concentri-

che è la stessa: questa è un’altra

formulazione della proprietà del-
la media.

D’altra parte, per il teorema

di differenziazione di Lebesgue, la

funzione u0 coincide per quasi ogni
x0 con il limite

lim
R→0+

1

|B(x0, R)|

∫
B(x0,R)

u0(x) dx,

che è un limite banale perché è il
limite di una costante.

Essendo l’integrale al secondo
membro una funzione continua del
punto x0, ne segue che, modifican-

do ancora una volta la funzione
u0 su di un insieme di misura nulla,
si può fare s̀ı che risulti

u0(x0) = lim
R→0+

1

|B(x0, R)|

∫
B(x0,R)

u0(x) dx

per ogni x0, e u0 sia continua.
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TEOREMA DELLA PROIEZIONE

Il procedimento usato a pag. Md15
per dimostrare l’esistenza del mi-
nimo del funzionale di Dirichlet si
può riformulare in astratto come
segue (v. [5, Teorema V.2] e [23]).

Sia H uno spazio di Hilbert, ed
X ⊂ H un suo sottoinsieme (non
vuoto) convesso e chiuso rispetto
alla topologia indotta dalla nor-
ma ∥ ∥H (v. pag. Md14).

Per ogni h ∈ H esiste uno e un
solo u0 ∈ X tale che

∥u0 − h∥H = min
u∈X

∥u− h∥H . (15)

Inoltre l’elemento u0 soddisfa la

“disuguaglianza variazionale”

((u1−u0) | (u0−h)) ≥ 0 ∀u1 ∈ X. (16)

Dimostrazione. Consideriamo una

successione minimizzante (un) per

la funzione F : X → R data da

F [u] = ∥u− h∥2H .
Si ha, dunque

lim
n→+∞

F [un] = I2 (17)

dove I è dato da

I = inf
u∈X

∥u− h∥H .

Per l’identità del parallelogram-
ma, applicata a un−h e uk−h, si ha∥∥∥∥ un + uk

2
− h

∥∥∥∥2
H

+

∥∥∥∥ un − uk
2

∥∥∥∥2
H

=
1

2
F [un] +

1

2
F [uk].

Inoltre, essendo X convesso, ri-

sulta un+uk

2 ∈ X e perciò

I2 ≤
∥∥ un+uk

2 − h
∥∥2
H
.

Ne segue che∥∥ un−uk

2

∥∥2
H
≤ 1

2
F [un] +

1

2
F [uk]− I2.

Passando al limite per n, k → +∞,
e ricordando la (17) si trova

lim
n,k→+∞

∥un − uk∥2H = 0.

Dunque la successione (un) è di
Cauchy in H e quindi converge ad
una certa funzione u0 ∈ H. Essen-
do X chiuso per ipotesi, e un ∈ X
per ogni n, si conclude che u0 ∈ X.

Infine, essendo la funzione F con-
tinua, si ha lim

n→+∞
F [un] = F [u0]. Con-

frontando quest’ultima uguaglian-
za con la (17) si giunge alla (15).

Per verificare la (16) si usa il

metodo ideato da Lagrange per ri-

cavare l’omonima equazione: fissa-
to u1 ∈ X, l’elemento

ut = (1− t)u0 + t u1, t ∈ [0, 1]

appartiene ancora ad X per con-

vessità. Dunque la funzione φ(t) =
F [ut] = (ut−h | ut−h), t ∈ [0, 1], ha un

minimo in t = 0. Siccome

φ(t) = ∥ut∥2H − 2 (ut|h) + ∥h∥2H ;

∥ut∥2H = (1− t)2 ∥u0∥2H
+ 2t (1− t) (u0|u1) + t2 ∥u1∥2H ;

(ut|h) = (1− t) (u0|h) + t (u1|h),
si trova φ′(0+) = 2 (u0 − u1 | u1 − h).
La condizione φ′(0+) ≥ 0 implica la
(16). Se per assurdo u1 è un altro
punto di minimo di F [u], vale la di-
suguaglianza

((u0 − u1) | (u1 − h)) ≥ 0,

la quale, sommata con la (16), im-

plica ∥u0−u1∥2H = 0, dunque u1 = u0.
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IL TEOREMA DI RAPPRESENTA-
ZIONE DI RIESZ

Sappiamo che le applicazioni li-
neari L : R3 → R hanno la forma
L(x, y, x) = ax + by + cz e perciò si
possono esprimere come prodotto
scalare

L(x, y, z) = (x, y, z) · (a, b, c).

L’enunciato si estende agli spazi
di Hilbert di dimensione infinita,
a condizione che l’applicazione L
oltre ad essere lineare sia anche
continua (il che non è detto in di-
mensione infinita).

Sia L : H → R un’applicazione li-

neare e continua avente per domi-

nio uno spazio di Hilbert H. Al-
lora esiste uno ed un solo v0 ∈ H

tale che

L(u) = (u|v0) per ogni u ∈ H. (18)

Dimostrazione. Consideriamo il sot-

tospazio vettoriale (nucleo di L)

X = kerL = {u ∈ H | L(u) = 0 } ⊂ H.

Il sottospazio vettoriale X è, a
maggior ragione, convesso, ed è
chiuso per la continuità di L.

Se X = H, cioè se risulta L(u) =
0 per ogni u ∈ H, allora la (18) va-
le banalmente con v = 0.

Se, invece, esiste un h ∈ H \ X,
allora per il teorema della pro-
iezione esiste anche un u0 ∈ X che
soddisfa la disuguaglianza varia-

zionale (16).

Osserviamo che per ogni u ∈ X
l’elemento u1 = u0 ± u appartiene
ancora ad X per linearità.

Sostituendo allora u1 = u0 ± u
nella (16) otteniamo

±(u | (u0 − h)) ≥ 0,

e perciò

(u | (u0 − h)) = 0

per ogni u ∈ X. Abbiamo cos̀ı indi-
viduato un elemento

v = u0 − h

ortogonale a ciascun u ∈ X. Si no-
ti che v ̸∈ X perché h ̸∈ X mentre

u0 ∈ X. Dunque L(v) ̸= 0 e, in parti-
colare, v ̸= 0. Si ha, ovviamente

L(v) = (v | L(v)
∥v∥2H

v).

Verifichiamo allora la (18) con

v0 =
L(v)
∥v∥2H

v.

Preso arbitrariamente u ∈ H, va-

lutiamo la differenza

(u|v0)− L(u) = L(v)
∥v∥2H

(u|v)− L(u)
∥v∥2H

(v|v)

=
((L(v)u− L(u) v) | v)

∥v∥2H
.

Indicato con w il vettore

w = L(v)u− L(u) v,

per linearità si trova

L(w) = L(v)L(u)− L(u)L(v)

= 0,

dunque w ∈ X. Ricordando che v è
ortogonale a tutti gli elementi di
X, si conclude che (u|v0)−L(u) = 0,
il che equivale alla (18).
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APPLICAZIONE

Una tipica applicazione del teo-
rema di rappresentazione di Riesz
si ha nella risoluzione di proble-
mi al contorno per equazioni alle
derivate parziali.

Supponiamo di voler risolvere
l’equazione di Poisson

∆u = y(x)

in un dominio limitato e regolare
Ω ⊂ RN , con la condizione u = 0 sul
contorno ∂Ω.

Se la funzione data y(x) appartie-

ne a L2(Ω), allora possiamo defini-
re l’applicazione lineare e conti-

nua L : W 1,2
0 (Ω) → R ponendo

L(v) = −
∫
Ω

v(x) y(x) dx.

Si dimostra, inoltre, che la forma

bilineare e simmetrica data da∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx

è definita positiva: basta usare la
disuguaglianza di Poincaré. Inol-
tre, posto

∥u∥0 =
(∫

Ω

|∇u(x)|2 dx
)1

2

si ottiene una norma equivalente
a quella di W 1,2(Ω) nel senso che
esiste una costante ε0 > 0 tale che

ε0 ∥u∥W 1,2(Ω) ≤ ∥u∥0 ≤ ∥u∥W 1,2(Ω)

per ogni u ∈ W 1,2
0 (Ω). Ma allora

l’applicazione L di cui sopra è con-
tinua anche rispetto alla topolo-
gia indotta da quest’ultima nor-
ma.

Perciò, per il teorema di rap-
presentazione di Riesz, esiste una
ed una sola funzione u0 ∈ W 1,2

0 (Ω)
tale che risulti∫
Ω

∇u0(x) · ∇v(x) dx = −
∫
Ω

v(x) y(x) dx

per ogni v ∈ W 1,2
0 (Ω). Tale ugua-

glianza, a sua volta, implica mag-
giore regolarità per u0 rispetto
alle funzioni di W 1,2

0 (Ω).

Ad esempio, se Ω è di classe C∞

e y ∈ C∞(Ω), si dimostra che anche
u ∈ C∞(Ω) e risulta u = 0 su ∂Ω ([5],
Teorema IX.25 e Osservazione 25).

Ma allora si può integrare per

parti e ottenere∫
Ω

(y(x)−∆u0(x)) v(x) dx = 0

per ogni v ∈ W 1,2
0 (Ω), e quindi, a mag-

gior ragione, per ogni v ∈ C∞
c (Ω).

Per il lemma fondamentale del
calcolo delle variazioni, deducia-
mo che

∆u0 = y(x).

Si è dunque dimostrata l’esistenza
di una soluzione del problema ini-
ziale, o, come si è soliti dire, si è
“trovata” una soluzione.

TEOREMA DI LAX-MILGRAM

Un’estensione di questo metodo ad
equazioni differenziali più genera-
li dell’equazione di Poisson si fon-

da sul teorema di Lax-Milgram: v.
[5, Corollario V.8].
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STUDIO DI H1((a, b))

Consideriamo un intervallo li-
mitato (a, b).

Se una funzione u : (a, b) → R è
derivabile quasi ovunque, e la de-
rivata u′ appartiene a L2((a, b)), non
è detto che u ∈ H1((a, b)).

Un semplice controesempio è dato
da u(x) = sgn x con a < 0 < b.

In tal caso si ha u′(x) = 0 per
ogni x ̸= 0, ma la derivata distri-
buzionale di u è 2δ, dunque non è
una distribuzione regolare.

Se però partiamo da una v ∈
L2((a, b)) e poniamo

u(x) =

∫ x

a

v(t) dt

possiamo verificare che u ∈ H1((a,
b)) e v è la derivata debole di u. A
tal fine dobbiamo verificare che∫ b

a

u(x)φ′(x) dx = −
∫ b

a

v(x)φ(x) dx (19)

per ogni φ ∈ C∞
c ((a, b)). Prendia-

mo una successione di funzioni vn ∈
C∞

c ((a, b)) convergenti a v in L2((a,
b)) e poniamo

un(x) =

∫ x

a

vn(t) dt.

Passando al limite sotto il segno

di integrale si trova che un → u
uniformemente. D’altro canto,
integrando per parti, per ogni n
si trova che∫ b

a

un(x)φ
′(x) dx = −

∫ b

a

vn(x)φ(x) dx

da cui per n→ +∞ la (19) segue.

Inoltre, tutte le funzioni di
H1((a, b)) si possono ottenere nel-
la maniera appena descritta, a
meno di una costante additiva.

Più precisamente, consideriamo
una u ∈ H1((a, b)) e indichiamo con
u′, come è consuetudine, la deriva-
ta debole di u. Poniamo

U(x) =

∫ x

a

u′(t) dt.

Per quanto appena visto, si ha U ∈
H1((a, b)) e u′ è la derivata debole
(anche) di U . Perciò, posto w(x) =
u(x)− U(x), risulta∫ b

a

w(x)φ′(x) dx = 0

per ogni φ ∈ C∞
c ((a, b)). Ma allora,

per il lemma di Du Bois-Reymond

(pag. Md37), esiste una costante C

tale che w(x) = C quasi ovunque, e
quindi

u(x) = U(x) + C

=

∫ x

a

u′(t) dt+ C (20)

per quasi ogni x ∈ (a, b). Ne segue

che u è continua in (a, b) e

lim
x→a+

u(x) = C,

lim
x→b−

u(x) = u(a) +

∫ b

a

u′(t) dt,

dunque u è uniformemente conti-
nua.

È interessante il fatto che in
H1((a, b)) valgano la formula di
integrazione per parti (19), ed il
teorema fondamentale del calco-

lo integrale nella forma (20).
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Cenni alle serie di Fourier in L2



MOTIVAZIONI

Vediamo un classico modello ma-
tematico [36, pagg. 1–5] del feno-
meno della conduzione del calo-
re, ad un triplice scopo:

1. Introdurre una delle prin-
cipali equazioni differenziali alle
derivate parziali della fisica ma-
tematica.

2. Spiegare l’origine delle se-
rie di Fourier, contrastando la
tesi che attribuisce lo sviluppo
della nostra disciplina esclusiva-
mente alla volontà di generaliz-

zare ed organizzare le conoscenze

precedenti.

3. Richiamare i prerequisiti per

comprendere la soluzione del pro-
blema isoperimetrico data da A-

dolf Hurwitz nel 1902.

IL CORPO CONDUTTORE

Studiamo il fenomeno della con-
duzione del calore attraverso un
filo sottile, rettilineo (oppure u-

na sbarra) isotropo, omogeneo, e

di sezione costante S.

Ci interessiamo soltanto della

conduzione del calore nella di-
rezione dell’asse del filo (asse x)

trascurando la conduzione nelle
direzioni trasversali, come pure
le eventuali dispersioni di calore.

Ammettiamo che la temperatu-
ra dei punti del filo sia una fun-
zione u(x, t) che dipende solo dal-

l’ascissa x e dal tempo.

CAPACITÀ TERMICA

Il rapporto tra la quantità di
calore dQ fornita ad un dato cor-
po ed il corrispondente aumento
du della sua temperatura viene
definito “capacità termica” C del
corpo:

C =
dQ

du
. (21)

CALORE SPECIFICO

La capacità termica dell’unità
di massa si chiama “calore specifi-
co”. Se dunque M è la massa del
corpo, il calore specifico c è

c =
C

M
. (22)

Ragioniamo sul cosiddetto “ele-

mento” di filo tra il punto di

ascissa x e quello di ascissa x+ dx,

il cui volume è dV = S dx

Indicata con µ la densità materia-
le, l’elemento di massa è dM = µ dV

e, per la (22), la capacità termica
dell’elemento di filo è

C = c dM

= cµS dx. (23)

Metodo diretto - Appunti delle lezioni - pag. Md23



LEGGE DI FOURIER

La quantità di calore dQ1 che,
nell’intervallo di tempo dt, attra-
versa la sezione del filo di ascissa
x da sinistra verso destra è data
da

dQ1

dt
= −kS ∂u

∂x
(x, t) (24)

cioè è direttamente proporziona-
le alla sezione S ed a −∂u/∂x.

La costante di proporzionalità
k si dice “conducibilità termica” e
dipende dal materiale di cui è com-
posto il filo.

Analogamente, la quantità di

calore dQ2 che, nell’intervallo di
tempo dt, attraversa la sezione

del filo di ascissa x+ dx da destra

verso sinistra è data da

dQ2

dt
= kS

∂u

∂x
(x+ dx, t). (25)

EQUAZIONE DEL CALORE

Sommando la (24) e la (25) si
trova la quantità di calore dQ =
dQ1 + dQ2 che giunge all’elemento
di filo nell’intervallo di tempo dt:
dQ

dt
= kS

( ∂u
∂x

(x+ dx, t)− ∂u

∂x
(x, t)

)
.

Per la (21), il primo membro si può
anche scrivere C ∂u/∂t. Dividendo
ambo i membri per dx, e tenendo
conto della (23), si ottiene

cµ
∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
. (26)

La (26) è detta equazione del ca-
lore in una dimensione spaziale.

Analogamente, la conduzione
del calore in un corpo tridimen-

sionale Ω ⊂ R3 si può modellizzare

tramite l’equazione

cµ
∂u

∂t
= k∆u,

essendo ∆ l’operatore di Laplace.

Poiché i teoremi di esistenza, e le

proprietà qualitative delle solu-
zioni non dipendono dal valore nu-

merico delle costanti c, µ, k > 0, si
suole concentrarsi sull’equazione

∂u

∂t
= ∆u.

NOTA BENE

Le considerazioni testé svolte
non sono la dimostrazione di al-
cunché, e non possono esserlo in
quanto mettono in relazione un’e-
quazione con un fenomeno natura-
le (la conduzione del calore), il
quale per ciò stesso non è assog-
gettabile alle dimostrazioni nel

senso matematico del termine.
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ORIGINI DELLE SERIE DI FOU-
RIER

J.-B. J. Fourier, nel trattato
“Théorie analytique de la cha-
leur” (1822) studia la conduzione
del calore in corpi di forme di-
verse, incluso l’anello.

Consideriamo un filo disposto
come la circonferenza di equazio-
ni parametriche{

x = cosα,

y = senα.

La temperatura del punto del fi-
lo individuato dall’angolo α è da-

ta, all’istante t, da una funzione
u(α, t) soddisfacente l’equazione

∂u

∂t
=

∂2u

∂α2
, (27)

dove, per semplicità, abbiamo po-

sto uguali ad 1 le costanti fisiche.

Si vede per sostituzione (o per

separazione delle variabili) che le

funzioni e−k2 t cos kα per k = 0, 1, 2,
. . . e le funzioni e−k2 t sen kα, per k =
1, 2, 3, . . . sono soluzioni della (27).

Fourier ritiene che l’integrale
generale della (27) sia

u(α, t) =

a0
2

+
+∞∑
k=1

e−k2 t (ak cos kα + bk sen kα)

dove i coefficienti ak e bk si devono
ricavare dalla temperatura inizia-
le u(α, 0) tramite l’uguaglianza

u(α, 0) =

a0
2

+
+∞∑
k=1

(ak cos kα+ bk sen kα).

L’ANALISI ARMONICA

La necessità di giustificare le
affermazioni di Fourier ha stimo-
lato profondi studi, che conflui-
scono in una branca della mate-
matica chiamata analisi armonica.

L’EVOLUZIONE DELLA MATE-
MATICA

La storia delle serie di Fourier
mostra qualche analogia con la
storia delle distribuzioni, e con il
problema isoperimetrico:

Alcune teorie matematiche so-

no scaturite da idee importanti,
messe a posto sul piano del rigore

in un momento successivo rispetto

al loro concepimento.

Sono i testi di matematica che,
col senno di poi, possono partire

da subito con la definizione giu-

sta.
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SERIE DI FOURIER IN L2

Nello spazio L2((−π, π)) vale un
teorema di convergenza della se-
rie di Fourier particolarmente sem-
plice ed elegante:

Data una qualunque funzione u
∈ L2((−π, π)), i coefficienti di Fou-
rier

ak =
1

π

∫ π

−π

u(x) cos kx dx

bk =
1

π

∫ π

−π

u(x) sen kx dx

sono ben definiti, e la serie

a0
2

+
+∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sen kx) (28)

converge nel senso di L2 alla fun-

zione generatrice u(x). Ciò signifi-
ca che, indicata con Sn(x) la somma

ridotta

Sn(x) =
a0
2

+
n∑

k=1

(ak cos kx+ bk sen kx)

risulta

lim
n→+∞

∥Sn − u∥2 = 0,

essendo ∥ ∥2 la norma di L2((−π, π)).
Vale inoltre l’uguaglianza di Par-
seval

1

π
∥u∥22 =

a20
2

+
+∞∑
k=1

(a2k + b2k), (29)

che estende il teorema di Pitago-
ra dal piano (bidimensionale) allo
spazio vettoriale-topologico infi-
nito-dimensionale L2((−π, π)).

IDENTITÀ DI PARSEVAL

Consideriamo due funzioni u, v ∈
L2((−π, π)). Siano ak, bk i coefficien-
ti di Fourier di u, e ck, dk quelli
di v. Vale allora l’identità di Par-
seval:

1

π

∫ π

−π

u(x) v(x) dx

=
a0 c0
2

+
+∞∑
k=1

(ak ck + bk dk). (30)

Osserviamo innanzitutto che, po-
nendo v = u, si riottiene la (29).

Viceversa, è possibile ricavare la

(30) applicando la (29) alle fun-

zioni u+ v e u− v. Si ha, infatti

1

π
∥u± v∥22 =

(a0 ± c0)
2

2

+
+∞∑
k=1

(
(ak ± ck)

2 + (bk ± dk)
2
)
.

Poiché le serie convergono, si

possono sottrarre l’una dall’al-

tra termine a termine.

Sottraendo la seconda ugua-
glianza dalla prima, e svolgendo
i quadrati, si ottiene la (30).

OSSERVAZIONE 1. Il procedimen-
to appena seguito consente di di-
mostrare l’uguaglianza

(u|v) = 1
4 (∥u+ v∥2 − ∥u− v∥2)

detta “identità di polarizzazione”,
che vale in un qualunque spazio
prehilbertiano (v. [33, Proposizio-
ne 1.2.2]).

Metodo diretto - Appunti delle lezioni - pag. Md26



OSSERVAZIONE 2. Con un proce-
dimento analogo (sommando inve-
ce di sottrarre) si ottiene l’iden-
tità del parallelogramma

∥u∥2 + ∥v∥2 = 1
2 (∥u+ v∥2 + ∥u− v∥2).

OSSERVAZIONE 3. In un qualun-
que spazio normato E, condizione
necessaria e sufficiente affinché
esista un prodotto scalare (u|v)
tale che

(u|u) = ∥u∥2 per ogni u ∈ E

è che valga l’identità del paral-
lelogramma (teorema di Fréchet-
von Neumann-Jordan: [37, capito-

lo I, 5, Theorem 1]).

OSSERVAZIONE 4. L’identità di

Parseval (30) mostra che l’opera-

tore F : L2((−π, π)) → ℓ2 che ad ogni
u ∈ L2((−π, π)) associa la succes-

sione dei suoi coefficienti di Fou-

rier, con piccole modifiche diven-

ta un’isometria.

LO SPAZIO ℓ2

Si denota con ℓ2 lo spazio di Hil-

bert costituito dalle successioni
numeriche (ck) tali che

+∞∑
k=0

c2k < +∞.

La norma in ℓ2 di una tale succes-

sione è la radice quadrata della
suddetta serie.

Il prodotto scalare tra due
successioni a = (ak) e b = (bk) in ℓ2 si
definisce come segue:

(a|b) =
+∞∑
k=0

ak bk.
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SEPARABILITÀ

Sappiamo che ogni numero rea-
le a si può esprimere come il limi-
te di un’opportuna successione di
numeri razionali pi (densità di Q
in R).

Ma allora la funzione u(x) =
a cos kx, qualunque sia k ∈ N, è il
limite in L2((−π, π)) delle funzioni
ti(x) = pi cos kx per i → +∞. Infatti
applicando la definizione si trova

∥u− ti∥L2((−π,π)) =
√
π |a− pi| → 0.

Similmente si vede che, qualunque

siano b ∈ R e k ∈ Z+, la funzione
b sen kx è il limite in L2, per i →
+∞, di opportune funzioni aventi

la forma qi sen kx con qi ∈ Q.

Fissato n ∈ N, consideriamo la

somma ridotta Sn(x) della serie di

Fourier di una generica funzione
u ∈ L2((−π, π)).

Le considerazioni svolte sopra

implicano che Sn è il limite in L2,

per i → +∞, di un’opportuna suc-

cessione di funzioni (tni)i∈N aventi
la forma

tni(x) =
p0i
2

+
n∑

k=1

(pki cos kx+qki sen kx),

con pki e qki razionali tali che

lim
i→+∞

pki = ak, lim
i→+∞

qki = bk.

Vogliamo verificare che la fun-
zione u si può esprimere come il li-
mite in L2 di un’opportuna succes-
sione di polinomi trigonometrici a

coefficienti razionali.

Per il teorema di convergenza
della serie di Fourier in L2, per
ogni j ∈ Z+ esiste un’opportuna
somma ridotta Snj

tale che

∥u− Snj
∥ < 1

2j
.

Per quanto appena visto, esiste
anche un polinomio trigonometri-
co tnj ij a coefficienti razionali ta-
le che

∥Snj
− tnj ij∥ <

1

2j
.

Dunque per la disuguaglianza tri-
angolare si ha

∥u− tnj ij∥ <
1

j

e perciò tnj ij → u per j → +∞. In

conclusione l’insieme dei polinomi
trigonometrici a coefficienti ra-

zionali è denso in L2((−π, π)).

Si noti che l’insieme dei poli-

nomi trigonometrici a coefficien-
ti razionali è numerabile, dunque
L2((−π, π)) ha un sottoinsieme nu-

merabile denso.

DEFINIZIONE. Uno spazio di Hil-
bert, e, più in generale, uno spazio

di Banach si dice separabile se ha
almeno un sottoinsieme numerabi-
le denso.

La definizione è significativa per

gli spazi di Hilbert di dimensione
infinita. Infatti qualunque spazio
di Hilbert (sul campo dei numeri
reali) di dimensione finita N è iso-
morfo a RN , e il sottoinsieme nu-

merabile QN è denso in RN .
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BASE HILBERTIANA

L’utilità della separabilità di
uno spazio di Hilbert sta nel fat-
to che essa implica l’esistenza di
una base hilbertiana numerabile
[5, Teorema V.10].

La dimostrazione si basa su di
un procedimento simile al proces-
so di ortogonalizzazione di Gram-
Schmidt.

A sua volta l’esistenza di una
tale base fa s̀ı che lo spazio di
Hilbert considerato, pur potendo
avere dimensione infinita, possieda

proprietà simili a quelle del con-

sueto spazio euclideo.

DEFINIZIONE. Una base hilber-

tiana numerabile in uno spazio di

Hilbert H è una successione orto-
normale di elementi e(k) ∈ H tali

che ogni elemento u ∈ H si può

rappresentare come

u =
+∞∑
k=0

ck e
(k), (31)

dove i coefficienti ck sono dati da
ck = (u|e(k)), essendo ( | ) il prodot-

to scalare di H.

ESEMPIO. La tipica base hilber-
tiana dello spazio H = L2((−π, π)) è
costituita dalla funzione costan-
te 1√

2π
e dalle funzioni

cos kx√
π

,
sen kx√

π
dove i denominatori servono af-
finché tali funzioni abbiano nor-
ma uguale ad 1. In questo caso la
serie (31) si riduce alla consueta

serie di Fourier (28).

TEOREMA DI ISOMORFISMO

Dati due spazi di Hilbert sepa-
rabili H1 e H2, di dimensione infi-
nita, e indicate con (ek1)k∈N e (ek2)k∈N
due loro basi hilbertiane, si può
definire un isomorfismo L : H1 → H2

come segue.

Presa u ∈ H1, la si può svilup-
pare (sul piano teorico) in serie

di Fourier (31) ponendo e(k) = e
(k)
1 .

Per la disuguaglianza di Bessel,
la serie numerica

+∞∑
k=0

|ck|2

è convergente. Ne segue che la

serie
+∞∑
k=0

ck e
(k)
2

soddisfa il criterio di Cauchy nel-

lo spazio H2, e quindi, per la com-

pletezza di H2, essa converge ad

una funzione che indicheremo con
v. L’applicazione

L : H1 → H2

u 7→ v

è lineare e conserva il prodotto
scalare, dunque fornisce l’isomor-
fismo cercato.

Di conseguenza, tutti gli spa-

zi di Hilbert di dimensione infinita,
separabili, sono isomorfi a L2((−π,
π)). Si confronti questo risultato
con l’osservazione 2 di pag. Md26.
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LO SPAZIO L2(Ω,Rk)

DEFINIZIONE. Si indica con L2(Ω,
Rk) lo spazio delle funzioni misu-
rabili p : Ω → Rk aventi per dominio
l’aperto Ω ⊂ RN e a valori in Rk,
N, k ≥ 1, tali che∫

Ω

p2i (x) dx < +∞ per i = 1, . . . , k,

essendo p1(x), . . . , pk(x) le compo-
nenti di p(x).

Chiaramente L2(Ω,Rk) si riduce
a L2(Ω) quando k = 1.

Lo spazio L2(Ω,Rk) è uno spazio
di Hilbert con il prodotto scala-

re

(p|q) =
k∑

i=1

∫
Ω

pi(x) qi(x) dx.

MOTIVAZIONE

Il funzionale di Dirichlet (3),

che è uno dei funzionali più impor-

tanti del calcolo delle variazio-
ni, si può vedere come il quadrato
della norma della funzione ∇u in

L2(Ω,RN).

La teoria dell’esistenza del mi-
nimo del funzionale di Dirichlet,
e di altri funzionali simili, si svol-
ge bene nello spazio L2(Ω,RN), o
meglio ancora nello spazio di So-

bolev W 1,2(Ω) introdotto a pag.
Md14.
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Cenni agli spazi di Sobolev



LE ORIGINI

Gli spazi di Sobolev sono intito-
lati al matematico sovietico Ser-
gej Sobolev, che negli anni Tren-
ta si accorse che la sommabilità
del gradiente di una funzione u,
cioè il fatto che∫

Ω

|∇u(x)|p dx < +∞,

implica la sommabilità di u con un
esponente q > p. Il risultato è
espresso rigorosamente dal cosid-
detto “lemma di Sobolev”.

La dimostrazione è stata migliora-

ta e generalizzata da E. Gagliar-
do, L. Nirenberg e C. B. Morrey,

portando ai moderni “teoremi di

immersione”.

Emilio Gagliardo, venuto a man-
care diversi anni fa, aveva inse-

gnato anche all’università di Ca-

gliari.

Louis Nirenberg è stato uno dei
più grandi matematici dell’era mo-
derna.

Charles Morrey è l’autore del
fondamentale trattato “Multiple

integrals in the calculus of va-
riations” [29].

L’IMPOSTAZIONE MODERNA

Il principale riferimento sugli
spazi di Sobolev apparve nella sua
prima edizione nel 1975 [1] e suc-
cessivamente nel 2002 [2].

Si noti che il secondo volume
del Courant-Hilbert [12], pubbli-
cato nel 1962, non tratta gli spazi
di Sobolev ma si limita ad un caso
particolare del teorema di immer-
sione.

Oggi gli spazi di Sobolev fanno
parte dei normali programmi di in-
segnamento delle università: ve-

dere ad esempio il libro di Brézis

[5], che ha avuto un’amplissima dif-

fusione.
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Qualche evento peculiare nella storia degli spazi di Sobolev

1906 Beppo Levi [27] per minimizzare l’integrale di Dirichlet, utilizza la proprietà oggi
chiamata assoluta continuità lungo quasi ogni retta (pagg. 303 e 354), nonché la
quadrato-sommabilità del gradiente (indicato con ∆u): oggi sappiamo che le due
proprietà caratterizzano lo spazio funzionale indicato con H1, ovvero con W 1,2

1910 F. Riesz [35] inventa gli spazi Lp con p ̸= 2, definisce la convergenza debole, e dimo-
stra il teorema di compattezza debole in Lp (considera funzioni di una sola variabile)

1930 Franz Rellich [34] dimostra il teorema detto “di Rellich” che sarà poi esteso da Kon-
drachov ai valori di p ̸= 2

1931 A. N. Kolmogorov [25] dimostra il criterio di compattezza in Lp detto “di Riesz-
Fréchet-Kolmogorov”

1936 Clarkson [10] definisce gli spazi uniformemente convessi, e dimostra le due disugua-
glianze che portano il suo nome al fine di estendere il teorema fondamentale del
calcolo integrale alle funzioni il cui codominio è uno spazio funzionale

1938 - Sergej L’vovic Sobolev dimostra i teoremi di immersione, e utilizza i mollificatori
detti oggi “di Friedrichs”

- David P. Milman dimostra che gli spazi uniformemente convessi sono riflessivi

1940 Calkin [8] e Morrey [28], usando le medie locali, dimostrano che le funzioni di Sobo-
lev sono assolutamente continue lungo quasi ogni retta

1944 Kurt Otto Friedrichs costruisce i mollificatori [18, pag. 138]

1945 Kondrachov dimostra il teorema di compattezza detto “di Rellich-Kondrachov”
estendendo il teorema di Rellich ai valori di p ̸= 2

1952 F. Riesz e B. Sz.-Nagy pubblicano “Léçons d’Analyse Fonctionnelle”

1954 Jacques Deny e Jacques-Louis Lions pubblicano un lavoro dal titolo “Les espaces du
type de Beppo Levi”

1955 Viene a mancare Franz Rellich (nel 1957 viene pubblicato un necrologio scritto in
tedesco da R. Courant)

1958 Emilio Gagliardo pubblica la sua dimostrazione dei teoremi di immersione, che oggi
è diventata standard

1964 Yosida pubblica “Functional Analysis”

1966 Morrey pubblica “Multiple Integrals in the Calculus of Variations”

1967 Nečas pubblica “Les Méthodes Directes en Théorie des équations Elliptiques”

1971 Viene a mancare Vladimir Iosifovich Kondrachov (nel 1972 viene pubblicato un ne-
crologio scritto da L. D. Kudryavtsev, P. I. Lizorkin, S. M. Nikol’skii, e da S. Sobolev
che ne era stato il relatore di tesi)

1975 Robert Adams pubblica “Sobolev Spaces”

1983 Häım Brézis pubblica “Analyse Fonctionnelle”

Vedi anche: J. Naumann, Remarks on the prehistory of Sobolev spaces
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DEFINIZIONE DI W 1,p (p < +∞)

Dato un aperto Ω ⊂ RN ed un
esponente p ∈ [1,+∞), si definisce
lo spazio di Sobolev W 1,p(Ω) come
il sottoinsieme di Lp(Ω) costituito
dalle funzioni u le cui N derivate
distribuzionali prime sono rappre-
sentate da altrettante funzioni di
Lp(Ω).

In tal caso le derivate distri-
buzionali si dicono derivate debo-
li (weak derivatives) e si denotano
con l’usuale simbolo di derivazio-
ne:

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xN
.

Esse sono caratterizzate dal fat-

to che, qualunque sia la funzio-

ne test φ ∈ C∞
c (Ω), e per ogni i =

1, . . . , N , risulta∫
Ω

u(x)
∂φ

∂xi
(x) dx

= −
∫
Ω

∂u

∂xi
(x)φ(x) dx. (32)

Lo spazio W 1,p(Ω) è uno spazio vet-
toriale normato e completo, la
cui norma è data da

∥u∥W 1,p(Ω) =

(
∥u∥pLp(Ω)

+
N∑
i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥p
Lp(Ω)

)1
p

. (33)

Lo spazio W 1,2(Ω), in particolare, è
uno spazio di Hilbert: vedere a pa-
gina Md14.

SPAZI W 1,∞

Dato un aperto Ω ⊂ RN si defi-
nisce lo spazio di Sobolev W 1,∞(Ω)
come il sottoinsieme di L∞(Ω) co-
stituito dalle funzioni u le cui N
derivate distribuzionali prime so-
no rappresentate da altrettante
funzioni di L∞(Ω).

Anche in questo caso le deriva-
te distribuzionali si dicono deriva-
te deboli, si denotano con l’usuale
simbolo di derivazione, e sono ca-
ratterizzate dalla (32).

Lo spazio W 1,∞(Ω) è uno spazio

vettoriale normato e completo,

la cui norma è data da

∥u∥W∞(Ω) = ∥u∥L∞(Ω)

+
N∑
i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
L∞(Ω)

(34)

oppure, equivalentemente, da

∥u∥W 1,∞(Ω) = max

{
∥u∥L∞(Ω),∥∥∥ ∂u

∂x1

∥∥∥
L∞(Ω)

, . . . ,
∥∥∥ ∂u

∂xN

∥∥∥
L∞(Ω)

}
.
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COMPLETEZZA

Sapendo che Lp(Ω) è completo,
dimostriamo la completezza dello
spazio W 1,p(Ω), p ∈ [1,+∞].

Consideriamo una qualunque suc-
cessione (un) di Cauchy in W 1,p(Ω),
cioè tale che

lim
n,m→+∞

∥un − uk∥W 1,p(Ω) = 0.

Dobbiamo verificare che un con-
verge in W 1,p(Ω).

Viste le espressioni (33) e (34) del-
le norme di W 1,p(Ω), la successione

(un) risulta di Cauchy in Lp(Ω).

Essendo Lp(Ω) completo, esiste

una funzione u ∈ Lp(Ω) tale che

un
Lp(Ω)−→ u. (35)

Per un motivo analogo, esistono

N funzioni v1, . . . , vN ∈ Lp(Ω) tali

che

∂u

∂xi

Lp(Ω)−→ vi, i = 1, . . . , N.

Resta da verificare che la funzio-
ne u appartiene a W 1,p(Ω), e che le
funzioni vi sono le sue derivate de-

boli.

Poiché per ipotesi un ∈ W 1,p(Ω),
per ogni n possiamo scrivere∫

Ω

un(x)
∂φ

∂xi
(x) dx

= −
∫
Ω

∂un
∂xi

(x)φ(x) dx. (36)

Verifichiamo di poter passare al
limite sotto il segno di integrale.
Per la disuguaglianza di Hölder si
ha∫
Ω

|un(x)− u(x)|
∣∣∣∣ ∂φ∂xi (x)

∣∣∣∣ dx
≤ ∥un − u∥Lp(Ω)

∥∥∥ ∂φ
∂xi

∥∥∥
Lq(Ω)

dove q è l’esponente coniugato di

p. Per la (35) il secondo membro

tende a zero, e perciò

lim
n→+∞

∫
Ω

un(x)
∂φ

∂xi
(x) dx

=

∫
Ω

u(x)
∂φ

∂xi
(x) dx.

Similmente si verifica che

lim
n→+∞

∫
Ω

∂un
∂xi

(x)φ(x) dx

=

∫
Ω

vi(x)φ(x) dx.

Quindi, passando al limite nella
(36), si trova∫

Ω

u(x)
∂φ

∂xi
(x) dx = −

∫
Ω

vi(x)φ(x) dx,

dunque le funzioni vi sono le deri-
vate deboli di u, e u ∈ W 1,p(Ω), come
volevasi dimostrare.
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LO SPAZIO C∞
c (Ω)

Si denota con C∞
c (Ω) il sottoinsie-

me di C∞(Ω) costituito dalle fun-
zioni f : Ω → R di classe C∞(Ω) e
identicamente nulle al di fuori di
un sottoinsieme compatto di Ω.

L’indice c nel simbolo C∞
c (Ω) viene

dall’iniziale della parola “com-
patto” (compact, in inglese).

Esempio: la funzione f : R → R da-
ta da f(x) = (1 − x2)+ è nulla al di
fuori dell’intervallo [−1, 1].

Tuttavia, tale funzione non ap-

partiene allo spazio C∞
c (R) perché

non è di classe C∞(R): infatti non

è derivabile nei punti x = −1 e

x = 1.

Una tipica funzione appartenente
a C∞

c (R) è la seguente, detta “fun-

zione a campana” (bump function):

ψ(x) =

{
e−

1
1−x2 se x ∈ (−1, 1);

0 se x ∈ R \ (−1, 1).

La suddetta funzione serve per ap-
prossimare funzioni più familiari,
usando la cosiddetta tecnica dei
“mollificatori”, attribuita a Kurt

Otto Friedrichs (1901–1982).

Ce ne serviamo subito per esten-
dere due lemmi fondamentali. Poi
vedremo la definizione dello spa-
zio W 1,p

0 per p ∈ [1,+∞).

L’origine del nome di “mollifi-

catori” è spiegata in [30, pag. 31].

IL LEMMA FONDAMENTALE

Il lemma fondamentale del cal-
colo delle variazioni, già visto a
pag. Mc40, si può estendere alle
funzioni u ∈ Lp(Ω) con p ∈ [1,+∞].

Se una funzione u ∈ Lp(Ω), con p
∈ [1,+∞], ha la proprietà che∫

Ω

u(x)φ(x) dx = 0

per ogni φ ∈ C∞
c (Ω), allora u(x) = 0

quasi ovunque.

Dimostrazione: per ogni compatto
K ⊂ Ω, la funzione v(x) = sgn(u(x))
χK(x) appartiene a Lq(Ω) essendo q

l’esponente coniugato di p.

Nel caso particolare p > 1, si
ha q ∈ [1,+∞) e la regolarizzata vn
della funzione v appartiene defini-

tivamente a C∞
c (Ω), e converge a v

in Lq(Ω).

Posto φ = vn, si può passare al
limite sotto il segno di integrale

(per la disuguaglianza di Hölder)
e trovare che∫

Ω

u(x) v(x) dx =

∫
K

|u(x)| dx = 0,

da cui l’asserto. Nel caso p = 1
si può giustificare il passaggio al
limite sotto il segno di integrale

con un apposito ragionamento.

Più in generale, il risultato va-

le per u ∈ L1
loc(Ω): vedere [5, corol-

lario IV.24].
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LEMMA DI DU BOIS-REYMOND

Il lemma di Du Bois-Reymond,
già visto nell’esercizio 4 della se-
rie [106], si può estendere alle
funzioni u ∈ L2((a, b)).

Sia (a, b) un intervallo limitato. Se
una funzione u ∈ L2((a, b)) ha la
proprietà che∫ b

a

u(x)
∂η

∂x
(x) dx = 0

per ogni η ∈ C∞
c ((a, b)), allora, po-

sto

u =
1

b− a

∫ b

a

u(x) dx,

si ha u(x) = u quasi ovunque.

Dimostrazione: la funzione v(x) =
u(x)−u appartiene a L2((a, b)) e per-

ciò si può approssimare nella nor-
ma di L2((a, b)) con funzioni φn ∈
C∞

c ((a, b)).

Avendo v integrale nullo, pos-

siamo passare dalle φn ad oppor-

tune φ̃n aventi l’integrale nullo.

Per vederlo, osserviamo innan-
zitutto che siccome φn → v in L2((a,
b)), l’integrale di φn, che indiche-

remo con In, tende all’integrale
di v: dunque

In → 0.

Prendiamo allora la classica fun-
zione a campana ψ, normalizzata
in modo tale che il suo integra-
le valga 1 e si abbia suppψ ⊂ (a, b).
Posto

φ̃n(x) = φn(x)− In ψ(x),

si ha φ̃n ∈ C∞
c ((a, b)) e l’integrale di

φ̃n è nullo.

Perciò la funzione

ηn(x) =

∫ x

a

φ̃n(t) dt

appartiene a C∞
c ((a, b)) per ogni n,

e possiamo scrivere, per ipotesi,∫ b

a

u(x)
∂ηn
∂x

dx =

∫ b

a

u(x) φ̃n(x) dx = 0.

Inoltre, poiché φ̃n → v in L2((a, b)),
possiamo passare al limite e otte-
nere che ∫ b

a

u(x) v(x) = 0.

Pertanto

0 ≤
∫ b

a

(u(x)− u)2 dx =

=

∫ b

a

(u(x)− u) v(x) dx = 0

da cui la tesi. Il risultato si può

estendere alle funzioni u ∈ L1((a,
b)): vedere [6, lemma 1.8].
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GLI SPAZI W 1,p
0 (p < +∞)

Per esprimere la tipica condi-
zione al contorno, detta “condi-
zione di Dirichlet”:

u(x) = φ(x) per x ∈ ∂Ω

dove φ è una funzione data, e Ω è
il dominio del problema, nel mo-
derno calcolo delle variazioni si
utilizza lo spazio W 1,p

0 appresso de-
finito.

DEFINIZIONE. Dato un aperto Ω
⊂ RN ed un esponente p ∈ [1,+∞),
si indica con W 1,p

0 (Ω) il completa-

mento dello spazio C∞
c (Ω) rispetto

alla norma di W 1,p(Ω).

In parole povere si considera-

no tutte le funzioni u ∈ C∞
c (Ω), le

quali appartengono banalmente a

W 1,p(Ω), e si prendono anche quel-

le altre funzioni di W 1,p(Ω) che si

possono approssimare bene quanto
si vuole, nella norma di W 1,p(Ω),
con funzioni di C∞

c (Ω).

COSA RAPPRESENTA W 1,p
0

Se ∂Ω ̸= ∅, e cioè se Ω ̸= RN ,
lo spazio W 1,p

0 (Ω) rappresenta il

sottoinsieme di W 1,p(Ω) costituito
dalle funzioni “che si annullano
su ∂Ω”.

Si può dimostrare che C∞
c (RN) è

denso in W 1,p(RN), cioè ogni funzio-
ne di W 1,p(RN) si può approssimare
bene quanto si vuole, nella norma
di W 1,p(RN), con un’opportuna fun-
zione di C∞

c (RN). Dunque

W 1,p
0 (RN) = W 1,p(RN).

COME SI ESPRIME LA CONDI-
ZIONE DI DIRICHLET

Si assegna una funzione φ ∈
W 1,p(Ω), dunque non una funzione
definita soltanto lungo il con-
torno ∂Ω, e si richiede che le fun-
zioni ammissibili u ∈ W 1,p(Ω) sod-
disfino la condizione

u− φ ∈ W 1,p
0 (Ω).

MOTIVAZIONE

È noto che due funzioni di Lp(Ω)
si considerano equivalenti se dif-
feriscono su di un insieme di misu-
ra nulla. Lo stesso vale negli spa-

zi di Sobolev.

Si badi che la frontiera ∂Ω di

un dominio regolare e limitato Ω
⊂ RN ha misura nulla in RN .

Esempio semplice: la frontie-

ra della sfera Ω = B(0, r) centra-

ta nell’origine e di raggio r > 0
nel consueto spazio tridimensiona-
le R3 è la superficie sferica ∂Ω di
equazione

x2 + y2 + z2 = r2

ed ha misura tridimensionale (cioè
volume) uguale a zero. La sfera
Ω, come sappiamo, ha volume 4

3 π r
3.

Dunque i valori di una data fun-

zione u ∈ W 1,p(Ω) si possono modifi-
care a piacere in tutti i punti del-
la frontiera ∂Ω di un aperto limi-
tato e regolare Ω e la funzione u,
come elemento diW 1,p(Ω), non cam-
bia.
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UN ESEMPIO PATOLOGICO

Con l’occasione vediamo un e-
sempio di aperto Ω del piano R2,
non regolare, la cui frontiera ∂Ω
non ha area nulla come ci si po-
trebbe aspettare.

Essendo l’insieme Q dei numeri
razionali numerabile, come pure il
prodotto cartesiano Q × Q, con-
sideriamo (sul piano teorico) una
successione ((xn, yn))n∈N di tutti i
punti del piano R2 a coordinate
razionali.

Indicato con B((xn, yn),
1
2n ) il di-

sco centrato nel punto (xn, yn) e di

raggio 1
2n , definiamo

Ω =
+∞⋃
n=0

B((xn, yn),
1
2n ).

Per la numerabile additività del-
la misura di Lebesgue, e non sa-

pendo se i dischi B((xn, yn),
1
2n ) sono

a due a due disgiunti, scriviamo

|Ω| ≤
+∞∑
n=0

π ( 1
2n )

2

= 4
3 π. (37)

Per la densità di Q in R, ogni pun-
to del piano si può approssimare

bene quanto si vuole con punti a
coordinate razionali, dunque con
punti di Ω.

Ne segue che tutti i punti del
piano esclusi quelli di Ω sono pun-
ti di frontiera:

∂Ω = R2 \ Ω,

e pertanto R2 = Ω ∪ ∂Ω, da cui, per

la (37), si ricava |∂Ω| = +∞.

UN PARAGONE CON I NUMERI
REALI

Si badi che l’insieme R dei nume-
ri reali, che siamo abituati a trat-
tare con una certa confidenza, si
può definire come il completamen-
to dell’insieme Q dei razionali ri-
spetto alla norma

|x| = valore assoluto di x.

In pratica, quando andiamo a scri-
vere un numero, il più delle volte
scriviamo un razionale.

Similmente, anche se discutiamo di
spazi di Sobolev, quando scriviamo

esplicitamente una funzione scri-

viamo di solito una funzione rego-

lare.

PER APPROFONDIRE

Per approfondire lo studio dei
teoremi di immersione e delle al-

tre proprietà degli spazi di Sobo-

lev si possono consultare i testi

[1, 2, 5, 16].

Per gli spazi di Sobolev W s,p(Ω),
con indice s non intero, si veda
[14].
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Il teorema fondamentale



PREMESSA

L’esistenza del minimo del fun-
zionale di Dirichlet si può dimo-
strare come a pag. Md15. Lo stes-
so procedimento si può applicare
anche ad altri funzionali, come ad
esempio

F [u] =
1

2

∫
Ω

|∇u(x)|2 dx+
∫
Ω

y(x)u(x) dx

con y(x) funzione data in L2(Ω). La
limitatezza inferiore di F discende
dal fatto che il secondo integra-
le è lineare in u, mentre il primo
è quadratico. L’equazione di Eu-
lero è l’equazione di Poisson

∆u(x) = y(x).

Il metodo si basa sull’identità del

parallelogramma, e sfrutta le se-

guenti due proprietà:

1. Il fatto che le successioni mi-

nimizzanti convergono in W 1,2;

2. La continuità del funzionale in

W 1,2.

GENERALIZZAZIONE

Si attribuisce a L. Tonelli il me-

rito di aver trasformato l’idea di
cui sopra in un metodo generale,
che, a titolo puramente indicati-
vo, è applicabile al funzionale

I[u] =

∫ 1

0

j(u′(x)) dx+

∫ 1

0

y(x)u(x) dx

dove y è una funzione data in L2((0,
1)), e la funzione j ∈ C1(R) è con-
vessa e tale che

α t2 ≤ j(t) ≤ β t2, |j′(t)| ≤ γ |t|
con tre costanti opportune α, β,
γ > 0.

In sintesi, si sostituiscono le
proprietà 1 e 2 con la compattez-
za debole e con la semicontinuità
inferiore, di cui accenniamo nei
prossimi paragrafi.

COMPATTEZZA DEBOLE

Il teorema di compattezza de-
bole permette di recuperare, ne-
gli spazi vettoriali di dimensione
infinita, un analogo del teorema
di Bolzano-Weierstrass.

Il teorema vale negli spazi di
Banach (normati e completi) che
godano di una particolare pro-

prietà: la riflessività [5, teoremi

III.27 e III.28]. Enunciato:

Ogni successione limitata pos-

siede almeno una sottosuccessione
debolmente convergente.

In particolare, il teorema vale
in Lp con p ∈ (0,+∞): [32, teore-

ma 5.14]. Un altro caso particola-

re notevole è quello degli spazi di

Hilbert: vedere [3, pag. 292] e [33,
teorema 1.7.1].

In uno spazio di Hilbert H, la con-
vergenza debole può essere defi-
nita come segue.

Una successione di elementi un
∈ H dice “debolmente convergen-
te” ad u0 ∈ H se per ogni v ∈ H
risulta

(un | v) R−→ (u0 | v)

ovvero ((un − u0) | v) R−→ 0, dove
il simbolo ( | ) denota il prodotto
scalare di H. In tal caso si scri-
ve: un ⇀ u0.
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ESEMPIO 1

Verifichiamo che, nello spazio di
Sobolev W 1,2((0, 2π)), esistono suc-
cessioni limitate e prive di sotto-
successioni convergenti. Poniamo

un(x) =
sennx

n
(38)

cosicché risulta u′n(x) = cosnx e di
conseguenza

∥un∥2W 1,2((0,2π)) =

∫ 2π

0

sen2 nx

n2
dx

+

∫ 2π

0

cos2 nx dx

=
π

n2
+ π,

dunque la successione è limitata.

Tuttavia, per n ̸= k si ha

∥un − uk∥2W 1,2((0,2π)) =∫ 2π

0

(sennx− sen kx)2

n2
dx

+

∫ 2π

0

(cosnx− cos kx)2 dx ≥ 2π.

Per la disuguaglianza triangola-
re, si conclude che la successio-

ne (38), benché limitata, è priva di
sottosuccessioni convergenti.

Dunque il teorema di Bolzano-
Weierstrass non vale nello spazio
di Sobolev W 1,2((0, 2π)).

Si può dimostrare che il teorema
di Bolzano-Weierstrass non vale
in nessuno spazio vettoriale nor-
mato di dimensione infinita (teore-
ma di Riesz: [5, Teorema VI.5]).

ESEMPIO 2

Verifichiamo che la successione
delle funzioni un nella (38), che è
limitata in W 1,2((0, 2π)), ha una sot-
tosuccessione debolmente conver-
gente, come previsto dal teorema
di compattezza debole. Anzi, veri-
fichiamo che

un ⇀ 0. (39)

Presa arbitrariamente v ∈ W 1,2((0,
2π)) si ha

(un|v) =

∫ 2π

0

sennx

n
v(x) dx

+

∫ 2π

0

(cosnx) v′(x) dx. (40)

Il valore assoluto del primo inte-
grale si maggiora immediatamente

con
1

n

∫ 2π

0

|v(x)| dx

dunque tende a zero.

Anche il secondo integrale nel-

la (40) tende a zero: ciò segue
dal lemma di Riemann-Lebesgue, o
anche dall’uguaglianza di Parse-

val (29) applicata alla funzione v′.

Si conclude che vale la (39), come
volevasi dimostrare.

COMPATTEZZA PER SUCCES-
SIONI

Un sottoinsieme S di uno spazio

metrico X è compatto se e solo se
ogni successione (sn) di elementi di
S ha almeno una sottosuccessione
(snk

) convergente ad un elemento
di S nella metrica dello spazio X

(vedere, ad esempio, [5, pag. 77]).
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ESEMPIO 3

Una successione limitata nello
spazio di Sobolev W 1,2((0, 1)), pri-
va di sottosuccessioni convergen-
ti, si può definire ponendo

un(x) =
xn√
n
, n = 1, 2, . . . (41)

Risulta infatti

∥un∥2W 1,2((0,1)) =

∫ 1

0

(un(x))
2 dx

+

∫ 1

0

(u′n(x))
2 dx.

Il primo integrale si può maggio-
rare come segue:∫ 1

0

(un(x))
2 dx =

∫ 1

0

x2n

n
dx

=
1

n (2n+ 1)
< 1,

mentre per l’altro si ha∫ 1

0

(u′n(x))
2 dx =

∫ 1

0

nx2n−2 dx

=
n

2n− 1
≤ 1.

In conclusione, risulta

∥un∥2W 1,2((0,1)) < 2,

dunque la successione (41) è limi-
tata. Supponiamo per assurdo che
una sottosuccessione (unk

) conver-
ga in W 1,2((0, 1)) ad una certa fun-
zione u0. Poiché, per definizione,

∥unk
− u0∥2W 1,2((0,1)) = ∥unk

− u0∥2L2((0,1))

+ ∥u′nk
− u′0∥2L2((0,1))

vorrà dire che unk
→ u0 in L2((0, 1)).

Ma poiché la successione (41) con-
verge uniformemente a zero, do-
vrà necessariamente aversi u0(x) =
0 per ogni x ∈ (0, 1).

D’altro canto, il fatto che∫ 1

0

(u′nk
(x))2 dx =

nk
2nk − 1

→ 1

2
,

implica che u′nk
non tende a u′0 = 0

in L2((0, 1)). Dunque la successio-
ne (41), benché limitata, è priva
di sottosuccessioni convergenti in
W 1,2((0, 1)).

ESEMPIO 4

Verifichiamo che la successione

delle funzioni un nella (41), che è

limitata in W 1,2((0, 1)), ha una sot-
tosuccessione debolmente conver-

gente, come previsto dal teorema

di compattezza debole. Anzi, veri-

fichiamo che

un ⇀ 0. (42)

Presa arbitrariamente v ∈ W 1,2((0,
1)), dobbiamo valutare il prodot-
to scalare

(un|v) =

∫ 1

0

xn√
n
v(x) dx

+

∫ 1

0

√
n xn−1 v′(x) dx. (43)

Il primo integrale si può maggio-
rare usando la disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz:∣∣∣∣∫ 1

0

xn√
n
v(x) dx

∣∣∣∣2 ≤
∥v∥2L2((0,1))

n (2n+ 1)

→ 0,
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Per dimostrare che anche il se-
condo integrale nella (43) tende
a zero, ragioniamo come segue.

Siccome v′ ∈ L2((0, 1)), fissato ε >
0 esiste a ∈ (0, 1) tale che∫ 1

a

(v′(x))2 dx < ε. (44)

Questa proprietà discende dalla
cosiddetta “assoluta continuità”
dell’integrale di Lebesgue. Scri-
viamo allora∫ 1

0

u′n(x) v
′(x) dx =

∫ a

0

u′n(x) v
′(x) dx

+

∫ 1

a

u′n(x) v
′(x) dx

e stimiamo i due integrali al se-

condo membro usando la disugua-
glianza di Cauchy-Schwarz. Si ha∣∣∣∣∫ a

0

u′n(x) v
′(x) dx

∣∣∣∣2
≤ ∥v′∥2L2((0,1))

∫ a

0

nx2n−2 dx

e si trova subito che∫ a

0

nx2n−2 dx =
n

2n− 1
a2n−1.

Sfruttando il fatto che a ∈ (0, 1),
si conclude che

lim
n→+∞

∫ a

0

u′n(x) v
′(x) dx = 0,

e perciò risulta∣∣∣∣∫ a

0

u′n(x) v
′(x) dx

∣∣∣∣ < ε (45)

per ogni n sufficientemente gran-
de.

Ancora per la disuguaglianza
di Cauchy-Schwarz si ha∣∣∣∣∫ 1

a

u′n(x) v
′(x) dx

∣∣∣∣2
≤ ∥u′n∥2L2((0,1))

∫ 1

a

(v′(x))2 dx,

e da qui, siccome ∥u′n∥2L2((0,1)) ≤ 1, e
ricordando la (44), si ottiene∣∣∣∣∫ 1

a

u′n(x) v
′(x) dx

∣∣∣∣ < √
ε .

Combinando quest’ultima disugua-
glianza con la (45), si conclude
che ∣∣∣∣∫ 1

0

u′n(x) v
′(x) dx

∣∣∣∣ < ε+
√
ε

per ogni n sufficientemente gran-
de. Per l’arbitrarietà di ε si ha

dunque

lim
n→+∞

∫ 1

0

u′n(x) v
′(x) dx = 0,

e la (42) è verificata.
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APPLICAZIONE

Vediamo, a titolo di esempio,
come applicare il teorema di com-
pattezza debole al funzionale I[u]
di pag. Md41.

Grazie alla condizione j(t) ≤
β t2, il funzionale I è ben definito
(l’integrale converge) per ogni
u ∈ W 1,2((0, 1)).

Prendiamo come classe delle fun-
zioni ammissibili la classe X = {u
∈ W 1,2(Ω) | u(0) = ua, u(1) = ub }, e in-
dichiamo con (un) una successione
minimizzante.

Grazie alla condizione (detta
di “coercività”) j(t) ≥ α t2, α > 0,
la successione (un) è limitata in

W 1,2
0 ((0, 1)). Infatti la suddetta

condizione implica che∫ 1

0

j(u′n(x)) dx ≥ α ∥u′n∥2L2((0,1))

mentre per la disuguaglianza di

Cauchy-Schwarz si ha∫ 1

0

y(x)un(x) dx

≥ − ∥y∥L2((0,1)) ∥un∥L2((0,1)),

e pertanto

I[un] ≥ α ∥u′n∥2L2((0,1))

− ∥y∥L2((0,1)) ∥un∥L2((0,1)). (46)

D’altro canto, per il teorema

fondamentale del calcolo inte-
grale e per l’immersione di L2((0,
1)) in L1((0, 1)), esiste ε0 > 0 tale
che

∥u′n∥2L2((0,1)) ≥ ε0 (∥un∥2L2((0,1)) − 2u2a).

Si ha, quindi

I[un] ≥ α ε0 (∥un∥2L2((0,1)) − 2u2a)

− ∥y∥L2((0,1)) ∥un∥L2((0,1)).

Ma siccome I[un] → inf I, tale di-
suguaglianza mostra che le nor-
me ∥un∥L2((0,1)) sono limitate. Sapen-
do questo, la (46) mostra che an-
che le norme ∥u′n∥L2((0,1)) sono limi-
tate, e perciò lo sono le norme
∥un∥W 1,2((0,1)).

Ricorrono quindi le condizioni
per invocare il teorema di com-
pattezza debole (pag. Md41) nello

spazio di Hilbert H = W 1,2((0, 1)).

Di conseguenza possiamo affer-

mare che esistono una sottosuc-
cessione (unk

) ed una funzione u0 ∈
W 1,2((0, 1)) tali che

unk
⇀ u0.

Più precisamente, si può dimostra-

re che la funzione limite u0 appar-
tiene alla classe X delle funzioni
ammissibili.

La convergenza debole sosti-

tuisce la proprietà della succes-
sione (u′n) di essere una successione
di Cauchy, proprietà che sussi-
ste quando (un) è una successione
minimizzante del funzionale di Di-
richlet (proprietà 1, pag. Md41).
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DISCONTINUITÀ DEBOLE DEL
FUNZIONALE DI DIRICHLET

Poniamo, per semplicità, (a, b) =
(0, 2π) e verifichiamo che il funzio-
nale di Dirichlet (1) è debolmente
discontinuo in W 1,2((0, 2π)).

A tal fine scegliamo opportu-
namente una successione di fun-
zioni un ∈ W 1,2((0, 2π)) che soddisfi
la (39) e tuttavia

lim
n→+∞

F [un] ̸= 0.

Il tipico esempio, in questo caso,
è dato dalle funzioni un definite

nella (38), per le quali sappiamo
che vale la (39).

Risulta inoltre u′n(x) = cosnx, e

di conseguenza

F [un] = π ̸→ 0.

Dunque il funzionale di Dirichlet

è discontinuo rispetto alla con-
vergenza debole di W 1,2((0, 2π)).

Siccome il funzionale considerato
è (fortemente) continuo in W 1,2((0,
2π)), questo esempio mostra anche

che la continuità non implica la
debole continuità.

Un esempio analogo, nello spa-
zio di Sobolev W 1,2((0, 1)), si ottie-
ne con le funzioni (41).

Metodo diretto - Appunti delle lezioni - pag. Md46



SEMICONTINUITÀ INFERIORE

Il funzionale di Dirichlet, e di
conseguenza il funzionale più ge-
nerale I di pag. Md41, è disconti-
nuo rispetto alla convergenza de-
bole.

Non sussiste, dunque, la proprietà
2 di pag. Md41. Si può, tuttavia,
proseguire utilizzando il concet-
to di semicontinuità inferiore.

Si attribuisce a Leonida Tonelli il
merito di aver portato l’attenzio-
ne sulla semicontinuità inferiore,
già utilizzata da René Baire (1874-

1932) in [4] per altri scopi:

si dice che un funzionale F : H
→ R, avente per dominio uno spa-
zio di Hilbert H, è sequenzialmen-

te debolmente semicontinuo infe-

riormente se

per ogni successione debolmente

convergente di elementi un ∈ H,
indicato con u0 l’elemento limite,

per ogni ε > 0 esiste n0 ∈ N tale
che per ogni n ≥ n0 si ha

F [un] ≥ F [u0]− ε,

ovvero, in altri termini,

lim inf
n→+∞

F [un] ≥ F [u0].

Notizie storiche interessanti si
possono trovare in [15].

ESEMPIO 5

Verifichiamo che il funzionale
I di pag. Md41 è sequenzialmente
debolmente semicontinuo inferior-
mente.

Infatti, presa ad arbitrio una
successione (un) in W 1,2((0, 1)) con-
vergente debolmente ad una fun-
zione u0, per la convessità di j si
ha

j(u′n(x)) ≥ j(u′0(x))

+ j′(u′0(x))
(
u′n(x)− u′0(x)

)
.

Grazie alla condizione |j′(t)| ≤ γ |t|,
la funzione composta j(u′0(x)) ap-
partiene ad L2((0, 1)), e quindi la

convergenza debole di un ad u0 im-

plica che

lim
n→+∞

∫ 1

0

j′(u′0(x))
(
u′n(x)−u′0(x)

)
dx = 0.

Analogamente si ha

lim
n→+∞

∫ 1

0

y(x)
(
u′n(x)− u′0(x)

)
dx = 0.

Perciò, integrando la disugua-
glianza iniziale, si deduce che

lim inf
n→+∞

I[un] ≥ I[u0].

Ciò mostra che il funzionale I[u]
è sequenzialmente debolmente se-

micontinuo inferiormente. Tale
proprietà sostituisce la 2 di pag.
Md41.

Il procedimento testé illustra-

to si applica anche al caso α = β =
1 e mostra che, a maggior ragio-
ne, il funzionale di Dirichlet (1) è
sequenzialmente debolmente semi-
continuo inferiormente.
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ESEMPIO 6

Il funzionale lunghezza del gra-
fico, definito nella (2) e indica-
to non J [u], si minimizza facilmente
nella classe X delle funzioni u ∈
C1([0, b]) tali che u(0) = 0 e u(b) = ub
(esercizi [105]).

Tuttavia, per il suo significato
geometrico, esso si presta ad il-
lustrare la semicontinuità (v. [3,
pag. 162])

Mostriamo innanzitutto che J [u] è
discontinuo rispetto alla conver-
genza uniforme.

Poniamo, per semplicità, b = 2π
e consideriamo le funzioni un de-
finite nella (38), che convergono

uniformemente alla funzione iden-

ticamente nulla u0. Posto

Ln = J [un]

=

∫ 2π

0

√
1 + cos2 nx dx,

con il cambiamento di variabile t =
nx si verifica che Ln = L1 per ogni
n ≥ 1.

Essendo cos2 x non negativa e non
identicamente nulla, si vede an-

che che

L1 =

∫ 2π

0

√
1 + cos2 x dx

> 2π = J [u0],

dunque J [un] → L1 > J [u0] e perciò
J è discontinuo rispetto alla con-

vergenza uniforme.

Per curiosità, con i metodi del-
l’analisi numerica si trova L1 =
7.64 . . .

Ora dimostriamo che il funzio-
nale J nella (2) è semicontinuo
inferiormente rispetto alla con-
vergenza uniforme [26, pag. 286].

Consideriamo una successione ar-
bitraria di funzioni un ∈ C1([a, b])
che convergono uniformemente ad
una funzione u0.

Preso ε > 0, esiste kε tale che la
funzione lineare a tratti v0,kε defi-
nita da

v0, kε(x) =
u0(xi)−u0(xi−1)

xi−xi−1
(x− xi) + u0(xi)

per x ∈ [xi−1, xi], i = 1, . . . , kε, essen-
do xi = a+(b−a) i/kε per i = 0, . . . , kε,
soddisfa

J [v0, kε] ≥ J [u0]− ε. (47)

Questo perché J [v0, kε] è una somma
di Cauchy-Riemann di J [u0]. Posto

vn, kε(x) =
un(xi)−un(xi−1)

xi−xi−1
(x− xi) + un(xi)

per x ∈ [xi−1, xi], i = 1, . . . , kε, si ha

J [un] ≥ J [vn, kε]

in quanto ciascun segmento è più
corto dell’arco avente gli stessi

estremi. Ma poiché si verifica di-

rettamente che

lim
n→+∞

J [vn, kε] = J [v0, kε],

tenendo conto anche della (47)
possiamo scrivere

lim inf
n→+∞

J [un] ≥ J [u0]− ε.

Per l’arbitrarietà di ε si ha dun-
que

lim inf
n→+∞

J [un] ≥ J [u0]

il che dimostra la semicontinuità
inferiore del funzionale lunghez-
za del grafico.
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CONCLUSIONI

Torniamo a considerare una suc-
cessione minimizzante (un) per il
funzionale I di pag. Md41 nella
classe X definita a pag. Md45.

Per il teorema di compattezza
debole, esistono una sottosucces-
sione (unk

) ed una funzione u0 ∈ X
tali che (v. pag. Md45)

unk
⇀ u0. (48)

Abbiamo visto, a pag. Md47, che
il funzionale I è sequenzialmen-
te debolmente semicontinuo infe-
riormente, dunque la (48) implica

lim inf
k→+∞

I[unk
] = I[u0].

D’altro canto, essendo (un) una
successione minimizzante, si ha a

maggior ragione

lim
k→+∞

I[unk
] = inf

u∈X
I[u]

e perciò

I[u0] = inf
u∈X

I[u]

quindi u0 è una minimante.

TEOREMA FONDAMENTALE

Il ragionamento appena svolto
sta alla base del seguente teore-
ma:

una qualunque funzione sequen-
zialmente semicontinua inferior-
mente

F : X → R
avente per dominio uno spazio to-

pologico sequenzialmente compat-
to X ammette minimo.

Dimostrazione. Sia (un) una suc-
cessione minimizzante, e cioè tale
che

lim
n→+∞

F [un] = inf
u∈X

F [u]. (49)

Essendo X sequenzialmente com-
patto, esiste una sottosuccessione
(unk

) convergente ad un certo ele-
mento u0 ∈ X.

Essendo F semicontinua inferior-
mente, per ogni ε > 0 esiste un
n0 ∈ N tale che per ogni n ≥ n0 si
ha

F [unk
] ≥ F [u0]− ε

Osserviamo che, per la (49), si ha

a maggior ragione

lim
k→+∞

F [unk
] = inf

u∈X
F [u]

e perciò possiamo scrivere

inf
u∈X

F [u] ≥ F [u0]− ε.

Per l’arbitrarietà di ε ne segue

che inf
u∈X

F [u] ≥ F [u0], ma per la defi-

nizione di estremo inferiore risul-

ta ovviamente

inf
u∈X

F [u] ≤ F [u0].

Si conclude che vale l’uguaglian-
za, e perciò F ammette minimo, co-

me volevasi dimostrare.
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[26] H. L. Lebesgue. Intégrale, longueur, aire. Annali di Mat. (3) 7 (1902), 231–
359.

[27] B. Levi, Sul principio di Dirichlet. Palermo Rend. 22 (1906), 293-360.

[28] C. B. Morrey, Functions of several variables and absolute continuity. II.
Duke math. J. 6 (1940), 187–215.

[29] C. B. Morrey, Multiple integrals in the calculus of variations. Springer,
1966.

[30] J. Naumann, Remarks on the prehistory of Sobolev spaces. Articolo online.

https://www.ams.org/journals/tran/1944-055-00/S0002-9947-1944-0009701-0/S0002-9947-1944-0009701-0.pdf
https://www.ams.org/journals/tran/1944-055-00/S0002-9947-1944-0009701-0/S0002-9947-1944-0009701-0.pdf
https://web.unica.it/unica/protected/252212/0/def/ref/MAT246842/
https://web.unica.it/unica/protected/252212/0/def/ref/MAT246842/
https://web.unica.it/static/resources/cms/documents/Lebesgue_tesi.pdf
https://edoc.hu-berlin.de/bitstream/handle/18452/3267/2.pdf


[31] A. C. Ponce, Topics on calculus of variations. Dispensa del corso tenuto
all’ICTP di Trieste (2006).

[32] C. Pucci, Istituzioni di analisi superiore. Unione Matematica Italiana, 2013.

[33] G. A. Pozzi, Appunti per il corso di analisi funzionale. Dispensa (2007).

[34] F. Rellich, Ein Satz über mittlere Konvergenz (Un teorema sulla conver-
genza in media). Nachrichten Göttingen 1930 (1930), 30–35.

[35] F. Riesz, Untersuchungen über Systeme integrierbarer Funktionen. Math.
Ann. 69 (1910), 449-497.

[36] D. V. Widder, The heat equation. Academic Press, 1975.

[37] K. Yosida, Functional analysis. Springer-Verlag, 1980.

I capitoli “Gli albori del metodo diretto” e “Il teorema fondamentale” at-
tingono alla dispensa “Introduzione alla minimizzazione in spazi di Banach di
dimensione infinita” scritta dal prof. L. Boccardo (Sapienza, Roma) in occasio-
ne delle sue due visite all’università di Cagliari (2014 e 2015).

http://indico.ictp.it/event/a05229/session/4/contribution/3/material/0/0.pdf
http://www-dimat.unipv.it/gilardi/WEBGG/PSPDF/pozzi.pdf
https://web.unica.it/unica/protected/252816/0/def/ref/MAT246842/
https://web.unica.it/unica/protected/252816/0/def/ref/MAT246842/
https://www.digizeitschriften.de/id/235181684_0069|log40?tify=%7B%22pages%22:%5B471%5D,%20%22view%22:%22info%22%7D&origin=/search?access%3Dall%26direction%3Dasc%26filter%255BZeitschriften%255D%255B1%255D%3D235181684%257Clog1%26filter%255BAutoren%255D%255B77%255D%3DRiesz%252C%2520Frieadrich%26filter%255BAutoren%255D%255B78%255D%3DRiesz%252C%2520Friedrich%26from%3D%26mainFrom%3D1878%26mainTo%3D2009%26q%3DRiesz%26scope%3Dall%26sorting%3D_score%26to%3D

	Copertina
	Indice generale
	Motivazioni
	I punti deboli dei metodi classici
	La convessità del funzionale
	Difficoltà dell'equazione di Eulero

	Le successioni minimizzanti
	Tema di questa dispensa
	Successioni minimizzanti
	Osservazione fondamentale
	Esistenza di una successione minimizzante
	Limite di una successione minimizzante
	Uso delle successioni minimizzanti
	Metodo, o metodi?
	Rifrazioni multiple
	Un esempio geometrico

	Gli albori del metodo diretto
	Riferimento bibliografico
	Il problema di Dirichlet
	Il metodo variazionale
	Lo spazio H1
	Lo spazio H1zero
	Le funzioni ammissibili
	Disuguaglianza di Poincaré
	Continuità del funzionale
	Esistenza del minimo
	Armonicità debole
	Lemma di Weyl-Caccioppoli
	Proprietà della media
	Teorema della proiezione
	Teorema di rappresentazione di Riesz
	Applicazione
	Studio di H¹((a,b))

	Cenni alle serie di Fourier in L²
	Motivazioni
	L'equazione del calore
	Origini delle serie di Fourier
	Serie di Fourier in L2
	Identità di Parseval
	Lo spazio "elle-piccolo-2"
	Separabilità
	Base hilbertiana
	Teorema di isomorfismo
	Lo spazio L2 da Omega verso Rk

	Cenni agli spazi di Sobolev
	Cronologia
	Definizione (p finito)
	Spazi W1,infinito
	Completezza
	Il lemma fondamentale
	Lemma di Du Bois-Reymond
	Gli spazi W1,p0
	La condizione di Dirichlet
	Un paragone con i numeri reali
	Per approfondire

	Il teorema fondamentale
	Premessa
	Compattezza debole
	Compattezza per successioni
	Applicazione
	Discontinuità debole del funzionale di Dirichlet
	Semicontinuità inferiore
	Conclusioni
	Teorema fondamentale

	Bibliografia

