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MOTIVAZIONI



I PUNTI DEBOLI DEI METODI
CLASSICI

I METODI CLASSICI, BASATI SULL'EQUA-
ZIONE DI EULERO, PRESENTANO DUE
PUNTI DEBOLI (CF. PAG. Mc39):

1) NON E DETTO CHE LE SOLUZIONI
DELL’EQUAZIONE DI EULERO SIANO MI-
NIMANTI PER IL FUNZIONALE ASSOCIA-
TO;

2) NON E DETTO CHE LE SOLUZIONI
DELL'EQUAZIONE DI EULERO ASSOCIA-
TA AD UN DATO FUNZIONALE SI RIESCA-
NO A TROVARE!

VEDIAMO UNA STRATEGIA PER SU-
PERARE IL PUNTO DEBOLE N. 1.

LA CONVESSITA DEL FUNZIO-
NALE

LA PIU SEMPLICE CONDIZIONE SUF-
FICIENTE CHE GARANTISCE CHE UN’E-
STREMALE DI UN FUNZIONALE DATO SIA
ANCHE UNA MINIMANTE E PROBABIL-
MENTE LA CONVESSITA DEL FUNZIONA-
LE STESSO: VEDERE A PAG. Mc44.

LA CONVESSITA DEL FUNZIONALE SUS-
SISTE NEL CASO PARTICOLARE DEL PRO-
BLEMA DELLA BRACHISTOCRONA DE-
SCRITTO A PAG. McbH2.

IN GENERALE, TUTTAVIA, IL FUNZIONA-
LE TEMPO DI TRANSITO (4) A PAG. Mc7
NON E CONVESSO.

PERCIO L’ESISTENZA DI UNA SOLU-
ZIONE DEL PROBLEMA DELLA BRACHI-
STOCRONA SI DIMOSTRA, IN GENERALE,
CON ALTRI METODI.

SEMPLICI FUNZIONALI CON-
VESSI

SONO CONVESSI, AD ESEMPIO, I SE-
GUENTI FUNZIONALI: IL FUNZIONALE DI
DIRICHLET

Flul = [ W@)Pds (0

IL FUNZIONALE LUNGHEZZA DEL GRAFI-
CcO

Tl = [ VIF@@F A (@)

ED IL FUNZIONALE

b
@mszwwm

PER p > 1. PER LA VERITA QUEST UL-
TIMO E CONVESSO ANCHE PER p = 1,
MA IN TAL CASO LA LAGRANGIANA f(?)
= |t| NON E DERIVABILE PER t = 0.

NON E CONVESSO IL FUNZIONALE
DEL PROBLEMA DI NEWTON DEL CORPO
DI MINIMA RESISTENZA (PAG. Mc11).

ALTRE CONDIZIONI SUFFICIEN-
TI

SONO NOTE ALTRE CONDIZIONI CHE
ASSICURANO CHE UNA SOLUZIONE DEL-
L’EQUAZIONE DI EULERO SIA UNA MI-
NIMANTE DEL FUNZIONALE ASSOCIATO:
VEDERE, AD ESEMPIO, [9] E [19].

CENNI STORICI SULLA RICERCA DI CON-
DIZIONI SUFFICIENTI SI POSSONO TRO-
VARE IN [24]: A PAG. 688 E ALLE PAGG.
869-874.
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DIFFICOLTA DELL'EQUAZIONE
DI EULERO

IL SECONDO PUNTO DEBOLE CITATO
ALLA PAGINA PRECEDENTE RIGUARDA
LA DIFFICOLTA DI RISOLVERE L’'EQUA-
ZIONE DI EULERO DI CERTI FUNZIONA-
LI.

CIO E PARTICOLARMENTE VERO IN
DIMENSIONE N > 2, QUANDO L’EQUA-
ZIONE DI EULERO E UN'EQUAZIONE AL-
LE DERIVATE PARZIALI.

AD ESEMPIO, L’EQUAZIONE DI EU-
LERO DEL FUNZIONALE DI DIRICHLET

Flu] = / Vu@)Pde  (3)

E L’EQUAZIONE DI LAPLACE Au = 0, LE
CUI SOLUZIONI SONO DIFFICILI DA TRO-
VARE QUANDO () E UN GENERICO DOMI-
NIO N-DIMENSIONALE, N > 2.

UN ALTRO ESEMPIO E IL COSIDDET-
TO FUNZIONALE DELL’AREA, DATO DA

I = [ VIFIVae P dedy, (1)

LA CUI EQUAZIONE DI EULERO E

%) Uy (7, )
O \/1+ |Vu(z,y)?
8 uy(xay)

)
dy \/1 + |Vu(z,y)?
DOVE u,; E Uy DENOTANO, RISPETTIVA-
MENTE, LE DERIVATE PARZIALI DI u RI-
SPETTO AD x ED Y.

TALE EQUAZIONE ESPRIME IL FATTO
CHE LA CURVATURA MEDIA DEL GRAFI-
CO DI © E IDENTICAMENTE NULLA.

NON ESISTENZA DEL MINIMO

SI BADI CHE, ANCHE QUANDO UN
DATO FUNZIONALE HA UN SIGNIFICA-
TO NOTEVOLE, COME IL FUNZIONALE .J
NELLA (4), ED IL DOMINIO ) E PARTI-
COLARMENTE SEMPLICE, COME LA CO-
RONA CIRCOLARE

Q={(2,y) eR* | RE<2® +¢y* < 1},

IL MINIMO PUO BENISSIMO NON ESISTE-
RE: B QUESTO IL CASO, AD ESEMPIO,
SE LA FUNZIONE u € C'(Q) E SOGGET-
TA ALLE SEMPLICI CONDIZIONI AL CON-
TORNO

0, SE z+9y°= R?,

IN TAL CASO LA NON ESISTENZA DEL
MINIMO DEL FUNZIONALE .J SI PUO DI-
MOSTRARE PROCEDENDO COME NEGLI
ESERCIZI DELLA SERIE [202].

IN SINTESI, L’EQUAZIONE DI EULE-
RO-LAGRANGE DEL FUNZIONALE J NON
POSSIEDE SOLUZIONI SODDISFACENTI LE
SUDDETTE CONDIZIONI AL CONTORNO.

CON LO STESSO PROCEDIMENTO SI
PUO DIMOSTRARE CHE, SE ) E IL DISCO
PUNTATO

Q = B1(0,0)\ {(0,0)} C R,

E LA FUNZIONE u € C1(Q) E SOGGETTA
ALLE CONDIZIONI AL CONTORNO

0, SE2>+¢y>=0,

UBY =11 e 2P =1

IL FUNZIONALE F' NELLA (3) NON AM-
METTE MINIMO. SI NOTI PERO CHE IL
DISCO PUNTATO NON E UN DOMINIO RE-
GOLARE.
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IL TEMA DI QUESTA DISPENSA

IN QUESTA DISPENSA, FRA I VARI ME-
TODI SVILUPPATI PER DIMOSTRARE L’E-
SISTENZA DEL MINIMO DEI FUNZIONA-
LI, CI CONCENTRIAMO SUL COSIDDETTO
“METODO DIRETTO”.

MOTIVO DI QUESTA SCELTA E CHE
L’ARGOMENTO COSTITUISCE OCCASIO-
NE PER STUDIARE I PRIMI RUDIMENTI
DELL’ANALISI FUNZIONALE.

IN PARTICOLARE, UTILIZZEREMO SPA-
Z1 VETTORIALI DI DIMENSIONE INFINITA
(GLI SPAZI FUNZIONALI) E SCOPRIREMO
NOTEVOLI DIFFERENZE RISPETTO ALLO
SPAZIO EUCLIDEO.

UNA DI ESSE E CHE I SOTTOINSIEMI
CHIUSI E LIMITATI DI UNO SPAZIO FUN-
ZIONALE POSSONO BENISSIMO NON ES-
SERE COMPATTI (V. PAG. Md42) E CIO
SI RIPERCUOTE SULL’ESISTENZA DEL MI-
NIMO DEI FUNZIONALI.

SUCCESSIONI MINIMIZZANTI

IL CONCETTO ALLA BASE DEL ME-
TODO DIRETTO E QUELLO DI “SUCCES-
SIONE MINIMIZZANTE” . CONSIDERIAMO
UNA FUNZIONE F': X — R AVENTE PER
DOMINIO UN INSIEME QUALUNQUE X, E
A VALORI REALL.

DEFINIZIONE. UNA QUALUNQUE SUC-

CESSIONE DI ELEMENTI u,, € X SI DICE
“SUCCESSIONE MINIMIZZANTE” SE

lim Flu,] = inf F, (5)

n—-+oo

E “SUCCESSIONE MASSIMIZZANTE” SE

lim Flu,] =sup F.

n—-+o00

OSSERVAZIONE

PER SGOMBRARE IL CAMPO DA POS-
SIBILI EQUIVOCI, CONVIENE FARE SUBI-
TO LA SEGUENTE FONDAMENTALE OS-
SERVAZIONE.

SE SAPPIAMO CHE UNA DATA FUN-
ZIONE F' AMMETTE MINIMO, E CONO-
SCIAMO UNA MINIMANTE ug, POSSIAMO
IMMEDIATAMENTE SCRIVERE UNA SUC-
CESSIONE MINIMIZZANTE PONENDO

U, = Uy PER OGNI n > 0, (6)

ESEMPI

SE X E LINSIEME DELLE FIGURE
PIANE LIMITATE E DAL CONTORNO RE-
GOLARE A TRATTI E DI LUNGHEZZA 2T,
LA SUCCESSIONE

U, = CERCHIO DI RAGGIO 1

E UNA SUCCESSIONE MASSIMIZZANTE PER

LA FUNZIONE F'[u] = AREA DELLA FIGU-
RA u.

SIMILMENTE, SE X = {u € C([a,b])
| u(a) = u,, u(b) =up} ED F E IL FUN-
ZIONALE DI DIRICHLET (1), LA SUCCES-
SIONE
Up — Ugq

— (x —a) + uq

Up(x) =

E UNA SUCCESSIONE MINIMIZZANTE.
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ESISTENZA DI UNA SUCCESSIO-
NE MINIMIZZANTE

L’IMPORTANZA DELLE SUCCESSIONI
MINIMIZZANTI E RILEVANTE NEL CASO
IN CUI NON SI CONOSCA IL MINIMO DI
UN FUNZIONALE E SE NE VOGLIA STABI-
LIRE L’ESISTENZA.

POSSIAMO, INFATTI, DIMOSTRARE CHE
UNA SUCCESSIONE MINIMIZZANTE ESI-
STE IN OGNI CASO.

SiA F': X — R UNA FUNZIONE AVEN-
TE PER DOMINIO UN INSIEME QUALUN-
QUE X, E A VALORI REALL.

DIMOSTRIAMO CHE ESISTE UNA SUC-
CESSIONE MINIMIZZANTE. ESAMINIAMO
PER PRIMO IL CASO PIU SIGNIFICATIVO:

inf ¥/ > —o0.

PER OGNI INTERO n > 0, IL NUMERO

1 .
— +inf F
n
CHE E PIU GRANDE DI inf F, NON E UN

MINORANTE DI F PERCHE inf F E IL MI-
NORANTE PIU GRANDE.

NON ESSERE UN MINORANTE SIGNI-
FICA CHE ESISTE ALMENO UN ELEMEN-
TO u, € X TALE CHE

1
Flu,| < — +inf F.
n

TALE DISUGUAGLIANZA, UNITAMENTE AL

FATTO CHE F'lu,] > inf F' PER OGNI n,
IMPLICA LA (5).

NEL CASO IN cul inf F' = —o0, L'ESI-
STENZA DI UNA SUCCESSIONE MINIMIZ-
ZANTE SEGUE DAL FATTO CHE PER OGNI
n € N ESISTE ALMENO UN u,, € X TALE
CHE Flu,| < —n.

IL LIMITE DI UNA SUCCESSIO-
NE MINIMIZZANTE

LA DEFINIZIONE DI SUCCESSIONE MI-
NIMIZZANTE RICHIEDE L’ESISTENZA DEL
LIMITE DELLA SUCCESSIONE NUMERICA
(Fluy]), E NON RIGUARDA L'EVENTUA-
LE LIMITE DELLA SUCCESSIONE ,,.

IN ALTRI TERMINI, L’EVENTUALE TOPO-
LOGIA DEL DOMINIO X NON INTERVIE-
NE.

ESEMPI

PER FARE UN SEMPLICE ESEMPIO, SI
INDICHI CON X L’INSIEME DEGLI STU-
DENTI DEL CORSO, E CON Flu] L'ETA
DELLO STUDENTE u € X.

INDICATO CON %y LO STUDENTE PIU
GIOVANE, UNA SUCCESSIONE MINIMIZ-
ZANTE SI PUO DEFINIRE COME NELLA
(6), A PRESCINDERE DA QUALE SIA
LA TOPOLOGIA DELL’INSIEME X DEGLI
STUDENTI. . .

SEMPLICI ESEMPI NUMERICI MOSTRA-
NO CHE LE SUCCESSIONI MINIMIZZANTI
POSSONO BENISSIMO NON AVERE LIMI-
TE: SI PENSI ALLA SUCCESSIONE

x, = (—=1)"m, (7)

CHE E UNA SUCCESSIONE MINIMIZZAN-
TE PER LA FUNZIONE F(z) = sen’?z, O
ALLA SUCCESSIONE

x, = (—1)"n, (8)

CHE E UNA SUCCESSIONE MINIMIZZANTE
2

PER LA FUNZIONE F(x) = e¢™*. EN-

TRAMBE LE SUCCESSIONI NON HANNO

LIMITE.
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USO DELLE SUCCESSIONI MINI-
MIZZANTI

PER DIMOSTRARE L’ESISTENZA DEL
MINIMO DI UN FUNZIONALE CON IL ME-

TODO DIRETTO DEL CALCOLO DELLE VA-

RIAZIONI SI CONSIDERA INNANZITUTTO,
SUL PIANO PURAMENTE CONCETTUALE,
UNA SUCCESSIONE MINIMIZZANTE uy,,
LA CUI ESISTENZA E GARANTITA IN GE-
NERALE.

DOPODICHE SI CERCA DI DIMOSTRA-
RE CHE, AL DI LA DI QUANTO ASSE-
RISCE LA DEFINIZIONE, LA SUCCESSIO-
NE (u,) CONVERGE ESSA STESSA, O AL-
MENO POSSIEDE UNA SOTTOSUCCESSIO-
NE (u,,) CONVERGENTE RISPETTO AD
UN’OPPORTUNA TOPOLOGIA DEL DOMI-
NIO X.

L’ASPETTATIVA, TUTTA DA DIMOSTRA-
RE, E CHE IL LIMITE 1y DELLA SOTTO-
SUCCESSIONE () SIA UNA MINIMANTE
DEL FUNZIONALE F'.

AD ESEMPIO, LA SUCCESSIONE ()
NELLA (7) POSSIEDE LA SOTTOSUCCES-
SIONE 9, = 7, CHE EVIDENTEMENTE
CONVERGE AD zy = 7, PUNTO DI MINI-
MO DELLA FUNZIONE F(z) = sen’z.

INVECE, LA SUCCESSIONE (z,) NELLA
(8) NON POSSIEDE ALCUNA SOTTOSUC-
CESSIONE CONVERGENTE, E LA FUNZIO-
NE F(z) = ¢ NON AMMETTE MINIMO
SULL'INSIEME X = R.

METODO, O METODI ?

TALVOLTA SI PARLA DI “METODO DI-
RETTO”, AL SINGOLARE, COME NELLE
DISPENSE DEL PROF. FREDDI.

ALTRE VOLTE SI PARLA DI “METODI
DIRETTI”, AL PLURALE, COME NEI CE-
LEBRI TRATTATI DI DACOROGNA [13] E
DI GIusTI [21].

A MIO PARERE CHI USA IL SINGOLA-
RE LO FA PERCHE IL RUOLO DELLA SUC-
CESSIONE MINIMIZZANTE, NELLA DIMO-
STRAZIONE DI ESISTENZA DEL MINIMO,
E SEMPRE QUELLO ACCENNATO NEL PA-
RAGRAFO PRECEDENTE.

CHI, INVECE, USA IL PLURALE, STA
PENSANDO CHE PER COSTRUIRE UNA
SUCCESSIONE MINIMIZZANTE PARTICO-
LARE A PARTIRE DA UN DATO FUNZIO-
NALE SI PUO PROCEDERE IN DIVERSI
MODI.

CIO E VERO ANCHE IN ANALISI NUMERI-
CA, QUANDO UN SINGOLO TERMINE U,
CON 7 SUFFICIENTEMENTE GRANDE, DI
UN’OPPORTUNA SUCCESSIONE MINIMIZ-
ZANTE VIENE USATO COME APPROSSI-
MAZIONE DELLA MINIMANTE .

IN TAL CASO, I METODI PER COSTRUIRE
U7 SONO PIUTTOSTO DIVERSI SIA DAL
PUNTO DI VISTA DEL COSTO COMPUTA-
ZIONALE CHE DELL’ACCURATEZZA OT-
TENUTA.
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RIFRAZIONI MULTIPLE

PER ILLUSTRARE IL CONCETTO DI SUC-
CESSIONE MINIMIZZANTE, SVILUPPIAMO
UN ESEMPIO ISPIRATO AL METODO UTI-
LIZZATO DA JOHANN BERNOULLI PER
RISOLVERE IL PROBLEMA DELLA BRA-
CHISTOCRONA.

IN SINTESI, BERNOULLI PENSA LO
SPAZIO SUDDIVISO IN INFINITI STRATI
ORIZZONTALI DI SPESSORE INFINITESI-
MO E DIVERSO INDICE DI RIFRAZIONE,
E DETERMINA IL PERCORSO DI UN RAG-
GIO DI LUCE DA O A B:

SI NUNC CONCIPIAMUS MEDIUM NON
UNIFORMITER DENSUM, SED VELUT PER
INFINITAS LAMELLAS HORIZONTALITER
INTERJECTAS DISTINCTUM. .. [17, PAG.
41].

IN QUESTA SEDE, FISSATO IL PUNTO
B = (b, up) CON uy, < 0 < b, SUDDIVIDIA-
MO LO SPAZIO IN STRATI ORIZZONTALI
DI SPESSORE FINITO h, = |uy|/n.

S1 PUO DIMOSTRARE CHE ESISTE UNA
ED UNA SOLA FUNZIONE u,: [0,b] —
[up, 0] CONTINUA, CONVESSA, LINEARE
A TRATTI, STRETTAMENTE DECRESCEN-
TE, CHE SODDISFA LA LEGGE DI SNELL
DELLA RIFRAZIONE NEL SENSO SEGUEN-
TE.

1. INDICHIAMO CON z,; € [0,b], PER
k=0,...,n, L'UNICO PUNTO TALE CHE
Up(Tnr) = —kh. IN PARTICOLARE, RI-
SULTA 2,0 =0 E z,,, = b.

2. PEROGNI kK =1,...,n, LA FUNZIONE
Un(r) RISTRETTA ALL'INTERVALLO [ =
[Tn, k-1, Tnk] HA EQUAZIONE

Un () = mpg (x — xpg) — k hy.

3. I COEFFICIENTI ANGOLARI m,; < 0
SONO TALI CHE, INDICATO CON 1, =
5 +arctg m,; L'ANGOLO CON LA VERTI-

CALE, PER OGNI k= 1,...,n—1 RISULTA
sen 4, vk
sendn p41 Vk+1

QUANDO n TENDE A 400 LA FUN-
ZIONE u,, CONVERGE DECRESCENDO, E
LOCALMENTE UNIFORMEMENTE AD UNA
FUNZIONE g IL CUI GRAFICO, SE up/b <
—2/7, E L’UNICA CICLOIDE AVENTE UNA
CUSPIDE IN O E PASSANTE PER B.

IN TAL CASO, PROCEDENDO COME IN
[22], SI PUO DIMOSTRARE CHE, INDI-
CATO CON F' IL FUNZIONALE TEMPO DI
TRANSITO

b w ()2
Ty sacio]

29 |u(z)]

RISULTA Flu,] — Fluy] = minF, E
PERCIO LA SUCCESSIONE (u,) E UNA
SUCCESSIONE MINIMIZZANTE PER TALE
FUNZIONALE.

Y

SI BADI CHE LA COSTRUZIONE DI UNA
SUCCESSIONE MINIMIZZANTE IN UN CA-
SO COME IL PRESENTE, OVE SI CONO-
SCE IL MINIMO DEL FUNZIONALE, HA
VALORE PURAMENTE DIDATTICO ED IL-
LUSTRATIVO: VEDERE L’OSSERVAZIONE
A PAG. Md7.
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UN ESEMPIO GEOMETRICO

INDICHIAMO CON B; C R? 1L DISCO
DI RAGGIO UNITARIO CENTRATO NEL-
L’ORIGINE, E CON X L’INSIEME DEI PO-
LIGONI 2 D Bj.

VERIFICHIAMO CHE LA FUNZIONE F': X
— R DATA DA F(Q) = |2] (AREA DEL
POLIGONO §)) NON AMMETTE MINIMO,
E RISULTA

érel)f(F(Q) = 7. 9)
VERIFICHIAMO INOLTRE CHE UNA SUC-
CESSIONE MINIMIZZANTE (€2,,) SI OTTIE-
NE PONENDO, PER n > 3, (),, = ENNA-
GONO DI APOTEMA UNITARIO, CENTRA-
TO NELL’ORIGINE.

PER LA DIMOSTRAZIONE OSSERVIA-
MO INNANZITUTTO CHE, SICCOME {2 D
B; PER OGNI Q € X, st HA F(Q) >
|B| = 7, DUNQUE 7 E UN MINORANTE.

PER ESCLUDERE L’ESISTENZA DI MINO-
RANTI PIU GRANDI DI 7 CI SERVIAMO
DELLA SUCCESSIONE §),,: SI HA, INFAT-
TI,
Iim F(€,)= lim nteZX =7
n—-+00 ( n) n—-+00 &

E PERCIO PER OGNI € > () ESISTONO PO-
LIGONI §,, € X TALI CHE

F(,) <m+e¢,

DUNQUE 7+¢& NON E UN MAGGIORANTE.

QUESTO RAGIONAMENTO DIMOSTRA
ALLO STESSO TEMPO CHE VALE LA (9),
E CHE LA SUCCESSIONE CONSIDERATA E
UNA SUCCESSIONE MINIMIZZANTE.

IN GENERALE, TROVARE ESPLICITA-
MENTE UNA SUCCESSIONE MINIMIZZAN-
TE PUO SERVIRE PER DIMOSTRARE CHE
UN DATO MINORANTE E L’ESTREMO IN-
FERIORE.
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RIFERIMENTO BIBLIOGRAFICO

L’ESPRESSIONE “THE DAWN OF THE
DIRECT METHODS” E IL TITOLO DEL PA-
RAGRAFO 1.2 DELLA DISPENSA [31] DI
AUGUSTO PONCE IN CUI SI ACCENNA
AD OPERE DI HILBERT.

IL PROBLEMA DI DIRICHLET

UNO DEI PIU CLASSICI PROBLEMI DELLA
FISICA MATEMATICA E IL PROBLEMA DI
DIRICHLET

Au=0 1IN
U= SU 0f).

ESSO CONSISTE NEL TROVARE UNA
FUNZIONE u € C?(Q2) N C°%(Q), ARMO-
NICA NELL’APERTO LIMITATO Q C R,
CHE COINCIDE SUL CONTORNO DI §) CON
UNA FUNZIONE DATA .

(10)

SI DIMOSTRA CHE SE {2 E UN DO-
MINIO (= APERTO CONNESSO) LIMITA-
TO E REGOLARE, E SE ¢ E CONTINUA,
ALLORA TALE PROBLEMA POSSIEDE UNA
E UNA SOLA SOLUZIONE [20, THEOREM
2.14].

IL METODO VARIAZIONALE

FRA 1 VARI METODI SVILUPPATI PER
DIMOSTRARE L’ESISTENZA DI UNA SOLU-
ZIONE, ESAMINIAMO IL METODO VARIA-
ZIONALE.

SI TRATTA DI VERIFICARE CHE IL
FUNZIONALE DI DIRICHLET (3) AMMET-
TE MINIMO IN UN’OPPORTUNA CLASSE
DI FUNZIONI: PONIAMO INGENUAMEN-
TE X = {uec C*Q)|u=¢psu i}

SE IL FUNZIONALE F' AMMETTE UNA
MINIMANTE g, ALLORA ESSA SODDISFA
L'EQUAZIONE DI EULERO Au =0 IN €.

GLI ALBORI DEL METODO DI-
RETTO

SIA (u,) UNA SUCCESSIONE MINI-
MIZZANTE PER IL FUNZIONALE DI DIRI-
CHLET Flu] = [[Vul|7sq, CHE E INFE-
RIORMENTE LIMITATO. SI HA, DUNQUE

n—-+4o00

DOVE

I? = inf Flu).
ueX

PER L'IDENTITA DEL PARALLELOGRAM-
MA (V. PAG. Md26) POSSIAMO SCRIVE-
RE

H Vu, + Vuy 2

2

2 HVun—Vuk
=

L*(Q) L2(Q)

1 1
=3 HVUHH%?(Q) ) HVU/{HQH(Q)

SI HA INOLTRE “27% € X (LA CLASSE
X E CONVESSA), E PERCIO

2
12

IA

H Vun + Vuk
2

L2(Q)
NE SEGUE CHE

Vun — Vuk
I? _

2

L*(Q)
1 2 1 2
< 5 IVl + 5 Vel F20)
PASSANDO AL LIMITE PER n,k — 400,
E RICORDANDO LA (11) SI TROVA
2

lim
n,k——+00

Vun — Vuk
2

Q)

DUNQUE LA SUCCESSIONE (Vu,) E DI
CAUCHY IN L2(Q,RY) (v. paG. Md30)
E QUINDI CONVERGE AD UNA CERTA
FUNZIONE v € L?(2,R"), MA NON SAP-
PIAMO SE u,, CONVERGE IN C?(Q).
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LO SPAZIO HY(Q) = W(Q)

PER POTER RECUPERARE IL RAGIO-
NAMENTO APPENA INTERROTTO SI SUO-
LE INTRODURRE LO SPAZIO DI SOBOLEV
HY(Q) = WH2(9Q).

DEFINIZIONE. Lo sprazio HY(Q) =
Wh2(Q) E 1L SOTTOINSIEME DI L*(Q)
COSTITUITO DALLE FUNZIONI u LE CUI
DERIVATE PARZIALI PRIME, INTESE NEL

SENSO DELLE DISTRIBUZIONI, SONO RAP-

PRESENTATE DA FUNZIONI DI L?(2).

IN W12(Q) ST DEFINISCE IL PRODOT-
TO SCALARE (u1|ug)y1.2(0) PONENDO

(w1 |ug)wrziq) =
(u1 ‘U/Q)LQ(Q) + (VU1|VUQ)L2(QRN).

DAL TEOREMA DI FISCHER-RIESZ SE-
GUE CHE W1?(Q) E COMPLETO, DUN-
QUE E UNO SPAZIO DI HILBERT (V. PAG.
Md35).

LO SPAZIO HL(Q) = W,*(Q)

PER ESPRIMERE LA CONDIZIONE AL
CONTORNO u = ¢ DEL PROBLEMA DI
DIRICHLET SI INTRODUCE LO SPAZIO DI
HILBERT W,?(€):

DEFINIZIONE. Lo spazio HE(Q) =
W,?(Q) & cosTITUITO DA C(Q), PIU
TUTTE LE FUNZIONI DI W1%(Q)) CHE sI
POSSONO APPROSSIMARE BENE QUANTO
SI VUOLE, NELLA NORMA DI W1%(Q),
CON FUNZIONI DI C2°(2).

SI SUOLE DIRE CHE W,”(Q) B IL
COMPLETAMENTO (= LA CHIUSURA) DI
C>(§)) NELLA NORMA DI W12(Q).

GLI ELEMENTI DI W,*(Q) RAPPRE-
SENTANO LE FUNZIONI DI W12(Q) “NUL-
LE SUL CONTORNO DI {2.”

LE FUNZIONI AMMISSIBILI

SI DEFINISCE LO SPAZIO X DELLE
FUNZIONI AMMISSIBILI PONENDO X =
12
{ueW2(Q) |u—pe W, }.

C10 PRESUPPONE CHE LA FUNZIONE
@ SIA DEFINITA IN TUTTO {2, NON SO-
LO SUL CONTORNO, ED APPARTENGA A
Wh2(Q).

PER COSTRUZIONE, LO SPAZIO X E
CONVESSO E ANCHE CHIUSO NELLA TO-
POLOGIA DI W12(Q).

LA DISUGUAGLIANZA DI POIN-
CARE

SI DIMOSTRA CHE, SE {) E LIMITATO,
ESISTE UNA COSTANTE C' > (0 TALE CHE
PER OGNI FUNZIONE u € W,*(Q) RISUL-
TA

lullz2@) < C||Vul[z2orw).

TALE DISUGUAGLIANZA IMPLICA CHE SE
LA SUCCESSIONE DEI GRADIENTI Vu,, DI
FUNZIONT u,, € X E DI CAUCHY IN L?({,
RY), ALLORA LA SUCCESSIONE (u,) E DI
CAUCHY IN L*(Q). SI HA INFATTI

Up — U = Up — @ — (up — @)

QUINDI u,, —u;; € Wy?(Q). MA ALLORA,
PER LA DISUGUAGLIANZA DI POINCARE,
RISULTA

Hun — ukHL2(Q) S C HVun - vukHLQ(Q,RN)
DA CUI SEGUE L’ASSERTO.

QUINDI, PROCEDENDO COME A PAGI-
NA Md13, POSSIAMO CONCLUDERE CHE
QUALUNQUE SUCCESSIONE MINIMIZZAN-
TE PER IL FUNZIONALE DI DIRICHLET
NELLO SPAZIO X (DEFINITO COME SO-
PRA) AMMETTE LIMITE IN X.
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CONTINUITA DEL FUNZIONALE

SI VERIFICA FACILMENTE CHE IL FUN-
ZIONALE DI DIRICHLET E CONTINUO RI-
SPETTO ALLA NORMA DI W1%(Q).

INFATTI, SE u, — u IN W12(Q), AL-
LORA RICORDANDO CHE

HVUnHL2(Q,RN) - HquL2(Q,RN)
<[|[Vu, — Vull 2 rv)
<|lun — ullwree)
SI DEDUCE CHE
| Vuunll 2083y = [IVaol 2o ),
E CIOE

lim Flu,] = Flugl, (12)

n—-+0o0o

COME VOLEVASI DIMOSTRARE.
ESISTENZA DEL MINIMO

DIMOSTRIAMO CHE IL FUNZIONALE
DI DIRICHLET AMMETTE MINIMO NEL-
LA CLASSE X DEFINITA A PAG. Md14.

PRENDIAMO (SUL PIANO TEORICO)
UNA SUCCESSIONE MINIMIZZANTE (uy,).

ESSENDO FONDAMENTALE, LA SUC-
CESSIONE MINIMIZZANTE CONVERGE AD
UNA CERTA FUNZIONE uy € X NELLA
NORMA DI W12(Q).

POICHE IL FUNZIONALE F' E CONTINUO
RISPETTO ALLA NORMA DI W12(Q), va-
LE LA (12).

MA LA SUCCESSIONE MINIMIZZANTE,
PER DEFINIZIONE, E TALE CHE

lim Flu,| = inf Flul.

n——+00 ueX

CONFRONTANDO QUEST ULTIMA UGUA-
GLIANZA CON LA (12), PER L'UNICITA
DEL LIMITE SI DEDUCE CHE

Flug] = Jg)ffF[u],

DUNQUE LA FUNZIONE %y (NON MEGLIO
PRECISATA) E UNA MINIMANTE.

ARMONICITA DEBOLE

CON IL METODO VARIAZIONALE SI
DIMOSTRA CHE IL FUNZIONALE DI DI-
RICHLET AMMETTE UNA MINIMANTE
NELLA CLASSE X DATA A PAG. Md1l4.

E FACILE DIMOSTRARE CHE ug SOD-
DISFA IN SENSO DEBOLE L'EQUAZIONE
Au = 0, CIOE RISULTA

/ Vug-Vdr = 0 PER OGNI ¢ € C1(Q).
Q

INFATTI ug +tp € X PER OGNI t € R,
QUINDI Flug] < Flug + tg]. SAPENDO
CHE Flu] = (Vu|Vu)2qry), LA DISU-
GUAGLIANZA DIVENTA 0 <

2t (Vuo| V) 2i0.m) + 1 | Vel 20 m)-

PER L’ARBITRARIETA DI t SI DEDUCE
(Vug|V@)r2ryy) = 0, CHE E LA TESL.

LEMMA DI WEYL-CACCIOPPOLI

QUANTO ALLA REGOLARITA DELLA
MINIMANTE g, IN BASE AL SUDDET-
TO METODO SAPPIAMO SOLO CHE ug €
Wi2(Q).

SI PUO DIMOSTRARE CHE uy E RE-
GOLARE IN (), ED E UNA FUNZIONE AR-
MONICA, USANDO IL LEMMA DI WEYL-
CACCIOPPOLI: VEDERE AD ESEMPIO |7,
PAGG. 4-5], [29, THEOREM 2.3.1], [31,
THEOREM 1.9] E [32, LEMMA 9.8].
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INFINE, PER VERIFICARE CHE LA MI-
NIMANTE 1y E CONTINUA NELLA CHIU-
SURA ), E COINCIDE CON ¢ SUL CON-
TORNO, SI USANO OPPORTUNE FUNZIO-
NI AUSILIARIE, DETTE BARRIERE.

AVVERTENZA

LA SOLUZIONE u € C?*(Q2) N C°(Q)) DEL
PROBLEMA (10) NON SEMPRE SI PUO
TROVARE CON IL METODO VARIAZIONA-
LE: PUO INFATTI AVVENIRE CHE u ¢
W2(Q) PERCHE || Vul|2q) = +00.

UN ESEMPIO IN TAL SENSO, ATTRI-
BUITO A JACQUES HADAMARD, SI TRO-
VA IN [11, PAG. 10], IN [29, PAG. 6] ED
IN [32, PAG. 201].

PROPRIETA DELLA MEDIA

VERIFICHIAMO CHE SE UNA FUNZIO-
NE ug € W2(Q) E ARMONICA IN SENSO
DEBOLE IN UN APERTO (), ALLORA HA
LA PROPRIETA DELLA MEDIA.

PIU ESATTAMENTE, VERIFICHIAMO
CHE ug PUO ESSERE MODIFICATA SU DI
UN INSIEME DI MISURA NULLA E CAM-
BIATA COSI IN UNA FUNZIONE AVENTE
LA PROPRIETA DELLA MEDIA.

PRENDIAMO SPUNTO DALL’ARTICO-
Lo [7] b1 R. CaccioppoLl. FISSATO
T € €2, PONIAMO

Ry= sup R < +o0.
B(xo,R)CQ

PER 0GNI R € (0, Ry) POSSIAMO PREN-
DERE COME FUNZIONE TEST ¢ € C}(Q)
LA FUNZIONE ¢(z) = ¢(|x — x|), DOVE

(R? —r%)?2, re[0,R);
0, r > R.

ST HA, OVVIAMENTE, ¢/(r) = —4r (R? —
r?) PER r € (0, R). QUINDI, PASSANDO
A COORDINATE POLARI, PER IL TEORE-
MA DI FUBINI SI PUO SCRIVERE

O:/Vuo-Vgpda:
9)

R
:_/O r(R*—r*) I(r)dr  (13)

DOVE LA FUNZIONE

8UO
I(r) = / ) dX
( ) d0Bxo,r) or ( )

E BEN DEFINITA PER QUASI OGNI 7 IN
VIRTU DELLO STESSO TEOREMA DI FU-
BINI.

L’UGUAGLIANZA (13) VALE PER OGNI R
€ (0, Ry) PERCHE IL TEOREMA DI FUBI-
NI VALE PER OGNI R. CONVIENE SCRI-
VERLA NELLA FORMA

R? /Oer(r) dr = /ORr31(r) dr.

CosSI SI VEDE CHE PER QUASI OGNI R
SI POSSONO DERIVARE AMBO I MEMBRI,
OTTENENDO

R
23/ rI(r)dr+ R*I(R) = R*I(R)
0

DUNQUE
R
/ rI(r)dr =0 PER QUASI OGNI R
0

E DI CONSEGUENZA I(7) = 0 PER QUASI
OGNI 7 € (0, Rp). IL RUOLO DELLA FUN-
ZIONE (¢ TERMINA A QUESTO PUNTO.

ORA CAMBIAMO ug SU DI UN INSIE-
ME DI MISURA N-DIMENSIONALE NULLA
AFFINCHE up(Rw) SIA ASSOLUTAMENTE
CONTINUA RISPETTO AD R PER QUASI
OGNI w € 0B(x, 1).
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CON IL CAMBIAMENTO DI VARIABILE
T = rw POSSIAMO SCRIVERE
8UO

I(r :rN_l/ rw) dw
) )

E PERCIO L'INTEGRALE AL SECONDO
MEMBRO E NULLO PER QUASI OGNI 7.

LA DERIVATA Oug/Or APPARTIENE A
L2<B(£L“0,R> \ B(l’o,g())) PER OGNI ¢y &€
(0, R) IN QUANTO Vug € L*(Q,RY): VE-
DERE IN PROPOSITO [5, PROPOSIZIO-
NE IX.6] (CAMBIAMENTO DI VARIABI-
LE).

PERCIO POSSIAMO APPLICARE IL TEO-
REMA DI FUBINI E SCRIVERE

/ ( Iug —(rw) d?") dw =
dB(20,1) \Jeo or

R
/ </ Iug —(rw) dw) dr = 0.
€o 9B(z0,1) or

D’ALTRO CANTO, ESSENDO ug(rw)
ASSOLUTAMENTE CONTINUA RISPETTO
AD r, RISULTA

8u0
e Or

E PERCIO POSSIAMO CONCLUDERE CHE

/ up( Rw) dw :/ up(gow) dw.
8B(xo,1) 8B(x0,1)

POICHE L’UGUAGLIANZA VALE PER
OGNI R, SI DEDUCE CHE L'INTEGRALE

/ up(Rw) dw
83(1‘0,1)
: /
= — up(x)d> (14
R

E COSTANTE RISPETTO AD R: QUESTA E
UNA DELLE FORMULAZIONI DELLA PRO-
PRIETA DELLA MEDIA CHE VOLEVAMO
DIMOSTRARE.

——(rw) dr = up(Rw) — up(ggw)

DA ESSA DISCENDE IMMEDIATAMEN-
TE UN’ALTRA FORMULAZIONE: ESSEN-
DO ug € L*(Q), PER IL TEOREMA DI FU-
BINI SI HA, PER OGNI R € (0, Ry)

/ uo(x) dx

B(QZ(),R)
R

= / </ uo(x) dE) dr.
0 0B (xo,r)

MA ALLORA, POSTO

SI TROVA
1

RN J (2o 1)

1 R C
=N i Cr 1d7’:ﬁ,
DUNQUE LA MEDIA INTEGRALE DI uy
SU DUE PALLE QUALUNQUE CONCENTRI-
CHE E LA STESSA: QUESTA E UN’ALTRA
FORMULAZIONE DELLA PROPRIETA DEL-

LA MEDIA.

uo(x) dx

D’ALTRA PARTE, PER IL TEOREMA
DI DIFFERENZIAZIONE DI LEBESGUE, LA
FUNZIONE 1y COINCIDE PER QUASI OGNI
Zo CON IL LIMITE

li x)d
[l |B(xo, R \/wo s

CHE E UN LIMITE BANALE PERCHE E IL
LIMITE DI UNA COSTANTE.

ESSENDO L'INTEGRALE AL SECONDO
MEMBRO UNA FUNZIONE CONTINUA DEL
PUNTO 1z, NE SEGUE CHE, MODIFICAN-
DO ANCORA UNA VOLTA LA FUNZIONE
Up SU DI UN INSIEME DI MISURA NULLA,
SI PUO FARE SI CHE RISULTI

‘/ o(x) dx

PER OGNI xp, E uy SIA CONTINUA.

li
uolwo) = lim e
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TEOREMA DELLA PROIEZIONE

IL PROCEDIMENTO USATO A PAG. Md15
PER DIMOSTRARE L’ESISTENZA DEL MI-
NIMO DEL FUNZIONALE DI DIRICHLET SI
PUO RIFORMULARE IN ASTRATTO COME
SEGUE (V. [5, TEOREMA V.2] E [23]).

SIA H UNO SPAZIO DI HILBERT, ED
X C H UN SUO SOTTOINSIEME (NON
VUOTO) CONVESSO E CHIUSO RISPETTO
ALLA TOPOLOGIA INDOTTA DALLA NOR-
MA || ||z (V. PAG. Md14).

PER OGNI h € H ESISTE UNO E UN
SOLO ug € X TALE CHE

|wo — h||g = min ||u — h||g. (15)
ueX
INOLTRE L’ELEMENTO uy SODDISFA LA
“DISUGUAGLIANZA VARIAZIONALE”
((ul—uo) ‘ (UO—h)) >0 VYu € X. (16)
DIMOSTRAZIONE. CONSIDERIAMO UNA

SUCCESSIONE MINIMIZZANTE (u,) PER
LA FUNZIONE [': X — R DATA DA

Flu] = [lu—h/3.
SI HA, DUNQUE
: _ 72
Jim Flug) =1 (17)

DOVE I E DATO DA
I = inf ||lu— hlg.
ueX

PER L’IDENTITA DEL PARALLELOGRAM-
MA, APPLICATA A u, —h E u; —h, SI HA

w7 — |
2 H 2 H
1 1

INOLTRE, ESSENDO X CONVESSO, RI-
SULTA 2% € X E PERCIO

2 < st = ],

NE SEGUE CHE
e 112 1 1
[z < EF[U”] T EF[U"“] - I
PASSANDO AL LIMITE PER n, k — +00,
E RICORDANDO LA (17) SI TROVA

li — w3 = 0.
il = unll

DUNQUE LA SUCCESSIONE (u,) E DI
CAUCHY IN H E QUINDI CONVERGE AD
UNA CERTA FUNZIONE ug € H. ESSEN-
DO X CHIUSO PER IPOTESI, E u, € X
PER OGNI n, SI CONCLUDE CHE uy € X.

INFINE, ESSENDO LA FUNZIONE F' CON-

TINUA, SI HA hrf Flu,| = Flug]. CON-
n——+00

FRONTANDO QUEST ULTIMA UGUAGLIAN-
ZA CON LA (17) SI GIUNGE ALLA (15).

PER VERIFICARE LA (16) SI USA IL
METODO IDEATO DA LAGRANGE PER RI-
CAVARE L’OMONIMA EQUAZIONE: FISSA-
TO u; € X, L'ELEMENTO

w=1—=t)ug+tw, tel0,1]

APPARTIENE ANCORA AD X PER CON-
VESSITA. DUNQUE LA FUNZIONE ¢(t) =
Flu)) = (ug—h | us—h), t € [0,1], HA UN
MINIMO IN t = (. SICCOME

o(t) = llwllzy — 2 (wlh) + [Pl
luellzy = (1= )" [Juoll

+2t (1= t) (uolur) + ¢ [|uallz;

(uilh) = (1 =1) (uolh) +t (wa|R),
ST TROVA ¢'(07) = 2 (ug — uy | uy — h).
LA CONDIZIONE ¢'(0%) > 0 IMPLICA LA
(16). SE PER ASSURDO u; E UN ALTRO

PUNTO DI MINIMO DI F[u], VALE LA DI-
SUGUAGLIANZA

((wo —w1) | (ur —h)) >0,

LA QUALE, SOMMATA CON LA (16), IM-
PLICA |Jug — u1]|% = 0, DUNQUE u; = .
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IL TEOREMA DI RAPPRESENTA-
ZIONE DI RIESZ

SAPPIAMO CHE LE APPLICAZIONI LI-
NEARI L: R?® — R HANNO LA FORMA
L(z,y,x) = ax + by + cz E PERCIO SI
POSSONO ESPRIMERE COME PRODOTTO
SCALARE

L(z,y,z) = (z,y,2) - (a,b,c).

L’ENUNCIATO SI ESTENDE AGLI SPAZI
DI HILBERT DI DIMENSIONE INFINITA,
A CONDIZIONE CHE L’APPLICAZIONE L
OLTRE AD ESSERE LINEARE SIA ANCHE
CONTINUA (IL CHE NON E DETTO IN DI-
MENSIONE INFINITA ).

SIA L: H — R UN’APPLICAZIONE LI-
NEARE E CONTINUA AVENTE PER DOMI-
NIO UNO SPAZIO DI HILBERT H. AL-
LORA ESISTE UNO ED UN SOLO vy € H
TALE CHE

L(u) = (u|vg) PER OGNI w € H. (18)

DIMOSTRAZIONE. CONSIDERIAMO IL SOT-

TOSPAZIO VETTORIALE (NUCLEO DI L)
X=kerL={ue H|Lu) =0} C H.

IL SOTTOSPAZIO VETTORIALE X E, A
MAGGIOR RAGIONE, CONVESSO, ED E
CHIUSO PER LA CONTINUITA DI L.

SE X = H, CIOE SE RISULTA L(u) =
0 PER OGNI u € H, ALLORA LA (18) VA-
LE BANALMENTE CON v = (.

SE, INVECE, ESISTE UN h € H \ X,
ALLORA PER IL TEOREMA DELLA PRO-
IEZIONE ESISTE ANCHE UN uy € X CHE
SODDISFA LA DISUGUAGLIANZA VARIA-
ZIONALE (16).

OSSERVIAMO CHE PER OGNI u € X
L’ELEMENTO %] = Uy &= © APPARTIENE
ANCORA AD X PER LINEARITA.

SOSTITUENDO ALLORA u; = ug & u
NELLA (16) OTTENIAMO

+(u | (up — h)) >0,
E PERCIO
(u] (uo —h)) =0

PER OGNI u € X. ABBIAMO COSI INDI-
VIDUATO UN ELEMENTO

v=1uyg—h

ORTOGONALE A CIASCUN u € X. SI NO-
TI CHE v € X PERCHE h ¢ X MENTRE
up € X. DUNQUE L(v) # 0 E, IN PARTI-
COLARE, v # (0. SI HA, OVVIAMENTE

v).

VERIFICHIAMO ALLORA LA (18) CON

L(v) = (v ] i

ml\.'l

Vo =

PRESO ARBITRARIAMENTE u € H, VA-
LUTIAMO LA DIFFERENZA

(ulvo) = L(u) = - (ulv) = - (v]o)

o] lvllZ
(L(v)u = L{w)v) [v)
IvlI%; |

INDICATO CON w IL VETTORE

ml\J

w = L(v)u— L(u)wv,
PER LINEARITA SI TROVA
L(w) = L(v)L(u) — L(u) L(v)
= 0,
DUNQUE w € X. RICORDANDO CHE v E
ORTOGONALE A TUTTI GLI ELEMENTI DI

X, ST CONCLUDE CHE (u|vg) — L(u) = 0,
IL CHE EQUIVALE ALLA (18).
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APPLICAZIONE

UNA TIPICA APPLICAZIONE DEL TEO-
REMA DI RAPPRESENTAZIONE DI RIESZ
SI HA NELLA RISOLUZIONE DI PROBLE-
MI AL CONTORNO PER EQUAZIONI ALLE
DERIVATE PARZIALI.

SUPPONIAMO DI VOLER RISOLVERE
L’EQUAZIONE DI POISSON

Au = y(z)

IN UN DOMINIO LIMITATO E REGOLARE
() C RY, CON LA CONDIZIONE u = () SUL
CONTORNO 0f).

SE LA FUNZIONE DATA y(z) APPARTIE-
NE A L?(Q2), ALLORA POSSIAMO DEFINI-
RE L’APPLICAZIONE LINEARE E CONTI-
NUA L: W,?(Q) — R PONENDO

L(v) = —/Qv(x)y(x) dzx.

SI DIMOSTRA, INOLTRE, CHE LA FORMA
BILINEARE E SIMMETRICA DATA DA

/QVu(x) - Vou(x) dx

E DEFINITA POSITIVA: BASTA USARE LA
DISUGUAGLIANZA DI POINCARE. INOL-
TRE, POSTO

fulo=( [ |Vu<a:>2da:)§

SI OTTIENE UNA NORMA EQUIVALENTE
A QUELLA DI W'%(Q)) NEL SENSO CHE
ESISTE UNA COSTANTE gy > (0 TALE CHE

eo [lullwrz@) < lullo < llullwiz@)

PER OGNI u € W,?(Q). MA ALLORA
L’APPLICAZIONE L DI CUI SOPRA E CON-
TINUA ANCHE RISPETTO ALLA TOPOLO-
GIA INDOTTA DA QUEST ULTIMA NOR-
MA.

PERCIO, PER IL TEOREMA DI RAP-
PRESENTAZIONE DI RIESZ, ESISTE UNA
ED UNA SOLA FUNZIONE uy € W,(Q)
TALE CHE RISULTI

/QVuO(x) -Vou(z)de = —/Qv(x)y(x) dx

PER OGNI v € W, ?(Q). TALE UGUA-
GLIANZA, A SUA VOLTA, IMPLICA MAG-
GIORE REGOLARITA PER uy RISPETTO
ALLE FUNZIONI DI W,”(€).

AD ESEMPIO, SE 2 E DI CLASSE O®

E y € C*(Q)), SI DIMOSTRA CHE ANCHE

u € C*(2) E RISULTA u = 0 SU 992 ([5],
TEOREMA IX.25 E OSSERVAZIONE 25).

MA ALLORA SI PUO INTEGRARE PER
PARTI E OTTENERE

/ (y(z) — Aug(x)) v(z) dz = 0
Q

PER OGNI v € W, (), E QUINDI, A MAG-
GIOR RAGIONE, PER OGNI v € C°().

PER IL LEMMA FONDAMENTALE DEL
CALCOLO DELLE VARIAZIONI, DEDUCIA-
MO CHE

Aug = y(z).
SI E DUNQUE DIMOSTRATA L’ESISTENZA
DI UNA SOLUZIONE DEL PROBLEMA INI-

ZIALE, O, COME SI E SOLITI DIRE, SI E
“TROVATA” UNA SOLUZIONE.

TEOREMA DI LAX-MILGRAM

UN’ESTENSIONE DI QUESTO METODO AD
EQUAZIONI DIFFERENZIALI PIU GENERA-
LI DELL’EQUAZIONE DI POISSON SI FON-
DA SUL TEOREMA DI LAX-MILGRAM: V.
[5, COROLLARIO V.8].
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STUDIO DI H'((a,b))

CONSIDERIAMO UN INTERVALLO LI-
MITATO (a, b).

SE UNA FUNZIONE u: (a,b) — R E
DERIVABILE QUASI OVUNQUE, E LA DE-
RIVATA «/ APPARTIENE A L?((a,b)), NON
E DETTO CHE u € H'((a,b)).

UN SEMPLICE CONTROESEMPIO E DATO
DA u(x) =sgnx CON a < 0 < b.

IN TAL CASO sI HA u/(x) = 0 PER
OGNI = # 0, MA LA DERIVATA DISTRI-
BUZIONALE DI u E 20, DUNQUE NON E
UNA DISTRIBUZIONE REGOLARE.

SE PERO PARTIAMO DA UNA v €
L*((a,b)) E PONIAMO

u(z) = /:U@) dt

POSSIAMO VERIFICARE CHE u € H!((a,
b)) E v E LA DERIVATA DEBOLE DI u. A
TAL FINE DOBBIAMO VERIFICARE CHE

/abu(l’) ' () dx = —/abv(x) o(x)dz (19)

PER OGNI ¢ € (C*((a,b)). PRENDIA-
MO UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI v, €
C>((a,b)) CONVERGENTI A v IN L*((a,
b)) E PONIAMO

up () = /j v (1) dt.

PASSANDO AL LIMITE SOTTO IL SEGNO
DI INTEGRALE SI TROVA CHE u, — U
UNIFORMEMENTE. D’ALTRO CANTO,
INTEGRANDO PER PARTI, PER OGNI n
SI TROVA CHE

[ @@=~ [ et

DA CUI PER n — +00 LA (19) SEGUE.

INOLTRE, TUTTE LE FUNZIONI DI
H*'((a,b)) ST POSSONO OTTENERE NEL-
LA MANIERA APPENA DESCRITTA, A
MENO DI UNA COSTANTE ADDITIVA.

PIU PRECISAMENTE, CONSIDERIAMO
UNA u € H'((a,b)) E INDICHIAMO CON
v/, COME E CONSUETUDINE, LA DERIVA-
TA DEBOLE DI u. PONIAMO

Ux) = /; u'(t) dt.

PER QUANTO APPENA VISTO, SI HA U €
H'((a,b)) E ' £ LA DERIVATA DEBOLE
(ANCHE) DI U. PERCIO, POSTO w(z) =
u(x) — U(x), RISULTA

Liww¢WMw:o

PER OGNI ¢ € C°((a,b)). MA ALLORA,
PER IL LEMMA DI DU BoOIS-REYMOND
(PAG. MD3T7), ESISTE UNA COSTANTE C
TALE CHE w(z) = C' QUASI OVUNQUE, E
QUINDI

u(z) =U(x)+C
_ / JE)dt+ O (20)

PER QUASI OGNI z € (a,b). NE SEGUE
CHE u E CONTINUA IN (a,b) E

lim u(x) = C,
x—at
b
lim u(z) = u(a) +/ u'(t) dt,
b~ a

DUNQUE u E UNIFORMEMENTE CONTI-
NUA.

E INTERESSANTE IL FATTO CHE IN
H'((a,b)) VALGANO LA FORMULA DI
INTEGRAZIONE PER PARTI (19), ED IL
TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCO-
LO INTEGRALE NELLA FORMA (20).
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CENNI ALLE SERIE DI FOURIER IN L2



MOTIVAZIONI

VEDIAMO UN CLASSICO MODELLO MA-
TEMATICO [36, PAGG. 1-5] DEL FENO-
MENO DELLA CONDUZIONE DEL CALO-
RE, AD UN TRIPLICE SCOPO:

1. INTRODURRE UNA DELLE PRIN-
CIPALI EQUAZIONI DIFFERENZIALI ALLE
DERIVATE PARZIALI DELLA FISICA MA-
TEMATICA.

2. SPIEGARE L’ORIGINE DELLE SE-
RIE DI FOURIER, CONTRASTANDO LA
TESI CHE ATTRIBUISCE LO SVILUPPO
DELLA NOSTRA DISCIPLINA ESCLUSIVA-
MENTE ALLA VOLONTA DI GENERALIZ-
ZARE ED ORGANIZZARE LE CONOSCENZE
PRECEDENTI.

3. RICHIAMARE I PREREQUISITI PER
COMPRENDERE LA SOLUZIONE DEL PRO-
BLEMA ISOPERIMETRICO DATA DA A-
DOLF HURWITZ NEL 1902.

IL CORPO CONDUTTORE

STUDIAMO IL FENOMENO DELLA CON-
DUZIONE DEL CALORE ATTRAVERSO UN
FILO SOTTILE, RETTILINEO (OPPURE U-
NA SBARRA) ISOTROPO, OMOGENEO, E
DI SEZIONE COSTANTE S.

CI INTERESSIAMO SOLTANTO DELLA
CONDUZIONE DEL CALORE NELLA DI-
REZIONE DELL’ASSE DEL FILO (ASSE )
TRASCURANDO LA CONDUZIONE NELLE
DIREZIONI TRASVERSALI, COME PURE
LE EVENTUALI DISPERSIONI DI CALORE.

AMMETTIAMO CHE LA TEMPERATU-
RA DEI PUNTI DEL FILO SIA UNA FUN-
ZIONE u(x,t) CHE DIPENDE SOLO DAL-
L’ASCISSA = E DAL TEMPO.

CAPACITA TERMICA

IL RAPPORTO TRA LA QUANTITA DI
CALORE d() FORNITA AD UN DATO COR-
PO ED IL CORRISPONDENTE AUMENTO
du DELLA SUA TEMPERATURA VIENE
DEFINITO “CAPACITA TERMICA” C DEL
CORPO:

_ 49

C=—= (21)

CALORE SPECIFICO

LA CAPACITA TERMICA DELL’UNITA
DI MASSA SI CHIAMA “CALORE SPECIFI-
CO”. SE DUNQUE M E LA MASSA DEL
CORPO, IL CALORE SPECIFICO ¢ E

c=—. 22

= (22)
RAGIONIAMO SUL COSIDDETTO “ELE-
MENTO” DI FILO TRA IL PUNTO DI
ASCISSA x E QUELLO DI ASCISSA z + dx,
IL CUI VOLUME E dV = Sdx

INDICATA CON g LA DENSITA MATERIA-
LE, LELEMENTO DI MASSA E dM = pdV
E, PER LA (22), LA CAPACITA TERMICA
DELL’ELEMENTO DI FILO E

C = cdM
= cuSdx. (23)
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LEGGE DI FOURIER

LA QUANTITA DI CALORE d(); CHE,
NELL’INTERVALLO DI TEMPO dt, ATTRA-
VERSA LA SEZIONE DEL FILO DI ASCISSA
x DA SINISTRA VERSO DESTRA E DATA

DA 10 5
L _ g%
St = kS (e,t)  (24)

CIOE E DIRETTAMENTE PROPORZIONA-
LE ALLA SEZIONE S ED A —OJu/0x.

LA COSTANTE DI PROPORZIONALITA
k SI DICE “CONDUCIBILITA TERMICA” E
DIPENDE DAL MATERIALE DI CUI E COM-
POSTO IL FILO.

ANALOGAMENTE, LA QUANTITA DI
CALORE d()2 CHE, NELL'INTERVALLO DI
TEMPO dt, ATTRAVERSA LA SEZIONE
DEL FILO DI ASCISSA x + dz DA DESTRA
VERSO SINISTRA E DATA DA

40, o
— ks 2L . 2
p kS 5 (x + dz, t) (25)

EQUAZIONE DEL CALORE

SOMMANDO LA (24) E LA (25) sI
TROVA LA QUANTITA DI CALORE dQ =
d@), + dQ)o CHE GIUNGE ALL’ELEMENTO

DI FILO NELL'INTERVALLO DI TEMPO dt:
dQ) ou ou

9 (2o, 1) - L)
pn 5 1) =5 (2,)

PER LA (21), IL PRIMO MEMBRO SI PUO

ANCHE SCRIVERE C' 0u/0t. DIVIDENDO

AMBO I MEMBRI PER dr, E TENENDO

CONTO DELLA (23), SI OTTIENE
ou " 0u
Ch—— =K —.
"ot~ " 02
LA (26) E DETTA EQUAZIONE DEL CA-
LORE IN UNA DIMENSIONE SPAZIALE.

(26)

ANALOGAMENTE, LA CONDUZIONE
DEL CALORE IN UN CORPO TRIDIMEN-
SIONALE € C R? SI PUO MODELLIZZARE
TRAMITE L’EQUAZIONE

cp g—? = k Au,
ESSENDO A L’OPERATORE DI LAPLACE.
POICHE I TEOREMI DI ESISTENZA, E LE
PROPRIETA QUALITATIVE DELLE SOLU-
ZIONI NON DIPENDONO DAL VALORE NU-
MERICO DELLE COSTANTI ¢, i, k > 0, SI
SUOLE CONCENTRARSI SULL’EQUAZIONE
ou

— = Au.
ot Y

NOTA BENE

LE CONSIDERAZIONI TESTE SVOLTE
NON SONO LA DIMOSTRAZIONE DI AL-
CUNCHE, E NON POSSONO ESSERLO IN
QUANTO METTONO IN RELAZIONE UN’E-
QUAZIONE CON UN FENOMENO NATURA-
LE (LA CONDUZIONE DEL CALORE), IL
QUALE PER CIO STESSO NON E ASSOG-
GETTABILE ALLE DIMOSTRAZIONI NEL
SENSO MATEMATICO DEL TERMINE.
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ORIGINI DELLE SERIE DI FOU-
RIER

J.-B. J. FOURIER, NEL TRATTATO
“THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHA-
LEUR” (1822) STUDIA LA CONDUZIONE
DEL CALORE IN CORPI DI FORME DI-
VERSE, INCLUSO L’ANELLO.

CONSIDERIAMO UN FILO DISPOSTO
COME LA CIRCONFERENZA DI EQUAZIO-
NI PARAMETRICHE

T = COos
Y = sen «.

LA TEMPERATURA DEL PUNTO DEL FI-
LO INDIVIDUATO DALL'ANGOLO « E DA-
TA, ALL'ISTANTE t, DA UNA FUNZIONE
u(a,t) SODDISFACENTE L'EQUAZIONE

ou 0% (27)
ot 0a?’
DOVE, PER SEMPLICITA, ABBIAMO PO-

STO UGUALI AD 1 LE COSTANTI FISICHE.

SI VEDE PER SOSTITUZIONE (O PER
SEPARAZIONE DELLE VARIABILI) CHE LE
FUNZIONI e *! coska PER k = 0,1,2,

. E LE FUNZIONI e *'! sen ko, PER k =
1,2,3,... SONO SOLUZIONI DELLA (27).

FOURIER RITIENE CHE L'INTEGRALE
GENERALE DELLA (27) SIA

u(a, t) =
a o 2
70 + ; e " (ay cos ka + by, sen ka)

DOVE I COEFFICIENTI ay E b SI DEVONO
RICAVARE DALLA TEMPERATURA INIZIA-
LE u(a,0) TRAMITE L'UGUAGLIANZA

u(a, 0) =

+00
% + ;(ak cos ka + by, sen kar).

L’ANALISI ARMONICA

LA NECESSITA DI GIUSTIFICARE LE
AFFERMAZIONI DI FOURIER HA STIMO-
LATO PROFONDI STUDI, CHE CONFLUI-
SCONO IN UNA BRANCA DELLA MATE-
MATICA CHIAMATA ANALISI ARMONICA.

L’EVOLUZIONE DELLA MATE-
MATICA

LA STORIA DELLE SERIE DI FOURIER
MOSTRA QUALCHE ANALOGIA CON LA
STORIA DELLE DISTRIBUZIONI, E CON IL
PROBLEMA ISOPERIMETRICO:

ALCUNE TEORIE MATEMATICHE SO-
NO SCATURITE DA IDEE IMPORTANTI,
MESSE A POSTO SUL PIANO DEL RIGORE
IN UN MOMENTO SUCCESSIVO RISPETTO
AL LORO CONCEPIMENTO.

SONO I TESTI DI MATEMATICA CHE,
COL SENNO DI POI, POSSONO PARTIRE
DA SUBITO CON LA DEFINIZIONE GIU-
STA.
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SERIE DI FOURIER IN L2

NELLO SPAZIO L*((—m, 7)) VALE UN
TEOREMA DI CONVERGENZA DELLA SE-

RIE DI FOURIER PARTICOLARMENTE SEM-

PLICE ED ELEGANTE:

DATA UNA QUALUNQUE FUNZIONE u
€ L*((—m, 7)), 1 COEFFICIENTI DI FOU-
RIER

CLkZ—/
1 s
bk:—/ u
T J_x

SONO BEN DEFINITI, E LA SERIE

) cos kx dx

x) sen kx dx

+00
ao
- + ;(ak coskx + by senkx) (28)

CONVERGE NEL SENSO DI L? ALLA FUN-
ZIONE GENERATRICE u(x). CIO SIGNIFI-
CA CHE, INDICATA CON S, (z) LA SOMMA
RIDOTTA

Sp(z) = % + Z (ay, coskx + by senkx)
k=1

RISULTA

lim ||S,, — ulls =0,

n—+00

ESSENDO || ||2 LA NORMA DI L*((—m7,7)).
VALE INOLTRE L'UGUAGLIANZA DI PAR-
SEVAL

1 CL2 +00
— |l = S+ (@} +00), (29)
k=1

CHE ESTENDE IL TEOREMA DI PITAGO-
RA DAL PIANO (BIDIMENSIONALE) ALLO
SPAZIO VETTORIALE-TOPOLOGICO INFI-
NITO-DIMENSIONALE L?((—m7,7)).

IDENTITA DI PARSEVAL

CONSIDERIAMO DUE FUNZIONI u, v €
L*((—m,m)). SIANO ay, by T COEFFICIEN-
TI DI FOURIER DI u, E ¢, d; QUELLI
DI v. VALE ALLORA L'IDENTITA DI PAR-
SEVAL:

_/ v) do

+o00o

Z ar ¢ + by dk) (30)

k=1

ao Co

OSSERVIAMO INNANZITUTTO CHE, PO-
NENDO v = u, SI RIOTTIENE LA (29).

VICEVERSA, E POSSIBILE RICAVARE LA
(30) APPLICANDO LA (29) ALLE FUN-
ZIONI © +v E u — v. SI HA, INFATTI

o (CLQ + 60)2

1
_ + vll?
- HU UHQ 9

—f—z <ak:tck

POICHE LE SERIE CONVERGONO, SI
POSSONO SOTTRARRE L’UNA DALL’AL-
TRA TERMINE A TERMINE.

+ (b £ dk)Q).

SOTTRAENDO LA SECONDA UGUA-
GLIANZA DALLA PRIMA, E SVOLGENDO
I QUADRATI, SI OTTIENE LA (30).

OSSERVAZIONE 1. IL PROCEDIMEN-
TO APPENA SEGUITO CONSENTE DI DI-
MOSTRARE L'UGUAGLIANZA

(ulv) = 1 (lu+ vl = lu—v|?)

DETTA “IDENTITA DI POLARIZZAZIONE”,
CHE VALE IN UN QUALUNQUE SPAZIO
PREHILBERTIANO (V. [33, PROPOSIZIO-
NE 1.2.2]).
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OSSERVAZIONE 2. CON UN PROCE-
DIMENTO ANALOGO (SOMMANDO INVE-
CE DI SOTTRARRE) SI OTTIENE L’IDEN-
TITA DEL PARALLELOGRAMMA

lull* + flol* = 5 (llw+ ol* + flu = o]*).

OSSERVAZIONE 3. IN UN QUALUN-
QUE SPAZIO NORMATO F, CONDIZIONE
NECESSARIA E SUFFICIENTE AFFINCHE
ESISTA UN PRODOTTO SCALARE (u|v)
TALE CHE

(ulu) = ||u||* PER OGNI u € E

E CHE VALGA L'IDENTITA DEL PARAL-
LELOGRAMMA (TEOREMA DI FRECHET-
VON NEUMANN-JORDAN: [37, CAPITO-
Lo I, 5, THEOREM 1]).

OSSERVAZIONE 4. L’IDENTITA DI
PARSEVAL (30) MOSTRA CHE L’OPERA-
TORE F: L*((—n,w)) — > CHE AD OGNI
u € L?((—m,m)) ASSOCIA LA SUCCES-
SIONE DEI SUOI COEFFICIENTI DI FOu-
RIER, CON PICCOLE MODIFICHE DIVEN-
TA UN’ISOMETRIA.

LO SPAZIO ¢?

ST DENOTA CON £2 L0 SPAZIO DI HIL-
BERT COSTITUITO DALLE SUCCESSIONI
NUMERICHE (c¢;) TALI CHE

+00

Z c% < +00.

k=0
LA NORMA IN /? DI UNA TALE SUCCES-
SIONE E LA RADICE QUADRATA DELLA
SUDDETTA SERIE.

IL. PRODOTTO SCALARE TRA DUE
SUCCESSIONT a = (a;) E b= (by) IN (2 I
DEFINISCE COME SEGUE:

+00
(alb) = aiby.
k=0
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SEPARABILITA

SAPPIAMO CHE OGNI NUMERO REA-
LE a SI PUO ESPRIMERE COME IL LIMI-
TE DI UN’OPPORTUNA SUCCESSIONE DI
NUMERI RAZIONALI p; (DENSITA DI Q
IN R).

MA ALLORA LA FUNZIONE u(x) =
a coskx, QUALUNQUE SIA & € N, E IL
LIMITE IN L?((—, 7)) DELLE FUNZIONI
ti(z) = p; coskx PER ¢ — +00. INFATTI
APPLICANDO LA DEFINIZIONE SI TROVA

Hu — tiHLQ((—w,w)) = \/F|CL — pi‘ — 0.

SIMILMENTE SI VEDE CHE, QUALUNQUE
SIANO b € R E k € Z", LA FUNZIONE
bsenkr E IL LIMITE IN L? PER i —
+00, DI OPPORTUNE FUNZIONI AVENTI
LA FORMA ¢; senkx CON ¢; € Q.

F1ssaATo n € N, CONSIDERIAMO LA
SOMMA RIDOTTA S, (z) DELLA SERIE DI
FOURIER DI UNA GENERICA FUNZIONE
u € L*((—m,m)).

LE CONSIDERAZIONI SVOLTE SOPRA
IMPLICANO CHE S, E IL LIMITE IN L2
PER i — +00, DI UN'OPPORTUNA SUC-
CESSIONE DI FUNZIONI (t,;)jeN AVENTI
LA FORMA

n
p; +; (pri cos kx+qy; sen k),

CON ppi E qii RAZIONALI TALI CHE

lim pr; = ay,
1—+00

dim qg; = by
1—+00

VOGLIAMO VERIFICARE CHE LA FUN-
ZIONE u SI PUO ESPRIMERE COME IL LI-
MITE IN L? DI UN’OPPORTUNA SUCCES-
SIONE DI POLINOMI TRIGONOMETRICI A

COEFFICIENTI RAZIONALIL.

PER IL TEOREMA DI CONVERGENZA
DELLA SERIE DI FOURIER IN L?, PER
OGNI j € Z" ESISTE UN’OPPORTUNA
SOMMA RIDOTTA S, TALE CHE

lu— 8, | < %
PER QUANTO APPENA VISTO, ESISTE
ANCHE UN POLINOMIO TRIGONOMETRI-
CO 1y, ;; A COEFFICIENTI RAZIONALI TA-
LE CHE

1
— tnﬂj” < —.

Sn
|| 5

J
DUNQUE PER LA DISUGUAGLIANZA TRI-
ANGOLARE SI HA

1
HU - tnﬂj” <=
J

E PERCIO t, ; — % PER j — +oo. IN
CONCLUSIONE L’INSIEME DEI POLINOMI
TRIGONOMETRICI A COEFFICIENTI RA-
ZIONALI E DENSO IN L*((—m7,7)).

SI NOTI CHE L’'INSIEME DEI POLI-
NOMI TRIGONOMETRICI A COEFFICIEN-
TI RAZIONALI E NUMERABILE, DUNQUE
L*((—=m, 7)) HA UN SOTTOINSIEME NU-
MERABILE DENSO.

DEFINIZIONE. UNO spAZzIO DI HiL-
BERT, E, PIU IN GENERALE, UNO SPAZIO
DI BANACH SI DICE SEPARABILE SE HA
ALMENO UN SOTTOINSIEME NUMERABI-
LE DENSO.

LA DEFINIZIONE E SIGNIFICATIVA PER
GLI SPAZI DI HILBERT DI DIMENSIONE
INFINITA. INFATTI QUALUNQUE SPAZIO
DI HILBERT (SUL CAMPO DEI NUMERI
REALI) DI DIMENSIONE FINITA N E ISO-
MORFO A RY, E IL SOTTOINSIEME NU-
MERABILE QV E DENSO IN RV,

Metodo diretto - Appunti delle lezioni - pag. Md28



BASE HILBERTTANA

L’UTILITA DELLA SEPARABILITA DI
UNO SPAZIO DI HILBERT STA NEL FAT-
TO CHE ESSA IMPLICA L’ESISTENZA DI
UNA BASE HILBERTIANA NUMERABILE
[5, TEOREMA V.10].

LA DIMOSTRAZIONE SI BASA SU DI
UN PROCEDIMENTO SIMILE AL PROCES-
SO DI ORTOGONALIZZAZIONE DI GRAM-
SCHMIDT.

A SUA VOLTA L’ESISTENZA DI UNA
TALE BASE FA SI CHE LO SPAZIO DI
HILBERT CONSIDERATO, PUR POTENDO
AVERE DIMENSIONE INFINITA, POSSIEDA
PROPRIETA SIMILI A QUELLE DEL CON-
SUETO SPAZIO EUCLIDEO.

DEFINIZIONE. UNA BASE HILBER-
TIANA NUMERABILE IN UNO SPAZIO DI
HILBERT H E UNA SUCCESSIONE ORTO-
NORMALE DI ELEMENTI e®) € H TALI
CHE OGNI ELEMENTO u € H SI PUO

RAPPRESENTARE COME
+00

U= Z cp e, (31)
k=0
DOVE I COEFFICIENTI ¢; SONO DATI DA
cr, = (ule®)), BSSENDO ( | ) IL PRODOT-
TO SCALARE DI H.

ESEMPIO. LA TIPICA BASE HILBER-

TIANA DELLO SPAZIO H = L*((—m, 7)) E

COSTITUITA DALLA FUNZIONE COSTAN-
L

TE N3 E DALLE FUNZIONI
cos kx sen kx
NZ /T

DOVE I DENOMINATORI SERVONO AF-
FINCHE TALI FUNZIONI ABBIANO NOR-
MA UGUALE AD 1. IN QUESTO CASO LA
SERIE (31) SI RIDUCE ALLA CONSUETA
SERIE DI FOURIER (28).

TEOREMA DI ISOMORFISMO

DATI DUE SPAZI DI HILBERT SEPA-
RABILI Hy E H,, DI DIMENSIONE INFI-
NITA, E INDICATE CON (e})ren E (€5)ren
DUE LORO BASI HILBERTIANE, SI PUO
DEFINIRE UN ISOMORFISMO L: H; — Hs
COME SEGUE.

PRESA u € H;, LA SI PUO SVILUP-
PARE (SUL PIANO TEORICO) IN SERIE
pI FOURIER (31) PONENDO e(t) = M),
PER LA DISUGUAGLIANZA DI BESSEL,
LA SERIE NUMERICA

+00
> laf
k=0

E CONVERGENTE. NE SEGUE CHE LA

SERIE
+00

Z Ck eék)

k=0
SODDISFA IL CRITERIO DI CAUCHY NEL-
LO SPAZIO H,, E QUINDI, PER LA COM-
PLETEZZA DI H;, ESSA CONVERGE AD
UNA FUNZIONE CHE INDICHEREMO CON
v. L’APPLICAZIONE

L: H — Hs
Ur—v

E LINEARE E CONSERVA IL PRODOTTO
SCALARE, DUNQUE FORNISCE L’'ISOMOR-
FISMO CERCATO.

DI CONSEGUENZA, TUTTI GLI SPA-
z1 DI HILBERT DI DIMENSIONE INFINITA,
SEPARABILI, SONO ISOMORFI A L?((—,
7)). SI CONFRONTI QUESTO RISULTATO
CON L’OSSERVAZIONE 2 DI PAG. Md26.
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LO SPAZIO L2(Q,RF)

DEFINIZIONE. St INDICA CcON L*(9,
R*) LO SPAZIO DELLE FUNZIONI MISU-
RABILI p: 2 — R* AVENTI PER DOMINIO
L’APERTO 2 C RY E A VALORI IN RF,
N,k > 1, TALI CHE

/p?(x)d:zs<+oo PER i=1,...,k,
Q

ESSENDO pi(x), ..., pr(z) LE COMPO-
NENTI DI p(x).

CHIARAMENTE L?(2,R¥) SI RIDUCE
A L*(Q) QuaNDO k = 1.

Lo spazio L?*(Q,R*) & UNO SPAZIO
DI HILBERT CON IL PRODOTTO SCALA-

RE
k
(plg) = Z/sz(x) gi(x) dx.
i=1
MOTIVAZIONE

[L. FUNZIONALE DI DIRICHLET (3),
CHE E UNO DEI FUNZIONALI PIU IMPOR-
TANTI DEL CALCOLO DELLE VARIAZIO-
NI, SI PUO VEDERE COME IL QUADRATO
DELLA NORMA DELLA FUNZIONE Vu IN
L*(Q,RY).

LA TEORIA DELL'ESISTENZA DEL MI-
NIMO DEL FUNZIONALE DI DIRICHLET,
E DI ALTRI FUNZIONALI SIMILI, SI SVOL-
GE BENE NELLO spazio L*(Q,RY), o
MEGLIO ANCORA NELLO SPAZIO DI SO-
BOLEV W12(Q) INTRODOTTO A PAG.
Md14.
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CENNI AGLI SPAZI DI SOBOLEV



LE ORIGINI

(GLI SPAZI DI SOBOLEV SONO INTITO-
LATI AL MATEMATICO SOVIETICO SER-
GEJ SOBOLEV, CHE NEGLI ANNI TREN-
TA SI ACCORSE CHE LA SOMMABILITA
DEL GRADIENTE DI UNA FUNZIONE u,
CIOE IL FATTO CHE

/ |Vu(z)|P de < +oo,
0

IMPLICA LA SOMMABILITA DI © CON UN
ESPONENTE ¢ > p. IL RISULTATO E
ESPRESSO RIGOROSAMENTE DAL COSID-
DETTO “LEMMA DI SOBOLEV”.

LA DIMOSTRAZIONE E STATA MIGLIORA-
TA E GENERALIZZATA DA E. GAGLIAR-
DO, L. NIRENBERG E C. B. MORREY,
PORTANDO AI MODERNI “TEOREMI DI
IMMERSIONE” .

EMILIO GAGLIARDO, VENUTO A MAN-
CARE DIVERSI ANNI FA, AVEVA INSE-
GNATO ANCHE ALL'UNIVERSITA DI CA-
GLIARI.

Louls NIRENBERG E STATO UNO DEI
PIU GRANDI MATEMATICI DELL’ERA MO-
DERNA.

CHARLES MORREY E L’AUTORE DEL
FONDAMENTALE TRATTATO “MULTIPLE
INTEGRALS IN THE CALCULUS OF VA-
RIATIONS” [29].

L’IMPOSTAZIONE MODERNA

[, PRINCIPALE RIFERIMENTO SUGLI
SPAZI DI SOBOLEV APPARVE NELLA SUA
PRIMA EDIZIONE NEL 1975 [1] E suc-
CESSIVAMENTE NEL 2002 [2].

SI NOTI CHE IL SECONDO VOLUME
DEL COURANT-HILBERT [12], PUBBLI-
CATO NEL 1962, NON TRATTA GLI SPAZI
DI SOBOLEV MA SI LIMITA AD UN CASO
PARTICOLARE DEL TEOREMA DI IMMER-
SIONE.

OGGI GLI SPAZI DI SOBOLEV FANNO
PARTE DEI NORMALI PROGRAMMI DI IN-
SEGNAMENTO DELLE UNIVERSITA: VE-
DERE AD ESEMPIO IL LIBRO DI BREZIS
[5], CHE HA AVUTO UN’AMPLISSIMA DIF-
FUSIONE.
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Qualche evento peculiare nella storia degli spazi di Sobolev

1906 | Beppo Levi [27] per minimizzare 'integrale di Dirichlet, utilizza la proprieta oggi
chiamata assoluta continuita lungo quasi ogni retta (pagg. 303 e 354), nonché la
quadrato-sommabilita del gradiente (indicato con Au): oggi sappiamo che le due
proprieta caratterizzano lo spazio funzionale indicato con H*', ovvero con Wh?

1910 | F. Riesz [35] inventa gli spazi LP con p # 2, definisce la convergenza debole, e dimo-
stra il teorema di compattezza debole in L? (considera funzioni di una sola variabile)

1930 | Franz Rellich [34] dimostra il teorema detto “di Rellich” che sara poi esteso da Kon-
drachov ai valori di p # 2

1931 | A. N. Kolmogorov [25] dimostra il criterio di compattezza in LP detto “di Riesz-
Fréchet-Kolmogorov”

1936 | Clarkson [10] definisce gli spazi uniformemente convessi, e dimostra le due disugua-
glianze che portano il suo nome al fine di estendere il teorema fondamentale del
calcolo integrale alle funzioni il cui codominio ¢ uno spazio funzionale

1938 | - Sergej L’vovic Sobolev dimostra i teoremi di immersione, e utilizza i mollificatori
detti oggi “di Friedrichs”

- David P. Milman dimostra che gli spazi uniformemente convessi sono riflessivi

1940 | Calkin [8] e Morrey [28], usando le medie locali, dimostrano che le funzioni di Sobo-
lev sono assolutamente continue lungo quasi ogni retta

1944 | Kurt Otto Friedrichs costruisce i mollificatori [18, pag. 138]

1945 | Kondrachov dimostra il teorema di compattezza detto “di Rellich-Kondrachov”
estendendo il teorema di Rellich ai valori di p # 2

1952
1954

1955

1958 | Emilio Gagliardo pubblica la sua dimostrazione dei teoremi di immersione, che oggi
e diventata standard

1964
1966
1967
1971

1975

1983

Vedi anche: J. Naumann, Remarks on the prehistory of Sobolev spaces
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https://www.mathnet.ru/links/8330aeaa066d2b30a4fd8285cb070e80/rm5032_eng.pdf
https://www.mathnet.ru/links/8330aeaa066d2b30a4fd8285cb070e80/rm5032_eng.pdf
https://edoc.hu-berlin.de/bitstream/handle/18452/3267/2.pdf

DEFINIZIONE DI W? (p < +00)

DATO UN APERTO © C RY ED UN
ESPONENTE p € [1,+00), SI DEFINISCE
LO SPAZIO DI SOBOLEV W1?(Q) comE
IL SOTTOINSIEME DI LP(£2) COSTITUITO
DALLE FUNZIONI % LE CUI N DERIVATE
DISTRIBUZIONALI PRIME SONO RAPPRE-
SENTATE DA ALTRETTANTE FUNZIONI DI
LP(Q).

IN TAL CASO LE DERIVATE DISTRI-
BUZIONALI SI DICONO DERIVATE DEBO-
LI (WEAK DERIVATIVES) E SI DENOTANO
CON L’USUALE SIMBOLO DI DERIVAZIO-

NE:
ou ou

r R -

ESSE SONO CARATTERIZZATE DAL FAT-

TO CHE, QUALUNQUE SIA LA FUNZIO-

NE TEST ¢ € CX({2), E PER OGNI i =
, N, RISULTA

[ ) 55-w)d

ou

= — Qa—%(x)gp(x)d:c (32)

Lo sPAzIO W!P(Q)) E UNO SPAZIO VET-
TORIALE NORMATO E COMPLETO, LA
CUI NORMA E DATA DA

HUHWLP(Q) = HU’H}[),F(Q)

p

(33)

Lr(9)

Lo spazio Wh2(Q)), IN PARTICOLARE, E
UNO SPAZIO DI HILBERT: VEDERE A PA-
GINA Md14.

SPAZI Whee

DATO UN APERTO ) C R SI DEFI-
NISCE LO SPAZIO DI SOBOLEV W1(Q)
COME IL SOTTOINSIEME DI L*(2) CO-
STITUITO DALLE FUNZIONI u LE CUI N
DERIVATE DISTRIBUZIONALI PRIME SO-
NO RAPPRESENTATE DA ALTRETTANTE
FUNZIONI DI L™(€).

ANCHE IN QUESTO CASO LE DERIVA-
TE DISTRIBUZIONALI SI DICONO DERIVA-
TE DEBOLI, SI DENOTANO CON L'USUALE
SIMBOLO DI DERIVAZIONE, E SONO CA-
RATTERIZZATE DALLA (32).

Lo spazio WH®(Q) & UNO SPAZIO
VETTORIALE NORMATO E COMPLETO,
LA CUI NORMA E DATA DA

lallwe@ = llllim
N
ou
—_— 34
+ ; H Ox; 1l L>(Q) (34)
OPPURE, EQUIVALENTEMENTE, DA
oy = max{ o,
H 011 HLOO H oxr N H )}'
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COMPLETEZZA

SAPENDO CHE LP()) E COMPLETO,
DIMOSTRIAMO LA COMPLETEZZA DELLO
spazio WP(Q), p € [1,+o0].

CONSIDERIAMO UNA QUALUNQUE SUC-
CESSIONE (u,) DI CAUCHY IN W1P(Q),
CIOE TALE CHE
lim  ||u, —u , =0.
n,m—-+00 H " kHWlp(Q)

DOBBIAMO VERIFICARE CHE u, CON-
VERGE IN W1P(Q).

VISTE LE ESPRESSIONI (33) E (34) DEL-
LE NORME DI W1?(Q), LA SUCCESSIONE
(u,) RISULTA DI CAUCHY IN LP(2).

ESSENDO LP({2) COMPLETO, ESISTE
UNA FUNZIONE u € LP({)) TALE CHE
(9
U, 7 (35)
PER UN MOTIVO ANALOGO, ESISTONO

N FUNZIONI vq,...,uox € LP(€)) TALI
CHE

ou Lr(Q)
- — Ui,
81’7;
RESTA DA VERIFICARE CHE LA FUNZIO-
NE u APPARTIENE A W'P(Q)), E CHE LE

FUNZIONI v; SONO LE SUE DERIVATE DE-
BOLI.

i=1,....,N.

POICHE PER IPOTESI u, € Wh(Q),
PER OGNI n POSSTAMO SCRIVERE

[ o) 55 (@) da

ou,,

=~/ % (x) p(x)dxz. (36)

VERIFICHIAMO DI POTER PASSARE AL
LIMITE SOTTO IL SEGNO DI INTEGRALE.
PER LA DISUGUAGLIANZA DI HOLDER SI

/|un —u(x |‘8xl

< Hun - UHLP

H ox;

LI(Q

DOVE ¢ E L’ESPONENTE CONIUGATO DI
p. PER LA (35) IL SECONDO MEMBRO
TENDE A ZERO, E PERCIO

im [ () 22 (2) da

n—-+00 QO aSUZ

:/u( )gg‘i( ) de.

SIMILMENTE SI VERIFICA CHE

. ouy,
im o (z) p(x) dx

- / vi() lz) da.

QUINDI, PASSANDO AL LIMITE NELLA
(36), SI TROVA

[t 5@y o = = [ o) oo

DUNQUE LE FUNZIONI v; SONO LE DERI-
VATE DEBOLI DI u, E u € W1P(Q), COME
VOLEVASI DIMOSTRARE.
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LO SPAZIO C%(Q)

SI DENOTA CON (C2°(§2) IL SOTTOINSIE-
ME DI C*°({2) COSTITUITO DALLE FUN-
ZIONI f: ) — R DI CLASSE C*(Q2) E
IDENTICAMENTE NULLE AL DI FUORI DI
UN SOTTOINSIEME COMPATTO DI {2.

L’INDICE ¢ NEL SIMBOLO C(f)) VIENE
DALL’INIZIALE DELLA PAROLA “COM-
PATTO” (COMPACT, IN INGLESE).

ESEMPIO: LA FUNZIONE f: R — R DA-
TA DA f(z) = (1 — 2?)" E NULLA AL DI
FUORI DELL’INTERVALLO [—1,1].

TUTTAVIA, TALE FUNZIONE NON AP-
PARTIENE ALLO SPAZIO C°(R) PERCHE
NON E DI CLASSE C*°(R): INFATTI NON
E DERIVABILE NEI PUNTI z = —1 E
r=1.

UNA TIPICA FUNZIONE APPARTENENTE
A C*(R) E LA SEGUENTE, DETTA “FUN-
ZIONE A CAMPANA” (bump function):

1

e =+ SEx € (—1,1);

YO0 sEreR\(-L1).

LA SUDDETTA FUNZIONE SERVE PER AP-
PROSSIMARE FUNZIONI PIU FAMILIARI,
USANDO LA COSIDDETTA TECNICA DEI
“MOLLIFICATORI”, ATTRIBUITA A KURT
O1TO FRIEDRICHS (1901-1982).

CE NE SERVIAMO SUBITO PER ESTEN-
DERE DUE LEMMI FONDAMENTALIL. PoI
VEDREMO LA DEFINIZIONE DELLO SPA-
710 Wy? PER p € [1,400).

L’ORIGINE DEL NOME DI “MOLLIFI-
CATORI” E SPIEGATA IN [30, pAG. 31].

IL LEMMA FONDAMENTALE

IL LEMMA FONDAMENTALE DEL CAL-
COLO DELLE VARIAZIONI, GIA VISTO A
PAG. Mc40, SI PUO ESTENDERE ALLE
FUNZIONI u € LP(§2) CON p € [1,4o0].

SE UNA FUNZIONE u € LP(£2), CON p
€ [1,+00], HA LA PROPRIETA CHE

/QU(ZC) o(x)dx =0

PER OGNI ¢ € (), ALLORA u(x) =0
QUASI OVUNQUE.

DIMOSTRAZIONE: PER OGNI COMPATTO
K C €, LA FUNZIONE v(z) = sgn(u(x))
Xk () APPARTIENE A L?({)) ESSENDO ¢
L’ESPONENTE CONIUGATO DI p.

NEL CASO PARTICOLARE p > 1, SI
HA ¢ € [1,+00) E LA REGOLARIZZATA vy,
DELLA FUNZIONE v APPARTIENE DEFINI-
TIVAMENTE A C2°(2), E CONVERGE A v
IN L9(02).

POSTO ¢ = v, SI PUO PASSARE AL
LIMITE SOTTO IL SEGNO DI INTEGRALE
(PER LA DISUGUAGLIANZA DI HOLDER)
E TROVARE CHE

/Qu(x) v(x)dr = /K lu(z)| dz =0,

DA CUI L’ASSERTO. NEL CASO p = 1
SI PUO GIUSTIFICARE IL PASSAGGIO AL
LIMITE SOTTO IL SEGNO DI INTEGRALE
CON UN APPOSITO RAGIONAMENTO.

P1U IN GENERALE, IL RISULTATO VA-
LE PER u € L (): VEDERE [5, COROL-
LARIO IV.24].
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LEMMA DI DU BOIS-REYMOND

IL LEMMA DI DU BoOIS-REYMOND,
GIA VISTO NELL’ESERCIZIO 4 DELLA SE-
RIE [106], SI PUO ESTENDERE ALLE
FUNZIONT u € L*((a,b)).

SIA (a,b) UN INTERVALLO LIMITATO. SE
UNA FUNZIONE u € L*((a,b)) HA LA
PROPRIETA CHE

b 877
/a u(x) %(1’) dr =0

PER OGNI 7 € C'((a,b)), ALLORA, PO-

STO
1 b
u = b_a/au(x)dx,

SI HA u(x) = U QUASI OVUNQUE.

DIMOSTRAZIONE: LA FUNZIONE v(x) =
u(x) —u APPARTIENE A L?*((a,b)) E PER-
CIO SI PUO APPROSSIMARE NELLA NOR-
MA DI L%((a,b)) CON FUNZIONI ¢, €
C((a,b)).

AVENDO v INTEGRALE NULLO, POS-
SIAMO PASSARE DALLE (,, AD OPPOR-
TUNE (¢, AVENTI L'INTEGRALE NULLO.

PER VEDERLO, OSSERVIAMO INNAN-
ZITUTTO CHE SICCOME ¢,, — v IN L?((a,
b)), L'INTEGRALE DI ¢,, CHE INDICHE-
REMO CON [, TENDE ALL'INTEGRALE
DI v: DUNQUE

I, — 0.

PRENDIAMO ALLORA LA CLASSICA FUN-
ZIONE A CAMPANA 1), NORMALIZZATA
IN MODO TALE CHE IL SUO INTEGRA-
LE VALGA 1 E SI ABBIA supp¢ C (a,b).
PosTo

Pn(x) = on(x) — (),
SI HA ¢, € C°((a,b)) E LINTEGRALE DI
@, E NULLO.

PERCI(\) LA FUNZIONE
() = / Galt) dt
a

APPARTIENE A C2°((a,b)) PER OGNI n,
E POSSIAMO SCRIVERE, PER IPOTESI,

/abu(a:) %TZ‘ dr = /abu(x) Gn(x) dz = 0.

INOLTRE, POICHE ¢, — v IN L*((a,b)),
POSSIAMO PASSARE AL LIMITE E OTTE-
NERE CHE

/abu(x)v(x) = 0.

PERTANTO

DA CUI LA TESI. IL RISULTATO SI PUO
ESTENDERE ALLE FUNZIONI u € L!((a,
b)): VEDERE [6, LEMMA 1.8].
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GLI SPAZI W, " (p < +00)

PER ESPRIMERE LA TIPICA CONDI-
ZIONE AL CONTORNO, DETTA “CONDI-
ZIONE DI DIRICHLET”:

u(x) = p(x) PER = € 0S)

DOVE ¢ E UNA FUNZIONE DATA, E Q) E
IL DOMINIO DEL PROBLEMA, NEL MO-
DERNO CALCOLO DELLE VARIAZIONI SI
UTILIZZA LO SPAZIO W, " APPRESSO DE-
FINITO.

DEFINIZIONE. DATO UN APERTO 2
C RY ED UN ESPONENTE p € [1,+00),
SI INDICA CON W,"(Q) IL COMPLETA-
MENTO DELLO SPAZIO C2°(£2) RISPETTO
ALLA NORMA DI WhP(Q).

IN PAROLE POVERE SI CONSIDERA-
NO TUTTE LE FUNZIONI u € C2°(Q2), LE
QUALI APPARTENGONO BANALMENTE A
W1P(Q), E ST PRENDONO ANCHE QUEL-
LE ALTRE FUNZIONI DI W!?(Q) CHE sI
POSSONO APPROSSIMARE BENE QUANTO
SI VUOLE, NELLA NORMA DI W1P(Q),
CON FUNZIONI DI C°(€2).

COSA RAPPRESENTA W,”

SE 000 # 0, E CIOE SE Q # RV,
LO SPAZIO W,”(f)) RAPPRESENTA IL
SOTTOINSIEME DI W!P(Q)) COSTITUITO

DALLE FUNZIONI “CHE SI ANNULLANO
suU 0f)”.

SI PUO DIMOSTRARE CHE C%(RY) E
DENSO IN W1?(RY), CIOE OGNI FUNZIO-
NE DI W1P(RY) ST PUO APPROSSIMARE
BENE QUANTO SI VUOLE, NELLA NORMA
p1 W?(RY), CON UN’OPPORTUNA FUN-
ZIONE DI C°(RY). DUNQUE

W, P(RY) = WhP(RM).

COME SI ESPRIME LA CONDI-
ZIONE DI DIRICHLET

SI ASSEGNA UNA FUNZIONE ¢ €
WP(Q)), DUNQUE NON UNA FUNZIONE
DEFINITA SOLTANTO LUNGO IL CON-
TORNO 0f), E SI RICHIEDE CHE LE FUN-
ZIONT AMMISSIBILI v € W1P(Q) soD-
DISFINO LA CONDIZIONE

u— € WP (Q).

MOTIVAZIONE

E NOTO CHE DUE FUNZIONI DI LP(Q)
SI CONSIDERANO EQUIVALENTI SE DIF-
FERISCONO SU DI UN INSIEME DI MISU-
RA NULLA. LLO STESSO VALE NEGLI SPA-
Z1 DI SOBOLEV.

SI BADI CHE LA FRONTIERA 0f) DI
UN DOMINIO REGOLARE E LIMITATO )
C RY HA MISURA NULLA IN RY.

ESEMPIO SEMPLICE: LA FRONTIE-
RA DELLA SFERA () = B(0,7) CENTRA-
TA NELL'ORIGINE E DI RAGGIO 7 > 0
NEL CONSUETO SPAZIO TRIDIMENSIONA-
LE R® £ LA SUPERFICIE SFERICA Jf) DI
EQUAZIONE

4y + 2=

ED HA MISURA TRIDIMENSIONALE (CIOE
VOLUME) UGUALE A ZERO. LA SFERA
(), COME SAPPIAMO, HA VOLUME 3 7 7.

DUNQUE I VALORI DI UNA DATA FUN-
ZIONE u € W1P(€) ST POSSONO MODIFI-
CARE A PIACERE IN TUTTI I PUNTI DEL-
LA FRONTIERA Of) DI UN APERTO LIMI-
TATO E REGOLARE {2 E LA FUNZIONE u,
COME ELEMENTO DI W1P(§)), NON CAM-
BIA.

Metodo diretto - Appunti delle lezioni - pag. Md38



UN ESEMPIO PATOLOGICO

CON L’OCCASIONE VEDIAMO UN E-
SEMPIO DI APERTO () DEL PIANO R?2,
NON REGOLARE, LA CUI FRONTIERA Of)
NON HA AREA NULLA COME CI SI PO-
TREBBE ASPETTARE.

ESSENDO L'INSIEME (Q DEI NUMERI
RAZIONALI NUMERABILE, COME PURE IL
PRODOTTO CARTESIANO @Q x Q, CON-
SIDERIAMO (SUL PIANO TEORICO) UNA
SUCCESSIONE (%, Yn))neny DI TUTTI 1
PUNTI DEL PIANO R? A COORDINATE
RAZIONALL.

INDICATO CON B((%,Ys), 5-) IL DI-

SCO CENTRATO NEL PUNTO (,y,) E DI

RAGGIO -+, DEFINIAMO

+00
0 = Bl(wn ), ).
n=0
PER LA NUMERABILE ADDITIVITA DEL-
LA MISURA DI LEBESGUE, E NON SA-
PENDO SE I DISCHI B((2,,,yn), 5) SONO
A DUE A DUE DISGIUNTI, SCRIVIAMO

+00

Qf < Xoa(w)

= 5. (37)

PER LA DENSITA DI Q IN R, OGNI PUN-
TO DEL PIANO SI PUO APPROSSIMARE
BENE QUANTO SI VUOLE CON PUNTI A
COORDINATE RAZIONALI, DUNQUE CON
PUNTI DI ).

NE SEGUE CHE TUTTI I PUNTI DEL
PIANO ESCLUSI QUELLI DI {) SONO PUN-
TI DI FRONTIERA:

00 =R*\ Q,

E PERTANTO R? = QU O, DA CUI, PER
LA (37), SI RICAVA |09)| = +o0.

UN PARAGONE CON I NUMERI
REALI

SI BADI CHE L'INSIEME R DEI NUME-
RI REALI, CHE SIAMO ABITUATI A TRAT-
TARE CON UNA CERTA CONFIDENZA, SI
PUO DEFINIRE COME IL COMPLETAMEN-
TO DELL’INSIEME (Q DEI RAZIONALI RI-
SPETTO ALLA NORMA

|x| = VALORE ASSOLUTO DI .

IN PRATICA, QUANDO ANDIAMO A SCRI-
VERE UN NUMERO, IL PIU DELLE VOLTE
SCRIVIAMO UN RAZIONALE.

SIMILMENTE, ANCHE SE DISCUTIAMO DI
SPAZI DI SOBOLEV, QUANDO SCRIVIAMO
ESPLICITAMENTE UNA FUNZIONE SCRI-
VIAMO DI SOLITO UNA FUNZIONE REGO-
LARE.

PER APPROFONDIRE

PER APPROFONDIRE LO STUDIO DEI
TEOREMI DI IMMERSIONE E DELLE AL-
TRE PROPRIETA DEGLI SPAZI DI SOBO-
LEV SI POSSONO CONSULTARE I TESTI
[1, 2, 5, 16].

PER GLI SPAZI DI SOBOLEV W*P((),
CON INDICE § NON INTERO, SI VEDA
[14].
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IL. TEOREMA FONDAMENTALE



PREMESSA

L’ESISTENZA DEL MINIMO DEL FUN-
ZIONALE DI DIRICHLET SI PUO DIMO-
STRARE COME A PAG. Md15. LO STES-
SO PROCEDIMENTO SI PUO APPLICARE
ANCHE AD ALTRI FUNZIONALI, COME AD

ESEMPIO

HM:;LWM@WM+LM@M@M

CON y(z) FUNZIONE DATA IN L*(Q). LA
LIMITATEZZA INFERIORE DI [’ DISCENDE
DAL FATTO CHE IL SECONDO INTEGRA-
LE E LINEARE IN u, MENTRE IL PRIMO
E QUADRATICO. L’EQUAZIONE DI EU-
LERO E L'EQUAZIONE DI POISSON

Au(z) = y(z).
IL METODO SI BASA SULL'IDENTITA DEL

PARALLELOGRAMMA, E SFRUTTA LE SE-
GUENTI DUE PROPRIETA:

1. IL FATTO CHE LE SUCCESSIONI MI-
NIMIZZANTI CONVERGONO IN W12

2. LA CONTINUITA DEL FUNZIONALE IN
wh2,

GENERALIZZAZIONE

SI ATTRIBUISCE A L. TONELLI IL ME-
RITO DI AVER TRASFORMATO L’'IDEA DI
CUI SOPRA IN UN METODO GENERALE,
CHE, A TITOLO PURAMENTE INDICATI-
VO, E APPLICABILE AL FUNZIONALE

i = [N+ [y i

DOVE y E UNA FUNZIONE DATA IN L?((0,
1)), E LA FUNZIONE j € C*(R) E CON-
VESSA E TALE CHE

at? <j(t) < B, 17O <yl

CON TRE COSTANTI OPPORTUNE «, [,
v > 0.

IN SINTESI, SI SOSTITUISCONO LE
PROPRIETA 1 E 2 CON LA COMPATTEZ-
ZA DEBOLE E CON LA SEMICONTINUITA
INFERIORE, DI CUI ACCENNIAMO NEI
PROSSIMI PARAGRAFTI.

COMPATTEZZA DEBOLE

IL. TEOREMA DI COMPATTEZZA DE-
BOLE PERMETTE DI RECUPERARE, NE-
GLI SPAZI VETTORIALI DI DIMENSIONE
INFINITA, UN ANALOGO DEL TEOREMA
DI BOLZANO-WEIERSTRASS.

[I. TEOREMA VALE NEGLI SPAZI DI
BANACH (NORMATI E COMPLETI) CHE
GODANO DI UNA PARTICOLARE PRO-
PRIETA: LA RIFLESSIVITA [5, TEOREMI
I11.27  I11.28]. ENUNCIATO:

OGNI SUCCESSIONE LIMITATA POS-
SIEDE ALMENO UNA SOTTOSUCCESSIONE
DEBOLMENTE CONVERGENTE.

IN PARTICOLARE, IL TEOREMA VALE
IN LP? coN p € (0,400): [32, TEORE-
MA 5.14]. UN ALTRO CASO PARTICOLA-
RE NOTEVOLE E QUELLO DEGLI SPAZI DI
HILBERT: VEDERE [3, PAG. 292] E [33,
TEOREMA 1.7.1].

IN UNO spPAZ10 DI HILBERT H, LA CON-
VERGENZA DEBOLE PUO ESSERE DEFI-
NITA COME SEGUE.

UNA SUCCESSIONE DI ELEMENTI u,
€ H DICE “DEBOLMENTE CONVERGEN-
TE” AD ug € H SE PER OGNI v € H
RISULTA

(tn | ) == (ug | v)

OVVERO ((u, — ug) | v) =, 0, DOVE
IL SIMBOLO ( | ) DENOTA IL PRODOTTO
SCALARE DI H. IN TAL CASO SI SCRI-
VE: U, — Uyg.
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ESEMPIO 1

VERIFICHIAMO CHE, NELLO SPAZIO DI
SoBOoLEV W12((0,27)), ESISTONO SUC-
CESSIONI LIMITATE E PRIVE DI SOTTO-
SUCCESSIONI CONVERGENTI. PONIAMO

() = ——— (38)

COSICCHE RISULTA u/(z) = cosnx E DI

CONSEGUENZA
2T sen? na
— dx
0 n

2
+ / cos® nx dx
0

~
= — T T
n?2 ’

HunH%A/LZ((o,Qn))

DUNQUE LA SUCCESSIONE E LIMITATA.
TUTTAVIA, PER n # k SI HA

[un — Uk”%vlﬂ((o,%)) =

/2” (sennx — sen kx)? y
0

n2

X

2m
—I—/ (cos naw — cos kx)* dx > 2.
0

PER LA DISUGUAGLIANZA TRIANGOLA-
RE, SI CONCLUDE CHE LA SUCCESSIO-
NE (38), BENCHE LIMITATA, E PRIVA DI
SOTTOSUCCESSIONI CONVERGENTI.

DUNQUE IL TEOREMA DI BOLZANO-
WEIERSTRASS NON VALE NELLO SPAZIO
DI SOBOLEV W12((0,27)).

SI PUO DIMOSTRARE CHE IL TEOREMA
DI BOLZANO-WEIERSTRASS NON VALE
IN NESSUNO SPAZIO VETTORIALE NOR-
MATO DI DIMENSIONE INFINITA (TEORE-
MA DI Riesz: [5, TEOREMA VI1.5]).

ESEMPIO 2

VERIFICHIAMO CHE LA SUCCESSIONE
DELLE FUNZIONI u, NELLA (38), CHE E
LIMITATA IN W12((0,27)), HA UNA SOT-
TOSUCCESSIONE DEBOLMENTE CONVER-
GENTE, COME PREVISTO DAL TEOREMA
DI COMPATTEZZA DEBOLE. ANZI, VERI-
FICHIAMO CHE

Uy, — 0. (39)

PRESA ARBITRARIAMENTE v € W12((0,
27)) SI HA

2m
(up|v) :/ Senﬂv(m)da&
0

_|_/0 (cosnx)v'(z)dz. (40)

I VALORE ASSOLUTO DEL PRIMO INTE-
GRALE SI MAGGIORA IMMEDIATAMENTE

CON
1 2 p
— | @

DUNQUE TENDE A ZERO.

ANCHE IL SECONDO INTEGRALE NEL-
LA (40) TENDE A ZERO: CIO SEGUE
DAL LEMMA DI RIEMANN-LEBESGUE, O
ANCHE DALL'UGUAGLIANZA DI PARSE-
VAL (29) APPLICATA ALLA FUNZIONE v'.

S1 CONCLUDE CHE VALE LA (39), COME
VOLEVASI DIMOSTRARE.

COMPATTEZZA PER SUCCES-
SIONI

UN SOTTOINSIEME S DI UNO SPAZIO
METRICO X E COMPATTO SE E SOLO SE
OGNI SUCCESSIONE (s;,,) DI ELEMENTI DI
S HA ALMENO UNA SOTTOSUCCESSIONE
(Sn,) CONVERGENTE AD UN ELEMENTO
DI S NELLA METRICA DELLO SPAZIO X
(VEDERE, AD ESEMPIO, [5, PAG. 77]).
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ESEMPIO 3

UNA SUCCESSIONE LIMITATA NELLO
sPAzIO DI SoBOLEV W1'%((0,1)), PRI-
VA DI SOTTOSUCCESSIONI CONVERGEN-
TI, ST PUO DEFINIRE PONENDO

xn

Up(x) = N

RISULTA INFATTI

1
HU’NH%/VLQ((OJ)) = /O(un(ac))Qdac

n=12... (41

+ /01(%(:6))2 d.

IL PRIMO INTEGRALE SI PUO MAGGIO-
RARE COME SEGUE:

/Ol(un(x))2 dr = /01 %%dm
1

- -1,
n(2n+1)

MENTRE PER L’ALTRO SI HA

1 1
/ (ul () dr = / nr*"? de
0 0

2n—1 —

IN CONCLUSIONE, RISULTA

[nllfyr20,1y) < 25

DUNQUE LA SUCCESSIONE (41) E LIMI-
TATA. SUPPONIAMO PER ASSURDO CHE
UNA SOTTOSUCCESSIONE (1, ) CONVER-
GA IN W12((0,1)) AD UNA CERTA FUN-
ZIONE uj. POICHE, PER DEFINIZIONE,

[[tny, — UOH%/VL?((OJ)) = |lun, — UOH%Q((O,I))

+ g, — U()Hiz((o,n)

VORRA DIRE CHE u,,, — ug IN L*((0,1)).

MA POICHE LA SUCCESSIONE (41) CON-
VERGE UNIFORMEMENTE A ZERO, DO-
VRA NECESSARIAMENTE AVERSI ug(x) =
0 PER OGNI z € (0,1).

D’ALTRO CANTO, IL FATTO CHE

1
[ erar = 52— 5
IMPLICA CHE uj, NON TENDE A uj = 0
IN L%*((0,1)). DUNQUE LA SUCCESSIO-
NE (41), BENCHE LIMITATA, E PRIVA
DI SOTTOSUCCESSIONI CONVERGENTTI IN
W2((0,1).

ESEMPIO 4

VERIFICHIAMO CHE LA SUCCESSIONE
DELLE FUNZIONI u,, NELLA (41), CHE E
LIMITATA IN W12((0,1)), HA UNA SOT-
TOSUCCESSIONE DEBOLMENTE CONVER-
GENTE, COME PREVISTO DAL TEOREMA
DI COMPATTEZZA DEBOLE. ANZI, VERI-
FICHIAMO CHE

U, — 0. (42)

PRESA ARBITRARIAMENTE v € W12((0,
1)), DOBBIAMO VALUTARE IL PRODOT-
TO SCALARE

liL’n

o Vi
+ /0 Vo " (2) de. (43)

(up|v) = v(z)de

IL. PRIMO INTEGRALE SI PUO MAGGIO-
RARE USANDO LA DISUGUAGLIANZA DI
CAUCHY-SCHWARZ:

/01 \3/3;_ v(z)dr

] 911Z2(0,1)

n(2n+1)
— 0,
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PER DIMOSTRARE CHE ANCHE IL SE-
CONDO INTEGRALE NELLA (43) TENDE
A ZERO, RAGIONIAMO COME SEGUE.

StccoME v’ € L?((0,1)), FISSATO € >
0 ESISTE a € (0,1) TALE CHE

/ (') dz < €. (44)

QUESTA PROPRIETA DISCENDE DALLA
COSIDDETTA “ASSOLUTA CONTINUITA”
DELL’ INTEGRALE DI LEBESGUE. SCRI-
VIAMO ALLORA

/Olu'n(a:) V(x)dr = /Oa ul () (z) dz

E STIMIAMO I DUE INTEGRALI AL SE-
CONDO MEMBRO USANDO LA DISUGUA-
GLIANZA DI CAUCHY-SCHWARZ. SI HA

2

‘ /O ()0 (@) da

<1l [ ot de

E SI TROVA SUBITO CHE
a
_ n _
no* ?dr = ———a*" .
0 2

n—1

SFRUTTANDO IL FATTO CHE a € (0,1),
SI CONCLUDE CHE

. / / o
nl_l):gloo 0 w, (z)v'(x) dx =0,

E PERCIO RISULTA

/Oa ul () (z) do

PER OGNI n SUFFICIENTEMENTE GRAN-
DE.

<e (45)

ANCORA PER LA DISUGUAGLIANZA
DI CAUCHY-SCHWARZ SI HA
2

/al u () v'(x) do

1
< lieqony | (@) do,

E DA QUI, SICCOME |[lu |72 < 1, E
RICORDANDO LA (44), SI OTTIENE

1
/ up (z)v'(x) dr| < /e,

a
COMBINANDO QUEST’ULTIMA DISUGUA-
GLIANZA CON LA (45), SI CONCLUDE
CHE

/01 up () v'(z) de| < e ++/e

PER OGNI n SUFFICIENTEMENTE GRAN-
DE. PER L’ARBITRARIETA DI € SI HA
DUNQUE

1

1- / / —
Jim i u, () v'(x) de =0,

E LA (42) E VERIFICATA.
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APPLICAZIONE

VEDIAMO, A TITOLO DI ESEMPIO,
COME APPLICARE IL TEOREMA DI COM-
PATTEZZA DEBOLE AL FUNZIONALE [[u]
DI PAG. Md41.

GRAZIE ALLA CONDIZIONE j(t) <
312, I FUNZIONALE [ E BEN DEFINITO
(L'INTEGRALE CONVERGE) PER OGNI
u e WH2((0,1)).

PRENDIAMO COME CLASSE DELLE FUN-
ZIONI AMMISSIBILI LA CLASSE X = {u
e Wh2(Q) | u(0) = ug, u(l) = up }, B IN-
DICHIAMO CON (u,) UNA SUCCESSIONE
MINIMIZZANTE.

GRAZIE ALLA CONDIZIONE (DETTA
DI “COERCIVITA”) j(t) > at?, a > 0,
LA SUCCESSIONE (u,) E LIMITATA IN
W,2((0,1)).  INFATTI LA SUDDETTA
CONDIZIONE IMPLICA CHE

1
/0 Jl(@)) dz > o ol o

MENTRE PER LA DISUGUAGLIANZA DI
CAUCHY-SCHWARZ SI HA

1
| vl o) do
0
> — H?JHL2((O71)) HUnHB((O,l))?

E PERTANTO

Iun) > alupllZzon)
— wllz20,)) lunll2¢0,1))-  (46)

D’ALTRO CANTO, PER IL TEOREMA
FONDAMENTALE DEL CALCOLO INTE-
GRALE E PER L'IMMERSIONE DI L?((0,
1)) 1IN L'Y((0,1)), ESISTE gy > 0 TALE
CHE

17201y = €0 (JunllZ2o1y) — 2 u3)-

SI HA, QUINDI

Hug) > g ([[unll 7201y — 2 us)

— Yl z2¢0.0)) lwnllL2(0.1))-

MA SICCOME [[u,] — infl, TALE DI-
SUGUAGLIANZA MOSTRA CHE LE NOR-
ME ||t 22((0,1)) SONO LIMITATE. SAPEN-
DO QUESTO, LA (46) MOSTRA CHE AN-
CHE LE NORME |[u/,|z2((,1)) SONO LIMI-
TATE, E PERCIO LO SONO LE NORME

Hunwa((o,l))-

RICORRONO QUINDI LE CONDIZIONI
PER INVOCARE IL TEOREMA DI COM-
PATTEZZA DEBOLE (PAG. Md41) NELLO
spPAz10 DI HILBERT H = W2((0,1)).

DI CONSEGUENZA POSSIAMO AFFER-
MARE CHE ESISTONO UNA SOTTOSUC-
CESSIONE (u,,,) ED UNA FUNZIONE uq €
W2((0,1)) TALI CHE

U/n — UO.

k

PIU PRECISAMENTE, SI PUO DIMOSTRA-
RE CHE LA FUNZIONE LIMITE 1y APPAR-
TIENE ALLA CLASSE X DELLE FUNZIONI
AMMISSIBILI.

LA CONVERGENZA DEBOLE SOSTI-
TUISCE LA PROPRIETA DELLA SUCCES-
SIONE (u],) DI ESSERE UNA SUCCESSIONE
DI CAUCHY, PROPRIETA CHE SUSSI-
STE QUANDO (u,) E UNA SUCCESSIONE
MINIMIZZANTE DEL FUNZIONALE DI DI-
RICHLET (PROPRIETA 1, PAG. Md41).
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DISCONTINUITA DEBOLE DEL
FUNZIONALE DI DIRICHLET

PONIAMO, PER SEMPLICITA, (a,b) =
(0,27) E VERIFICHIAMO CHE IL FUNZIO-
NALE DI DIRICHLET (1) E DEBOLMENTE
DISCONTINUO IN W12((0,27)).

A TAL FINE SCEGLIAMO OPPORTU-
NAMENTE UNA SUCCESSIONE DI FUN-
ZIONT w,, € W12((0,27)) CHE SODDISFI
LA (39) E TUTTAVIA

lim Flu,] # 0.

n—+0oo
IL TIPICO ESEMPIO, IN QUESTO CASO,
E DATO DALLE FUNZIONI u, DEFINITE
NELLA (38), PER LE QUALI SAPPIAMO
CHE VALE LA (39).

RISULTA INOLTRE u,(x) = cosnz, E
DI CONSEGUENZA

Flu,) =m 4 0.

DUNQUE IL FUNZIONALE DI DIRICHLET
E DISCONTINUO RISPETTO ALLA CON-
VERGENZA DEBOLE DI W12((0, 27)).

SICCOME IL FUNZIONALE CONSIDERATO
E (FORTEMENTE) CONTINUO IN W12((0,
27)), QUESTO ESEMPIO MOSTRA ANCHE
CHE LA CONTINUITA NON IMPLICA LA
DEBOLE CONTINUITA.

UN ESEMPIO ANALOGO, NELLO SPA-
710 DI SOBOLEV W12((0,1)), ST OTTIE-
NE CON LE FUNZIONI (41).
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SEMICONTINUITA INFERIORE

I FUNZIONALE DI DIRICHLET, E DI
CONSEGUENZA IL FUNZIONALE PIU GE-
NERALE I DI PAG. Md41, E DISCONTI-
NUO RISPETTO ALLA CONVERGENZA DE-
BOLE.

NON SUSSISTE, DUNQUE, LA PROPRIETA
2 DI PAG. Md41. SI PUO, TUTTAVIA,
PROSEGUIRE UTILIZZANDO IL CONCET-
TO DI SEMICONTINUITA INFERIORE.

SI ATTRIBUISCE A LEONIDA TONELLI IL
MERITO DI AVER PORTATO L’ATTENZIO-
NE SULLA SEMICONTINUITA INFERIORE,
GIA UTILIZZATA DA RENE BAIRE (1874-
1932) IN [4] PER ALTRI SCOPI:

SI DICE CHE UN FUNZIONALE F': H
— R, AVENTE PER DOMINIO UNO SPA-
710 DI HILBERT H, E SEQUENZIALMEN-
TE DEBOLMENTE SEMICONTINUO INFE-
RIORMENTE SE

PER OGNI SUCCESSIONE DEBOLMENTE
CONVERGENTE DI ELEMENTI u, € H,
INDICATO CON 1wy L’ELEMENTO LIMITE,
PER OGNI € > 0 ESISTE nyg € N TALE
CHE PER OGNI 1 > ng SI HA

Fluy) > Flug] — ¢,
OVVERO, IN ALTRI TERMINI,

liminf F'u,] > Flug].

n——-+00

NOTIZIE STORICHE INTERESSANTI SI
POSSONO TROVARE IN [15].

ESEMPIO 5

VERIFICHIAMO CHE IL FUNZIONALE
I DI PAG. Md41 E SEQUENZIALMENTE
DEBOLMENTE SEMICONTINUO INFERIOR-
MENTE.

INFATTI, PRESA AD ARBITRIO UNA
SUCCESSIONE (u,,) IN W12((0,1)) CON-
VERGENTE DEBOLMENTE AD UNA FUN-
ZIONE g, PER LA CONVESSITA DI j SI
HA

Jlug(@)) = j(ug(x))
+ ' (up(x)) (s () — up()).

GRAZIE ALLA CONDIZIONE |5/(¢)| < ~v|t],
LA FUNZIONE COMPOSTA j(uy(z)) AP-
PARTIENE AD L?((0,1)), E QUINDI LA
CONVERGENZA DEBOLE DI u,, AD g IM-

PLICA CHE
1

lim 7' (ug(z)) (u (2) —ug(z)) do = 0.

n—-+o00 0

ANALOGAMENTE SI HA
1

. / /
Jim () (up (%) — up(x)) dz = 0.
PERCIO, INTEGRANDO LA DISUGUA-
GLIANZA INIZIALE, SI DEDUCE CHE
liminf I'[u,] > Ifug).

n—-+oo

CIO MOSTRA CHE IL FUNZIONALE [[u]
E SEQUENZIALMENTE DEBOLMENTE SE-
MICONTINUO INFERIORMENTE. TALE
PROPRIETA SOSTITUISCE LA 2 DI PAG.
Md41.

[L. PROCEDIMENTO TESTE ILLUSTRA-
TO SI APPLICA ANCHE AL CASO o = (3 =
1 E MOSTRA CHE, A MAGGIOR RAGIO-
NE, IL FUNZIONALE DI DIRICHLET (1) E
SEQUENZIALMENTE DEBOLMENTE SEMI-
CONTINUO INFERIORMENTE.
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ESEMPIO 6

[ FUNZIONALE LUNGHEZZA DEL GRA-
FICO, DEFINITO NELLA (2) E INDICA-
TO NON Ju|, ST MINIMIZZA FACILMENTE
NELLA CLASSE X DELLE FUNZIONI u €
C*([0,0]) TALI CHE u(0) = 0 E u(b) = uy
(ESERCIZI [105]).

TUTTAVIA, PER IL SUO SIGNIFICATO
GEOMETRICO, ESSO SI PRESTA AD IL-
LUSTRARE LA SEMICONTINUITA (V. [3,
PAG. 162])

MOSTRIAMO INNANZITUTTO CHE J[u] E
DISCONTINUO RISPETTO ALLA CONVER-
GENZA UNIFORME.

PONIAMO, PER SEMPLICITA, b = 27
E CONSIDERIAMO LE FUNZIONI u, DE-
FINITE NELLA (38), CHE CONVERGONO
UNIFORMEMENTE ALLA FUNZIONE IDEN-
TICAMENTE NULLA uy. POSTO

L, = Jluy)

27
= vV 1+ cos?nx dx,
0

CON IL CAMBIAMENTO DI VARIABILE t =
nx SI VERIFICA CHE L,, = L; PER OGNI
n > 1.

ESSENDO cos?z NON NEGATIVA E NON

IDENTICAMENTE NULLA, SI VEDE AN-
CHE CHE

2
L, = vV 1+ cos?x dx
0

> 21 = J[Uo],

DUNQUE J[u,] — L; > J[ug] E PERCIO
J E DISCONTINUO RISPETTO ALLA CON-
VERGENZA UNIFORME.

PER CURIOSITA, CON I METODI DEL-
L’ANALISI NUMERICA SI TROVA L; =
7.64 ...

ORA DIMOSTRIAMO CHE IL FUNZIO-
NALE J NELLA (2) E SEMICONTINUO
INFERIORMENTE RISPETTO ALLA CON-
VERGENZA UNIFORME [26, PAG. 286].

CONSIDERIAMO UNA SUCCESSIONE AR-
BITRARIA DI FUNZIONI u, € Cl([a,b])
CHE CONVERGONO UNIFORMEMENTE AD
UNA FUNZIONE .

PRESO € > 0, ESISTE k. TALE CHE LA
FUNZIONE LINEARE A TRATTI vy ) DEFI-
NITA DA

o,k (z) = o (i) —uo(i—1) (z — ;) + uo(z;)

Ti—Ti—1

PER x € [x;_1, %], © = 1, ..., k., ESSEN-
DO z; =a+(b—a)i/k. PERi=0,..., k.,
SODDISFA

J[U()J%] > J[UO] — €£. (47)
QUESTO PERCHE J[vg 1] E UNA SOMMA
DI CAUCHY-RIEMANN DI J[y]. PosTo

U, (1) = Aol tnle) (o

., ko, ST HA

x;) + up(x;)
PER T € [ZCi_l, xl‘], 1=1,..
Jun] > Jvn ]

IN QUANTO CIASCUN SEGMENTO E PIU
CORTO DELL’ARCO AVENTE GLI STESSI
ESTREMI. MA POICHE SI VERIFICA DI-
RETTAMENTE CHE

im J[v, 1] = J[vo.r.],
n—+00

TENENDO CONTO ANCHE DELLA (47)
POSSIAMO SCRIVERE

liminf J|u,] > Jug] — €.

n—-+00

PER L’ARBITRARIETA DI &€ SI HA DUN-
QUE
liminf J{u,| > J{ug]

n—-+00
IL CHE DIMOSTRA LA SEMICONTINUITA
INFERIORE DEL FUNZIONALE LUNGHEZ-
ZA DEL GRAFICO.
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CONCLUSIONI

TORNIAMO A CONSIDERARE UNA SUC-
CESSIONE MINIMIZZANTE (u,) PER IL
FUNZIONALE [ DI PAG. Md41 NELLA
CLASSE X DEFINITA A PAG. Md45.

PER IL TEOREMA DI COMPATTEZZA
DEBOLE, ESISTONO UNA SOTTOSUCCES-
SIONE (u,,) ED UNA FUNZIONE uy € X
TALI CHE (V. PAG. Md45)

ABBIAMO VISTO, A PAG. Md47, CHE
IL FUNZIONALE [/ E SEQUENZIALMEN-
TE DEBOLMENTE SEMICONTINUO INFE-
RIORMENTE, DUNQUE LA (48) IMPLICA

lim inf {u,, | = Iug].

k—+o00
D’ALTRO CANTO, ESSENDO (u,) UNA
SUCCESSIONE MINIMIZZANTE, SI HA A
MAGGIOR RAGIONE

lim [[u,| = inf I[u]

k—+o00 ueX

E PERCIO

Tug] = Jg)f( Iu]

QUINDI 4y E UNA MINIMANTE.
TEOREMA FONDAMENTALE

IL RAGIONAMENTO APPENA SVOLTO
STA ALLA BASE DEL SEGUENTE TEORE-
MA:

UNA QUALUNQUE FUNZIONE SEQUEN-
ZIALMENTE SEMICONTINUA INFERIOR-
MENTE

F: X —>R

AVENTE PER DOMINIO UNO SPAZIO TO-
POLOGICO SEQUENZIALMENTE COMPAT-
TO X AMMETTE MINIMO.

DIMOSTRAZIONE. SIA (u,) UNA SUC-
CESSIONE MINIMIZZANTE, E CIOE TALE
CHE
lim Flu,) = inf Flul. (49)
n—-4o00 ueX
ESSENDO X SEQUENZIALMENTE COM-
PATTO, ESISTE UNA SOTTOSUCCESSIONE

(tn,) CONVERGENTE AD UN CERTO ELE-
MENTO uy € X.

ESSENDO F' SEMICONTINUA INFERIOR-
MENTE, PER OGNI £ > () ESISTE UN
no € N TALE CHE PER OGNI n > ng SI
HA

Fluy, ] > Flu) — ¢

OSSERVIAMO CHE, PER LA (49), SI HA
A MAGGIOR RAGIONE
lim Flu,,| = inf F[u]

k——+o00 ueX

E PERCIO POSSIAMO SCRIVERE

inf Flu] > Flug] — €.
ueX
PER L’ARBITRARIETA DI ¢ NE SEGUE
CHE in}f{F[u] > Fluy], MA PER LA DEFI-
uc
NIZIONE DI ESTREMO INFERIORE RISUL-
TA OVVIAMENTE
inf Flu] < Flug).
ucX
S1 CONCLUDE CHE VALE L'UGUAGLIAN-

ZA, E PERCIO F' AMMETTE MINIMO, CO-
ME VOLEVASI DIMOSTRARE.
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