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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[201]

ESTREMI, E CICLOIDE

1) DETERMINARE L’ESTREMO SUPE-
RIORE, L’ESTREMO INFERIORE, L’EVEN-
TUALE MASSIMO E L’EVENTUALE MINI-
MO DEL FUNZIONALE

NELLA CLASSE X = {u € C°(0,1]) |
u(0) =0, u(l)=1}.

OSSERVANDO IL FUNZIONALE, SEM-
BREREBBE CHE POSSA ASSUMERE VALO-
RI ARBITRARIAMENTE GRANDI, E PER-

CIO

sup Flu] = +o0. (1)
ucX

PER VERIFICARE LA CONGETTURA, OS-
SERVIAMO CHE LA FUNZIONE u,(z) =
x+nz (1 —x) APPARTIENE ALLA CLASSE
X PER OGNI INTERO n. SI HA INOLTRE

ui(z) = (z+nx(l—2))?
> 2na? (1 —2).

PosSTO DUNQUE

1
I = /x2(1—$)d$
0

! >0

o127
SI TROVA Flu,] > 2nl, E DI CONSE-
GUENZA

lim Flu,] = +oo,

n—-+00
IL CHE IMPLICA LA (1). Possiamo
PERCIO AFFERMARE CHE IL FUNZIONA-
LE DATO NON AMMETTE MASSIMO.

PER CONCLUDERE L’ESERCIZIO, VE-
RIFICHIAMO CHE
inf Flu| = 0. (2)
ueX
INNANZITUTTO OSSERVIAMO CHE F'|u]

> 0 PER OGNI u € X, DUNQUE 0 E UN
MINORANTE.

ANZ1, OGNI FUNZIONE u € X SODDI-
SFA, PER CONTINUITA, u*(z) > § NEL-
L’ INTERVALLO (a,, 1] CON UN a, OPPOR-

TUNO, E PERCIO
Flu] >0 PER OGNl u € X.  (3)

PER VERIFICARE CHE 0 E IL MINORAN-
TE PIU GRANDE, PONIAMO u,(z) = 2™ E
CALCOLIAMO

1
Flu,| = /x%d:c

0

1
2n+1"

CIO MOSTRA CHE PER OGNI € > ( ESI-
STONO FUNZIONI u,, € X TALI CHE
Flu,] < &, E PERCIO NESSUN NUMERO
e > 0 PUO QUALIFICARSI COME MINO-
RANTE.

ABBIAMO COSI DIMOSTRATO LA (2).
USANDO LA (3), SI CONCLUDE CHE IL
FUNZIONALE DATO NON AMMETTE MI-
NIMO NELLA CLASSE X.
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2) TROVARE LE EQUAZIONI PARAME-

TRICHE

r = x(V)

y=y(v)
DELLA CICLOIDE DESCRITTA DA UN PUN-
TO P FISSATO SU DI UNA CIRCONFEREN-
ZA DI RAGGIO R CHE ROTOLA SOTTO
L’ASSE x, ESSENDO 9 L’ANGOLO DI RO-
TAZIONE E SUPPONENDO

(2(0),4(0)) = (0,0).
SUGGERIMENTO: INDICATE CON
(LUC, _R)

LE COORDINATE DEL CENTRO DELLA
CIRCONFERENZA, L’ASSENZA DI STRISCIA-
MENTO E ESPRESSA DALL'UGUAGLIAN-
ZA xo = RY.

PER SVOLGERE L’ESERCIZIO SI PUO
PROCEDERE COME A PAG. Mc46 DEGLI
APPUNTI DI LEZIONE.
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[202]

NON AMMETTE MINIMO

1) Fissato Ry € (0,1), E INDICA-
TA CON {2 LA CORONA CIRCOLARE () =
{(z,y) € R? | R? < 224+ 4> < 1}, sI
CONSIDERI IL COSIDDETTO “FUNZIONA-
LE DELL’AREA”

J[u] :/Q\/lﬂvu(x,y)]? dx dy

NELLA CLASSE X COSTITUITA DALLE
FUNZIONI u € CY(Q) TALI CHE u(z,y)
=0 SE 22+ 9> = R} E u(r,y) = 1 SE
22> + 9> = 1. VERIFICARE CHE SE ESI-
STE UNA MINIMANTE ), NON VE NE
SONO ALTRE.

SUGGERIMENTO: LE FUNZIONI STRET-
TAMENTE CONVESSE f: R? — R SODDI-
+ 1

SFANO. f(2521) < L (f(po) + f(p1)) PER
OGNI pg,p1 € R? DISTINTI. SE ESI-
STESSE UN’ALTRA MINIMANTE u;, AL-
LORA, PONENDO f(p) = /14 |p|*,po =
VUO(ny)7 E p1 = VU1($,Z/), E INTE-
GRANDO. . .

POSTO us(z) = 35 (ug(z) + wi(2)), E
PROCEDENDO COME SUGGERITO, OTTE-
NTAMO

MA SICCOME PER IPOTESI SI HA

Juo] = Jlu] = min Jlul,

SE NE DEDUCE CHE

J[us] < min J[u],
ucX

IL CHE E ASSURDO PERCHE uy € X.

2) VERIFICARE CHE UN’EVENTUA-
LE MINIMANTE uy E UNA FUNZIONE
RADIALE uo(x,y) = vo(p), DOVE p =
V22 +y?2. SUGGERIMENTO: SE COSI
NON FOSSE, ALLORA, RUOTANDO uy. . .

SE uy NON E UNA FUNZIONE RA-
DIALE, ALLORA ESISTE UNA ROTAZIO-
NE DEL PIANO 7y INTORNO ALL’ORIGI-
NE CHE TRASFORMA 1 IN UNA FUNZIO-
NE %; DISTINTA DA 1.

MA SICCOME IL FUNZIONALE .J E IN-
VARIANTE PER ROTAZIONI, SI HA J[uy]
= J[up|, IL CHE E ASSURDO PER L’ESER-
CIZIO PRECEDENTE.

3) SCRIVERE J[uy] IN COORDINATE
POLARI, RICAVARE L'EQUAZIONE DI EU-
LERO-LAGRANGE, E RISOLVERLA TE-
NENDO CONTO CHE

dx
———— = (sgn x)(sett cosh |x|) + C.
| = = G )
PosTo wug(z,y) = vo(p), DOVE p =
/2% 4+ y?, DERIVANDO RISPETTO AD &
ED y SI TROVA

G = L4/(p),
0
G = 4f(p),

DA CUI ST RICAVA |Vug(z,y)]* = (v/(p))?.
PERCIO, PASSANDO A COORDINATE PO-
LARI, SI HA

Tl =2x [ p /U5 G do

DUNQUE LA FUNZIONE vy SARA SOLU-
ZIONE DELL’EQUAZIONE DI EULERO-LA-
GRANGE

d pvy(p)
dp /14 (vy(p))?

0. (4)
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L’EQUAZIONE (4) AMMETTE L'INTE-
GRALE PRIMO

vo(p) Kk
Jxwor o9

DOVE k € R. IN PARTICOLARE, PER k
= (0 SI TROVA vy = COSTANTE. SE, IN-
VECE, k # 0, SI RICAVA

k/p
1= (k/p)?
sgn(k)

Vip/k? =1

INTEGRANDO QUEST’ULTIMA RELAZIO-
NE SI OTTIENE, INFINE

sgn(k) dp

UO(p) - \/Wk)—2—1

DA QUI, EFFETTUANDO LA SOSTITUZIO-
NE p = kz, SI GIUNGE A

k| dx
vz —1
= k settcosh(p/|k|) + C. (6)

vo(p) =

TALI FUNZIONI, UNITAMENTE CON LE
COSTANTI, COSTITUISCONO L'INTEGRA-
LE GENERALE DELL'EQUAZIONE DI EU-
LERO.

CENNI ALLE FUNZIONI IPERBOLICHE
INVERSE SI POSSONO TROVARE A PAG.
Mc64 DEGLI APPUNTI DI LEZIONE.

4) SAPENDO CHE 0 < settcoshz < z
PER OGNI z > 1, DIMOSTRARE CHE J
NON AMMETTE MINIMO NELLA CLASSE
X.

SE IL FUNZIONALE J AMMETTESSE
MINIMO NELLA CLASSE X, ALLORA:

e ESISTEREBBE UN’UNICA MINIMAN-
TE u (ESERCIZIO 1);

e LA MINIMANTE u; SAREBBE UNA
FUNZIONE RADIALE (ESERCIZIO 2), E
CIOE DEL TIPO ug(x,y) = vo(p);

e LA FUNZIONE vy AVREBBE LA FOR-
MA INDICATA NELLA (6).

TUTTAVIA, NON ESISTE ALCUN VALO-
RE DELLE COSTANTI k,C PER IL QUA-
LE vy ASSUMA I VALORI ASSEGNATI AGLI
ESTREMI.

INFATTI L'INTEGRALE PRIMO (5) MO-
STRA CHE v; NON CAMBIA SEGNO, E
POICHE vy(Ry) = 0 < 1 = vy(1), DEVE
AVERSI v(p) > 0 PER OGNI p € [Ry, 1] E
k> 0.

PIU PRECISAMENTE, SOSTITUENDO p
=1 NELLA (5) s1 TROVA k € (0,1). Im-
PONENDO vg(Ry) = 0 NELLA (6) SI RI-
CAVA

C' = —k sett cosh(Ry/k),
QUINDI vy DEVE AVERE LA FORMA

wlo) — sett cosh(p/k) — sett cosh(Ro/k).

MA SOSTITUENDO (1) = 1 SI TROVA

1/k = settcosh(1/k) — sett cosh(Ry/k)
< sett cosh(1/k),

E QUESTO E IMPOSSIBILE PERCHE x >
sett coshx PER OGNI z = 1/k > 1.
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[203]

SUCCESSIONI MASSIMIZZANTI

1) FI1SSATA UNA COSTANTE L € (0,
+00), TROVARE UNA SUCCESSIONE MAS-
SIMIZZANTE PER LA FUNZIONE F(R) =
|R| (= AREA DI R) AVENTE PER DOMI-
NIO L’INSIEME DEI RETTANGOLI R C R?
DI PERIMETRO L.

E NOTO CHE IL QUADRATO R DI LA-
TO L/4 HA L’AREA MAGGIORE FRA TUT-
TI I RETTANGOLI DI PERIMETRO L.

PERCIO UNA SUCCESSIONE MASSI-
MIZZANTE PER LA FUNZIONE F E LA
SUCCESSIONE COSTANTE DATA DA R,
= Ry PER OGNI n € N,

2) TROVARE UNA SUCCESSIONE MAS-
SIMIZZANTE PER LA FUNZIONE F(Q2) =
12| (= AREA DI () AVENTE PER DOMI-
NIO L'INSIEME DEI DOMINI PIANI LIMI-
TATI 2 C R? DI cLASSE C.

LA SUCCESSIONE DEI DISCHI (2, =
B(0,n) CENTRATI NELL'ORIGINE E DI
RAGGIO n € Z* HA LA PROPRIETA CHE
F(Q,) = mn? — +oo.

SE NE DEDUCE CHE sup F' = 400, E
CHE LA SUCCESSIONE (£2,) E UNA SUC-
CESSIONE MASSIMIZZANTE.

3) TROVARE UNA SUCCESSIONE MAS-
SIMIZZANTE PER LA FUNZIONE F(P) =
|P| (= AREA DI P) AVENTE PER DOMI-
NIO L’INSIEME DEI POLIGONI P INCLUSI
NEL DISCO B(0,1) C R? DI CENTRO L'O-
RIGINE E RAGGIO 1.

OSSERVIAMO INNANZITUTTO CHE PER
OGNI POLIGONO P C B(0,1) RISULTA

Pl <. (7)

ORA INDICHIAMO CON P,, n > 3, UN
POLIGONO REGOLARE CON n LATI CEN-
TRATO NELL'ORIGINE E DI RAGGIO 1.

VERIFICHIAMO CHE LA SUCCESSIONE
(Py)n>3 E UNA SUCCESSIONE MASSIMIZ-
ZANTE PER LA FUNZIONE F.

IL POLIGONO P,, E COSTITUITO DA n
TRIANGOLI ISOSCELI AVENTI DUE LATI
DI LUNGHEZZA UNITARIA ED IL TERZO
LATO DI LUNGHEZZA /,, DATA DA

T
l, = 2 sen —.
n

INOLTRE L’APOTEMA DEL POLIGONO P,
MISURA

7T
a, = cos —,
n
RISULTA QUINDI
m m
F(P,) = nsen— cos —
n n
sen - T
= M cos
n

E DI CONSEGUENZA F(P,) — m. CON-
FRONTANDO QUESTO RISULTATO CON
LA (7) SI DEDUCE CHE supF = 7 E
CHE LA SUCCESSIONE (P,),>3 E UNA
SUCCESSIONE MASSIMIZZANTE PER LA
FUNZIONE [
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4) TROVARE UNA SUCCESSIONE MI-
NIMIZZANTE PER IL FUNZIONALE

Flu] = /027T u*(x) dx

AVENTE PER DOMINIO L'INSIEME X =
{ue C'([0,2n]) [ u(0) =0, w/(0)=1}.

OSSERVIAMO INNANZITUTTO CHE PER
OGNI FUNZIONE u € X RISULTA

Flu] > 0. (8)

ORA INDICHIAMO CON u, € X LA
FUNZIONE u,(z) = + sennz, E VERIFI-
CHIAMO CHE LA SUCCESSIONE (U, )nez+
E UNA SUCCESSIONE MINIMIZZANTE PER

IL. FUNZIONALE F'.

ESSENDO sen’nx < 1, SI VEDE IM-

MEDIATAMENTE CHE

T
ED E FACILE VERIFICARE, PIU ESATTA-
MENTE, CHE Flu,] = . DUNQUE

Flu,] — 0.

CONFRONTANDO QUESTO RISULTATO
CON LA (8) SI DEDUCE CHE inf F' =
0 E CHE LA SUCCESSIONE (up)pez+ E
UNA SUCCESSIONE MINIMIZZANTE PER

IL FUNZIONALE F'.
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI

[204]

Lo spazio Wh2((a,b))

1) STABILIRE PER QUALI a € [0,+00)
LA FUNZIONE u(x) = 2~ APPARTIENE
ALLO sPAzIO W12((0,1)).

LA FUNZIONE u(x) = 2~ E DERI-
VABILE CON CONTINUITA, DUNQUE AN-
CHE IN SENSO DEBOLE, NELL'INTERVAL-
LO (0,1), E LA SUA DERIVATA E

PER STABILIRE SE u € L?*((0,1)), DOB-
BIAMO CAPIRE PER QUALI « € [0, +00)
I SEGUENTE INTEGRALE HA UN VALO-

RE FINITO:
1
/ 2% dx.
0

IL SUDDETTO INTEGRALE SI CALCOLA
ELEMENTARMENTE, E SI TROVA:

1

- +00

/xmda:: 1’
0

1—2a?

SE 2a > 1;
SE 2a < 1.

PERTANTO LA FUNZIONE u(x) = z~
APPARTIENE ALLO SPAZIO L*((0,1)) PER
OGNI « € [0, 1/2), E NON VI APPARTIE-
NE SE « € [1/2, +00).

PER COMPLETARE L'ESERCIZIO DOB-
BIAMO STABILIRE PER QUALI a € |0,
1/2) LA FUNZIONE u/(z) = —a 2~ AP-
PARTTENE ALLO SPAZIO L%((0,1)).

OSSERVIAMO INNANZITUTTO CHE PER
o = 0 LA FUNZIONE 2~ ® E LA COSTAN-
TE 1 ED HA LA DERIVATA IDENTICAMEN-
TE NULLA, QUINDI

/

NE SEGUE CHE z~® € W2((0,1)) PER
a = 0. CONSIDERIAMO ADESSO IL CA-
SO a € (0,1/2). LA DERIVATA u/(z) =
—ax~ (@) SODDISFA LA CONDIZIONE

2

d
dr =0 < 4o00.

T u"(z)

1
/ a2z 2@t g « 1o
0

SE E SOLO SE 2 (a+1) < 1. MA POICHE
2(aw+1) > 2, QUESTA CONDIZIONE NON
PUO ESSERE SODDISFATTA E PERTANTO
SE « € (0,4+00) LA FUNZIONE x~® NON
APPARTIENE ALLO SPAzZIO W12((0,1)).

IN ACCORDO CON QUESTO RISULTA-
TO, SI PUO DIMOSTRARE CHE PER OGNI
FUNZIONE u € W'%((0,1)) ESISTONO E
SONO FINITI I LIMITI

Ii Ii :
At g )
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2) STABILIRE PER QUALI « € [0,+00)
LA FUNZIONE u(x) = 2% APPARTIENE
ALLO SPAZIO W12((1, +00)).

LA FUNZIONE u(x) = 2~ E DERI-
VABILE CON CONTINUITA, DUNQUE AN-
CHE IN SENSO DEBOLE, NELL'INTERVAL-
LO (1,+00), E LA SUA DERIVATA E COME
NELLA (9).

PER STABILIRE SE u € L?((1,+00)),
DOBBIAMO CAPIRE PER QUALI a € [0,
+00) IL SEGUENTE INTEGRALE HA UN
VALORE FINITO:

“+o00
/ x 72 dr.
1

I SUDDETTO INTEGRALE SI CALCOLA
ELEMENTARMENTE, E SI TROVA:

400
+00, SE 2a < 1;
/ 2 dy = -
1

L SE 20 > 1.

2a—1"
PERTANTO LA FUNZIONE u(x) = z~
APPARTIENE ALLO SPAZIO L?((1,+00))
PER OGNI « € (1/2,400), E NON VI AP-
PARTIENE SE « € [0, 1/2].

PER COMPLETARE L’ESERCIZIO DOB-
BIAMO STABILIRE PER QUALI « € (1/2,
+00) LA FUNZIONE u/(z) = —ax !
APPARTIENE ALLO SPAZIO L?((1,+400)),
CIOE

400
/ o272 4y < 100
1

POICHE 2 (a4 1) > 3 > 1, ST CONCLUDE
CHE u~® € W'?((1,+00)) PER OGNI o >
1/2.

3) (a) STABILIRE SE LA SUCCESSIONE
u,(x) = 2™ CONVERGE IN W12((0,1)).

LE FUNZIONI u,(xz) = 2" SONO DI
CLASSE C*([0,1]), DUNQUE APPARTEN-
GONO A MAGGIOR RAGIONE ALLO SPA-
710 DI SOBOLEV W12((0,1)).

SE LA SUCCESSIONE 1w, CONVERGE
IN L?((0,1)) AD UNA FUNZIONE u, ES-
SA AMMETTE UNA SOTTOSUCCESSIONE
CHE CONVERGE PUNTUALMENTE ALLA
STESSA u. MA SICCOME IL LIMITE

lim "

n—-+0o
E NULLO PER OGNI z FISSATO IN (0, 1),
DOBBIAMO USARE LA FUNZIONE u(z)
= 0 NELLA DEFINIZIONE DI LIMITE IN
L*((0,1)). IN DEFINITIVA, DOBBIAMO
STUDIARE IL LIMITE

1

lim 22" dx.
n—-+4o00 0

L INTEGRALE SI CALCOLA ELEMENTAR-
MENTE, E SI TROVA

! 1
/x2"da::——>0
0 2n+1

E PERCIO u, — 0 IN L%((0,1)).

PER QUANTO RIGUARDA, INVECE, LA
SUCCESSIONE DELLE DERIVATE u, (x) =
na" !, ST HA

1 n2
/ n? "V dy =

—  + oQ.

NE SEGUE CHE LA SUCCESSIONE DATA
NON CONVERGE IN W12((0,1)).
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3) (b) DIRE SE LA MEDESIMA SUCCES-
SIONE E UNA SUCCESSIONE DI CAUCHY
N W2((0,1)).

SAPENDO cHE W'2((0,1)) & UNO
SPAZIO METRICO COMPLETO, POSSIA-
MO DIRE CHE LA SUCCESSIONE DATA E
UNA SUCCESSIONE DI CAUCHY SE E SO-
LO SE CONVERGE IN W12((0,1)).

VISTO CHE LA SUCCESSIONE DATA NON
CONVERGE, ESSA NON E UNA SUCCES-
SIONE DI CAUCHY.

[A Succe ssonE X
soLl! (NTERVALLD (@,4)

A .
Plecotd St GRANDISSIM|
i ([
- Ra
0 / 1 x
GRAND!
n

4) (a) STABILIRE SE LA SUCCESSIO-
NE u,(z) = 27" CONVERGE IN W12((1,
+00)).

DALL’ESERCIZIO 2 SAPPIAMO CHE LE
FUNZIONI u,(z) = x~" APPARTENGO-
NO ALLO SPAZIO DI SOBOLEV W12((1,
+00)) PER OGNI n > 1. SICCOME IL LI-
MITE

lim ™"
n—-+00
E NULLO PER OGNI x FISSATO IN (1,
+00), DOBBIAMO USARE LA FUNZIONE
u(r) = 0 NELLA DEFINIZIONE DI LIMITE
IN L*((1,+0c0)). IN DEFINITIVA, DOB-
BIAMO STUDIARE IL LIMITE
400 1
lim " dr. = lim —
n—+0o0 Jyq n—+oo 2n — 1

= 0,

IL QUALE MOSTRA CHE u,, — 0 IN L?((1,
+00)). PER QUANTO RIGUARDA, INVE-
CE, LA SUCCESSIONE DELLE DERIVATE
ul (r) = —na~ ") st HA

n

+00 ) 2 (nt1) n2
) g
/1 e LT Ymr -1

—  + 0Q.

NE SEGUE CHE LA SUCCESSIONE DATA
NON CONVERGE IN W12((1, +00)).
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4) (b) DIRE SE LA MEDESIMA SUCCES-
SIONE E UNA SUCCESSIONE DI CAUCHY
N W12((1, +00)).

SAPENDO CHE W1?((1,+00)) E UNO
SPAZIO METRICO COMPLETO, POSSIAMO
DIRE CHE LA SUCCESSIONE DATA E UNA
SUCCESSIONE DI CAUCHY SE E SOLO SE
CONVERGE IN W1?((1, +00)).

VISTO CHE LA SUCCESSIONE DATA NON
CONVERGE, ESSA NON E UNA SUCCES-
SIONE DI CAUCHY.

. 4
LA SuvudceESSioneE — Sl —~
X

LYNTERVALCO (/r, L0 )

Ficcol
h
—
CRAND( =
m
GRANDISS M |
n
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[205]

DISUGUAGLIANZA DI POINCARE

SIA R IL RETTANGOLO R = (a,b) X (¢, d)
C R? B u € C®(R) UNA FUNZIONE TA-
LE CHE u(x,y) = 0 PER OGNI (x,y) SUF-
FICIENTEMENTE VICINO AL CONTORNO
OR.

1) STABILIRE PER QUALI (x,y) € R SI

HA
4| Ou
u(x,y)| < —(x,t)]| dt. 10
uw) < [ |GH@ 0] (o)
SUGGERIMENTO: USARE IL TEOREMA

FONDAMENTALE DEL CALCOLO INTE-
GRALE.

FISSATO ARBITRARIAMENTE UN PUNTO
(r,y) € R, PER IL TEOREMA FONDA-
MENTALE DEL CALCOLO INTEGRALE SI
HA

y
u(z,y) = gu(x t) dt,
E PERCIO
ou

u(z, )| g/cy a—y(x,t)' gt (11)

PER LO STESSO MOTIVO SI HA ANCHE

—u(x,y) = gu (x,t)dt,

Y

QUINDI

u(e,y)| < / d

SOMMANDO LA (11) E LA (12) E DIVI-
DENDO PER DUE SI TROVA

e < 5 [ Gt

DUNQUE LA (10) VALE, A MAGGIOR RA-
GIONE, PER OGNI (z,y) € R.

g—Z(x,t)‘ dt. (12)

dt.  (13)

2) STABILIRE PER QUALI (z,y) € R SI

HA
d 2
0
u?(x,y) < (d—c)/ —u(a:,t) dt. (14)
¢ 10y
SUGGERIMENTO: APPLICARE ALLA

(10) LA DISUGUAGLIANZA DI CAUCHY-
SCHWARZ.

PER POTER SEGUIRE IL SUGGERI-
MENTO, SCRIVIAMO

d au d
i — | 1.
/C 7y (x, t)| dt /C

ED OSSERVIAMO CHE

d
1172y = / dt

= d—c.

ou

CI10 PREMESSO, APPLICANDO LA DISU-
GUAGLIANZA DI CAUCHY-SCHWARZ AL-
L'INTEGRALE NELLA (13) OTTENIAMO

dt.

I(xy)!<— d—c

ELEVANDO AL QUADRATO SI TROVA

u?(z,y) <

%(d—@/c

E QUINDI LA (14) VALE, A MAGGIOR RA-
GIONE, PER OGNI (z,y) € R.

2

Ou dt,  (15)

3y = (1)
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3) STABILIRE PER QUALI (z,y) € R SI
HA

W2(z,y) < (d—c)/ Vu(z, )2 dt. (16)

SUGGERIMENTO: SEGUE BANALMENTE
DALLA (14).

OSSERVANDO CHE
2

ou 2 | ou
2 _ _
‘VU(SU,t)‘ - ax(x7t) + ‘ay(xat)
ou 2
> |

DALLA (15) SEGUE
u*(z,y) <

d
Tld=a [ [Va@oPa (7

E PERCIO LA (16) VALE, A MAGGIOR
RACGIONE, PER OGNI (z,y) € R.

4) STABILIRE SE ESISTE UNA COSTANTE
C, INDIPENDENTE DALLA FUNZIONE u,
TALE CHE |julls < C'||Vul|2. SUGGERI-
MENTO: INTEGRARE LA (16) PRIMA IN
dr E POI IN dy.

INTEGRANDO AMBO I MEMBRI DEL-
LA (17) RISPETTO ALLA  SULL'INTER-
VALLO (a,b), ED USANDO LE FORMULE
DI RIDUZIONE DI UN INTEGRALE DOPPIO
A DUE INTEGRALI SEMPLICI, TROVIAMO

b
/ w?(x,y) de <

1

— (d—c¢) / \Vu(x,t)* do dt.

4 R

ORA OSSERVIAMO CHE IL PRIMO MEM-

BRO DIPENDE DA y, MENTRE IL SECON-
DO E UNA COSTANTE.

INTEGRANDO AMBO 1 MEMBRI RI-
SPETTO ALLA y SULL'INTERVALLO (¢, d),
ED USANDO ANCORA LE FORMULE DI
RIDUZIONE, TROVIAMO

/ u?(x,y) de dy <
R

1
— |R| / \Vu(x,t)|* d dt,
4 R

DOVE |R| = (b—a) (d—¢) E L’AREA DEL
RETTANGOLO R. SI DEDUCE CHE LA
COSTANTE CERCATA ESISTE, E SI PUO
PRENDERE

1
C: 5\/|R‘

PER ALTRA VIA SI PUO TROVARE LA CO-
STANTE PIU PICCOLA PER IL RETTAN-
GOLO DATO R, CHE E
|R|
Cr =
7/ (b—a)?+ (d—c)?

(v. COURANT-HILBERT, VOL. I, PAG.
301).
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[206]

CONTINUITA
CONSIDERIAMO LA SUCCESSIONE DELLE
FUNZIONI u,, DATE DA u,(z) = z"/y/n
PER = € [0,1] ED n = 1,2,... E INDI-

CHIAMO CON F' IL FUNZIONALE DI DiI-
RICHLET

Flu] = /Ol(u'(x))2 dr.

1) STABILIRE SE Fu,] AMMETTE LIMI-
TE (NEL SENSO DEI NUMERI REALI).

ESSENDO u/,(x) = v/ "1, ST TROVA

1
Flu,| = n/ "% dx
0

n
on—1"

|—

DUNQUE lim Flu,] =

n—-+00 2

2) STABILIRE SE u,, CONVERGE UNIFOR-~
MEMENTE.

POICHE m[ax]|un(a:)| =1/y/n — 0,
z€|0,1
LA SUCCESSIONE DATA CONVERGE UNI-

FORMEMENTE ALLA FUNZIONE IDENTI-
CAMENTE NULLA.

3) STABILIRE SE IL FUNZIONALE F':
C'([0,1]) — R E CONTINUO RISPETTO
ALLA NORMA DI C°([0,1]) (LA COSID-
DETTA NORMA UNIFORME O DEL MAS-
SIMO).

LA CONTINUITA DI UN FUNZIONALE
F NELLO sPAZIO CY(]0, 1]) SUSSISTE SE,
OGNIQUALVOLTA UNA SUCCESSIONE DI
FUNZIONI u, IN TALE SPAZIO CONVER-
GE UNIFORMEMENTE, INDICATA CON 1
LA FUNZIONE LIMITE RISULTA
lim Flu,| = Flug. (18)
n—-+00
PERCHE IL FUNZIONALE F POSSA DIR-
SI DISCONTINUO E PERCIO SUFFICIENTE
ESIBIRE ANCHE UN SOLO CONTROESEM-
PIO.

NEL PRESENTE CASO, LA SUCCES-
SIONE (u,) ESAMINATA NEGLI ESERCIZI
PRECEDENTI COSTITUISCE UN CONTRO-
ESEMPIO ALLA (18).

INFATTI, AVENDO STABILITO CHE uy,
CONVERGE UNIFORMEMENTE ALLA FUN-
ZIONE ug(xz) = 0, SOSTITUENDO NELLA
(18) TROVIAMO AL PRIMO MEMBRO % E
AL SECONDO MEMBRO 0.

IN CONCLUSIONE, POSSIAMO AFFER-
MARE CHE IL FUNZIONALE DATO E DI-
SCONTINUO RISPETTO ALLA NORMA DI
CV([0, 1]).

SEGUENDO IL RAGIONAMENTO SVOLTO
A PAG. Md42 A PROPOSITO DEL FUN-
ZIONALE LUNGHEZZA DEL GRAFICO, SI
PUO DIMOSTRARE CHE IL FUNZIONALE
F E SEMICONTINUO INFERIORMENTE RI-
SPETTO ALLA SUDDETTA NORMA.
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[207]

CONVERGENZA DEBOLE

CONSIDERIAMO LA SUCCESSIONE DELLE
FUNZIONI u,, DATE DA u,(x) = 2" sennz
PER z € (—m,m) ED n=1,2,...

1) CALCOLARE IL LIMITE
n1—1>I—i{l ||unHL2 (—m,m))-

APPLICANDO LA DEFINIZIONE, TROVIA-

MO
T
/ 22" sen? nx dx

™

HunH%Z((ﬂr,w))

= 2%,

DA CUI SEGUE CHE

lim ||unHL2 (—m,m)) = +00.
n—-+00

2) STABILIRE SE LA SERIE

> “;72 2 (19)

k=1 HukH (—7,7))

CONVERGE IN L?((—m, 7)) (SUGGERIMEN-
TO: USARE LA COMPLETEZZA, OPPURE
LA TOTALE CONVERGENZA).

PosTo

ug(z)
3/2
(—m,m))

S —
el [|ug |7

1
ok/2 3/47
SI CONSTATA CHE LA SERIE

+00
D5k
k=1

Elementi di analisi funzionale e metodo diretto — Svolgimento degli esercizi —

B UNA SERIE GEOMETRICA DI RAGIONE
1/v/2 € (0,1), DUNQUE UNA SERIE CON-
VERGENTE.

LA SERIE (19) RISULTA QUINDI TOTAL-
MENTE CONVERGENTE, E PERCIO CON-
VERGE UNIFORMEMENTE AD UNA FUN-
ZIONE vy € C([—m,71]) IL CUI GRAFICO
SI RIPORTA QUI APPRESSO:

[
—

A MAGGIOR RAGIONE, LA SERIE (19)
CONVERGE A vy IN L?((—m,m)).

ALLO STESSO RISULTATO SI PERVIE-
NE USANDO IL CRITERIO DI CAUCHY: A
TAL FINE, DOBBIAMO CONSIDERARE LA
SOMMA

Seole) = 3

k=n HukH 71"7'())

E VEDERE SE
lim HSanL2((—7T7r)) = 0. (20)

n,m—-+00
APPLICANDO LA DEFINIZIONE, E SIC-
COME senkxr E ORTOGONALE A sen hx

QUANDO k # h, SI TROVA

m

_ Z !

|| 22 ((=r,m)

||Snm‘|%2((—7r7r))

S
ok '
k=n m
POICHE L’ULTIMA SERIE E LA COSID-
DETTA SERIE RESTO DI UNA SERIE CON-
VERGENTE, SI VERIFICA LA (20).

PER LA COMPLETEZZA DI L*((—m, 7)),
LA CONDIZIONE (20) IMPLICA LA CON-
VERGENZA DELLA SERIE (19) IN TALE
SPAZIO FUNZIONALE.
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3) INDICATA CON wy(x) LA SOMMA DEL-
LA SERIE (19), CALCOLARE IL LIMITE

™

lim up(x) vo(z) de.

n——+00 -

LA CONVERGENZA IN L*((—7, 7)), E, A
MAGGIOR RAGIONE, LA CONVERGENZA
UNTFORME IN CY([—7,7]), IMPLICANO
CHE SI PUO SCAMBIARE LA SERIE CON
L'INTEGRALE E SCRIVERE

+00
Q (un|uk)
/ un(z) vo(x) dr = Z 3/2
-7 k=1 ||ukHL2((—7T,7T))
_ /2 1/4

Y

k 2
IN QUANTO (uplug) = 6" [[tn|T2( 1 1)
ESSENDO 6"* IL DELTA DI KRONECKER.
D1 CONSEGUENZA, SI TROVA

™

lim Up () vo(x) de = 400, (21)

n—-+00 o

4) STABILIRE SE LA SUCCESSIONE DA-
TA CONVERGE DEBOLMENTE IN L*((—,

m)).

PER LA DEFINIZIONE DI CONVER-
GENZA DEBOLE DI u, AD UNA CERTA
ug € L*((—m,m)), DEVE AVERSI

™

lim up(x) v(x) dz

n—-+00 -

m

:/ uo(x) v(x) dx
—T

PER OGNI FUNZIONE v € L*((—m,7)).

IN PARTICOLARE IL VALORE DEL LIMI-

TE DEVE ESSERE FINITO.

MA POICHE NELL'ESERCIZIO PRECE-
DENTE ABBIAMO TROVATO UNA PARTI-
COLARE FUNZIONE vy PER LA QUALE
VALE LA (21), POSSIAMO CONCLUDERE
CHE 1, NON CONVERGE DEBOLMENTE.

LA CONCLUSIONE E IN ACCORDO COL
FATTO GENERALE CHE, SE UNA SUCCES-
SIONE DI FUNZIONI u,, CONVERGE DE-
BOLMENTE IN UN DATO SPAZIO DI BA-
NACH, ALLORA LA SUCCESSIONE DELLE
LORO NORME E LIMITATA: VEDERE AD
ESEMPIO BREZIS, ANALISI FUNZIONALE,
ProrosizioNg I11.5 (iii).

CIO SEGUE, A SUA VOLTA, DA UN
FONDAMENTALE TEOREMA DI ANALISI
FUNZIONALE: IL TEOREMA DI BANACH-
STEINHAUS, DETTO ANCHE TEOREMA
DELL'UNIFORME LIMITATEZZA (BREZIS,
LOC. CIT., TEOREMA II.1).
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