
Emanuele RECCIA

INTRODUZIONE AL CONCETTO DI SFORZO
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La descrizione della distribuzione delle forze interne in un corpo viene fatta 
introducendo il concetto di sforzo, o tensione. 

Lo sviluppo di questo concetto è iniziato con Galilei, James Bernoulli, Eulero, 
Newton… 

Molti studiosi hanno contribuito in maniera significativa: Hooke, Young, Poisson… 
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Navier, Claude-Louis-Marie-Henri (1827) Mémoire sur les lois de l'équilibre et 
du mouvement des corps solides élastiques, Mémoires de l’Académie Royale 
des Sciences de l’Institut de France, vol.7, pp. 375-393.
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Un contributo fondamentale è stato dato da Navier 

 

Claude-Louis-Marie-Henri Navier 
(Digione 1785, Parigi 1836)



Cauchy, Augustin-Louis (1827) De la pression ou tension dans un corps 
solide, Exercices de Mathématiques, vol. 2, pp. 42-56 
(Œuvres complètes, série 2, tome 7, pp. 60-78)

Cauchy, Augustin-Louis (1827) Addition à l'article précédent, Exercices de 
Mathématiques, vol. 2, pp. 57-59 
(Œuvres complètes, série 2, tome 7, pp. 79-81)

La trattazione completa si deve a Cauchy 

 

_ Azioni interne

Cauchy, Augustin-Louis (1828) Sur les équations qui expriment les 
conditions d'équilibre ou les lois du mouvement intérieur d'un corps solide, 
élastique, ou non élastiques, Exercices de Mathématiques, vol. 3, pp. 
160-187. 
(Œuvres complètes, série 2, tome 8, pp. 195-226)

Augustin-Louis Cauchy
(Parigi 1789, Sceaux 1857)
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⃗p = px ⃗i + py ⃗j + pz
⃗k ⃗p = {px, py, pz}

p =
[N ]
[L]2 Pa = N/m2PRESSIONE

⃗pFORZE DI SUPERFICIE

⃗F = Fx ⃗i + Fy ⃗j + Fz
⃗k ⃗F = {Fx, Fy, Fz}

F =
[F]
[L]3 ρ = N/m3PESO SPECIFICO

FORZE DI VOLUME ⃗F
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CONDIZIONI DI EQUILIBRIO

⃗R = 0⃗ ⃗M(O) = 0⃗&
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⃗R = Rx ⃗i + Ry ⃗j + Rz
⃗k = 0⃗

Rx = 0
Ry = 0
Rz = 0

⃗R = 0⃗

⃗M(O) = 0⃗

⃗M(O) = M(O)x ⃗i + M(O)y ⃗j + M(O)z
⃗k = ⃗O

M(O)x = 0
M(O)y = 0
M(O)z = 0
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CONDIZIONI DI EQUILIBRIO

⃗R = 0⃗ ⃗M(O) = 0⃗&

⃗M(O) = 0⃗

⃗M(O) = M(O)x ⃗i + M(O)y ⃗j + M(O)z
⃗k = ⃗O

M(O)x = 0
M(O)y = 0
M(O)z = 0

P = (x, y, z)
⃗P − O = ⃗r = x ⃗i + y ⃗j + z ⃗k

⃗r = {x, y, z}
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P = (x, y, z)
⃗P − O = ⃗r = x ⃗i + y ⃗j + z ⃗k

⃗r = {x, y, z}



CONDIZIONI DI EQUILIBRIO

⃗R = 0⃗ ⃗M(O) = 0⃗&

⃗M(O) = ∫S
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CONDIZIONI DI EQUILIBRIO

⃗R = 0⃗ ⃗M(O) = 0⃗&

P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

⃗M(O) = ∫S
⃗r ∧ ⃗pdS + ∫V

⃗r ∧ ⃗F dV = 0⃗

⃗r ∧ ⃗p = det
⃗i ⃗j ⃗k

x y z
px py pz

= + ⃗i
y z
py pz

− ⃗j
x z
px pz

+ ⃗k
x y
px py

=

= ⃗i (pzy − pyz) − ⃗j (pzx − pxz) + ⃗k (pyx − pxy)
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t =

[N ]
[L]2 Pa = N/m2PRESSIONE

FORZE INTERNE ⃗t

⃗t VETTORE SFORZO o TENSIONE
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_ Azioni interne

O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

d ⃗T + = ⃗tdΩ+

d ⃗T − = ⃗tdΩ−

dΩ+

dΩ−



P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

⃗t = tx ⃗i + ty ⃗j + tz ⃗k ⃗t = {tx, ty, tz}
t =

[N ]
[L]2 Pa = N/m2PRESSIONE

FORZE INTERNE ⃗t

⃗t VETTORE SFORZO o TENSIONE

⃗t = ⃗t ( ⃗r, ⃗n)
⃗r = {x, y, z}
⃗n = {nx, ny, nz} ⃗n = nx ⃗i + ny ⃗j + nz

⃗k

⃗n
⃗tdΩ

P

_ Azioni interne

O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

d ⃗T + = ⃗tdΩ+

d ⃗T − = ⃗tdΩ−

dΩ+

dΩ−



P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

⃗t = tx ⃗i + ty ⃗j + tz ⃗k ⃗t = {tx, ty, tz}
t =

[N ]
[L]2 Pa = N/m2PRESSIONE

FORZE INTERNE ⃗t

⃗t VETTORE SFORZO o TENSIONE

⃗t = ⃗t ( ⃗r, ⃗n)
⃗r = {x, y, z}
⃗n = {nx, ny, nz} ⃗n = nx ⃗i + ny ⃗j + nz

⃗k

⃗n
⃗tdΩ

P

_ Azioni interne

O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

d ⃗T + = ⃗tdΩ+

d ⃗T − = ⃗tdΩ−

dΩ+

dΩ−

αx = ⃗n × ⃗i

αy = ⃗n × ⃗j

αz = ⃗n × ⃗k

αx = cos { ̂⃗n, ⃗i}
αy = cos { ̂⃗n, ⃗j}
αz = cos { ̂⃗n, ⃗k}

(α2
x + α2

y + α2
z ) = | ⃗n |2 = 1



P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

⃗t = tx ⃗i + ty ⃗j + tz ⃗k ⃗t = {tx, ty, tz}
t =

[N ]
[L]2 Pa = N/m2PRESSIONE

FORZE INTERNE ⃗t

⃗t VETTORE SFORZO o TENSIONE

⃗t = ⃗t ( ⃗r, ⃗n)
⃗r = {x, y, z}
⃗n = {αx, αy, αz} ⃗n = αx ⃗i + αy ⃗j + αz

⃗k

⃗n
⃗tdΩ

P

_ Azioni interne

O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

d ⃗T + = ⃗tdΩ+

d ⃗T − = ⃗tdΩ−

dΩ+

dΩ−

αx = ⃗n × ⃗i

αy = ⃗n × ⃗j

αz = ⃗n × ⃗k

αx = cos { ̂⃗n, ⃗i}
αy = cos { ̂⃗n, ⃗j}
αz = cos { ̂⃗n, ⃗k}

(α2
x + α2

y + α2
z ) = | ⃗n |2 = 1



P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

⃗t = tx ⃗i + ty ⃗j + tz ⃗k ⃗t = {tx, ty, tz}
t =

[N ]
[L]2 Pa = N/m2PRESSIONE

FORZE INTERNE ⃗t

⃗t VETTORE SFORZO o TENSIONE

⃗t = ⃗t ( ⃗r, ⃗n)
⃗r = {x, y, z}
⃗n = {αx, αy, αz}

⃗n
⃗tdΩ

P

_ Azioni interne

O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

d ⃗T + = ⃗tdΩ+

d ⃗T − = ⃗tdΩ−

dΩ+

dΩ−

P p



P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

⃗t = tx ⃗i + ty ⃗j + tz ⃗k ⃗t = {tx, ty, tz}
t =

[N ]
[L]2 Pa = N/m2PRESSIONE

FORZE INTERNE ⃗t

⃗t VETTORE SFORZO o TENSIONE

⃗t = ⃗t ( ⃗r, ⃗n)
⃗r = {x, y, z}
⃗n = {αx, αy, αz}

⃗n
⃗tdΩ

P

_ Azioni interne

O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

d ⃗T + = ⃗tdΩ+

d ⃗T − = ⃗tdΩ−

dΩ+

dΩ−

P p

P
p′￼



⃗n
⃗tdΩ

P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

⃗t = tx ⃗i + ty ⃗j + tz ⃗k ⃗t = {tx, ty, tz}
t =

[N ]
[L]2 Pa = N/m2PRESSIONE

FORZE INTERNE ⃗t

⃗t VETTORE SFORZO o TENSIONE

⃗t = ⃗t ( ⃗r, ⃗n)
⃗r = {x, y, z}

dΩ′￼

_ Azioni interne

⃗n′￼

⃗t ′￼

P

⃗n′￼= {α′￼x, α′￼y, α′￼z}
O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

d ⃗T + = ⃗tdΩ+

d ⃗T − = ⃗tdΩ−

dΩ+

dΩ−

⃗n = {αx, αy, αz}

P p

P
p′￼



⃗n
⃗tdΩ

P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

⃗t = tx ⃗i + ty ⃗j + tz ⃗k ⃗t = {tx, ty, tz}
t =

[N ]
[L]2 Pa = N/m2PRESSIONE

FORZE INTERNE ⃗t

⃗t VETTORE SFORZO o TENSIONE

⃗t = ⃗t ( ⃗r, ⃗n)
⃗r = {x, y, z}

dΩ′￼

_ Azioni interne

⃗n′￼

⃗t ′￼

P

⃗t = ⃗t ( ⃗r, ⃗n) ≠ ⃗t ′￼= ⃗t ′￼( ⃗r, ⃗n′￼)

⃗n′￼= {α′￼x, α′￼y, α′￼z}
O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

d ⃗T + = ⃗tdΩ+

d ⃗T − = ⃗tdΩ−

dΩ+

dΩ−

⃗n = {αx, αy, αz}



⃗n
⃗tdΩ

P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

⃗t = tx ⃗i + ty ⃗j + tz ⃗k ⃗t = {tx, ty, tz}
t =

[N ]
[L]2 Pa = N/m2PRESSIONE

FORZE INTERNE ⃗t

⃗t VETTORE SFORZO o TENSIONE

⃗t = ⃗t ( ⃗r, ⃗n)
⃗r = {x, y, z}

dΩ′￼

_ Azioni interne

⃗n′￼

⃗t ′￼

P

⃗t = ⃗t ( ⃗r, ⃗n) ≠ ⃗t ′￼= ⃗t ′￼( ⃗r, ⃗n′￼)
Per ogni giacitura si ha un vettore sforzo!

O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

d ⃗T + = ⃗tdΩ+

d ⃗T − = ⃗tdΩ−

dΩ+

dΩ−

⃗n′￼= {α′￼x, α′￼y, α′￼z}⃗n = {αx, αy, αz}



P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

FORZE INTERNE

O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

⃗t

⃗t

dΩ+

dΩ−

_ Azioni interne

⃗t ( ⃗r, ⃗n) dΩ+ + ⃗t ( ⃗r, − ⃗n) dΩ− = 0⃗

Devono rispettare il principio di reciprocità

FORZE INTERNE ⃗t



P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

_ Azioni interne

⃗t ( ⃗r, ⃗n) dΩ+ + ⃗t ( ⃗r, − ⃗n) dΩ− = 0⃗

⃗n − ⃗n

O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

⃗t

⃗t

dΩ+

dΩ−

Devono rispettare il principio di reciprocità

FORZE INTERNE ⃗t



P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

_ Azioni interne

⃗t ( ⃗r, ⃗n) + ⃗t ( ⃗r, − ⃗n) = 0⃗

⃗t ( ⃗r, ⃗n) = − ⃗t ( ⃗r, − ⃗n)

⃗t ( ⃗r, ⃗n) dΩ+ + ⃗t ( ⃗r, − ⃗n) dΩ− = 0⃗

⃗n − ⃗n

O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

⃗t

⃗t

dΩ+

dΩ−

Devono rispettare il principio di reciprocità

FORZE INTERNE ⃗t



P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

_ Azioni interne

⃗t ( ⃗r, ⃗n) + ⃗t ( ⃗r, − ⃗n) = 0⃗

⃗t ( ⃗r, ⃗n) = − ⃗t ( ⃗r, − ⃗n)

⃗t ( ∘ , ⃗n) ⃗tn

⃗t ( ⃗r, ⃗n) dΩ+ + ⃗t ( ⃗r, − ⃗n) dΩ− = 0⃗

⃗n − ⃗n

Fissato P risulta fissato :

 (nel punto P) dipende solo da 

⃗r
⃗t ⃗n

O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

⃗t

⃗t

dΩ+

dΩ−

⃗n
⃗tdΩ

P

Devono rispettare il principio di reciprocità

FORZE INTERNE ⃗t



P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

_ Azioni interne

⃗t ( ⃗r, ⃗n) + ⃗t ( ⃗r, − ⃗n) = 0⃗

⃗t ( ⃗r, ⃗n) = − ⃗t ( ⃗r, − ⃗n)

⃗t ( ∘ , ⃗n) ⃗tn

⃗tn = − ⃗t−n

⃗t ( ⃗r, ⃗n) dΩ+ + ⃗t ( ⃗r, − ⃗n) dΩ− = 0⃗

⃗n − ⃗n

Fissato P risulta fissato :

 (nel punto P) dipende solo da 

⃗r
⃗t ⃗n

Per il principio di reciprocità

O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

⃗tn

⃗t−n

dΩ+

dΩ−

⃗n
⃗tndΩ

P

Devono rispettare il principio di reciprocità

FORZE INTERNE ⃗t



P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

_ Tensione secondo Cauchy
POSTULATO DI CAUCHY

lim
ΔΩ→0

Δ ⃗T
ΔΩ

=
d ⃗T
dΩ

= ⃗tn

⃗n
⃗tndΩ

P

O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

⃗tn

⃗t−n

dΩ+

dΩ−

Sia  la risultante delle forze che il tronco  
trasmette al tronco , si assume che: 

ΔT V+

V−



P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

POSTULATO DI CAUCHY

_ Tensione secondo Cauchy

⃗n
⃗tndΩ

P

O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

⃗tn

⃗t−n

dΩ+

dΩ−

lim
ΔΩ→0

Δ ⃗T
ΔΩ

=
d ⃗T
dΩ

= ⃗tn

⃗tn = lim
ΔΩ→0

Δ ⃗T
ΔΩ

Vettore sforzo 

secondo Cauchy 

Sia  la risultante delle forze che il tronco  
trasmette al tronco , si assume che: 

ΔT V+

V−



P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}

Sia  la risultante delle forze che il tronco  
trasmette al tronco , si assume che: 

ΔT V+

V−

POSTULATO DI CAUCHY

_ Tensione secondo Cauchy

⃗n
⃗tndΩ

P

O

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

P+

⃗r

V+

V−

Ω+

Ω−

P−

⃗n
− ⃗n

⃗tn

⃗t−n

dΩ+

dΩ−

⃗tn = − ⃗t−n

LEMMA di Cauchy

lim
ΔΩ→0

Δ ⃗T
ΔΩ

=
d ⃗T
dΩ

= ⃗tn

⃗tn = lim
ΔΩ→0

Δ ⃗T
ΔΩ

Vettore sforzo 

secondo Cauchy 



_ Tensione secondo Cauchy

⃗n
⃗tndΩ

P

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

O

tnx

tny

tnz

⃗tn = tnx ⃗i + tny ⃗j + tnz
⃗k ⃗tn = {tnx

, tny
, tnz}

COMPONENTI CARTESIANE DI TENSIONE

⃗i , ⃗j , ⃗k



_ Tensione secondo Cauchy

x

y

z

O

tnq

tns

tnn
dΩ

⃗n
⃗tnP

⃗q
⃗s

⃗n

⃗n
⃗tndΩ

P

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

O

tnx

tny

tnz

⃗tn = tnn ⃗n + tnq ⃗q + tns ⃗s ⃗tn = {tnn, tnq, tns}
⃗n, ⃗q, ⃗s

COMPONENTI SPECIALI DI TENSIONE

⃗tn = tnx ⃗i + tny ⃗j + tnz
⃗k ⃗tn = {tnx

, tny
, tnz}

COMPONENTI CARTESIANE DI TENSIONE

⃗i , ⃗j , ⃗k



_ Tensione secondo Cauchy

x

y

z

O

τnq

τns

σn
dΩ

⃗n
⃗tnP

⃗q
⃗s

⃗n

⃗n
⃗tndΩ

P

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

O

tnx

tny

tnz

 - componente normale

 e   - componenti tangenziali 

σn
τnq τns

⃗tn = tnn ⃗n + tnq ⃗q + tns ⃗s ⃗tn = {tnn, tnq, tns}
⃗n, ⃗q, ⃗s

COMPONENTI SPECIALI DI TENSIONE

⃗tn = tnx ⃗i + tny ⃗j + tnz
⃗k ⃗tn = {tnx

, tny
, tnz}

COMPONENTI CARTESIANE DI TENSIONE

⃗i , ⃗j , ⃗k



_ Tensione secondo Cauchy

x

y

z

O

τnq

τns

σn
dΩ

⃗n
⃗tnP

⃗q
⃗s

⃗n

⃗n
⃗tndΩ

P

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

O

tnx

tny

tnz

⃗tn = σn ⃗n + τnq ⃗q + τns ⃗s ⃗tn = {σn, τnq, τns}
⃗n, ⃗q, ⃗s

COMPONENTI SPECIALI DI TENSIONE

 - componente normale

 e   - componenti tangenziali 

σn
τnq τns

⃗tn = tnx ⃗i + tny ⃗j + tnz
⃗k ⃗tn = {tnx

, tny
, tnz}

COMPONENTI CARTESIANE DI TENSIONE

⃗i , ⃗j , ⃗k



_ Tensione secondo Cauchy

x

y

z

O

τnq

τns

σn

τn

dΩ
⃗n

⃗tnP

⃗q
⃗s

⃗n

⃗n
⃗tndΩ

P

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

O

tnx

tny

tnz

τn = τ2
nq + τ2

ns

⃗tn = σn ⃗n + τnq ⃗q + τns ⃗s ⃗tn = {σn, τnq, τns}
⃗n, ⃗q, ⃗s

COMPONENTI SPECIALI DI TENSIONE

 - componente normale

 - componente tangenziale totale 

σn
τn

⃗tn = tnx ⃗i + tny ⃗j + tnz
⃗k ⃗tn = {tnx

, tny
, tnz}

COMPONENTI CARTESIANE DI TENSIONE

⃗i , ⃗j , ⃗k



_ Tensione secondo Cauchy

x

y

z

O

τnq

τns

σn
dΩ

⃗n
⃗tnP

⃗q
⃗s

⃗n

⃗n
⃗tndΩ

P

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

O

tnx

tny

tnz

αx = ⃗n × ⃗i αy = ⃗n × ⃗j αz = ⃗n × ⃗k

αx = cos { ̂⃗n, ⃗i} αy = cos { ̂⃗n, ⃗j} αz = cos { ̂⃗n, ⃗k}

(α2
x + α2

y + α2
z ) = | ⃗n |2 = 1

⃗n = {αx, αy, αz}

⃗tn = σn ⃗n + τnq ⃗q + τns ⃗s ⃗tn = {σn, τnq, τns}
⃗n, ⃗q, ⃗s

COMPONENTI SPECIALI DI TENSIONE

⃗n = αx ⃗i + αy ⃗j + αz
⃗k

⃗tn = tnx ⃗i + tny ⃗j + tnz
⃗k ⃗tn = {tnx

, tny
, tnz}

COMPONENTI CARTESIANE DI TENSIONE

⃗i , ⃗j , ⃗k



_ Tensione secondo Cauchy

x

y

z

O

τnq

τns

σn
dΩ

⃗n
⃗tnP

⃗q
⃗s

⃗n

⃗n
⃗tndΩ

P

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

O

tnx

tny

tnz

βx = ⃗q × ⃗i βy = ⃗q × ⃗j βz = ⃗q × ⃗k

βx = cos { ̂⃗q, ⃗i} βy = cos { ̂⃗q, ⃗j} βz = cos { ̂⃗q, ⃗k}

(β2
x + β2

y + β2
z ) = | ⃗q |2 = 1

⃗q = {βx, βy, βz}

⃗tn = σn ⃗n + τnq ⃗q + τns ⃗s ⃗tn = {σn, τnq, τns}
⃗n, ⃗q, ⃗s

COMPONENTI SPECIALI DI TENSIONE

⃗q = βx ⃗i + βy ⃗j + βz
⃗k

⃗tn = tnx ⃗i + tny ⃗j + tnz
⃗k ⃗tn = {tnx

, tny
, tnz}

COMPONENTI CARTESIANE DI TENSIONE

⃗i , ⃗j , ⃗k



_ Tensione secondo Cauchy

x

y

z

O

τnq

τns

σn
dΩ

⃗n
⃗tnP

⃗q
⃗s

⃗n

⃗n
⃗tndΩ

P

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

O

tnx

tny

tnz

γx = ⃗s × ⃗i γy = ⃗s × ⃗j γz = ⃗s × ⃗k

γx = cos { ̂⃗s, ⃗i} γy = cos { ̂⃗s, ⃗j} γz = cos { ̂⃗s, ⃗k}

(γ2
x + γ2

y + γ2
z ) = | ⃗s |2 = 1

⃗s = {γx, γy, γz}

⃗tn = σn ⃗n + τnq ⃗q + τns ⃗s ⃗tn = {σn, τnq, τns}
⃗n, ⃗q, ⃗s

COMPONENTI SPECIALI DI TENSIONE

⃗s = γx ⃗i + γy ⃗j + γz
⃗k

⃗tn = tnx ⃗i + tny ⃗j + tnz
⃗k ⃗tn = {tnx

, tny
, tnz}

COMPONENTI CARTESIANE DI TENSIONE

⃗i , ⃗j , ⃗k



_ Tensione secondo Cauchy
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z

O
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τns

σn
dΩ

⃗n
⃗tnP
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⃗n

⃗n
⃗tndΩ

P

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

O

tnx

tny

tnz

⃗tn = σn ⃗n + τnq ⃗q + τns ⃗s ⃗tn = {σn, τnq, τns}
⃗n, ⃗q, ⃗s

COMPONENTI SPECIALI DI TENSIONE

⃗n = αx ⃗i + αy ⃗j + αz
⃗k

⃗q = βx ⃗i + βy ⃗j + βz
⃗k

⃗s = γx ⃗i + γy ⃗j + γz
⃗k

⃗tn = tnx ⃗i + tny ⃗j + tnz
⃗k ⃗tn = {tnx

, tny
, tnz}

COMPONENTI CARTESIANE DI TENSIONE

⃗i , ⃗j , ⃗k



_ Tensione secondo Cauchy
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y

z

O

τnq

τns

σn
dΩ
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⃗tnP
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⃗s

⃗n

⃗n
⃗tndΩ

P

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

O

tnx

tny

tnz

⃗tn = σn ⃗n + τnq ⃗q + τns ⃗s ⃗tn = {σn, τnq, τns}
⃗n, ⃗q, ⃗s

COMPONENTI SPECIALI DI TENSIONE

σn = tnxαx + tnyαy + tnzαz

τnq = tnxβx + tnyβy + tnzβz

τns = tnxγx + tnyγy + tnzγz

⃗n = αx ⃗i + αy ⃗j + αz
⃗k

⃗q = βx ⃗i + βy ⃗j + βz
⃗k

⃗s = γx ⃗i + γy ⃗j + γz
⃗k

⃗tn = tnx ⃗i + tny ⃗j + tnz
⃗k ⃗tn = {tnx

, tny
, tnz}

COMPONENTI CARTESIANE DI TENSIONE

⃗i , ⃗j , ⃗k



_ Tensione secondo Cauchy

x

y

z

O

τnq

τns

σn
dΩ

⃗n
⃗tnP

⃗q
⃗s

⃗n

⃗n
⃗tndΩ

P

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

O

tnx

tny

tnz

⃗tn = σn ⃗n + τnq ⃗q + τns ⃗s ⃗tn = {σn, τnq, τns}
⃗n, ⃗q, ⃗s

COMPONENTI SPECIALI DI TENSIONE

σn = tnxαx + tnyαy + tnzαz

τnq = tnxβx + tnyβy + tnzβz

τns = tnxγx + tnyγy + tnzγz

⃗n = αx ⃗i + αy ⃗j + αz
⃗k

⃗q = βx ⃗i + βy ⃗j + βz
⃗k

⃗s = γx ⃗i + γy ⃗j + γz
⃗k

⃗tn = tnx ⃗i + tny ⃗j + tnz
⃗k ⃗tn = {tnx

, tny
, tnz}

COMPONENTI CARTESIANE DI TENSIONE

⃗i , ⃗j , ⃗k

⃗i = ⃗nαx + ⃗qβx + ⃗sγx

⃗j = ⃗nαy + ⃗qβy + ⃗sγy

⃗k = ⃗nαz + ⃗qβz + ⃗sγz



_ Tensione secondo Cauchy

x

y

z

O

τnq

τns

σn
dΩ

⃗n
⃗tnP

⃗q
⃗s

⃗n

⃗n
⃗tndΩ

P

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k

O

tnx

tny

tnz

⃗tn = σn ⃗n + τnq ⃗q + τns ⃗s ⃗tn = {σn, τnq, τns}
⃗n, ⃗q, ⃗s

COMPONENTI SPECIALI DI TENSIONE

σn = tnxαx + tnyαy + tnzαz

τnq = tnxβx + tnyβy + tnzβz

τns = tnxγx + tnyγy + tnzγz

⃗n = αx ⃗i + αy ⃗j + αz
⃗k

⃗q = βx ⃗i + βy ⃗j + βz
⃗k

⃗s = γx ⃗i + γy ⃗j + γz
⃗k

⃗tn = tnx ⃗i + tny ⃗j + tnz
⃗k ⃗tn = {tnx

, tny
, tnz}

COMPONENTI CARTESIANE DI TENSIONE

⃗i , ⃗j , ⃗k

⃗i = ⃗nαx + ⃗qβx + ⃗sγx

⃗j = ⃗nαy + ⃗qβy + ⃗sγy

⃗k = ⃗nαz + ⃗qβz + ⃗sγz

tnx = σnαx + τnqβx + τnsγx

tny = σnαy + τnqβy + τnsγy

tnz = σnαz + τnqβz + τnsγz



_ Tensione secondo Cauchy
TEOREMA DI CAUCHY

Assegnato un punto P all’interno del corpo, il vettore 
 varia al variare della giacitura, ovvero di .⃗tn ⃗n

⃗i

⃗j

⃗k ⃗n

x

y

z

P

⃗n
⃗tndΩn

dΩn

⃗n = {αx, αy, αz}



_ Tensione secondo Cauchy

− ⃗txdΩx

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k ⃗n

P

dΩx

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn



_ Tensione secondo Cauchy

− ⃗tydΩy

x

y

z

⃗i

⃗j

⃗k ⃗n

P

dΩy

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn



_ Tensione secondo Cauchy

x

− ⃗t zdΩz

y

z

⃗i

⃗j

⃗k ⃗n

P
dΩz

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn



_ Tensione secondo Cauchy

x

− ⃗tydΩy

− ⃗t zdΩz

y

z

⃗i

⃗j

⃗k ⃗n

⃗n
⃗tndΩn

− ⃗txdΩx

P
dΩn

dΩxdΩy

dΩz

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn



_ Tensione secondo Cauchy

x

− ⃗tydΩy

− ⃗t zdΩz

y

z

⃗i

⃗j

⃗k ⃗n

⃗n
⃗tndΩn

− ⃗txdΩx

P
dΩn

dΩxdΩy

dΩz

⃗F dV

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn



_ Tensione secondo Cauchy

x

− ⃗tydΩy

− ⃗t zdΩz

y

z

⃗i

⃗j

⃗k ⃗n

⃗n
⃗tndΩn

− ⃗txdΩx

P
dΩn

dΩxdΩy

dΩz

⃗F dV

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn

CONDIZIONI DI EQUILIBRIO
⃗R = 0⃗ ⃗M(O) = 0⃗&



_ Tensione secondo Cauchy

x

− ⃗tydΩy

− ⃗t zdΩz

y

z

⃗i

⃗j

⃗k ⃗n

⃗n
⃗tndΩn

− ⃗txdΩx

P
dΩn

dΩxdΩy

dΩz

⃗F dV

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn

− ⃗txdΩx − ⃗tydΩy − ⃗t zdΩz + ⃗tndΩn + ⃗F dV = 0⃗

CONDIZIONI DI EQUILIBRIO
⃗R = 0⃗ ⃗M(O) = 0⃗&



_ Tensione secondo Cauchy

x

− ⃗tydΩy

− ⃗t zdΩz

y

z

⃗i

⃗j

⃗k ⃗n

⃗n
⃗tndΩn

− ⃗txdΩx

P

⃗F dV

dΩn

dΩxdΩy

dΩz

hn

− ⃗txdΩx − ⃗tydΩy − ⃗t zdΩz + ⃗tndΩn + ⃗F dV = 0⃗

CONDIZIONI DI EQUILIBRIO
⃗R = 0⃗ ⃗M(O) = 0⃗&

dV =
1
3

dΩnhn

hn → 0 dV → 0 ⃗F dV = ⃗F
1
3

dΩnhn = 0⃗

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn



_ Tensione secondo Cauchy

x

− ⃗tydΩy

− ⃗t zdΩz

y

z

⃗i

⃗j

⃗k ⃗n

⃗n
⃗tndΩn

− ⃗txdΩx

P

⃗F dV

dΩn

dΩxdΩy

dΩz

hn

dV =
1
3

dΩnhn

hn → 0 ⃗F dV = 0⃗

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn

− ⃗txdΩx − ⃗tydΩy − ⃗t zdΩz + ⃗tndΩn = 0⃗

CONDIZIONI DI EQUILIBRIO
⃗R = 0⃗ ⃗M(O) = 0⃗&



_ Tensione secondo Cauchy

x

− ⃗tydΩy

− ⃗t zdΩz

y

z

⃗i

⃗j

⃗k ⃗n

⃗n
⃗tndΩn

− ⃗txdΩx

P

⃗F dV

dΩn

dΩxdΩy

dΩz

hn

dV =
1
3

dΩnhn

hn → 0 ⃗F dV = 0⃗

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn

dΩx = αxdΩn dΩy = αydΩn dΩz = αzdΩn

αx = cos { ̂⃗n, ⃗i}
αy = cos { ̂⃗n, ⃗j}
αz = cos { ̂⃗n, ⃗k}

⃗n = αx ⃗i + αy ⃗j + αz
⃗k

− ⃗txdΩx − ⃗tydΩy − ⃗t zdΩz + ⃗tndΩn = 0⃗

CONDIZIONI DI EQUILIBRIO
⃗R = 0⃗ ⃗M(O) = 0⃗&



_ Tensione secondo Cauchy
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⃗n
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− ⃗txdΩx
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⃗F dV

dΩn

αxdΩnαydΩn

αzdΩn

hn

dV =
1
3

dΩnhn

hn → 0 ⃗F dV = 0⃗

− ⃗txαxdΩn − ⃗tyαydΩn − ⃗t zαzdΩn + ⃗tndΩn = 0⃗

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn

− ⃗txdΩx − ⃗tydΩy − ⃗t zdΩz + ⃗tndΩn = 0⃗

CONDIZIONI DI EQUILIBRIO
⃗R = 0⃗ ⃗M(O) = 0⃗&



_ Tensione secondo Cauchy
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dΩn
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hn

dV =
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dΩnhn

hn → 0 ⃗F dV = 0⃗

− ⃗txαxdΩn − ⃗tyαydΩn − ⃗t zαzdΩn + ⃗tndΩn = 0⃗

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn

− ⃗txdΩx − ⃗tydΩy − ⃗t zdΩz + ⃗tndΩn = 0⃗

CONDIZIONI DI EQUILIBRIO
⃗R = 0⃗ ⃗M(O) = 0⃗&

(− ⃗txαx − ⃗tyαy − ⃗t zαz + ⃗tn) dΩn = 0⃗



_ Tensione secondo Cauchy
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hn → 0 ⃗F dV = 0⃗

− ⃗txαxdΩn − ⃗tyαydΩn − ⃗t zαzdΩn + ⃗tndΩn = 0⃗

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn

− ⃗txdΩx − ⃗tydΩy − ⃗t zdΩz + ⃗tndΩn = 0⃗

CONDIZIONI DI EQUILIBRIO
⃗R = 0⃗ ⃗M(O) = 0⃗&

(− ⃗txαx − ⃗tyαy − ⃗t zαz + ⃗tn) dΩn = 0⃗

⃗tn = ⃗txαx + ⃗tyαy + ⃗t zαz



_ Tensione secondo Cauchy
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hn → 0 ⃗F dV = 0⃗

⃗tn = ⃗txαx + ⃗tyαy + ⃗t zαz

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn



_ Tensione secondo Cauchy
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hn

dV =
1
3

dΩnhn

hn → 0 ⃗F dV = 0⃗
x

y

z

txx

txy

txz
⃗tx = txx ⃗i + txy ⃗j + txz

⃗k

⃗tx = {txx, txy, txz}

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn

⃗tn = ⃗txαx + ⃗tyαy + ⃗t zαz



_ Tensione secondo Cauchy
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dΩnhn

hn → 0 ⃗F dV = 0⃗
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txy

txz
⃗tx = txx ⃗i + txy ⃗j + txz

⃗k

⃗tx = {txx, txy, txz}

⃗ty = tyx ⃗i + tyy ⃗j + tyz
⃗k ⃗ty = {tyx, tyy, tyz}

⃗t z = tzx ⃗i + tzy ⃗j + tzz
⃗k ⃗t z = {tzx, tzy, tzz}⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn

⃗tn = ⃗txαx + ⃗tyαy + ⃗t zαz



_ Tensione secondo Cauchy
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tnx = txxαx + tyxαy + tzxαz

tny = txyαx + tyyαy + tzyαz

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn

⃗tn = ⃗txαx + ⃗tyαy + ⃗t zαz



_ Tensione secondo Cauchy
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hn → 0 ⃗F dV = 0⃗

⃗tx = {txx, txy, txz} ⃗ty = {tyx, tyy, tyz} ⃗t z = {tzx, tzy, tzz}

tnz = txzαx + tyzαy + tzzαz

tnx = txxαx + tyxαy + tzxαz

tny = txyαx + tyyαy + tzyαz

⃗tx ⃗ty ⃗t z

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn

⃗tn = ⃗txαx + ⃗tyαy + ⃗t zαz



_ Tensione secondo Cauchy
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dΩnhn

hn → 0 ⃗F dV = 0⃗

⃗tx = σx ⃗i + τxy ⃗j + τxz
⃗k

⃗tx = {σx, τxy, τxz}
x

y

z

σx

τxy

τxz

⃗n = {αx, αy, αz}

TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.

⃗tn

⃗tn = ⃗txαx + ⃗tyαy + ⃗t zαz
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_ Tensione secondo Cauchy
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TEOREMA DI CAUCHY
É sufficiente conoscere la tensione  su 3 giaciture 
ortogonali per poter definire la tensione su qualunque 
altra giacitura.
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⃗tn = σ ⃗nRELAZIONE  
DI CAUCHY
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_ Tensione secondo Cauchy
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_ Tensione secondo Cauchy

x

y

z

P

x1

y1

z1

Gn

Gz

Gx
Gy

dΩx
dΩy

dΩz

⃗i

⃗j

⃗k ⃗n

⃗n = {αx, αy, αz}

(x1, y1, z1)

⃗M(Gn) = 0⃗

TEOREMA DI CAUCHY

⃗R = 0⃗ ⃗tn = σ ⃗n σ Tensore degli sforzi



_ Tensione secondo Cauchy

x

y

z

P

x1

y1

z1

Gn

Gz

Gx
Gy

dΩx
dΩy

dΩz

⃗i

⃗j

⃗k ⃗n

⃗n = {αx, αy, αz}

(x1, y1, z1)

⃗M(Gn) = 0⃗

M(Gn)x = 0
M(Gn)y = 0
M(Gn)z = 0

TEOREMA DI CAUCHY

⃗R = 0⃗ ⃗tn = σ ⃗n σ Tensore degli sforzi



_ Tensione secondo Cauchy

x

y

z

P

x1

y1

z1

Gn

Gz

Gx
Gy

dΩx
dΩy

dΩz

⃗i

⃗j

⃗k ⃗n

⃗n = {αx, αy, αz}

M(Gn)z = 0 M(Gn)z = τxydΩx
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_ Tensione secondo Cauchy
TEOREMA DI CAUCHY

⃗R = 0⃗ ⃗tn = σ ⃗n σ Tensore degli sforzi

⃗M(Gn) = 0⃗

M(Gn)x = 0
M(Gn)y = 0
M(Gn)z = 0 τxy = τyx

τzx = τxz

τyz = τzy

RECIPROCITA’  
DELLE TENSIONI


TANGENZIALI

è simmetricoσ
σx τyx τzx
τxy σy τzy
τxz τyx σz

σ =
σ = σT

 - 3 componenti normaliσ
 - 3 componenti tangenziali τ

6 componenti indipendenti:
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_ Altri modelli di tensione?



_ Altri modelli di tensione?

Cosserat, Eugène, et Cosserat, François (1909) Théorie 
des corps déformables, Hermann et fils, Paris.

François Cosserat
(Douai 1852 - 1914)

Eugène Cosserat
(Amiens 1866, Tolosa 1931)



P = (x, y, z)

⃗r = {x, y, z}
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⃗μ n

⃗μ −n

_ Altri modelli di tensione

⃗μ n
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_ Altri modelli di tensione

⃗μ n

Siano  e  la risultante delle forze e il momento 
risultante che il tronco  trasmette al tronco , 

si assume che: 

ΔT ΔM
V+ V−

lim
ΔΩ→0

Δ ⃗T
ΔΩ

=
d ⃗T
dΩ

= ⃗tn

lim
ΔΩ→0

Δ ⃗M
ΔΩ

=
d ⃗M
dΩ

= ⃗μ n

TENSIONE ALLA COSSERAT
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_ Altri modelli di tensione

⃗μ n

Siano  e  la risultante delle forze e il momento 
risultante che il tronco  trasmette al tronco , 

si assume che: 

ΔT ΔM
V+ V−

lim
ΔΩ→0

Δ ⃗T
ΔΩ

=
d ⃗T
dΩ

= ⃗tn

lim
ΔΩ→0

Δ ⃗M
ΔΩ

=
d ⃗M
dΩ

= ⃗μ n

TENSIONE ALLA COSSERAT

⃗tn = lim
ΔΩ→0

Δ ⃗T
ΔΩ

⃗tn = − ⃗t−n

⃗μ n = lim
ΔΩ→0

Δ ⃗M
ΔΩ

⃗μ n = − ⃗μ −n
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non è simmetrico!σ
σx τyx τzx
τxy σy τzy
τxz τyx σz

σ =
9 componenti indipendenti
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μ
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μ =
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