Es. 1

Con riferimento ad un generico sistema dinamico lineare tempo-invariante (LTI):

a) si enuncino, con la massima precisione possibile, le condizioni sotto le quali il sistema dinamico risulti
essere asintoticamente stabile, semplicemente stabile, instabile;

b) si scrivano le espressioni delle funzioni di trasferimento di tre sistemi del secondo ordine, il primo
asintoticamente stabile, il secondo semplicemente stabile, il terzo instabile

Es. 2

Quattro sistemi dinamici presentano poli e zeri disposti nel piano complesso come indicato nelle seguenti
figure
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Scrivere delle FdT compatibili con tali distribuzioni poli-zeri.
Per ciascuna di esse si dica, giustificando la risposta, se il sistema &

a) asintoticamente stabile
b) instabile
c) semplicemente stabile

Es. 3

Per ciascuno dei sistemi dinamici descritti dalle seguenti funzioni di trasferimento, si dica, giustificando la
risposta, se il sistema e:

a) asintoticamente stabile;

b) semplicemente stabile;

c) instabile.
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Es. 4

Con riferimento al sistema dinamico descritto dal sistema di equazioni differenziali
x1(8) = x,(t)

Xz (8) = —6x1(t) — 7x5(t) + u(t)

y(t) = 14x,(t) + 2x,(t)

si determini I'espressione della FdT tra il segnale di ingresso u(t) e I'uscita y(t), e se ne valutino poli, zeri (e
relative costanti di tempo), ed il valore del guadagno. Si riscriva I'espressione della FdT in maniera che
compaiano esplicitamente le costanti di tempo ed il guadagno. Si scriva I'’equazione differenziale associata
(legame ingresso-uscita) e si tracci un grafico approssimato dell’landamento della risposta ad un segnale di
ingresso a gradino con ampiezza 2 (u(t)=2).

Suggerimento: trasformare con Laplace tutte le equazioni e adottare opportune manipolazioni algebriche.

Es.5

Un sistema dinamico con ingresso u(t) ed uscita y(t) presenta la risposta al gradino unitario riportata nella figura
seguente
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Si determini in via approssimata |'espressione della funzione di trasferimento del sistema, e si scriva I'equazione
differenziale associata.



Es. 6

Un sistema dinamico presenta la risposta al gradino unitario riportata in figura:
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Si determini in via approssimata |'espressione della funzione di trasferimento del sistema, e si scriva
I’equazione differenziale associata.

Es. 7

Si tracci I'andamento qualitativo della risposta al gradino unitario del sistema descritto dalla funzione di

trasferimento F(S): . Chiamando y(t) la variabile di uscita ed u(t) la variabile di ingresso, si

(s+1)(s+6)

scriva la relazione ingresso-uscita de sistema sotto forma di equazione differenziale.
Es. 8

Si enunci nella maniera pil precisa possibile il principio del modello interno ponendo attenzione alle ipotesi
di applicabilita e fornendo per ciascuno dei due enunciati un esempio di applicazione.

Es. 9

Si fornisca la definizione di “tipo” per un sistema di controllo, e si illustrino, mediante considerazioni
discorsive e/o analisi formali, le caratteristiche principali dei sistemi di controllo di tipo uno.



Es. 10

Si calcoli la funzione di trasferimento tra il segnale diingresso u(t) e I'uscita y(t) per il sistema dinamico

descritto dal seguente schema a blocchi
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Es. 11

Si calcoli la funzione di trasferimento tra il segnale di ingresso u(t) e l'uscita y(t) per il sistema dinamico

descritto dal seguente schema a blocchi

G,(s)
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Es. 12

Con riferimento al seguente sistema di controllo a retroazione unitaria, ai valutino le funzioni di
trasferimento a ciclo chiuso fra il set point e 'uscita, e fra il disturbo e I'uscita, si analizzi la stabilita a ciclo
chiuso del sistema di controllo e si determini il comportamento a regime dell’uscita.

d(t) = 0.1
|
T(t) =3 t)
5 + 1+s ¥(
7O | O 5
C(s) P(s)

Es. 13

Si analizzi al variare di k la stabilita dei 3 sistemi di controllo in retroazione riportati nella figura seguente, e
si traccino qualitativamente le riposte a ciclo chiuso per un set point a gradino unitario in corrispondenza di
valori di k progressivamente crescenti.

ydes(t)
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Es. 14

Si consideri il sistema di controllo

ydes(t) 10

*

+ s

1—sT
1+ st

y(t)

1. Postot = 0 sidiscuta la stabilita del sistema a ciclo chiuso
2. Sideterminil'intervallo di valori di T per cui il sistema a ciclo chiuso & asintoticamente stabile

Es. 15

Con riferimento al sistema di control

Ydes (t)
+

lo

>

1T +s)?

y(t)

si determini il valore del parametro k in modo tale che a transitorio esaurito I'errore a regime ey,
corrispondente ad un set point a gradino unitario sia tale che |ey,| < 0.15.

In corrispondenza del valore minimo di k precedentemente determinato, si ricavino la pulsazione critica e
lo smorzamento della coppia di poli complessi coniugati a ciclo chiuso.

Si traccino qualitativamente le riposte a ciclo chiuso per un set point a gradino unitario in corrispondenza di
valori di k progressivamente crescenti

Es. 16

Con riferimento al seguente sistema di controllo

it

e(t)

)
+T

k
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u(t) 20

y(t)

s(1 + 0.5s)

P(s)




si determini il minimo valore del parametro k in modo tale che a transitorio esaurito I'errore a regime e,
corrispondente ad un set point a rampa r(t) = 4t sia tale che |ey,| < 0.02

Es. 17

Con riferimento al seguente sistema di controllo

d(t)

(t) e(t) + ) (®)
e , (s +3) Y
-y C(S) + > (S + 2)3

P(s)

Progettare un controllore C(s) che garantisca il soddisfacimento delle seguenti specifiche:
S1) Precisione statica.

S2) Errore a regime per un set point a rampa unitaria non superiore a 0.1

S3) Attenuazione minima di un disturbo costante pari al 95%

Es. 18

Con riferimento al seguente sistema di controllo

d(t)

Yaes(t) _ e(t) * o1 | »®
O—co 00—+ [

Progettare un controllore C(s) che garantisca il soddisfacimento delle seguenti specifiche:
S1) Precisione statica.

S2) Attenuazione minima di un disturbo costante pari al 90%

S3) Costante di tempo della FdT a ciclo chiuso minore di 0.5 secondi.



Es. 19

Dato un sistema dinamico con funzione di trasferimento G(s), si enunci con precisione il teorema della
risposta armonica (ossia il risultato che fornisce I'espressione dell’'uscita a regime in risposta ad un segnale

armonico ingresso), specificandone le ipotesi di applicabilita.

Posto quindi:

si determini I'espressione dell’uscita, a transitorio esaurito, quando I'ingresso assume I'andamento u(t) = 5

sin(2t).
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Es. 20

1+s

=10————
G(s) 052+55+1

Diagrammi di Bode FdT G(s)= 22"
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Con riferimento al seguente sistema di controllo in retroazione
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determinare I'espressione analitica della evoluzione di regime della variabile di uscita quando r(t) = 3t +
0.5sin (t) ed(t) = 1.

Es. 21

Si consideri il sistema di controllo in Figura

d(0)

r(0) e(®) () +, u(t) Tos y(®)
QL@ | + O sGTDG+5) [

P(s)

+ |

Figura
con un regolatore proporzionale C(s) = K. Definire, se esiste, un intervallo di valori per il guadagno
K che garantisca il soddisfacimento delle seguenti specifiche:
S1) Precisione statica.
S2) Attenuazione di un disturbo costante in misura almeno pari al 99%



SOLUZIONI

Es. 16

Con riferimento al seguente sistema di controllo

SCIN Ik\ u®) 20 y(t)
L S (1 + 0.55)

C(s) PGs)

si determini il minimo valore del parametro k in modo tale che a transitorio esaurito I'errore a
regime e, corrispondente ad un set point a rampa r(t) = 4t sia tale che |e,| < 0.02

Verifichiamo preliminarmente la stabilita a ciclo chiuso del sistema di controllo.

Il polinomio caratteristico si determina moltiplicando fra loro le FdT del regolatore C(s) = k e del
e sommando successivamente il numeratore ed il denominatore della

processo P(s) = s ==

FdT “aggregata” C(s)P(s).

's(1+05s) 05sZ+s
P.or(s) = 0.55% +s + 20k

Sulla base della regola di Cartesio, il sistema di controllo & pertanto as. stabile a ciclo chiuso in
corrispondenza di ogni possibile valore positivo di k.

C(s)P(s) =k

In base al primo enunciato del Principio del Modello Interno (PMI), un set point a rampa non viene
esattamente riprodotto a regime in conseguenza del fatto che la FdT a ciclo aperto C(s)P(s) non
contiene due poli nell’origine. Analizziamo il comportamento di regime del segnale di errore e(t).
Utilizziamo il Teorema del valore finale.

FdT a ciclo chiuso fra il set-point e I'errore:

We(s) = 1 _ 1 _ s(1+ 0.5s) _ s(1+ 0.5s)
1+ C(s)P(s) 1+ 20k s(1+0.5s)+20k 0.5s2+ s+ 20k
s(1+ 0.5s)
Trasformata di Laplace (TdL) del segnale di errore:
s(1+4 0.5s) 4 4(1 + 0.5s)

E(s) = W (s)R(s) =

05s2+s+ 20k s2  s(0.5s2+s+ 20k)
Nella precedente relazione ¢ stata impiegata I'espressione della TdL R(s) = ;iz di un set point a
rampa r(t) = 4t.

Poiché E(s) ha tutti i poli ha parte reale negativa piu un polo semplice in s=0 risulta soddisfatta la
condizione di applicabilita del Teorema del valore finale. Cio ci assicura che il segnale di errore
tende ad un valore finito costante e,,. Determiniamolo:



i e(®) — lims £(s) = [s5(5)].q — | FOAF05) 41
¢ = lime() = lims E(s) = S“)F“‘a5ﬂ+s+mmsﬂ_2%‘sk

Imponiamo che e, soddisfi la diseguaglianza imposta dall’esercizio:

L _ 10

5-0.02

e =—<002 = k>
5k

Il minimo valore del parametro k in modo tale che a transitorio esaurito I'errore a regime e
corrispondente ad un set point r(t) = 4t sia tale che |e,| < 0.02 e pertanto k = 10.

N.B. Il valore di regime e, del segnale di errore in un sistema di controllo di tipo 1 soggetto ad un
set-point a rampa r(t) = X t puo essere determinato ricorrendo alla seguente formula:

X

 UgHp

In cui £ & la pendenza della rampa di set-point, upé& il guadagno statico (eventualmente
generalizzato) del regolatore, e upe il guadagno statico (eventualmente generalizzato) del
processo.

€

Nel sistema di controllo in esame:
Z = 4 ‘UR = k ,UP = 20
> 4 1

:,uR,uPZEZSk

€

Si riottiene quindi, ovviamente, lo stesso valore di e, determinato in precedenza.



Es. 17

Con riferimento al seguente sistema di controllo:

d(t)
1 e® - 2(s + 3) y(®)
+ 5 O 1 627
P(s)

progettare un controllore C(s) che garantisca il soddisfacimento delle seguenti
specifiche:

S1) Precisione statica.

S2) Errore a regime per un set point a rampa unitaria non superiore a 0.1

S3) Attenuazione minima di un disturbo costante pari al 95%

Le 3 specifiche sono tutte inerenti il comportamento a regime.

Poiché il processo non contiene un polo nell’origine, la specifica S1 prevede I'inserimento di un
polo nell’origine nel controllore.

La specifica S2 e soddisfatta se il controllore possiede polo nell’origine e se il suo guadagno statico
generalizzato e sufficientemente elevato.

La specifica S3 potrebbe potenzialmente essere soddisfatta da un controllore non contente un
polo nell’origine, ma poiché le due precedenti specifiche S1 ed S2 implicano che debba essere
inserito un polo nell’origine nel controllore la specifica S2 sara automaticamente soddisfatta senza
alcun vincolo sul guadagno K e con un livello di attenuazione di un disturbo costante pari al 100%
(secondo enunciato del PMI).

Ricerchiamo pertanto il controllore nella forma seguente

s+ 2
S

1
C(S):Kci

con un polo nell’origine, uno zero addizionale nel punto -2 che si ritiene opportuno sovrapporre ad
uno dei poli del processo, ed un generico guadagno statico generalizzato K, del quale deve essere
determinato I'intervallo di valori ammissibili che garantiscano la stabilita a ciclo chiuso del sistema
di controllo ed il soddisfacimento della specifica S2 (sia la specifica S1 che la specifica S3 sono
difatti automaticamente garantite indipendentemente dal valore di K., purché il controllore sia
tale da garantire la stabilita a ciclo chiuso del sistema di controllo).

Determiniamo il polinomio caratteristico del sistema di controllo.




Il polinomio caratteristico si determina moltiplicando fra loro le FdT del regolatore C(s) = K %
2(s+3)
(s+2)3
denominatore della FAT “aggregata” C(s)P(s).

1 s+2 2(s+3) Kc(s+3)
2 s (s+2)3 s(s+2)2
Por(s) =s(s+2)>+K(s+3)=s(s?+4s+4) + Kcs + 3K, = s3 + 4s2 + (4 + K.)s + 3K,

e sommando successivamente fra loro il nhumeratore ed il

% e del processo P(s) =

C(s)P(s) = K -

Il polinomio caratteristico di grado 3 ammette tutte le radici a parte reale negativa se tutti i
coefficienti hanno segno concorde (ciog, se K. > —4) e se in aggiunta vale che

Rielaborando:

16 + 4K, > 3K, = K> —16

Il sistema di controllo € pertanto as. stabile a ciclo chiuso qualunque sia il valore positivo del
guadagno statico K del controllore.

Valutiamo I'errore a regime per un set point a rampa unitaria.

In base al primo enunciato del Principio del Modello Interno (PMI), un set point a rampa non viene
esattamente riprodotto a regime in conseguenza del fatto che la FdT a ciclo aperto C(s)P(s) non
contiene due poli nell’origine.

Per studiare il comportamento di regime del segnale di errore utilizziamo il Teorema del valore
finale.

FdT a ciclo chiuso fra il set-point e I'errore:

ecs) — 1 _ 1 B s(s +2)?
r(s) = 1+ C(s)P(s) 14 Kc(s+3)  s(s+2)2+Ke(s+3)
s(s + 2)2
s(s +2)2

TS t+4s2 (4 + K¢)s + 3K,
Trasformata di Laplace (TdL) del segnale di errore:

s(s +2)2 1 (s +2)?

E(s) = WE()R(s) = 5=
() = WA IR = 5T+ @+ Koys + 3K, 57 5(3 + 452 + (4 + Ko)s + 3K,)

. N _— , . 1. .
Nella precedente relazione ¢ stata impiegata I'espressione della TdL R(s) = = di un set point a
rampar(t) =t.

Poiché E(s) ha tutti i poli ha parte reale negativa piu un polo semplice in s=0 risulta soddisfatta la
condizione di applicabilita del Teorema del valore finale. Cio ci assicura che il segnale di errore
tende ad un valore finito costante e,,. Determiniamolo:

(s +2)? 4

o = li t) =li E = [SE =0 = " 3K,
e lim e(t) lim s (s) = [SE(s)]s=0 (s® +4s2 + (4 + Kc)s +3K)]| _,  3Kc

Imponiamo che e, soddisfi la diseguaglianza imposta dall’esercizio:



b =—<01 = K.>— =1333
3K¢ 3-0.1

L’esercizio & pertanto risolto dal controllore

C(s) = K, %% K, > 13.33

N.B. Il valore di regime e, del segnale di errore in un sistema di controllo di tipo 1 soggetto ad un
set-point a rampa r(t) = X t puo essere determinato ricorrendo alla seguente formula:

z

a Ug Up

In cui ¥ & la pendenza della rampa di set-point, ugze il guadagno statico (eventualmente
generalizzato) del regolatore, e upé il guadagno statico (eventualmente generalizzato) del
processo.

€

Nel sistema di controllo in esame:

3
=1 Hr =K pp = P(0) =7
)y 1 4
€. = = =
* 3 3K,
MR Hp Kcg c

Si riottiene quindi, ovviamente, lo stesso valore di e, determinato in precedenza.



Es. 20

Con riferimento al seguente sistema di controllo in retroazione

d(t)

l

s+1
(s+2)(s+3)

40

ft) @ | N 35+1 y ()
—0— 2
+ _ S + S(S + 3)
C(s) P(s)

determinare I'espressione analitica della evoluzione di regime della variabile di uscita
quando r(t) = 3t + 0.5sin (t) ed(t) = 1.

Verifichiamo preliminarmente la stabilita a ciclo chiuso del sistema di controllo.

Il polinomio caratteristico si determina moltiplicando fra loro le FdT del regolatore C(s) = e del

processo P(s) = Siz:)

della FdT “aggregata” C(s)P(s).

e sommando successivamente fra loro il numeratore ed il denominatore

2 3s+1 6s + 2
CPEs) = s s(s+3) - s?(s+3)

Por(s) =s?(s+3)+6s+2=53+3s2+65+2

Il polinomio caratteristico di grado 3 ammette tutte le radici a parte reale negativa se vale che
3:6>2
Il sistema di controllo & pertanto as. stabile a ciclo chiuso.

Analizziamo singolarmente il comportamento di regime dell’uscita y(t) in risposta alle tre distinte
aliquote del set-point e del disturbo.

rl(t) = 3t

In base al primo enunciato del PMI, un set point a rampa viene esattamente riprodotto a regime in
conseguenza del fatto che la FdT a ciclo aperto C(s)P(s) contiene due poli nell’origine. Quindi

Yregime,1 (t) =3t

r,(t) = 0.5 sin (t)



yregime‘z (t) = 0.5 M Sln(t + ¢)
Incui M = |V|/ry(]'00)|w=1 e ¢= LWTy(ja))|w=1

Se fossero disponibili i Diagrammi di Bode della FdT Wry(s) sarebbe possibile leggervi
direttamente i valori di M e ¢ valutando il valore del modulo e della fase alla pulsazione w =
1 rad/s,e convertendo successivamente il modulo in decibel nel suo valore naturale e la fase da
gradi in radianti.

In assenza dei diagrammi esplicitiamo M e ¢ dopo aver determinato la FdT Wry(s)

2 3s+1
WY(s) = C(s)P(s) s s(s+3) _ 6s + 2
r _1+C@w@)'"1+§3&+1_s%s+$+6s+2
ss(s+3)

La relativa Funzione di Risposta Armonica (FRA) e:
6jw + 2
—w?(Jw+3)+ 6jw + 2

W (jo) =

La FRA valutata alla pulsazione di 1 rad/sec risulta espressa dal seguente numero complesso
6j + 2 _6j+2

W g = -
Ulos1 = =y g 72 ~5-1

M e ¢ sono rispettivamente il modulo e la fase del numero complesso zj—tz
= |2 =, [8+2

M= |5}'—1 ¢ = L{Sj—1}

Quindi:

6j +2| | 6j + 2
Yregime,2(t) = 0.5 |5j —|sin (t + 4{5]_ — 1})

dit) =1

L'uscita del sistema dinamico soggetto ad un ingresso costante unitario converge

s+1
(s+1)(s+3)
asintoticamente verso un valore costante. Tale segnale viene completamente compensato a
regime per effetto del polo nell’ origine del regolatore (secondo enunciato del PMI). Pertanto:

Yregime,3 ®=0

Applicando il Principio di Sovrapposizione degli Effetti:
yregime(t) = YTegime,l(t) + :Vregime,z(t) + yregime,B (t) =

6] +2| . (t+4{6j+2})
5 — 10" 5 — 1

=3t+0.5|




Es. 21

Si consideri il sistema di controllo in Figura

d(t)

r(t) e() v(t) +, u(t) 005 y(®)
) +'O_ O p— O SGIDG+5) [T
P(s)
Figura

con un regolatore proporzionale C(s) = K .

Definire, se esiste, un intervallo di valori per il guadagno K. che garantisca il
soddisfacimento delle seguenti specifiche:

S1) Precisione statica.

S2) Attenuazione di un disturbo costante in misura almeno pari al 99%

Il polinomio caratteristico del sistema di controllo con regolatore proporzionale C(s) = K.

P.gr(s) =s(s+1)(s+5) +0.05 K, = s3+ 6s% + 55 + 0.05K

Il polinomio caratteristico di grado 3 ammette tutte le radici a parte reale negativa se
6-5>0.05k; = K;<600

Quindi, il guadagno critico per il sistema di controllo oggetto dell’esercizio & K" = 600.

La specifica S1 e garantita da qualunque valore del guadagno K. che garantisca la stabilita
asintotica a ciclo chiuso del sistema di controllo.

La specifica S2 richiede che
Wy (0) < 0.01.

In un sistema di controllo di tipo 1 in cui il polo nell’origine si trova nel processo si ha

Wy (0) = -
d - KC
Quindi:
W7(0)=—=<001 = K;>100
Cc
La relazione Wdy(O) = KL pud ovviamente essere dedotta senza ricorrere alla formula
Cc
preconfezionata partendo dalla espressione della FdT a ciclo chiuso fra il disturbo d e l'uscita y:
0.05
W (s) = P(s) _ s(s+1)(s+5) B 0.05
a7 1+ C(s)P(s) 1+ K. 0.05 53+ 652+ 55+ 0.05K,
c

s(s+1)(s+5)

e valutandone successivamente il guadagno statico:



L'intervallo di valori ammissibili per il guadagno K. che garantisce il soddisfacimento delle
specifiche S1 e S2 e pertanto:

100 < K, < 600



GLOSSARIO

FdT Funzione di Trasferimento
PMI Principio del Modello Interno

TdL Trasformata di Laplace



