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Motivazioni



A CHE SERVE LO STUDIO DEL-
LA TEORIA DELLE DISTRIBU-
ZIONI

1) A dialogare con gli altri mate-
matici e a comprendere i testi.

Infatti gli elementi della teo-
ria fanno parte delle conoscenze
comuni a tutti i matematici.

2) A prepararsi per un eventuale
proseguimento degli studi.

Infatti la teoria delle distribu-
zioni interviene nello studio delle
equazioni alle derivate parziali.

3) A sopperire all’inadeguatezza
delle funzioni.

Infatti le funzioni di una varia-

bile reale non sono atte, ad esem-

pio, a descrivere la densità ma-

teriale di una distribuzione punti-
forme di massa.

4) A consolidare la propria prepa-

razione di base.

Infatti lo studio delle distribu-
zioni è un’occasione per studiare
da un punto di vista superiore il

concetto di limite.

5) A sviluppare la capacità di af-
frontare i problemi.

Questo è forse il motivo più va-
lido, che va ben al di là dei con-
tenuti del programma.

LE IMMAGINI IN COPERTINA

L’immagine di Arlecchino sulla
copertina di questa dispensa allu-
de alla famosa commedia intitola-
ta “Il servitore di due padroni”:
intendo infatti impostare il corso
in modo da rendere un servizio ad
una platea studentesca diversifi-
cata.

Il ritaglio sulla destra, invece, è
tratto dal film “Terminator 2” e
ne riassume la morale: “No fate”
significa “Il destino non esiste”,
nel senso che il futuro può esse-

re cambiato.

Lo stesso concetto si può rendere

in latino con ”Est unusquisque fa-
ber ipse suae fortunae”.
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NASCITA DELLE DISTRIBUZIO-
NI

La teoria delle distribuzioni ri-
prende e sviluppa le idee pionieri-
stiche di Sergej Sobolev (1908-89),
Paul Adrien Maurice Dirac (1902–
1984), e dell’ing. Oliver Heaviside
(1850–1925).

La teoria delle distribuzioni per-
mette, fra l’altro, di definire ri-
gorosamente la derivata della fun-
zione |x|.

Come è naturale aspettarsi, la

derivata di |x| è la funzione segno

di x, data da

sgn(x) =


1, se x > 0;

0, se x = 0;

−1, se x < 0.

Come vedremo nelle prossime le-

zioni, il valore di sgn 0 è irrilevan-
te ai fini della teoria.

È possibile spingersi ancora più
avanti, e, tramite la teoria del-

le distribuzioni, dire che la deri-
vata della funzione sgn(x) è 2δ, do-
ve δ denota la famosa distribuzio-

ne delta di Dirac.

Si noti, a questo proposito, che il
teorema fondamentale del calco-
lo integrale applicato alla fun-
zione F (x) = sgn(x) avrebbe bisogno

di una funzione f(x) che fosse nul-
la per x ̸= 0 e il cui integrale su
di un qualunque intervallo conte-
nente l’origine valesse 2.

Tuttavia, una funzione f(x) con
le due proprietà anzidette non
esiste.

La definizione della distribuzione
δ, e delle altre distribuzioni, uti-
lizzata oggi è stata sviluppata nel
trattato “Théorie des distribu-
tions” di Laurent Schwartz (1950).

La teoria delle distribuzioni si è
diffusa universalmente nella ma-
tematica in tempi relativamente
recenti.

Ad esempio, il fondamentale trat-
tato di Courant e Hilbert “Me-

thods of mathematical physics”,

vol. 2, del 1962, si riferisce alle

distribuzioni con l’appellativo di
“funzioni ideali”.

Le distribuzioni sono anche dette

“funzioni generalizzate” (generali-
zed functions), come ad esempio nei

testi di Vladimirov, e nel famoso
trattato di Gelfand e Shilov.

Sobolev

Dirac

Heaviside
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LA DENSITÀ MATERIALE DI
UNA DISTRIBUZIONE PUNTI-
FORME DI MASSA

Una delle più semplici interpre-
tazioni fisiche della distribuzione
δ di Dirac è la seguente.

Consideriamo una massa punti-
forme m0 > 0 collocata nell’origi-
ne di un sistema di riferimento xyz,
e supponiamo che non vi siano al-
tre masse nello spazio.

La densità materiale è la fun-
zione µ(x, y, z) definita come segue.

Fissato il punto (x, y, z), si con-

sidera la sfera Br(x, y, z) centrata

in (x, y, z) e di raggio r.

Indicata con m(Br(x, y, z)) la massa

racchiusa all’interno della sfera,
si pone

µ(x, y, z) = lim
r→0+

m(Br(x, y, z))

|Br(x, y, z)|
, (1)

dove |Br(x, y, z)| = 4
3 π r

3 denota il

volume di Br(x, y, z).

Applichiamo tale definizione alla
distribuzione data.

Distinguiamo due casi: (x, y, z) =
(0, 0, 0) e (x, y, z) ̸= (0, 0, 0).

Nel primo caso, il numeratore

nella (1) si riduce a

m(Br(0, 0, 0)) = m0.

Siccome il denominatore tende a
0+, si conclude che µ(0, 0, 0) = +∞.

Se, invece, (x, y, z) ̸= (0, 0, 0), al-
lora il numeratore nella (1) è de-
finitivamente nullo: più precisa-
mente, è nullo per ogni r > 0 tale
che

r <
√
x2 + y2 + z2 .

Per la definizione di limite, si tro-
va dunque µ(x, y, z) = 0. In conclu-
sione, possiamo scrivere

µ(x, y, z) =

{
+∞, (x, y, z) = (0, 0, 0);

0, (x, y, z) ̸= (0, 0, 0).

Interpretando la densità materia-
le µ come la distribuzione m0 δ, an-
ziché come la funzione suddetta, è

possibile dar senso alla seguente
uguaglianza:

m0 =

∫
R3

µ(x, y, z) dx dy dz

la quale esprime la massa m0 come
l’integrale della densità µ.

Un esempio più sofisticato è quel-

lo del dipolo elettrico a pag. D34.
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Funzioni test



LA DEFINIZIONE DI LAURENT
SCHWARTZ

Le distribuzioni si definiscono
come funzioni il cui dominio non è
l’insieme dei numeri reali, ma è un
opportuno insieme di funzioni: lo
spazio D appresso definito.

LO SPAZIO C∞(R)

Con C∞(R) si denota l’insieme di
tutte le funzioni aventi per domi-
nio l’insieme R, e di classe C∞, cioè
dotate delle derivate di tutti gli
ordini.

Ad esempio, SONO elementi di
C∞(R) le funzioni:

ex,

senx,

cosx,

le costanti,

e tutti i polinomi.

Invece, NON SONO elementi di
C∞(R):

la funzione 1/x (perché non è
definita per x = 0), e

la funzione |x| (perché non è de-
rivabile per x = 0).

IL SUPPORTO DI UNA FUNZIO-
NE

Il supporto di una f : R → R si
denota con supp f , e si può definire
nei seguenti due modi, equivalenti
fra loro.

1. La chiusura dell’insieme {x ∈
R | f(x) ̸= 0 } di tutti i punti dove f
è diversa da zero:

supp f = {x ∈ R | f(x) ̸= 0 }

2. Il complementare del più
grande aperto A ⊂ R tale che f(x)
= 0 per ogni x ∈ A.

Dalla definizione segue imme-
diatamente che il supporto di una

qualunque funzione f : R → R è un

insieme chiuso.

ESEMPI

supp ex = R

supp senx = R

supp(x+ |x|) = [0,+∞)

Laurent Schwartz
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PARTE POSITIVA E PARTE NE-
GATIVA DI UNA FUNZIONE

Data una funzione f : R → R, la
sua parte positiva è la funzione in-
dicata con f+ e definita come se-
gue: f+(x) = max{ f(x), 0 }, oppure,
equivalentemente:

f+(x) =

f(x), se f(x) ≥ 0;

0, se f(x) < 0,

o anche

f+(x) =
|f(x)|+ f(x)

2
.

La parte negativa, indicata con

f−, si può definire ponendo f−(x) =
max{−f(x), 0 } = −min{ f(x), 0 }, op-
pure, equivalentemente:

f−(x) =

−f(x), se f(x) ≤ 0;

0, se f(x) > 0.

o anche

f−(x) =
|f(x)| − f(x)

2
.

Dalle definizioni risulta che sia la
parte positiva, sia la parte negati-
va sono funzioni non negative.

Risulta, inoltre, che la funzio-
ne f di partenza si può ricostruire
a partire da f+ ed f−: si ha, infat-

ti,

f(x) = f+(x)− f−(x) per ogni x ∈ R.

Risulta, infine, che il valore as-
soluto di f si può esprimere come
segue:

|f(x)| = f+(x)+f−(x) per ogni x ∈ R.

LO SPAZIO C∞
c (R)

Si denota con C∞
c (R) il sottoin-

sieme di C∞(R) costituito dalle
funzioni f : R → R di classe C∞(R)
ed il cui supporto sia limitato.

Poiché supp f è chiuso, esso è
limitato se e solo se è compatto
(lemma di Heine-Borel).

Dunque possiamo dire, equiva-
lentemente, che C∞

c (R) è il sot-
toinsieme di C∞(R) costituito dal-
le funzioni a supporto compatto.

L’indice c nel simbolo C∞
c (R) viene

dall’iniziale della parola “com-
patto” (compact, in inglese).

Esempio: il supporto della fun-

zione f(x) = (1− x2)+ è l’intervallo

[−1, 1], dunque è compatto.

Tuttavia, tale funzione non ap-
partiene allo spazio C∞

c (R) perché

non è di classe C∞(R): infatti non

è derivabile nei punti x = −1 e

x = 1.

Una tipica funzione appartenente
a C∞

c (R) è la seguente, detta “fun-

zione a campana” (bump function):

ψ(x) =

{
e−

1
1−x2 se x ∈ (−1, 1);

0 se x ∈ R \ (−1, 1).
(2)

La suddetta funzione può servire
anche per approssimare altre fun-
zioni, usando la cosiddetta tec-
nica dei “mollificatori”, attribui-
ta a Kurt Otto Friedrichs (1901–
1982).
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LO SPAZIO D

Lo spazio C∞
c (R) diventa lo spa-

zio D delle cosiddette “funzioni
test” quando si considera, in esso,
la seguente nozione di convergen-
za.

Si dice che una successione di
funzioni φn ∈ C∞

c (R) converge ad
una funzione φ ∈ C∞

c (R), e si scrive

φn
D−→ φ

quando sono soddisfatte tutte e
tre le seguenti condizioni:

1. Esiste un opportuno intervallo

limitato che contiene tutti i sup-
porti suppφn;

2. Le funzioni φn convergono uni-
formemente a φ, sull’intervallo

(−∞,+∞), per n→ +∞;

3. Qualunque sia l’ordine k di de-

rivazione, la derivata k-esima φ
(k)
n

converge uniformemente a φ(k), sul-
l’intervallo (−∞,+∞), per n→ +∞.

Volendo, si può includere la se-
conda condizione nella terza con-
sentendo all’indice k, in quest’ul-
tima, di assumere il valore zero.

D È UNO SPAZIO VETTORIALE

Si noti che C∞(R) e D = C∞
c (R)

sono spazi vettoriali rispetto al-
le usuali operazioni di: somma di
due funzioni, e moltiplicazione di
una funzione per un numero rea-

le. Il vettore nullo è la funzione
φ(x) = 0 per ogni x ∈ R.

LA TOPOLOGIA DI D

È possibile definire un sistema
di intorni (una topologia) dello
spazio D rispetto al quale la no-
zione convergenza di una succes-
sione di φn ∈ D sia proprio quella
che abbiamo appena dato.

La definizione si può trovare,
ad esempio: nella dispensa di Pra-
telli, nel libro di Yosida, ed in al-
tri testi citati in bibliografia.

Per procedere, definiamo innanzi-
tutto gli intorni di base Uk,r(φ0)
della funzione nulla φ0 = 0 ponen-

do, per ogni funzione k : Z → N ed

ogni funzione r : Z → (0,+∞),

Uk,r(φ0)

= {φ ∈ D | ∀z ∥φ∥Ck(z)([z,z+1]) < r(z) }.

Dopodiché rimangono definiti gli

intorni di base Uk,r(ψ) di qualunque
funzione ψ ∈ D ponendo

Uk,r(ψ) = ψ + Uk,r(φ0)

= {φ ∈ D | φ− ψ ∈ Uk,r(φ0) }.

Gli intorni di base determinano,
come di consueto, la topologia i
cui aperti sono le unioni dei sud-
detti intorni.

La suddetta topologia non ha
una base numerabile di aperti: ve-
dere Schwartz, Théorie des distri-

butions, capitolo III, §1.
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PROPRIETÀ DELLA BASE DI IN-
TORNI

Verifichiamo che gli intorni de-
finiti alla pagina precedente co-
stituiscono una base per una to-
pologia.

Verifichiamo, cioè, che l’inter-
sezione di due intorni come sopra
definiti si può anche ottenere co-
me unione di intorni opportuni.

Consideriamo una funzione te-
st ψ1 ∈ D ed una coppia di funzioni
k1 : Z → N e r1 : Z → (0,+∞), che de-
terminano l’intorno Uk1,r1(ψ1).

Similmente, consideriamo una fun-

zione test ψ2 ∈ D ed una coppia

di funzioni k2 : Z → N e r2 : Z →
(0,+∞), che determinano l’intorno

Uk2,r2(ψ2).

Indicata con ψ una funzione appar-

tenente all’intersezione Uk1,r1(ψ1)
∩ Uk2,r2(ψ2), ammesso che ce ne sia
una, vogliamo trovare un intorno

Uk,r(ψ) incluso in tale intersezio-
ne.

Basterà prendere, per ogni z ∈
Z, k(z) = max{ k1(z), k2(z) } e r(z) =
min{ δ1(z), δ2(z) }, dove per i = 1, 2

δi(z) = ri(z)− ∥ψ − ψi∥Cki(z)([z, z+1]) > 0.

Verifichiamo l’inclusione Uk,r(ψ)
⊂ Uk1,r1(ψ1). Se φ ∈ Uk,r(ψ), si ha per
definizione

∥φ− ψ∥Ck(z)([z, z+1]) < r(z) ≤ δ1

= r1(z)− ∥ψ − ψ1∥Ck1(z)([z, z+1]). (3)

Inoltre, essendo k1(z) ≤ k(x), si ha
ovviamente

∥φ− ψ∥Ck1(z)([z, z+1]) ≤ ∥φ− ψ∥Ck(z)([z, z+1])

e quindi dalla (3) ricaviamo

∥φ− ψ∥Ck1(z)([z, z+1])

< r1(z)− ∥ψ − ψ1∥Ck1(z)([z, z+1]).

Applicando ora la disuguaglianza

triangolare, arriviamo a

∥φ− ψ1∥Ck1(z)([z, z+1]) < r1(z).

Per l’arbitrarietà di z, possiamo

concludere che φ ∈ Uk1,r1(ψ1), dun-
que sussiste l’inclusione Uk,r(ψ) ⊂
Uk1,r1(ψ1), come affermato.

In modo del tutto analogo si

verifica che Uk,r(ψ) ⊂ Uk2,r2(ψ2), dun-
que gli intorni definiti alla pagina
precedente costituiscono una ba-

se per una topologia.
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EQUIVALENZA DELLE DEFINI-
ZIONI

Se una successione di funzioni
test φn ∈ D converge rispetto al-
la topologia dianzi costruita, al-
lora sono soddisfatte le tre con-
dizioni date a pagina D12.

Per la dimostrazione, conside-
riamo una successione di φn ∈ D
convergente ad una certa ψ ∈ D
rispetto alla topologia anzidet-
ta.

Allora, per la definizione degli
intorni Ukr(ψ), la successione (φn−
ψ) converge alla funzione nulla.

Senza ledere la generalità, sup-

poniamo direttamente che φn con-
verga alla funzione nulla.

Prima parte (condizione 1)

Vogliamo dimostrare che esiste

un intervallo limitato che contie-
ne suppφn per ogni n.

Supponiamo per assurdo che un

tale intervallo non esista. Allo-
ra esistono una successione di in-
teri zi, a due a due disgiunti, una
successione di indici ni ed una suc-

cessione di punti xi ∈ [zi, zi + 1] tali
che φni

(xi) ̸= 0 per ogni i ∈ Z+.

Ma allora definiamo k(z) = 0
per ogni z ∈ Z, e prendiamo r(z) ta-
le che r(zi) < |φni

(xi)| per ogni i.

Per via di quest’ultima disugua-
glianza, l’intorno Ukr della fun-
zione nulla non contiene definiti-
vamente le funzioni φn, contro l’i-
potesi della convergenza.

Seconda parte (condizioni 2 e 3)

Abbiamo dimostrato che esiste
un intervallo limitato che contie-
ne suppφn per ogni n.

Tale intervallo è a sua volta
contenuto in un intervallo [a, b+1]
con a, b ∈ Z e a ≤ b.

Poiché gli interi z ∈ [a, b] sono
in numero finito, e poiché i valo-
ri di k(z) e di r(z), per l’ipotesi di
convergenza, possono essere scel-
ti arbitrariamente, si deduce che
anche le condizioni 2 e 3 sono sod-
disfatte.

Implicazione inversa

Supponiamo che le φn soddisfino

le condizioni 1, 2 e 3. Senza lede-

re la generalità, possiamo suppor-
re che la funzione limite φ sia la

funzione nulla.

Per la condizione 1, possiamo

supporre suppφn ⊂ [a, b + 1] con a,
b ∈ Z e a ≤ b.

Fissate arbitrariamente le funzio-
ni k(z) e r(z), poiché gli z ∈ [a,
b] sono in numero finito, possiamo
prendere

k = max
z∈[a,b]

k(z), r = min
z∈[a,b]

r(z) > 0.

Per le condizioni 2 e 3, avremo de-
finitivamente ∥φn∥Ck([a,b]) < r, dun-

que φn ∈ Uk,r e la convergenza è
dimostrata.
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NON METRIZZABILITÀ DI D

Lo spazio D dotato della topo-
logia anzidetta non è metrizzabi-
le, e costituisce uno spazio vetto-
riale topologico.

Tali spazi sono ampiamente trat-
tati nei testi di Köthe e di Treves
citati in bibliografia.

Per dimostrare la non metriz-
zabilità di D possiamo utilizzare
la seguente condizione necessaria
affinché uno spazio topologico sia
metrizzabile:

se uno spazio topologico è me-

trizzabile, allora ogni successio-

ne di successioni, aventi tutte lo

stesso limite ℓ, ammette una suc-
cessione trasversale convergente

ad ℓ.

Cioè, se lim
n→+∞

φnk = ℓ per ogni k,

esiste una funzione n(k) tale che

lim
k→+∞

φn(k),k = ℓ. (4)

Dimostriamo innanzitutto che la
condizione è necessaria. Se la to-
pologia dello spazio considerato

discende da una metrica d, allo-
ra per ogni k esiste n(k) tale che

d(φn(k),k, ℓ) <
1

k
.

e la condizione (4) segue.

Adesso dimostriamo che lo spa-
zio D non soddisfa la condizione
necessaria.

Indicata con ψ la funzione a
campana definita nella (2), ponia-
mo φnk(x) =

1
n ψ(x/k).

Applicando le condizioni 1, 2 e 3
di convergenza in D, si riconosce
che

lim
n→+∞

1
n ψ(x/k) = 0

per ogni k fissato, essendo ℓ = 0 ∈
D la funzione identicamente nul-
la.

Tuttavia, comunque si prenda

la funzione n(k), non esiste nessun
intervallo limitato che contenga

tutti i supporti delle funzioni te-

st 1
n(k) ψ(x/k), le quali dunque non

convergono in D.

Non essendo soddisfatta la con-

dizione necessaria, possiamo con-

cludere che la topologia di D non

è metrizzabile, come affermato.

La dimostrazione si ispira alla
dispensa di Freddi citata in biblio-

grafia. Per approfondire l’argo-
mento si possono consultare, ad
esempio, le dispense di Hörmann-
Steinbauer e di Semmes.
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Lo spazio D′



LE DISTRIBUZIONI DI SCHWAR-
TZ

Le distribuzioni di Schwartz so-
no le funzioni T : D → R che risul-
tano sia lineari, sia continue ri-
spetto alla topologia dello spa-
zio D.

Si dimostra che un’applicazione
lineare T : D → R è continua ri-
spetto alla topologia di D se e so-
lo se è sequenzialmente continua.

Deve dunque avvenire che

lim
n→+∞

T (φn) = T (φ)

per ogni funzione test φ ∈ D e per

ogni successione di funzioni test

φn che sia convergente a φ nel sen-
so dello spazio D.

Lo spazio delle distribuzioni è,

pertanto, il duale dello spazio D,

e si denota con D′.

La distribuzione più banale è quel-
la data da T (φ) = 0 per ogni φ ∈ D,

la cui linearità e continuità si ri-
conoscono immediatamente.

La distribuzione più semplice, non
banale, è probabilmente quella
data dall’operazione di integra-
zione:

T (φ) =

∫ +∞

−∞
φ(x) dx.

La distribuzione più tipica, quella
che giustifica la costruzione del-
la teoria, è la delta di Dirac:

T (φ) = φ(0).

Quest’ultima distribuzione è anco-
ra più semplice da definire rispet-
to alla precedente.

Resta da discutere il legame tra
tale semplice definizione e l’idea
intuitiva della δ di Dirac, cosa che
faremo tra poco.

D′ È UNO SPAZIO VETTORIALE

Lo spazio D′ delle distribuzio-

ni di Schwartz è uno spazio vetto-
riale, dove la distribuzione somma

T1 + T2 di due distribuzioni T1, T2 è

data da

(T1 + T2) (φ) = T1(φ) + T2(φ),

e la distribuzione prodotto λT di

una distribuzione data T per uno
scalare λ ∈ R è definita da

(λT ) (φ) = λ (T (φ)).

Il ruolo del vettore nullo è gio-
cato dalla distribuzione identica-
mente nulla T (φ) ≡ 0.
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IL LEGAME FRA LA δ DI DIRAC
ED IL δ DI KRONECKER

Il simbolo δ di Kronecker si deno-
ta con δij, ed assume i seguenti va-
lori:

δij =

{
1, se i = j;

0, se i ̸= j.

Tra le varie proprietà del δ di
Kronecker, ci concentriamo sulla
seguente, che assomiglia ad un’im-
portante proprietà della δ di Di-
rac.

Ciascuna componente yi di un
vettore y = (y1, . . . , yN) ∈ RN soddi-

sfa l’uguaglianza

yi =
N∑
j=1

δij yj. (5)

Il vettore y si può vedere come la

funzione

y : { 1, . . . , N } → R
i 7→ yi

Cerchiamo di estendere la (5) ad

una funzione y(x) definita per ogni
x ∈ R.

Qui le variabili x, t ∈ R giocano
il ruolo che nel caso precedente
spetta agli indici i, j = 1, . . . , N .

Ci serve un’opportuna funzione,
che indichiamo con δ, che dipende
dalla differenza x− t, tale che

y(x) =

∫ +∞

−∞
δ(x− t) y(t) dt. (6)

Cerchiamo di capire come deve es-
sere fatta la funzione δ(x − t) af-
finché valga la (6) qualunque sia
la funzione y(x) che vi compare.

A. Fissato un valore particola-
re di x, il primo membro della (6)
non cambia se cambiamo i valori di
y(t) in ogni t ̸= x.

Affinché valga l’uguaglianza,
anche il secondo membro della (6)
non deve cambiare se cambiamo i
valori di y(t) in ogni t ̸= x.

Ma allora dobbiamo prendere
δ(x− t) = 0 se x ̸= t, e cioè, in altri
termini,

δ(s) = 0 per ogni s ̸= 0. (7)

B. Se poniamo y(t) ≡ 1 nella (6),

troviamo

1 =

∫ +∞

−∞
δ(x− t) dt.

Con la sostituzione s = x − t, pos-
siamo scrivere

1 =

∫ +∞

−∞
δ(s) ds. (8)

La (7) e la (8) sono incompatibili

tra loro. Forse è per questo che,
negli anni sessanta, le distribuzio-
ni venivano anche chiamate “fun-
zioni ideali”.

Dirac parla di “funzione impro-
pria” nel cap. 3, par. 15, del suo
libro “I principi della meccanica
quantistica” (1958), edito in ita-
liano dalla Boringhieri.

In particolare, la (6) corrisponde
all’uguaglianza [15.3] del libro di
Dirac, uguaglianza che egli chia-
ma “la più importante proprietà di

δ(x)”.
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LA DEFINIZIONE RIVISITATA

La via di uscita dalla situazio-
ne di stallo descritta alla pagina
precedente consiste in quanto se-
gue.

1. Rinunciare alla pretesa che la
δ di Dirac sia una funzione di una
variabile reale.

2. La δ di Dirac non si usa da sola,
cioè non si calcola δ(s) per qual-
che s particolare.

3. La δ di Dirac si usa solo sotto il
segno di integrale, cioè in espres-

sioni del tipo∫ +∞

−∞
δ(x− t) y(t) dt.

4. Il suddetto integrale è un’ap-

plicazione lineare nella variabile

y(t), cioè il suo argomento non è
un solo numero, ma è tutta la fun-

zione y(t).

5. Il suddetto integrale è un’ap-
plicazione continua rispetto alla
nozione di convergenza dello spa-

zio D.

6. Le distribuzioni, in generale,
si definiscono come le applicazioni
lineari e continue aventi per domi-
nio lo spazio D.

7. Con la sostituzione s = x − t,
l’integrale precedente diventa∫ +∞

−∞
δ(s) y(x− s) dt

e, per la (6), il suo valore deve es-

sere y(x).

Posto x = 0 e φ(s) = y(−s), si de-
ve perciò avere∫ +∞

−∞
δ(s)φ(s) dt = φ(0).

Dunque la δ di Dirac è l’applica-
zione T : D → R data da T (φ) = φ(0).

DISTRIBUZIONI REGOLARI

Consideriamo una qualunque fun-
zione misurabile f : R → R tale che
risulti ∫ b

a

|f(x)| dx < +∞

qualunqe siano gli estremi a e b di

integrazione, purché finiti.

Si dice che f è “localmente som-
mabile”, e si scrive

f ∈ L1
loc(R).

Tramite la funzione f si ottiene

una distribuzione T ponendo

T (φ) =

∫ +∞

−∞
φ(x) f(x) dx.

Si dice, in tal caso, che la distri-
buzione T è regolare, ed è “rap-

presentata” dalla funzione f .
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DISTRIBUZIONI SINGOLARI

La distribuzione δ di Dirac, data
da T (φ) = φ(0), non è rappresenta-
ta da nessuna funzione f ∈ L1

loc(R):
è una distribuzione “singolare”.

Lo si intuisce dalle considera-
zioni fatte a pag. D18. Vediamo
una semplice dimostrazione ispira-
ta al libro di Amerio (vol. 3 par-
te II), che a sua volta riprende il
trattato di Schwartz.

Prendendo come funzioni test
le funzioni φn(x) = ψ(nx), dove ψ

è come nella (2), si ha:

δ(φn) = φn(0)

= 1
e .

Perciò se la δ di Dirac fosse rap-

presentata da una funzione f ∈
L1
loc(R), dovrebbe aversi, per ogni

n, ∫ +∞

−∞
f(x)φn(x) dx = 1

e . (9)

Mostriamo invece che

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
f(x)φn(x) dx = 0. (10)

A tal fine, applichiamo il teore-
ma della convergenza dominata di

Lebesgue.

Innanzitutto, osserviamo che per
ogni x ̸= 0 risulta

lim
n→+∞

f(x)φn(x) = 0

semplicemente perché φn(x) = 0 per
n > 1

|x|.

Inoltre, poiché φn(x) ≤ 1
e per

ogni x e per ogni n, possiamo scri-
vere

|f(x)φn(x)| ≤ 1
e |f(x)|.

Ma poiché per ipotesi f ∈ L1
loc(R),

il secondo membro costituisce una
maggiorante sommabile.

Essendo soddisfatte le ipotesi
del teorema della converegenza
dominata, si verifica la (10).

Poiché la (10) contrasta con la
(9), si deduce che la δ di Dirac non
è una distribuzione regolare, co-

me volevasi dimostrare.

LA δ DI DIRAC CENTRATA IN x0

Si chiama δ di Dirac centrata in

un punto x0 ∈ R la distribuzione
cos̀ı definita:

δx0
(φ) = φ(x0).

Dalla definizione segue immediata-
mente che δ0 = δ.

La distribuzione δx0
si può anche in-

dicare con δ(x−x0), come si farebbe
se fosse una funzione di variabile
reale.
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Convergenza in D′



LA CONVERGENZA NEL SENSO
DELLE DISTRIBUZIONI

Si dice che una successione di
distribuzioni Tn converge ad una
distribuzione T , e si scrive

Tn
D′
−→ T

se, per ogni funzione test φ ∈ D
fissata, risulta

lim
n→+∞

Tn(φ) = T (φ). (11)

Si noti che i valori di Tn(φ) e di
T (φ) sono numeri reali, dunque il
limite sopra indicato è il limite di

una successione numerica.

Esempio banale: le successioni

costanti sono convergenti.

Se, cioè, con Tn denotiamo sem-

pre una stessa distribuzione T , al-

lora la relazione (11) è banalmen-
te verificata qualunque sia φ ∈ D.

Esempio significativo: indichiamo

con χ(0, 1n )
(x) la funzione caratteri-

stica dell’intervallo (0, 1n), cioè la
funzione

χ(0, 1n )
(x) =

{
1, se x ∈ (0, 1n)

0, se x ∈ R \ (0, 1n).

Le funzioni fn(x) = nχ(0, 1n )
(x) so-

no localmente sommabili, dunque
rappresentano delle distribuzio-

ni, che indicheremo con Tn.

Verifichiamo che Tn
D′
−→ δ, essen-

do δ la distribuzione delta di Di-
rac: δ(φ) = φ(0).

Osserviamo che la distribuzione Tn
rappresentata dalla funzione fn
agisce come segue:

Tn(φ) =

∫ +∞

−∞
fn(x)φ(x) dx

= n

∫ 1
n

0

φ(x) dx.

Per la (11), dobbiamo verifica-
re che Tn(φ) → φ(0). A tal fine,
applichiamo la definizione di limi-
te.

Fissato ε > 0, per la continuità
di φ(x) nel punto x = 0 esiste un
intervallo (−r, r) tale che per ogni
x ∈ (−r, r) risulta

φ(0)− ε < φ(x) < φ(0) + ε.

Inoltre, quando n > 1/r, risulta (0,
1
n) ⊂ (−r, r).

Quindi, per n > 1/r, possiamo in-

tegrare sull’intervallo (0, 1n) i tre
termini delle disuguaglianze pre-

cedenti, ottenendo

1
n (φ(0)− ε) <

∫ 1
n

0

φ(x) dx

< 1
n (φ(0) + ε)

o, che è lo stesso,

φ(0)− ε < Tn(φ)

< φ(0) + ε.

Dalla definizione di limite segue
dunque che Tn(φ) → φ(0), come vo-
levasi dimostrare.
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LA CONVERGENZA PUNTUALE
NON IMPLICA LA CONVERGEN-
ZA IN D′

Consideriamo una successione di
funzioni fn ∈ L1

loc(R) convergente
puntualmente ad una funzione f
∈ L1

loc(R).

Le funzioni fn e la funzione f
rappresentano delle distribuzioni,
che indicheremo con Tn e T .

Possiamo affermare che Tn
D′
−→ T ?

La risposta è negativa: per ve-
rificarlo, basta costruire almeno

un controesempio.

Un controesempio è dato dalle
funzioni fn(x) = nχ(0, 1n )

(x) già consi-

derate a pag. D22.

Sappiamo che le distribuzioni Tn
rappresentate da tali funzioni fn
convergono in D′ alla δ di Dirac.

D’altro canto, per ogni x ∈ R
fissato, risulta

lim
n→+∞

fn(x) = 0. (12)

Infatti, se x ≤ 0 la conclusione è

banale perché fn(x) = 0 per ogni n.

Se, invece, x > 0, allora risulta
fn(x) = 0 per ogni n > 1/x, e la (12)
segue dalla definizione di limite.

Dunque la successione delle fun-
zioni fn converge puntualmente al-
la funzione f(x) ≡ 0, la quale a sua

volta rappresenta la distribuzio-
ne T (φ) ≡ 0 e non la δ di Dirac.

LA CONVERGENZA LOCALMEN-
TE UNIFORME IMPLICA LA CON-
VERGENZA IN D′

Supponiamo ora che la successione
di funzioni fn ∈ L1

loc(R) converga ad
una funzione f ∈ L1

loc(R) uniforme-
mente su ogni intervallo limitato
[a, b].

Indicate ancora con Tn e T le
distribuzioni rappresentate da ta-
li funzioni, verifichiamo che

Tn
D′
−→ T.

Fissata una generica funzione te-

st φ ∈ D, dobbiamo verificare che

lim
n→+∞

Tn(φ) = T (φ),

e cioè

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
φ(x) fn(x) dx

=

∫ +∞

−∞
φ(x) f(x) dx. (13)

Essendo il supporto suppφ limita-
to, esiste un intervallo limitato

[a, b] che lo contiene, e possiamo
scrivere∫ +∞

−∞
|φ(x)| |fn(x)− f(x)| dx

=

∫ b

a

|φ(x)| |fn(x)− f(x)| dx

≤

(
sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)|

)∫ b

a

|φ(x)| dx

Poiché fn → f uniformemente in [a,
b], la quantità tra parentesi ton-

de tende a zero, mentre l’ultimo
integrale resta costante: ciò pro-
va la (13).
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L’IMMERSIONE D ↪→ D′

Ogni funzione test φ ∈ D è conti-
nua su tutto R, quindi è localmen-
te sommabile e rappresenta, per-
ciò, essa stessa una distribuzione.

Nei testi moderni si suole fa-
re riferimento all’applicazione i :
D → D′ che alla generica funzione
test φ associa la distribuzione T
rappresentata da φ.

La suddetta applicazione i vie-
ne chiamata immersione, e si scrive

D ↪→ D′.

Poiché sugli spazi D e D′ sono defi-
nite due diverse nozioni di conver-

genza, è naturale chiedersi quan-

to segue.

Se una successione di funzioni test

φn converge in D ad una funzione
φ, le distribuzioni Tn rappresenta-

te dalle φn convergeranno in D′

alla distribuzione T rappresenta-

ta da φ ?

La risposta è affermativa, perché
la convergenza in D implica la
convergenza uniforme di φn a φ,
e la convergenza uniforme, a sua

volta, implica la convergenza in
D′.

Nei testi moderni si suole espri-
mere tale concetto dicendo che
l’immersione D ↪→ D′ è continua,
oppure che lo spazio D si immer-
ge in D′ con continuità.

LA TOPOLOGIA DI D′

La topologia dello spazio D′ è la
topologia debole-∗ (si pronuncia
“debole star”): si veda, ad esem-
pio, la dispensa di Semmes citata
in bibliografia, oppure Yosida, pa-
gina 124.

Possiamo definire gli aperti del-
la suddetta topologia proceden-
do come segue.

Per ogni funzione test φ ∈ D ed
ogni numero reale a ∈ R, il semi-
spazio affine Hφ,a ⊂ D′ dato da

Hφ,a = {T ∈ D′ | T (φ) < a }

è per definizione un aperto. Le in-

tersezioni finite

U(k, φ1, . . . , φk, a1, . . . , ak) =
k⋂

i=1

Hφi,ai

al variare di k ∈ Z+, φi ∈ D e ai ∈ R,
costituiscono una base di intorni.

La topologia da essi generata è la
topologia dello spazio D′.
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EQUIVALENZA DELLE DEFINI-
ZIONI

Se una successione di distribu-
zioni Tn converge ad una distribu-
zione T nella topologia debole-∗,
allora è soddisfatta la definizio-
ne a pagina D22.

Per vederlo, non è restrittivo
supporre che T sia la distribuzio-
ne nulla.

Supponiamo, quindi, che comunque
si prenda una intersezione finita
U = U(k, φ1, . . . , φk, a1, . . . , ak) conte-
nente la distribuzione nulla, cioè

tale che ai > 0 per ogni i, risulti

definitivamente Tn ∈ U .

Presa arbitrariamente una fun-

zione test φ, vogliamo verificare
la (11) con T = 0, cioè vogliamo

verificare che

lim
n→+∞

Tn(φ) = 0. (14)

Preso ε ∈ (0,+∞), per l’ipotesi si
avrà Tn ∈ Hφ,ε definitivamente, co-

me pure Tn ∈ H−φ,ε. Ciò equivale a

−ε < Tn(φ) < ε

e la conclusione segue.

Viceversa, se una successione di
distribuzioni Tn soddisfa la defini-
zione a pagina D22, allora conver-
ge alla distribuzione T nella to-
pologia debole-∗.

Per vederlo, non è restrittivo
supporre che T sia la distribuzio-
ne nulla.

Consideriamo quindi una succes-
sione di distribuzioni Tn soddisfa-
cente la (14) per ogni φ ∈ D.

Prendiamo arbitrariamente un
semispazio Hφ,a ⊂ D′ contenente la
distribuzione nulla, cioè con a > 0.
Ci chiediamo se risulta definitiva-

mente Tn ∈ Hφ,a, ovvero se risulta

Tn(φ) < a

definitivamente. Ma questo di-
scende dalla (14) per la defini-

zione di limite di una successione

numerica, perciò l’asserto è dimo-

strato.
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LO SPAZIO D NON HA UNA BASE
NUMERABILE

Vogliamo creare i presupposti
per dimostrare che lo spazio D′

delle distribuzioni, dotato della
topologia debole-∗, non è metriz-
zabile.

Per vederlo, ci serve innanzitut-
to osservare che, data una qua-
lunque successione di funzioni te-
st φn, esiste un’opportuna funzio-
ne test φ che è linearmente in-
dipendente da qualunque sottoin-
sieme finito di funzioni φn.

Linearmente indipendente signifi-

ca che non esistono numeri reali

λ1, . . . , λk e funzioni test φn1
, . . . , φnk

della successione data tali che

φ(x) =
k∑

i=1

λi φni
(x)

per ogni x ∈ R. Si suole dire che

“D non ha una base numerabile”.

Vediamo una dimostrazione di que-
st’ultima affermazione. Comincia-

mo con il considerare le funzioni

test ψx0
(x) = ψ(x − x0), dove ψ è la

consueta funzione a campana.

È sufficiente prendere x0 in un
intervallo limitato: ad esempio,

l’intervallo (0, 1).

Lemma 1. L’insieme delle fun-
zioni ψx0

per x0 ∈ (0, 1) ha la poten-
za del continuo.

La tesi segue dal fatto che l’in-
tervallo (0, 1) ha la potenza del
continuo, e la corrispondenza tra
x0 e ψx0

è biunivoca.

Lemma 2. Le funzioni ψx0
sono

linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Supponiamo per
assurdo che esistano k punti x1 <
. . . < xk ed altrettanti coefficien-
ti λi ̸= 0 tali che

k∑
i=1

λi ψxi
(x) = 0 (15)

per ogni x ∈ R. Ovviamente la (15)
non può sussistere se k = 1 perché

ψx1
(x) > 0 per x ∈ (x1 − 1, x1 + 1).

Nel caso k ≥ 2, la (15) non può

sussistere nei punti x ∈ (x1−1, x2−1)
perché ψx1

è positiva in tale in-
tervallo, vicino al primo estremo,

mentre le ψxi
vi si annullano per

ogni i ≥ 2. Il lemma segue.
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Per proseguire, consideriamo una
successione qualunque di funzio-
ni test φn, e indichiamo con V il
suo inviluppo lineare, cioè l’insie-
me delle combinazioni lineari

k∑
i=1

λi φni
(x)

al variare di k, λi e φni
in tutti i

modi possibili.

Lemma 3. Se un sottoinsieme
X ⊂ V è costituito da funzioni li-
nearmente indipendenti, allora X
è finito o numerabile.

Dimostrazione. L’insieme V si

può vedere come l’unione degli

spazi vettoriali F (φn1
, . . . , φnk

), di
dimensione finita, generati dagli

insiemi finiti di funzioni φn1
, . . . , φnk

tratte dalla successione data.

I suddetti spazi vettoriali co-

stituiscono una famiglia numera-
bile perché i sottoinsiemi finiti di

un insieme numerabile costituisco-
no una famiglia numerabile.

Inoltre l’intersezione X ∩F (φn1
,

. . . , φnk
) contiene al massimo k ele-

menti perché lo spazio F (φn1
, . . . ,

φnk
) ha dimensione k, e gli elementi

di X sono linearmente indipenden-
ti per ipotesi.

Poiché l’insieme X è l’unione de-
gli insiemi X ∩ F (φn1

, . . . , φnk
) al va-

riare di k e di φn1
, . . . , φnk

in tutti i
modi possibili, l’insieme X è finito
o numerabile in quanto unione nu-
merabile di insiemi finiti o vuoti.

Conclusione: possiamo dimostrare
che D non ha una base numerabile.

Infatti l’insieme X delle funzio-
ni a campana ψx0

per x0 ∈ (0, 1) non
è numerabile per il lemma 1, e le
suddette funzioni sono linearmen-
te indipendenti per il lemma 2.

Ma allora, per il lemma 3, il sud-
detto insieme X ⊂ D non può esse-
re generato linearmente da nessu-
na successione di funzioni test φn:
tantomeno potrà esserlo l’intero
spazio D.
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NON METRIZZABILITÀ DI D′

Dimostriamo che lo spazio D′

delle distribuzioni, dotato della
topologia debole-∗, non è metriz-
zabile.

Supponiamo per assurdo che esi-
sta una metrica d sullo spazio D′

che induca la topologia debole-∗.

Allora possiamo definire l’in-
torno sferico Br(0) della distri-
buzione nulla ponendo

Br(0) = {T ∈ D′ | d(T, 0) < r }

per r ∈ (0,+∞). Vogliamo arrivare

ad una contraddizione costruendo

una successione di distribuzioni Tn
che per ogni intero j ≥ 1 soddisfa-

no Tn ∈ B1/j(0) definitivamente, pur
non convergendo alla distribuzio-

ne T = 0 nella topologia debole-∗.

Prima parte: una successione di in-

torni dell’origine

Per ogni intero j ≥ 1, essen-
do B1/j(0) un intorno della distri-
buzione nulla, esiste un intorno
di base Uj = U(k, φ1, . . . , φk, a1, . . . , ak)
che è incluso in B1/j(0) e contiene

la distribuzione nulla, cioè è tale
che a1, . . . , ak > 0.

Ovviamente il valore di k, come
pure la scelta di φ1, . . . , φk dipen-
dono da j, ma questa dipendenza
non è stata indicata esplicitamen-

te per semplificare la notazione.

Potremmo scrivere, più corret-
tamente,

Uj = U(kj, φj
1, . . . , φ

j
kj
, aj1, . . . , a

j
kj
).

Seconda parte: la funzione φ

Osserviamo che l’insieme di tut-
te le φj

1, . . . , φ
j
kj

al variare di j ∈
Z+ è finito o numerabile perché
unione numerabile di insiemi finiti
(eventualmente coincidenti).

Dunque tale insieme, che indi-
cheremo con S, non può essere una
base per lo spazio D delle funzio-
ni test, in quanto tale spazio non
ammette una base numerabile.

Ma allora esiste una particola-
re funzione test, che indicheremo
con φ, che non appartiene all’invi-

luppo lineare di S.

In altri termini, φ non si può ot-

tenere come combinazione lineare

di elementi di S.

I lemmi 1 e 2 di pag. D26 mostra-

no che si può prendere φ = ψx0
con

un opportuno x0 ∈ (0, 1), ma questo

non è essenziale per proseguire.
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Terza parte: le distribuzioni Tn

Per ogni n ≥ 1 indichiamo con Tn
una distribuzione tale che Tn(φ) =
1, e Tn(φ

j
i ) = 0 per ogni j ≤ n e per

ogni i = 1, . . . , kj.

Per non dover definire Tn per
ogni altra φ ∈ D, in modo tale che
Tn risulti lineare e continua, di-
mostriamo per via teorica la sola
esistenza di una siffatta distribu-
zione.

Fissato n ≥ 1, supponiamo per
assurdo che tutte le distribuzioni
T tali che T (φj

i ) = 0 per ogni j ≤ n e

per ogni i = 1, . . . , kj soddisfino an-

che T (φ) = 0.

Vogliamo dedurre che φ è una

combinazione lineare delle φj
i , il

che è assurdo per quanto visto

nella seconda parte della dimo-

strazione.

Per procedere, seguiamo il libro

di analisi funzionale di H. Brézis
(lemma III.2): posto N = 1 + k1 +
. . .+ kn, definiamo E =

{ (T (φ), T (φ1
1), . . . , T (φ

n
kn
)) ∈ RN :

T ∈ D′ }

Poiché D′ è uno spazio vettoriale,
l’insieme E è a sua volta un sot-

tospazio vettoriale di RN , dunque
è rappresentato da un sistema di
equazioni del tipo

N∑
α,β=1

cαβ xβ = 0 (16)

con opportuni coefficienti cαβ.

Per assurda ipotesi, lo spazio E
non contiene il punto e1 = (1, 0, . . . ,
0), e perciò deve esistere almeno
un α tale che cα1 ̸= 0.

L’equazione (16) con α = α implica
che, per ogni T ∈ D′

cα1 T (φ) + cα2 T (φ
1
1) + . . .+ cαN T (φ

n
kn
)

= 0.

Prendendo, in particolare, le di-
stribuzioni T = δt (delta di Dirac
centrata in t ∈ R), si ricava

cα1 φ(t) + cα2 φ
1
1(t) + . . .+ cαN φ

n
kn
(t)

= 0

per ogni t ∈ R. Essendo cα1 ̸= 0, ne
segue che φ è una combinazione li-

neare delle φj
i , il che è assurdo.

Dunque esiste, per ogni n ≥ 1, una
distribuzione Tn tale che Tn(φ) = 1,
e Tn(φ

j
i ) = 0 per ogni j ≤ n e per

ogni i = 1, . . . , kj.

Conclusione

Per costruzione, qualunque sia
j ≥ 1 risulta Tn ∈ Uj ⊂ B1/j(0) per
ogni n ≥ j, dunque le distribuzio-
ni Tn dovrebbero convergere alla
distribuzione nulla.

Tuttavia risulta anche Tn(φ) = 1
per ogni n, e quindi Tn(φ) ̸→ 0, il
che è assurdo.

Quindi non esiste una metrica d,
sullo spazio D′ delle distribuzioni,

che induca la topologia debole-∗.
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LA DERIVATA NEL SENSO DEL-
LE DISTRIBUZIONI

In queste dispense si accenna
brevemente ad alcune proprietà
delle distribuzioni.

Una delle proprietà più impor-
tanti è senza dubbio il fatto che
tutte le distribuzioni sono deriva-
bili infinite volte.

Definizione: data una distribu-
zione T , la sua derivata T ′ si defi-
nisce ponendo

T ′(φ) = −T (φ′). (17)

Tale definizione appare naturale

se si pensa alle distribuzioni rap-

presentate da funzioni derivabili.

Consideriamo, ad esempio, una

funzione f ∈ C1(R). Essa rappre-

senta la distribuzione Tf data da

Tf(φ) =

∫ +∞

−∞
φ(x) f(x) dx.

D’altro canto la derivata f ′ della

funzione f è continua per ipotesi,

e rappresenta la distribuzione Tf ′

data da

Tf ′(φ) =

∫ +∞

−∞
φ(x) f ′(x) dx.

Studiamo il legame che sussiste
fra Tf e Tf ′.

Indicato con (a, b) un intervallo
limitato che contenga suppφ, pos-
siamo scrivere

Tf ′(φ) =

∫ b

a

φ(x) f ′(x) dx.

Essendo il suppφ un insieme chiuso,
la condizione suppφ ⊂ (a, b) implica

φ(a) = φ(b) = 0.

Perciò, integrando per parti, ot-
teniamo

Tf ′(φ) = −
∫ b

a

φ′(x) f(x) dx.

Si constata, quindi, che sussiste la
seguente uguaglianza:

Tf ′(φ) = −Tf(φ′).

Perciò è naturale definire la de-
rivata (Tf)

′ della distribuzione Tf
ponendo

(Tf)
′ (φ) = −Tf(φ′),

in accordo con la (17).

La definizione (17) consente di di-

re che la derivata di una distri-

buzione Tf , rappresentata da una
funzione f ∈ C1(R), è proprio la di-

stribuzione Tf ′ rappresentata da f ′.

In altri termini, il seguente dia-
gramma è commutativo:

C1(R) ∋ f
i−→ Tf

∂
∂x ↓ ↓ ↓ derivata

distribuzionale

C0(R) ∋ f ′
i−→ Tf ′

Si badi che la definizione (17) pre-

scinde dal fatto che la distribu-
zione T sia regolare o meno (cioè
sia o meno rappresentata da qual-
che funzione).
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La definizione (17), inoltre, si può
applicare quante volte si vuole a
qualunque distribuzione.

Ad esempio, qualunque distri-
buzione T ha la derivata seconda,
e risulta

T ′′(φ) = T (φ′′).

In generale, la derivata k-esima di
una distribuzione T è la distribu-
zione T (k) data da

T (k)(φ) = (−1)k T (φ(k)).

LINEARITÀ DELL’OPERATORE

DI DERIVAZIONE

È immediato ricavare, partendo

dalle definizioni, le regole di de-
rivazione della somma, della dif-

ferenza e del prodotto per una

costante:

(T1 ± T2)
′ = T ′

1 ± T ′
2;

(λT )′ = λT ′.

CONTINUITÀ DELL’OPERATORE

DI DERIVAZIONE

Se una successione di distribu-
zioni Tn converge ad una distribu-
zione T , allora la successione del-
le derivate T ′

n converge alla deri-
vata T ′. Infatti per ogni φ ∈ D si
ha

T ′
n(φ) = −Tn(φ′)

R−→ −Tn(φ′) = T ′(φ).

ESEMPI

Esempio 1: la derivata della di-
stribuzione T rappresentata dalla
funzione H(x) di Heaviside è la di-
stribuzione δ di Dirac.

Sappiamo, infatti, che la distri-
buzione T agisce come segue:

T (φ) =

∫ +∞

0

φ(x) dx.

Applicando a tale distribuzione la
definizione (17), troviamo che

T ′(φ) = −
∫ +∞

0

φ′(x) dx.

Tale espressione può essere sem-
plificata ricordando che φ è iden-

ticamente nulla al di fuori di un

opportuno intervallo limitato (a,
b), e quindi possiamo scrivere

T ′(φ) = −
∫ b

0

φ′(x) dx.

Infine, per il teorema fondamen-

tale del calcolo integrale, tro-

viamo

T ′(φ) = − φ(b) + φ(0)

= φ(0).

Dunque T ′ = δ, come volevasi dimo-
strare.

Esempio 2: il risultato prece-
dente si può estendere conside-

rando, al posto della funzione di
Heaviside, una qualunque funzio-
ne di classe C1 a tratti. Vediamo
in dettaglio come.
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Fissati k punti x1 < . . . < xk, con
k ∈ Z+, consideriamo una funzione
f ∈ C1(R \ {x1, . . . , xk }) tale che

lim
x→x±

i

f ′(x) = f ′(x±i ) ∈ R

per i = 1, . . . , k. Tale condizione im-
plica

lim
x→x±

i

f(x) = f(x±i ) ∈ R

per i = 1, . . . , k, dunque f, f ′ ∈ L1
loc(R)

e restano definite le distribuzioni
regolari Tf , Tf ′. Verifichiamo che

T ′
f = Tf ′ +

k∑
i=1

(
f(x+i )− f(x−i )

)
δxi
.

Per la definizione della derivata

in D′, per ogni φ ∈ D si ha T ′
f(φ) =

−
∫ ∞

−∞
f φ′ dx = −

∫ x1

−∞
f φ′ dx

−
k−1∑
i=1

∫ xi+1

xi

f φ′ dx−
∫ ∞

xk

f φ′ dx.

Ora integriamo per parti, e scri-

viamo per ultimi tutti i valori agli

estremi: otteniamo T ′
f(φ) =∫ +∞

−∞
f ′ φdx− f(x−1 )φ(x1)

−
k−1∑
i=1

(
f(x−i+1)φ(xi+1)− f(x+i )φ(xi)

)
+ f(x+k )φ(xk)

e quindi, mettendo φ(xi) in eviden-
za: T ′

f(φ) =

Tf ′(φ) +
k∑

i=1

(
f(x+i )− f(x−i )

)
φ(xi)

da cui l’asserto.

Esempio 3: la derivata della di-
stribuzione δ di Dirac è la distri-
buzione δ′ data da

δ′(φ) = −δ(φ′)

= −φ′(0). (18)

Per la continuità dell’operatore
di derivazione, e siccome i mollifi-
catori ρn(x) convergono alla δ di
Dirac (esercizio (c), serie [003]),
la successione delle derivate ρ′n(x)
converge alla distribuzione δ′.

Un’altra successione che sap-
piamo tendere alla δ di Dirac è da-
ta dalle funzioni fn(x) = nχ(0, 1n )

(x)
(v. pag. D22)

Per la continuità dell’opera-

tore di derivazione, la successione

delle derivate f ′n(x) converge alla

distribuzione δ′.

Le derivate f ′n, a loro volta,

sono da intendersi nel senso del-

le distribuzioni. Per quanto visto

nell’esempio 1, si ha

f ′n = n (δ − δ 1
n
)

=
δ − δ 1

n

1
n

=
δ 1

n
− δ

− 1
n

, (19)

dove δ 1
n
è la δ di Dirac centrata

nel punto x0 =
1
n.

Poiché, come abbiamo osservato

sopra, si ha f ′n
D′
−→ δ′, la relazio-

ne (19) ci permette di scrivere

δ 1
n
− δ

− 1
n

D′
−→ δ′. (20)

Nel prossimo paragrafo esaminia-
mo più in dettaglio questa relazio-
ne.
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L’OPERATORE DI TRASLAZIO-
NE τh

La relazione (20) si può ricondur-
re alla ben nota definizione della
derivata di una funzione regolare,
a patto di introdurre l’operatore
di traslazione τh.

Sappiamo infatti che la deriva-
ta di una funzione f ∈ C1(R) è la
funzione f ′ data da

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

Introduciamo allora la funzione
τh f , traslata di f , ponendo

(τh f)(x) = f(x+ h). (21)

Ad esempio, se f(x) = senx, allora
(τπ

2
f)(x) = sen(x + π

2 ) = cosx. Con la

notazione (21) possiamo scrivere

f ′ = lim
h→0

τh f − f

h
.

In particolare, posto h = −1/n, si
ha

f ′ = lim
n→+∞

τ− 1
n
f − f

− 1
n

. (22)

D’altro canto, visto che

τ− 1
n
δ = δ 1

n
,

la (20) si può riscrivere come

τ− 1
n
δ − δ

− 1
n

D′
−→ δ′

che rende evidente l’analogia con

la (22). Il ragionamento si esten-
de ad ogni distribuzione T intro-
ducendo la distribuzione traslata
τhT : φ 7→ T (τ−h φ).

IL DIPOLO ELETTRICO

Fra le molteplici motivazioni
dell’interesse della teoria delle
distribuzioni vi è anche la possibi-
lità di modellizzare il dipolo elet-
trico.

Collocando una carica elettri-
ca q = +n nell’origine, ed una −n
nel punto x0 =

1
n, la densità di ca-

rica è rappresentata dalla distri-
buzione (19).

Tale distribuzione modellizza dun-
que il dipolo elettrico di momen-
to p dato da

p = q (− 1
n ı̂)

= −ı̂,

essendo ı̂ il versore dell’asse x.

Quando n → +∞ il momento p non

cambia, mentre la distribuzione f ′n
tende a δ′.

Si conclude che la derivata δ′

rappresenta la densità di carica

del dipolo elettrico puntiforme

di momento p = −ı̂.

Questo esempio si può ritrovare
nella dispensa “Elementi di Teo-

ria delle Distribuzioni” di G. Ver-
gara Caffarelli con P. Loreti (pa-
ragrafo 7).
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Esempio 4: consideriamo la fun-
zione f(x) = |x|, e la funzione segno
di x, data da

sgn(x) =


1, se x > 0;

0, se x = 0;

−1, se x < 0.

Essendo localmente sommabili,
tali funzioni rappresentano due
distribuzioni, che indicheremo con
T|x| e con Tsgn(x). Verifichiamo che
si ha

(T|x|)
′ = Tsgn(x).

Cominciamo con il richiamare il
legame che sussiste tra T|x| e f(x):

T|x|(φ) =

∫ +∞

−∞
φ(x) |x| dx

per ogni funzione test φ ∈ D.

Dunque, per la definizione (17), si

ha

(T|x|)
′(φ) = −

∫ +∞

−∞
φ′(x) |x| dx.

Poiché φ è identicamente nulla al
di fuori di un opportuno interval-

lo limitato (a, b), possiamo scrivere

(T|x|)
′(φ) = −

∫ b

a

φ′(x) |x| dx.

Indicando ancora con (a, b) un in-
tervallo eventualmente più gran-

de del precedente, e contenente
l’origine, per la proprietà additi-
va dell’integrale si ha

(T|x|)
′(φ) = −

∫ 0

a

φ′(x) |x| dx

−
∫ b

0

φ′(x) |x| dx.

Si badi che la proprietà additiva
si può applicare indipendentemen-
te dal fatto che a e b siano positivi
o negativi.

Avendo però supposto a < 0 < b,
l’espressione precedente si sempli-
fica:

(T|x|)
′(φ) =

∫ 0

a

φ′(x)x dx

−
∫ b

0

φ′(x)x dx. (23)

Osservando che il prodotto φ(x)x
si annulla negli estremi, possiamo
integrare per parti e ottenere∫ 0

a

φ′(x)x dx = −
∫ 0

a

φ(x) dx

−
∫ b

0

φ′(x)x dx =

∫ b

0

φ(x) dx.

Sostituendo tali espressioni nel-

la (23), si ottiene finalmente

(T|x|)
′(φ) =

∫ b

a

φ(x) sgn(x) dx

= Tsgn(x)(φ)

come volevasi dimostrare.

Allo stesso risultato si pervie-
ne anche scrivendo |x| = x+ + x−, e
sfruttando la linearità dell’ope-

ratore di derivazione ed il fatto
che (x+)′ = H(x) (esercizio 1, serie

[004]).
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L’IMMERSIONE L1
loc(R) ↪→ D′

Il fatto, già noto, che ogni fun-
zione localmente sommabile f ∈
L1

loc(R) rappresenta una distribu-
zione, e precisamente la distribu-
zione Tf data da

Tf(φ) =

∫ +∞

−∞
φ(x) f(x) dx

è alla base della definizione del-
l’immersione canonica i : L1

loc(R) →
D′, che è la seguente:

i(f) = Tf .

L’immersione canonica i gode del-
le seguenti importanti proprietà:

• A funzioni diverse (su un in-

sieme di misura positiva) corri-
spondono distribuzioni diverse:

l’applicazione i è iniettiva;

• Alla funzione f = f1+f2, somma
di due funzioni date f1, f2, cor-
risponde la distribuzione Tf1 +
Tf2,

• e alla funzione prodotto λf

corrisponde la distribuzione λTf ,
dunque l’applicazione i è linea-
re.

Si può dire che l’immagine i(L1
loc(R))

dello spazio L1
loc(R) tramite l’ap-

plicazione i è un sottospazio vet-
toriale dello spazio D′ avente la

stessa struttura dello spazio L1
loc(R).

È per questo motivo che lo spa-
zio delle distribuzioni, pur avendo
natura diversa dallo spazio delle
funzioni localmente sommabili, si
considera come un ampliamento di

quest’ultimo.

Inoltre l’applicazione i è con-
tinua, nel senso che se una suc-
cessione di funzioni fn ∈ L1

loc(R)
converge ad una certa funzione
f ∈ L1

loc(R) rispetto alla norma di
L1((a, b)), qualunque sia l’interval-
lo limitato (a, b), allora

Tfn
D′
−→ Tf .

A tal proposito ricordiamo che si
indica con L1((a, b)) lo spazio delle
funzioni f : (a, b) → R che sono som-
mabili, e cioè misurabili e tali che∫ b

a

|f(x)| dx < +∞.

Poiché due funzioni f1, f2 che dif-

feriscono su di un insieme di misu-

ra nulla hanno lo stesso integra-

le di Lebesgue, le si identificano
fra loro, e si scrive f1 ∼ f2.

Più esattamente, dunque, lo spa-

zio L1((a, b)) è uno spazio quoziente:

è il quoziente dello spazio delle

funzioni sommabili sull’intervallo
(a, b) rispetto alla relazione di e-

quivalenza ∼ sopra descritta.

La norma di una funzione f ∈
L1((a, b)) è la quantità

∥f∥L1((a,b)) =

∫ b

a

|f(x)| dx.

Si dice che una successione di fun-
zioni fn ∈ L1((a, b)) converge ad una
funzione f ∈ L1((a, b)) nella norma
di L1((a, b)), o “fortemente”, se la
successione delle norme

∥fn − f∥L1((a,b))

che è una successione numerica,
tende a zero in R.
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PERCHÉ SI STUDIANO DIVERSI
TIPI DI CONVERGENZA

Lo studio dei diversi tipi di con-
vergenza, ed il confronto tra di
essi, può benissimo essere svolto
per pura curiosità intellettuale.

Tale studio ha importanza fonda-
mentale quando si tratta di dimo-
strare l’esistenza della soluzione
di un dato problema.

Spesso, infatti, la soluzione è
una funzione f difficile da ottene-
re, e risulta più agevole costruire
una successione (fn)n∈N di funzioni

approssimanti.

In tal caso, risulta cruciale sa-

pere se fn tende ad f , ed in che
senso vi tende.

Questo capita, ad esempio, con il

metodo diretto del calcolo delle

variazioni, che prenderemo in con-

siderazione più avanti.

La necessità di fare ricorso ad ap-
prossimazioni della soluzione cer-

cata è tipica della matematica mo-

derna.

Tuttavia la stessa necessità si è
presentata già nell’antichità con

il problema del calcolo dell’area
del cerchio, che fu affrontato da
Archimede di Siracusa, nel terzo
secolo a.C., facendo ricorso ad
opportuni poligoni approssimanti.

TERMINOLOGIA DI USO COR-
RENTE

Quando due funzioni localmen-
te sommabili f, f1 ∈ L1

loc(R) rappre-
sentano due distribuzioni T, T1 tali
che

T1 = T ′

si suole dire che f1 è la derivata
di f nel senso delle distribuzioni,
ovvero che f1 = f ′ nel senso delle
distribuzioni.

Esempio: la funzione f1(x) = sgn(x)
è la derivata della funzione f(x) =
|x| nel senso delle distribuzioni.

Osservazione: due funzioni che
differiscono su di un insieme di mi-

sura nulla rappresentano la stes-

sa distribuzione, perciò è corret-

to dire che la derivata di f(x) = |x|
nel senso delle distribuzioni è la

seguente funzione:

f1(x) =

{
1, se x ∈ [0,+∞);

−1, se x ∈ (−∞, 0).

È corretto anche dire che la de-
rivata di f(x) = |x| nel senso delle
distribuzioni è la seguente funzio-
ne:

f̃1(x) =

{
1, se x ∈ (0,+∞);

−1, se x ∈ (−∞, 0),

lasciando non definito il valore di
f̃1(0).
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PRODOTTO DI UNA DISTRIBU-
ZIONE PER UNA FUNZIONE DI
CLASSE C∞

Il prodotto di due applicazioni
lineari non è, in generale, un’ap-
plicazione lineare.

Dunque il prodotto di due di-
stribuzioni non è definito, in ge-
nerale.

Si può, tuttavia, definire il pro-
dotto gT di una distribuzione T
per una funzione g(x) di classe
C∞(R), ponendo

(gT ) (φ) = T (gφ) (24)

dove gφ denota la funzione test
g(x)φ(x).

Esempio: posto g(x) = x e T = δ,

la (24) diventa

(xδ) (φ) = δ(xφ)

= 0, (25)

dunque la distribuzione xδ è la di-

stribuzione identicamente nulla.

La definizione (24) si giustifica
facilmente pensando al caso in cui

la distribuzione T è regolare, cioè
è rappresentata da una funzione
localmente sommabile f(x).

In tal caso, infatti, il prodotto
g(x) f(x) è ancora localmente som-

mabile, e rappresenta la distribu-
zione data da∫ +∞

−∞
φ(x) g(x) f(x) dx = T (gφ),

in accordo con la (24).

LA DERIVATA DEL PRODOTTO

Date g ∈ C∞(R) e T ∈ D′, la de-
rivata della distribuzione prodot-
to gT si può esprimere come segue:

(gT )′ = g′ T + g T ′. (26)

La consueta regola di derivazione
del prodotto si estende, dunque,
al caso in cui uno dei due fatto-
ri è una distribuzione, a patto che
l’altro fattore sia di classe C∞.

La verifica della (26) è un eser-
cizio di routine: presa una φ ∈ D,
la definizione (17) della derivata
porge

(gT )′ (φ) = −(gT ) (φ′),

dunque la (26) diventa

−(gT ) (φ′) = (g′ T ) (φ)+(g T ′) (φ). (27)

D’altro canto, la definizione (24)
del prodotto implica che

(gT ) (φ′) = T (g φ′)

(g′ T ) (φ) = T (g′φ)

(g T ′) (φ) = T ′(gφ).

Con queste sostituzioni, la (27) si
riduce a

−T (g φ′) = T (g′ φ) + T ′(gφ). (28)

Infine, derivando il prodotto gφ
delle due funzioni derivabili g e φ,
si ottiene

T ′(gφ) = −T ((gφ)′)

= −T (g′ φ+ g φ′)

= −T (g′ φ)− T (g φ′),

il che dimostra la (28).
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Esempio: applicando la regola
(26) alla distribuzione xδ si trova

(xδ)′ = δ + xδ′. (29)

Dal fatto che xδ = 0, come stabili-
to nella (25), segue (xδ)′ = 0. So-
stituendo nella (29) si ricava

xδ′ = −δ. (30)

Alla stessa conclusione si per-
viene direttamente applicando la
(24) e la (18).

Osservazione: la (30) ci mostra
che, nonostante il fattore g(x) =
x sia nullo nel punto x = 0, la

distribuzione prodotto xδ′ non è
nulla.

Ciò è in legato al fatto che la

distribuzione δ′, data dalla (18),

dipende dal valore di φ′(0).

A sua volta, il valore di φ′(0) di-
pende non soltanto dal valore di
φ per x = 0, ma dai valori di φ in

tutto un intorno di x = 0.
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SERIE DI DISTRIBUZIONI

Data una successione di distri-
buzioni Tk, si dice che la serie

+∞∑
k=0

Tk (31)

converge alla distribuzione T se
la distribuzione somma ridotta Sn,
data da

Sn =
n∑

k=0

Tk (32)

converge a T in D′.

Condizione necessaria affinché

la serie (31) sia convergente è

che la distribuzione Tk converga

in D′ alla distribuzione identica-
mente nulla.

Supponiamo, infatti, che la se-

rie (31) converga in D′ ad una di-
stribuzione T . Allora, per defini-

zione, risulta

Sn
D′
−→ T

e, banalmente, risulta anche

Sn−1
D′
−→ T.

Dalla definizione (32) della som-
ma ridotta segue immediatamente
che

Tk = Sk − Sk−1.

Poiché Sk e Sk−1 tendono entrambe
a T in D′, si deduce che

Tk
D′
−→ 0

come volevasi dimostrare.

Esempio: indichiamo con δk la
distribuzione δ di Dirac centrata
nel punto x = k. Allora la serie

+∞∑
k=0

δk (33)

è convergente in D′.

La somma della suddetta serie
è la distribuzione T data da

T (φ) =
+∞∑
k=0

φ(k).

La distribuzione δk, che figura
come termine generale della se-

rie (33), tende alla distribuzione
nulla.

Infatti per ogni funzione test

φ ∈ D si ha, per definizione,

δk(φ) = φ(k).

Inoltre il supporto di φ è contenu-

to in un opportuno intervallo li-
mitato (a, b).

Quindi per ogni k > b il secon-
do membro dell’uguaglianza pre-
cedente è nullo, dunque tende ba-

nalmente a zero.
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Esempio: indicata ancora con δk
la distribuzione δ di Dirac centra-
ta nel punto x = k, e con δ

(k)
k la sua

derivata k-esima, la serie

+∞∑
k=0

δ
(k)
k (34)

è convergente in D′. La sua somma
è la distribuzione T data da

T (φ) =
+∞∑
k=0

(−1)k φ(k)(k).

La distribuzione δ
(k)
k , che figura

come termine generale della se-
rie (34), tende alla distribuzione

nulla: lo si vede come nell’esem-

pio precedente.

Esempio: indicata con δ 1
n
la di-

stribuzione δ di Dirac centrata
nel punto x = 1

n, la serie

+∞∑
n=1

δ 1
n

(35)

non converge in D′ in quanto il
termine generale δ 1

n
non converge

alla distribuzione nulla, ma alla

consueta distribuzione δ di Dirac
centrata nel punto x = 0.

Infatti per ogni funzione test
φ ∈ D, per la continuità di φ si ha

lim
n→+∞

δ 1
n
(φ) = lim

n→+∞
φ( 1n)

= φ(0) = δ(φ),

dunque δ 1
n

D′
→ δ ̸= 0 e non è sod-

disfatta la condizione necessaria

per la convergenza di una serie.
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L’EQUAZIONE T ′ = 0

Le cosiddette funzioni ideali,
che oggi si inquadrano nella teo-
ria delle distribuzioni, sono state
concepite per descrivere fenome-
ni discontinui o impulsivi le cui leg-
gi, ciò non ostante, sono espresse
da equazioni differenziali.

In questa sede ci concentriamo sul-
l’equazione differenziale più sem-
plice:

T ′ = 0.

Si intende che il simbolo 0 al se-
condo membro denota la distribu-

zione nulla.

Vogliamo cioè trovare tutte le

distribuzioni T tali che, per ogni

φ ∈ D, risulti

T (φ′) = 0 (36)

ove il simbolo 0 denota come di

consueto lo zero.

Si verifica immediatamente che le

distribuzioni regolari Tm rappre-
sentate da funzioni costanti f(x) ≡
m ∈ R sono soluzioni della (36):
vogliamo sapere se vi sono altre

soluzioni.

FUNZIONI TEST A INTEGRALE
NULLO

La derivata φ′ di una funzio-
ne test φ è ancora una funzione
test, ma esistono funzioni test ψ
che non sono la derivata di al-
cuna funzione test: è questo il
caso, ad esempio, della funzione

ψ a pag. D11.

Condizione necessaria e suffi-
ciente affinché una funzione test
φ sia la derivata di una funzione
test è che∫ +∞

−∞
φ(x) dx = 0.

Se tale condizione è soddisfatta,
allora φ è la derivata della fun-
zione test Φ ∈ D data da

Φ(x) =

∫ x

−∞
φ(t) dt.

Alla luce di queste considerazio-
ni, l’equazione (36) dice che la di-
stribuzione T si annulla sul sot-
tospazio di D delle funzioni a in-

tegrale nullo.

SOLUZIONE DELLA (36)

Presa una distribuzione T sod-

disfacente la (36), definiamo m =
T (ψ/c), essendo ψ come nella (2) e

c =

∫ +∞

−∞
ψ(t) dt. (37)

Allora, per ogni φ ∈ D, posto

Iφ =

∫ +∞

−∞
φ(x) dx, (38)

la funzione φ(x) − Iφ
c ψ(x) ha inte-

grale nullo, e perciò, per la (36),

0 = T
(
φ− Iφ

c ψ
)

= T (φ)−mIφ.

Per l’arbitrarietà di φ, si conclu-
de che la distribuzione incognita
T è la distribuzione regolare rap-
presentata dalla costante f(x) ≡
m.
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UN PUNTO DI VISTA SUPERIO-
RE

Le considerazioni appena svolte
mostrano che una qualunque di-
stribuzione T ∈ D′ soddisfacente
l’equazione T ′ = 0 è un multiplo
della distribuzione T1 data da

T1(φ) =

∫ +∞

−∞
φ(x) dx.

Alla stessa conclusione si giunge
osservando che lo spazio D delle
funzioni test si decompone nella
somma diretta

D = D0 ⊕ r,

dove D0 = {φ ∈ D |
∫ +∞
−∞ φ = 0 } è

il sottospazio delle funzioni test
a integrale nullo, e r = {φ | φ =
λψ, λ ∈ R } è la retta delle fun-

zioni multiple di ψ.

In altri termini, ogni φ ∈ D si

può porre nella forma

φ = φ0 +
Iφ
c
ψ (39)

con φ0 = φ− Iφ
c ψ ∈ D0, Iφ = T1(φ).

Essendo T lineare, e annullan-
dosi su D0, ne segue che

T (φ) = T (
Iφ
c ψ)

= T (ψ/c) Iφ = mT1(φ),

dove si è posto m = T (ψ/c) come
prima. Dunque T è un multiplo di
T1, come volevasi dimostrare.

UN TEOREMA DI REGOLARITÀ

Le considerazioni precedenti mo-
strano, in particolare, che una
qualunque distribuzione T ∈ D′

soddisfacente l’equazione T ′ = 0 è
una distribuzione regolare.

Ciò può vedersi come un teore-
ma di regolarità: sapendo che una
distribuzione incognita T soddisfa
una certa equazione differenzia-
le, si dimostra che in realtà T è
regolare.

I teoremi di regolarità per le
equazioni differenziali, in partico-

lare quelle alle derivate parzia-

li, costituiscono un vasto settore
della matematica all’interno del

quale si sono distinti, ad esempio:

• Luis Caffarelli: v. Notices of

the AMS, vol. 56(4), 2009, pag.

490.

• Ennio De Giorgi: v. Bollettino

UMI, Serie 8, vol. 2-B (1999),
pagg. 3–31.
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PRIMITIVE DI UNA DISTRIBU-
ZIONE

Abbiamo visto che le distribu-
sioni T tali che T ′ = 0 sono le di-
stribuzioni regolari rappresenta-
te da una costante m.

Ne segue che se due distribuzio-
ni T1, T2 hanno la stessa derivata,
allora la differenza T = T1 − T2
è una distribuzione regolare rap-
presentata da una costante m.

Vale ovviamente il viceversa:
data una qualunque distribuzione
T , e indicata con Tm la distribu-

zione regolare rappresentata da

una costante m, si ha (T +Tm)
′ = T ′.

Ora ci poniamo il problema di

stabilire se, data una distribuzio-

ne S, esiste almeno una distribu-

zione T tale che

T ′ = S,

cioè tale che per ogni φ ∈ D risul-

ti

T (φ′) = −S(φ). (40)

Questa condizione non determina

tutti i valori di T , ma solo quel-
li che T assume sul sottospazio D0

delle funzioni test a integrale

nullo.

Infatti, se φ0 ∈ D0, allora la
funzione

Φ0(x) =

∫ x

−∞
φ0(x) dx

è ancora una funzione test, e dal-
la (40) segue

T (φ0) = −S(Φ0).

Ma allora, fissata una funzione
test ψ ∈ D \ D0, come ad esempio
la tipica funzione a campana (2),
si può scrivere ogni φ ∈ D nella
forma (39) e definire

T (φ) = −S(Φ0) +
Iφ
c
m (41)

dove Iφ e c sono dati dalla (38) e
dalla (37), e m è una costante ar-
bitraria il cui significato si ricava
scegliendo φ = ψ:

T (ψ) = m.

La (41) si può riscrivere

T (φ) = −S(Φ0) +
m

c
T1(φ)

e rappresenta tutte le primitive
di una distribuzione data S.

Se poi denotiamo con C(φ) =
m
c T1(φ) la distribuzione regolare

rappresentata dalla costante m
c ,

otteniamo l’espressione più fami-
liare

T (φ) = −S(Φ0) + C(φ). (42)
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URTO ELASTICO ISTANTANEO

Vediamo come le distribuzioni
intervengono nella descrizione di
un semplice fenomeno fisico.

Consideriamo un corpo punti-
forme di massa m soggetto alla
forza peso. Se all’istante t = 0 il
corpo si trova a quota z = z0 con
velocità nulla, le legge oraria
del moto è

z(t) = z0 − 1
2 g t

2,

dove g è l’accelerazione di gra-
vità.

Supponiamo che, raggiunta la

quota z = 0, il corpo subisca un

urto elastico e istantaneo con un

piano orizzontale. L’istante t0 in
cui il primo urto si verifica è da-

to da

t0 =

√
2 z0
g

e la legge oraria del moto diven-
ta

z(t) = z0−1
2 g (t−2kt0)

2 per t ∈ Ik (43)

essendo Ik l’intervallo temporale
dato da

Ik =
[
(2k − 1) t0, (2k + 1) t0

)
, k ∈ Z.

La funzione z(t) data dalla (43)
non soddisfa l’equazione della ca-
duta dei gravi

z′′ = −g (44)

perché z(t) non è nemmeno deriva-
bile per t = (2k + 1) t0, k ∈ Z (pun-
ti angolosi). Esprimiamo dunque z′′

nel senso delle distribuzioni.

Sappiamo già che |x|′ = sgnx (pa-
gina D35). Con un procedimento
analogo si trova che la derivata
distribuzionale di z(t) è rappresen-
tata dalla funzione z′(t) data da

z′(t) = g (2kt0 − t) per t ∈ Ik.

Per trovare z′′ conviene innanzi-

tutto osservare che

z′(t) = g (2kt0 − t)χIk(t) per t ∈ Ik,

essendo χIk(t) la funzione caratte-

ristica dell’intervallo Ik. Poiché

risulta χIk(t) = 0 per t ̸∈ Ik, si può

scrivere

z′(t) =
∑
k∈Z

g (2kt0 − t)χIk(t) (45)

e l’uguaglianza vale per ogni t ∈
R. A questo proposito si noti che
per ogni t ∈ R esiste uno ed un so-
lo k ∈ Z tale che t ∈ Ik, e tutti i
termini della serie corrisponden-
ti a valori diversi di k sono nul-
li, perché nullo è il fattore χIk(t).
Per la stessa ragione si ha

1 =
∑
k∈Z

χIk(t)

per ogni t ∈ R. Ma allora la (45)
può essere riscritta come segue

z′(t) = −gt+ 2gt0
∑
k∈Z

k χIk(t).
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Prima di procedere ad un’ulterio-
re derivazione, osserviamo che la
funzione[

t+ t0
2t0

]
=
∑
k∈Z

k χIk(t), (46)

dove le parentesi quadre denota-
no la parte intera, è una funzione
costante a tratti ed ha un salto
di altezza unitaria ogniqualvolta
t = (2k + 1) t0.

Ragionando allora come nel-

l’esercizio 2 della serie [004] si

trova che la derivata della (46) è
la distribuzione∑

k∈Z

δ(2k+1) t0

(vedere anche a pagina D54). Si

conclude dunque che

z′′ = −g + 2gt0
∑
k∈Z

δ(2k+1) t0.

È evidente la differenza tra que-
sta equazione, che tiene conto de-
gli urti negli istanti t = (2k+1) t0, e
la (44) che descrive la caduta dei
gravi.
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TEOREMI DI APPROSSIMA-
ZIONE

Fra le tante notevoli applica-
zioni della distribuzione δ di Dirac
consideriamo alcuni teoremi di ap-
prossimazione, detti anche teore-
mi di densità.

1. Densità di C∞
c (R) in L1(R): ogni

funzione u ∈ L1(R) si può approssi-
mare bene quanto si vuole, nella
norma di L1(R), con una funzione
di C∞

c (R).

2. Teorema di approssimazione di
Weierstrass: ogni funzione u ∈
C0([a, b]) si può approssimare uni-

formemente, bene quanto si vuo-

le, con un polinomio.

3. Convergenza delle serie di Fou-
rier: se una funzione u appartiene

ad L1((−π, π)) ed è derivabile in un

punto x0 ∈ (−π, π), allora

u(x0) =
a0
2
+

+∞∑
k=1

(ak cos kx0 + bk sen kx0)

essendo ak, bk i coefficienti di Fou-
rier della funzione u.

4. Densità di D in D′: ogni distri-
buzione è il limite di un’opportuna
successione di funzioni di C∞

c (R).

IL PROBLEMA DELL’APPROSSI-
MAZIONE

Gli enunciati anzidetti hanno in
comune lo stesso problema, e cioè:

A. Sono interessato ad una data
funzione u, che spesso è incognita,
oppure ad una distribuzione T .

B. Posso gestire con più facilità
altre funzioni, come ad esempio
funzioni di C∞

c ((a, b)), polinomi, po-
linomi trigonometrici.

C. Anziché lavorare direttamen-
te con la funzione u o con la di-

stribuzione T , la approssimo con
le funzioni che mi riescono più co-

mode.

La possibilità di fare simili ap-

prossimazioni si suole esprimere e-

legantemente ricorrendo al con-
cetto topologico di densità.
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SCHEMA DI DIMOSTRAZIONE

La dimostrazione degli enuncia-
ti precedenti si può svolgere se-
guendo uno stesso schema:

Per dimostrare i teoremi 1 e 4,
uso una particolare successione di
funzioni ρn ∈ C∞

c (R) che tende alla
distribuzione δ (esercizio (c) della
serie [003]);

Per dimostrare il teorema 2,
uso una particolare successione di
polinomi che tende alla distribu-
zione δ;

Per dimostrare il teorema 3,

uso una particolare successione di

polinomi trigonometrici che tende
alla distribuzione δ.

In tutti e quattro i casi, una vol-
ta approssimata la distribuzione δ,

si riescono ad approssimare tutte

le funzioni cui si è interessati.

Ciò è possibile grazie alle se-

guenti proprietà dell’operazione
indicata con il simbolo ∗ e chama-

ta convoluzione (v. pag. D55):

• La distribuzione δ di Dirac è l’e-

lemento neutro per la convolu-
zione:

δ ∗ u = u;

• La convoluzione ha un potere
regolarizzante, cioè se u non è re-
golare ma ρn lo è, allora ρn ∗ u è
regolare;

• La convoluzione è un’operazione
continua nel senso che da ρn

D′
→ δ

segue ρn ∗ u → δ ∗ u = u in vari spazi
di funzioni regolari.

DENSITÀ DI C∞
c (R) IN L1(R)

Vediamo l’idea della dimostra-
zione del teorema 1 di pag. D49.

Nel libro [12] di Pucci (pubbli-
cato postumo) la dimostrazione si
basa sulla continuità in Lp dell’o-
peratore di traslazione.

Invece, diversi trattati di rife-
rimento a livello internazionale
[2, 4, 10] dimostrano la densità di
C∞

c in Lp, per p ∈ [1,+∞), facendo
appello alla densità di C0

c , da di-
mostrare preliminarmente.

Tale risultato preliminare si di-

mostra a sua volta senza usare la

convoluzione. In questa sede, per

semplicità, partiremo dal seguen-
te caso particolare.

Ogni funzione u ∈ L1(R) si può

approssimare bene quanto si vuo-

le, nella norma di L1(R), con una

funzione ũ ∈ C0
c (R).

L’enunciato si può trovare, ad

esempio, in [2, teorema 4.12]. La di-

mostrazione rientra nella teoria
degli spazi Lp e dell’integrazione
secondo Lebesgue.

Qui verifichiamo in dettaglio
due proprietà della convoluzio-

ne che permettono di giungere al
teorema 1.

Notiamo innanzitutto che se supp ũ
⊂ [a, b], e se x ̸∈ [a − 1

n , b +
1
n ], allo-

ra ũn(x) = 0 per la definizione (48).
Essendo ũn ∈ C∞(R) per la (53), si
ha quindi ũn ∈ C∞

c (R).
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Verifichiamo che se ũ ∈ C0
c (R),

allora le funzioni ũn = ρn ∗ u con-
vergono ad u uniformemente in R.

Preso ε ∈ (0,+∞), per l’unifor-
me continuità di ũ esiste n0 ∈ N ta-
le che per ogni n ≥ n0 ed ogni cop-
pia (x, x − t) ∈ R2 con t ∈ [− 1

n ,
1
n ] ri-

sulta

|ũ(x)− ũ(x− t)| < ε.

Per la definizione (48) si ha

ũn(x) =

∫ +∞

−∞
ρn(t) ũ(x− t) dt

e si ha inoltre, banalmente,

ũ(x) =

∫ +∞

−∞
ρn(t) ũ(x) dt

quindi per ogni x ∈ R ed ogni n ≥ n0
risulta che |ũ(x)− ũn(x)|

≤
∫ +∞

−∞
ρn(t) |ũ(x)− ũ(x− t)| dt

=

∫ 1
n

− 1
n

ρn(t) |ũ(x)− ũ(x− t)| dt < ε,

dunque ũn → ũ uniformemente.

Questa tecnica si può estende-
re ad un’arbitraria funzione w ∈
L1(R) in luogo di ũ, utilizzando la
continuità dell’operatore di tra-
slazione [12, paragrafo 5.5].

In alternativa, per le funzioni

di L1 possiamo ottenere facilmen-
te un risultato debole in apparen-
za, ma essenziale per concludere.

Verifichiamo che se w ∈ L1(R)
allora la funzione wn = ρn ∗w, che
è di classe C∞ per la (53), appar-
tiene a L1(R) e soddisfa la disugua-
glianza

∥wn∥L1(R) ≤ ∥w∥L1(R). (47)

Infatti dalla definizione di wn se-
gue che

|wn(x)| ≤
∫ +∞

−∞
|w(t)| ρn(x− t) dt.

Integrando ambo i membri in dx,
per il teorema di Tonelli possia-
mo scrivere∫ +∞

−∞
|wn(x)| dx

≤
∫ +∞

−∞
|wn(t)|

(∫ +∞

−∞
ρn(x− t) dx

)
dt

e tale disuguaglianza sussiste an-

che nel caso in cui qualche inte-

grale abbia il valore +∞.

L’integrale fra parentesi però

ha il valore 1, dunque rimane di-
mostrata la (47).

Dimostrazione del teorema 1. Fis-
sata u ∈ L1(R), e preso ε ∈ (0,+∞),
esiste ũ ∈ C0

c (R) tale che

∥u− ũ∥L1(R) < ε.

Posto w = ũ − u, si ha wn = ũn − un
per la linearità della convoluzio-

ne. Per la (47) risulta: ∥u−un∥L1(R)

≤ ∥u− ũ∥L1(R) + ∥ũ− ũn∥L1(R)

+ ∥wn∥L1(R)

< 2ε+ ∥ũ− ũn∥L1(R)

e perciò per n grande deve aversi

∥u− un∥L1(R) < 3ε

da cui segue il teorema 1.
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CONVERGENZA DELLA SERIE DI
FOURIER

Vediamo i dettagli della dimo-
strazione del teorema 3. Avremo
bisogno dei seguenti lemmi.

Lemma 1: per ogni t ̸= 2kπ, per ogni
k ∈ Z e per ogni n ∈ Z+ si ha

1

2
+

n∑
k=1

cos kt =
sen 2n+1

2 t

2 sen t
2

Dimostrazione. Per le formule di
addizione si ha

2 cosα sen β = sen(α + β)− sen(α− β).

Posto α = kt e β = t/2, sommando

su k si ottiene l’identità

n∑
k=1

cos kt sen t
2

=
1

2

n∑
k=1

(
sen 2k+1

2 t− sen 2k−1
2 t

)
=

1

2
sen 2n+1

2 t− 1
2 sen t

2 .

La tesi si ricava dividendo per il
fattore sen t

2, che non dipende dal-
l’indice di somma k.

Lemma 2: per ogni n ∈ N si ha

1

π

∫ π

−π

sen 2n+1
2 t

2 sen t
2

= 1.

Dimostrazione. Per n = 0 la con-
clusione è immediata, mentre per
n > 0 basta applicare il lemma 1 e
integrare.

Lemma 3 (lemma, o teorema di Rie-
mann-Lebesgue): per ogni funzio-
ne f ∈ L1((−π, π)) risulta

lim
k→+∞

∫ π

−π

f(t) cos kt dt = 0,

lim
k→+∞

∫ π

−π

f(t) sen kt dt = 0.

Dimostriamo il teorema nel caso
particolare in cui f ∈ L2((−π, π)).
Il caso generale segue dalla den-
sità di L2((−π, π)) in L1((−π, π)). Po-
niamo

Sn(t) =
a0
2
+

n∑
k=1

(
ak cos kt+ bk sen kt

)
dove gli ak, bk sono i coefficienti di

Fourier, dati da

ak =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos kt dt,

bk =
1

π

∫ π

−π

f(t) sen kt dt.

Usando le definizioni dei coeffi-
cienti di Fourier sopra richiama-
te, si trova

0 ≤
∫ π

−π

(
f(t)− Sn(t)

)2
dt

=

∫ π

−π

f 2(t) dt−
∫ π

−π

S2
n(t) dt,

L’ultimo integrale si può svolgere
sfruttando le relazioni di ortogo-

nalità in L2((−π, π)) delle funzioni
cos kt e sen kt. Cos̀ı facendo, si ot-
tiene

a20
2
+

n∑
k=1

(a2k + b2k) ≤
1

π

∫ π

−π

f 2(t) dt.
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L’ultima disuguaglianza, detta di
Bessel, implica che la serie

+∞∑
k=1

(a2k + b2k)

è convergente. Richiamando la
condizione necessaria per la con-
vergenza di una serie, si ricava la
tesi del teorema di Riemann-Lebe-
sgue.

Lemma 4: per ogni funzione f nel-
lo spazio L1((−π, π)) risulta

lim
n→+∞

∫ π

−π

f(t) sen
(
2n+1
2 t

)
dt = 0.

Dimostrazione. Per le formule di

addizione si ha

sen 2n+1
2 t = sennt cos t

2 + cosnt sen t
2

dunque l’integrale al primo mem-

bro si può scrivere come la somma∫ π

−π

(
f(t) cos t

2

)
sennt dt

+

∫ π

−π

(
f(t) sen t

2

)
cosnt dt.

Poiché per ipotesi f ∈ L1((−π, π)),
anche i prodotti f(t) cos t

2 e f(t) sen t
2

appartengono ad L1((−π, π)), e la
conclusione segue dal teorema di
Riemann-Lebesgue.

Dimostrazione del teorema 3 (pag.
D49). Per semplicità poniamo x0 =
0. Sostituendo al posto di ak e bk
le loro espressioni, la somma ri-
dotta Sn(0) diventa

Sn(0) =
1

2π

∫ π

−π

u(t) dt

+
n∑

k=1

1

π

∫ π

−π

u(t) cos kt dt

=
1

π

∫ π

−π

(1
2
+

n∑
k=1

cos kt
)
u(t) dt.

Grazie al lemma 1, possiamo scri-
vere

Sn(0) =
1

π

∫ π

−π

sen 2n+1
2 t

2 sen t
2

u(t) dt.

D’altro canto per il lemma 2 si ha,

banalmente,

u(0) =
1

π

∫ π

−π

sen 2n+1
2 t

2 sen t
2

u(0) dt.

Sottraendo l’ultima uguaglianza

dalla precedente si trova

Sn(0)− u(0)

=
1

π

∫ π

−π

u(t)− u(0)

2 sen t
2

sen
(
2n+1
2 t

)
dt.

Verifichiamo che il secondo mem-
bro tende a zero. Innanzitutto,

posto

f(t) =
u(t)− u(0)

2 sen t
2

=
u(t)− u(0)

t

t/2

sen t
2

,

e siccome u(t) è derivabile per ipo-
tesi nel punto t = 0, risulta che
f(t) è limitata in un opportuno in-
torno dell’origine.
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Tenendo conto anche del fatto
che u ∈ L1((−π, π)), segue che f ∈
L1((−π, π)). Perciò, scrivendo

Sn(0)− u(0) =
1

π

∫ π

−π

f(t) sen
(
2n+1
2 t

)
dt

ed applicando il lemma 4 si ottie-
ne

lim
n→+∞

Sn(0) = u(0)

come volevasi dimostrare.

Si attribuisce a Pierre Lejeune-
Dirichlet il merito di aver dimo-
strato, successivamente alla pub-
blicazione del libro di Fourier, il
teorema di convergenza formulan-
do opportune ipotesi aggiuntive ri-

spetto alla sola periodicità della

funzione generatrice.

INTERPRETAZIONE DISTRIBU-
ZIONALE

Oggi possiamo leggere la dimo-
strazione appena svolta alla lu-
ce della teoria delle distribuzio-
ni. Infatti, posto

fn(t) =
sen 2n+1

2 t

2π sen t
2

possiamo verificare che

fn
D′
−→

∑
k∈Z

δ2kπ

Presa una generica funzione test
φ ∈ D, dobbiamo verificare che

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
fn(t)φ(t) dt =

∑
k∈Z

φ(2kπ).

Ragioniamo su ciascuno degli in-

tervalli Ik = (2kπ−π, 2kπ+π) per k

∈ Z. Basta considerare un numero
finito di tali intervalli, al di fuo-

ri dei quali φ è nulla.

Essendo fn periodica di periodo

2π, basta considerare l’intervallo
I0 e verificare che

lim
n→+∞

∫ π

−π

fn(t)φ(t) dt = φ(0).

Ma questo è vero perché φ ∈ D
⊂ L1((−π, π)), dunque possiamo ap-

plicare il teorema 3 appena dimo-
strato.
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La convoluzione e la sua utilità



CONVOLUZIONE TRA DUE FUN-
ZIONI

La convoluzione, che si denota
con il simbolo ∗, è un’operazione
tra due funzioni, il cui risultato è
ancora una funzione.

Ad esempio, presa una funzione
f ∈ L1

loc(R) ed una φ ∈ D, si può de-
finire la funzione f ∗ φ ponendo

(f ∗ φ)(x) =
∫ +∞

−∞
f(t)φ(x− t) dt. (48)

Si noti che la variabile di integra-
zione t è una variabile muta, men-

tre la lettera x denota un para-
metro dal quale il valore numeri-

co dell’integrale viene a dipende-

re.

Dunque l’integrale nella (48)
definisce una funzione di x, che si

denota con (f ∗ φ)(x).

L’integrale converge banalmente

perché esiste per ipotesi un inter-

vallo limitato (a, b) tale che suppφ
⊂ (a, b), e quindi∫ +∞

−∞
f(t)φ(x− t) dt

=

∫ x−a

x−b

f(t)φ(x− t) dt.

Quest’ultimo integrale converge
perché φ è limitata ed f è local-
mente sommabile.

SIMMETRIA

Si ha f ∗φ = φ ∗ f . Infatti, con il
cambiamento di variabile y = x − t
nella (48), si trova

(f ∗ φ)(x) =
∫ +∞

−∞
f(x− y)φ(y) dy.

Essendo y una variabile muta, la si
può ridenominare t:

(f ∗ φ)(x) =
∫ +∞

−∞
φ(t) f(x− t) dt,

e da qui discende l’asserto.

CONVOLUZIONE CON UNA DI-

STRIBUZIONE

Indicata con Tf la distribuzio-

ne rappresentata dalla funzione
f , la definizione (48) si può riscri-

vere come

(f ∗ φ)(x) = Tf (φ(x− t)). (49)

Si badi che, essendo la x presente

in entrambi i membri, essa va inte-
sa come un parametro, e di conse-

guenza la distribuzione Tf agisce
su φ(x−t) intesa come funzione del-
la variabile t.

La relazione (49) suggerisce la
seguente definizione: per ogni di-
stribuzione T ∈ D′ ed ogni funzione
test φ ∈ D si pone

(T ∗ φ)(x) = T[t](φ(x− t)), (50)

dove l’indice [t] sta a rimarcare che
φ(x − t) si intende come funzione
della variabile t, essendo x un pa-
rametro fissato.
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VARIE NOTAZIONI

Per sottolineare la differenza
tra i parametri e le variabili, ven-
gono adottate varie notazioni.

Ad esempio, nel classico testo
di Yosida, Functional analysis, si
pone

φ̌(t) = φ(−t).
Il soprassegno ˇ si legge “check”.

Invece il prof. Aldo Pratelli
dell’università di Pavia (oggi a Pi-
sa), adottava nella sua dispensa
la notazione

φ(t) = φ(−t).

Nella stessa dispensa si utilizzava

l’operatore di traslazione τx, do-

ve x è un parametro. La funzione
τxφ è definita da

(τxφ)(t) = φ(t− x).

Con questa notazione, la defini-

zione (50) della convoluzione di-

venta

(T ∗ φ)(x) = T (τx φ̌).

ELEMENTO NEUTRO: δ

Applicando la definizione (50)
alla distribuzione δ di Dirac, si

trova

(δ ∗ φ)(x) = δ[t](φ(x− t))

= φ(x). (51)

Dunque la δ di Dirac è l’elemento
neutro per la convoluzione.

DERIVATA DELLA CONVOLU-
ZIONE

Derivando ambo i membri del-
la (48) rispetto alla x, si trova

(f ∗φ)′(x) =
∫ +∞

−∞
f(t)φ′(x− t) dt. (52)

Per giustificare la derivata sotto
il segno di integrale si può fare
appello alla teoria di Lebesgue.

Infatti la derivata φ′ ammette
massimo e minimo per il teorema di
Weierstrass, e quindi si può scri-
vere

|f(t)φ′(x− t)| ≤M |f(t)|.
A sua volta il secondo membro,

detto “funzione maggiorante” è

localmente sommabile per ipotesi.

Poiché l’intervallo di integra-
zione nella (52) è in realtà l’in-

tervallo limitato (x − b, x − a), la

funzione integranda ammette una

maggiorante sommabile.

L’esistenza di una maggiorante

sommabile della derivata è la tipi-
ca condizione della teoria di Le-

besgue per giustificare la deriva-
zione sotto il segno di integrale.

Osservando la (52) si constata
che

(f ∗ φ)′ = f ∗ φ′.

Iterando il ragionamento, si ot-
tiene

(f ∗ φ)(k) = f ∗ φ(k) (53)

dunque la funzione f ∗φ è di classe
C∞(R). Si noti, inoltre, che per la
convoluzione non vale la regola

di Leibniz.
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MOTIVAZIONI: POTERE REGO-
LARIZZANTE

Le motivazioni alla base dell’u-
so della convoluzione stanno nel-
le sue proprietà formali e nel suo
potere regolarizzante.

Quest’ultimo consiste nel fat-
to che, sebbene f possa non essere
derivabile, la convoluzione f ∗ φ è
di classe C∞(R).

Anche la funzione T ∗φ definita
nella (50) è una funzione di classe
C∞(R).

Ciò è notevole perché il primo

fattore può non essere nemmeno
rappresentato da una funzione di

una variabile reale.

Verifichiamo, innanzitutto, che

la funzione T[t](φ(x−t)) dipende con

continuità dal parametro x.

Usiamo la definizione successio-

nale di limite: fissato x0 ∈ R, veri-
fichiamo che, per ogni successione
xn → x0, la successione numerica

T[t](φ(xn − t))

converge a T[t](φ(x0 − t)) nel senso
dei numeri reali.

Ciò discende dal fatto che T[t]
è continua per definizione, mentre
la successione di funzioni φ(xn− t),
nella variabile t, converge alla
funzione φ(x0 − t) nel senso delle
funzioni test.

Quest’ultima proprietà segue dal-
l’uniforme continuità di φ e delle

sue derivate.

Verifichiamo ora che la funzio-
ne T[t](φ(x−t)) è derivabile rispetto
al parametro x.

Trattandosi di una funzione a
valori reali, applichiamo la defi-
nizione della derivata.

Per la linearità dell’applica-
zione T[t], si ha

T[t](φ(x− t))− T[t](φ(x0 − t))

x− x0

= T[t]

( φ(x− t)− φ(x0 − t)

x− x0

)
Per calcolare il limite per x→ x0,
usiamo ancora la definizione suc-

cessionale. Consideriamo una suc-

cessione xn → x0.

Senza ledere la generalità, pos-

siamo supporre che xn ̸= x0 per ogni
n > 0.

Usando il teorema di Lagran-

ge, e l’uniforme continuità delle

φ(k), si deduce che la successione

dei rapporti incrementali

φ(xn − t)− φ(x0 − t)

xn − x0
,

che sono funzioni di t, converge
alla funzione φ′(x0 − t) nel senso
delle funzioni test.

Essendo T[t] continua, si conclu-
de che

d

dx
T[t](φ(x− t)) = T[t](φ

′(x− t)).
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Il risultato appena stabilito si
può riformulare scrivendo

(T ∗ φ)′(x) = (T ∗ φ′)(x).

Iterando il ragionamento, si con-
clude che

(T ∗ φ)(k)(x) = (T ∗ φ(k))(x).

Dunque la convoluzione T ∗ φ è di
classe C∞(R), e la formula (53) si
estende alle distribuzioni.

USO DELLA DEFINIZIONE ALLA
ROVESCIA

Ponendo x = 0 nella definizio-

ne (50) si ricava

T (φ) = (T ∗ φ̌)(0).

Questa relazione esprime il valo-

re numerico di T (φ) facendo inter-
venire la convoluzione.

In particolare, se T è la distri-

buzione Tf associata ad una funzio-

ne f ∈ L1
loc(R), la suddetta relazio-

ne diventa

Tf (φ) = (f ∗ φ̌)(0). (54)

Questo artificio permette di sfrut-
tare le notevoli proprietà della
convoluzione, ad esempio per di-
mostrare la densità di D in D′.

CONTINUITÀ DELLA CONVOLU-
ZIONE (CENNI)

Come è noto, la convergenza

ρn
D′
−→ δ significa che per ogni fun-

zione test ψ ∈ D si ha

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
ρn(t)ψ(t) dt = ψ(0).

Fissati arbitrariamente una fun-
zione test φ ∈ D ed un punto x ∈ R,
possiamo porre ψ(t) = φ(x − t) e ri-
cavare

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
ρn(t)φ(x− t) dt = φ(x).

A sua volta quest’ultima relazio-

ne si può riformulare scrivendo

lim
n→+∞

(ρn ∗ φ)(x) = φ(x).

Dunque ρn ∗ φ → φ puntualmente.

Anzi, si verifica che

(ρn ∗ φ)
D−→ φ. (55)

Poiché, per la (51), si ha δ ∗ φ =
φ, la relazione (55) si può vedere

come una proprietà di continuità
della convoluzione T ∗ φ, rispetto
al primo fattore, nel punto T = δ.
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Densità di D in D′



INTRODUZIONE

Sono note diverse successioni di
funzioni più o meno regolari che
tendono alla distribuzione δ di Di-
rac nel senso delle distribuzioni.

Un tipico esempio è dato dal-
la successione dei mollificatori ρn
(esercizio (c) della serie [003]).

Ciò è notevole perché i mollifi-
catori sono funzioni molto rego-
lari, mentre la δ di Dirac è una
distribuzione singolare.

In generale, qualunque distri-

buzione T è il limite, nel senso del-
le distribuzioni, di una opportuna

successione di funzioni test.

Questo fatto si esprime dicendo

che lo spazio D è denso in D′. Ac-
cenniamo alla dimostrazione nei

prossimi paragrafi.

DENSITÀ DI C∞(R) IN D′ (CENNI)

Fissata arbitrariamente una di-
stribuzione T ∈ D′, verifichiamo
che le funzioni fn = T ∗ ρn, che so-
no di classe C∞(R), convergono a
T nel senso delle distribuzioni.

A tal fine, fissata arbitraria-
mente una funzione test φ, dobbia-
mo verificare che

lim
n→+∞

TT∗ρn(φ) = T (φ), (56)

essendo TT∗ρn la distribuzione re-
golare rappresentata dalla fun-
zione T ∗ ρn.

Sruttando alla rovescia la de-

finizione della convoluzione, co-
me nella (54), possiamo scrivere

TT∗ρn(φ) = ((T ∗ ρn) ∗ φ̌)(0).

Ma la convoluzione è associativa

(la dimostrazione si può trovare,

ad esempio, a pag. 157 dello Yosi-
da). Dunque

TT∗ρn(φ) = (T ∗ (ρn ∗ φ̌))(0).

Per la definizione (50) della con-
voluzione, si ha

(T ∗ (ρn ∗ φ̌))(0) = T ((ρn ∗ φ̌)̌ )

Ma essendo T continua, e poiché

(ρn ∗ φ̌)
D−→ φ̌ per la (55), risulta

lim
n→+∞

T ((ρn ∗ φ̌)̌ ) = T ( ˇ̌φ)

= T (φ).

Dunque vale la (56), come voleva-
si dimostrare.
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DENSITÀ DELLO SPAZIO D
IN C∞(R)

Ogni funzione f ∈ C∞(R) è il li-
mite, nel senso delle distribuzio-
ni, di un’opportuna successione di
funzioni test φn.

Anzi, le funzioni test φn posso-
no essere scelte in modo tale da
convergere ad f localmente uni-
formemente (v. pag. D23).

Prima di vedere la dimostrazio-
ne, osserviamo che il prodotto di
convoluzione fn = f ∗ ρn, che è una
funzione di classe C∞(R), tende ad

f in D′ per quanto visto nel para-

grafo precedente.

Tuttavia, il suddetto prodot-
to non ha, in generale, supporto

compatto. Lo si può constatare,

ad esempio, prendendo f(x) ≡ 1. In

tal caso si ha, per definizione,

(1 ∗ ρn)(x) =

∫ +∞

−∞
ρn(x− t) dt

= 1.

Dunque il supporto supp(1 ∗ ρn) = R
non è limitato.

Per costruire una successione
di funzioni test φn convergente ad
f in D′ si sfrutta una successio-
ne di funzioni ausiliarie ζn, dette

“troncanti” (cutoff functions).

FUNZIONI TRONCANTI

Per definire opportune funzioni
troncanti ζn(x) si può iniziare po-
nendo

Ψ(x) =

∫ x

0

ψ(t) dt,

dove ψ(t) è come nella (2). Osser-
vato che Ψ(x) = − c

2 per x ≤ −1, e
Ψ(x) = c

2 per x ≥ 1, si definisce

ζn(x)=


1, |x| ≤ n;
1
2 +

Ψ(1+n−|x|)
c , n < |x| ≤ n+ 2;

0, |x| > n+ 2.

SCELTA DELLE FUNZIONI φn

La funzione prodotto φn(x) =
ζn(x) fn(x) è ancora di classe C∞(R),
ed in più il suo supporto è incluso

nell’intervallo [−n− 2, n+ 2], dun-
que φn ∈ D.

Verifichiamo che φn tende ad f

localmente uniformemente.

Fissato arbitrariamente un in-

tervallo limitato [a, b], osserviamo
che per ogni n > max{|a|, |b|} si ha

[a, b] ⊂ [−n, n], e quindi

φn(x) = f(x)

per ogni x ∈ [a, b]. Dunque φn con-
verge (banalmente) ad f unifor-

memente in [a, b], come volevasi di-
mostrare.

Poiché la convergenza local-

mente uniforme implica la conver-
genza in D′ (v. pag. D23), si ha a
maggior ragione

φn
D′
−→ f.
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DIMOSTRAZIONE DELLA DEN-
SITÀ DI D in D′

Presa arbitrariamente una di-
stribuzione T ∈ D′, consideriamo il
prodotto di convoluzione fn(x) =
(T ∗ ρn)(x), dove ρn denota, come di
consueto, un mollificatore.

Verifichiamo che la funzione test
φn(x) = ζn(x) fn(x), dove ζn è la fun-
zione troncante definita nel para-
grafo precedente, converge a T
nel senso delle distribuzioni.

Fissata arbitrariamente una fun-
zione test φ ∈ D, dobbiamo verifi-

care che

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
ζn(x) fn(x)φ(x) dx = T (φ).

Fissato un intervallo limitato (a,
b) che contiene suppφ, possiamo

scrivere∫ +∞

−∞
ζn(x) fn(x)φ(x) dx

=

∫ b

a

ζn(x) fn(x)φ(x) dx.

Ma poiché (a, b) ⊂ [−n, n] per n >

max{|a|, |b|}, ed essendo ivi ζn(x) = 1,
si ottiene∫ +∞

−∞
ζn(x) fn(x)φ(x) dx

=

∫ b

a

fn(x)φ(x) dx.

Quest’ultimo integrale non è al-
tro che l’integrale∫ +∞

−∞
fn(x)φ(x) dx

che tende a T (φ) per la (56). La
verifica è conclusa.
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LO SPAZIO TOPOLOGICO C0(R)

Si può dotare lo spazio C0(R) di
una topologia nella quale le suc-
cessioni convergenti sono quelle
che convergono localmente uni-
formemente.

La convergenza localmente uni-
forme, a sua volta, è stata con-
siderata a pag. D23.

Può essere utile vedere diversi
modi di costruire la stessa topo-
logia.

UNA COSTRUZIONE ELEMEN-
TARE

Per ogni n ∈ Z+ e per ogni r ∈ (0,
+∞) definiamo l’intorno Unr della

funzione nulla ponendo:

Unr = { f ∈ C0(R) : ∥f∥C0([−n, n]) < r }.

A partire dagli intorni Unr della

funzione nulla, si definiscono gli

intorni di una qualunque funzio-
ne f0 ∈ C0(R) ponendo

Unr(f0) = f0 + Unr

= { f ∈ C0(R) : f − f0 ∈ Unr }.

Ragionando come a pag. D13, si di-
mostra che l’insieme di tutti gli
intorni come sopra definiti costi-
tuisce una base per una topolo-
gia, che possiamo chiamare infor-

malmente la topologia delle stri-
sce centrali.

Verifichiamo che una successio-
ne di funzioni fk ∈ C0(R) conver-
ge ad una funzione f ∈ C0(R) nella
topologia anzidetta se e solo se fk
→ f localmente uniformemente.

Consideriamo una successione di
funzioni fk ∈ C0(R) convergente
alla funzione nulla nella topolo-
gia dianzi introdotta, e sia K un
qualunque compatto di R.

Verifichiamo che fn → 0 unifor-
memente in K.

Fissiamo innanzitutto n ∈ Z+ in
modo tale che

K ⊂ [−n, n]. (57)

Poi, per ogni ε ∈ (0,+∞) prendiamo
r = ε e sappiamo per ipotesi che fk
∈ Unr definitivamente.

Per la definizione di Unr, ciò mo-
stra che le fk convergono unifor-

memente, alla funzione nulla, sul-

l’insieme al secondo membro del-

la (57) e a maggior ragione sul-
l’insieme K.

Viceversa: supponiamo che le

fk convergano alla funzione nul-

la localmente uniformemente, e

prendiamo un intorno arbitrario
Unr della funzione nulla.

L’insieme K = [−n, n] è compat-
to, dunque le fk convergono uni-
formemente in K per ipotesi alla

funzione nulla.

Applicando la definizione della

convergenza uniforme con ε = r, si
ricava che fk ∈ Unr definitivamen-
te, dunque fk → 0 nella topologia
delle strisce centrali.
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UNA COSTRUZIONE ASTRATTA

Descriviamo un procedimento più
astratto per costruire la stessa
topologia sullo spazio C0(R).

Per ogni sottoinsieme compatto
K ⊂ R ed ogni ρ ∈ (0,+∞) definiamo
l’intorno VKρ della funzione nulla
ponendo:

VKρ = { f ∈ C0(R) : max
K

|f | < ρ }.

A partire dagli intorni VKρ della
funzione nulla, si definiscono gli
intorni di una qualunque funzio-
ne f0 ∈ C0(R) ponendo

VKρ(f0) = f0 + VKρ

= { f ∈ C0(R) : f − f0 ∈ VKρ }.
Ragionando come a pag. D13, si di-

mostra che l’insieme di tutti gli

intorni come sopra definiti costi-
tuisce una base per una topologia.

Verifichiamo che essa coincide con

quella delle strisce centrali.

Prima parte: ogni intorno Unr è
un VKρ con K e ρ opportuni. Ciò
segue immediatamente dalle defi-

nizioni: basta prendere K = [−n, n]
e ρ = r.

Seconda parte: ogni intorno
VKρ, pur non essendo necessaria-
mente un Unr, è tuttavia aperto
nella topologia delle strisce cen-
trali.

Per vederlo, presa una qualun-
que funzione f0 ∈ VKρ dobbiamo di-

mostrare che esiste un suo intor-
no f0 + Unr tale che

f0 + Unr ⊂ VKρ. (58)

A tal fine prendiamo innanzi-
tutto n tale che K ⊂ [−n, n], e poi,
visto che ρ−max

K
|f0| > 0, scegliamo

r ∈ (0, ρ−max
K

|f0|).

Se adesso prendiamo una qualun-
que funzione f ∈ f0 + Unr, avremo
per ogni x ∈ R

|f(x)| ≤ |f(x)− f0(x)|+ |f0(x)|

quindi

max
K

|f | ≤ max
K

|f(x)− f0(x)|+max
K

|f0|

< r +max
K

|f0| < ρ

e perciò f ∈ VKρ. Dunque vale la
(58), come volevasi dimostrare.
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UNA COSTRUZIONE PIÙ ELABO-
RATA

Una base di intorni Uk
ZR ⊂ C0(R)

della funzione nulla si può anche
definire come segue: per ogni n ∈
Z+, per ogni insieme

Z = { z1 < . . . < zk } ⊂ Z

e per ogni k-upla

R = (r1, . . . , rk) ∈ (0,+∞)k

poniamo:

Uk
ZR = { f ∈ C0(R) :

∥f∥C0([zi, zi+1]) < ri per i = 1, . . . , k }.

A partire dagli intorni Uk
ZR della

funzione nulla, si definiscono gli

intorni di una qualunque funzio-
ne f0 ∈ C0(R) ponendo

Uk
ZR(f0) = f0 + Uk

ZR

= { f ∈ C0(R) : f − f0 ∈ Uk
ZR }.

Ragionando come a pag. D13, si di-
mostra che l’insieme di tutti gli

intorni come sopra definiti costi-

tuisce una base per una topologia.

Verifichiamo che questa topo-
logia è la stessa che si ottiene a
partire dagli intorni VKρ di pagi-
na D66.

Prima parte: ogni Uk
RZ è interse-

zione di un numero finito di oppor-

tuni VKρ. Infatti, posto Ki = [zi,
zi + 1] e ρi = ri si ha

Uk
RZ =

k⋂
i=1

VKiρi.

Dunque Uk
RZ è aperto nella topo-

logia determinata dai VKρ.

Seconda parte: ogni VKρ è aper-
to nella topologia determinata
dagli Uk

RZ.

Per vederlo, procediamo come
a pag. D66: prendiamo f0 ∈ VKρ e
determiniamo Uk

RZ tale che

f0 + Uk
RZ ⊂ VKρ. (59)

Avendo già determinato un Unr

soddisfacente la (58), basterà ve-
rificare che ogni Unr è, in effetti,
uno degli Uk

ZR.

Preso arbitrariamente un intorno
della famiglia Unr, possiamo deter-

minare Uk
ZR = Unr ponendo k = 2n e

zi = i− n− 1, ri = r per i = 1, . . . , k.

Allora segue dalle definizioni

che Uk
ZR = Unr, e la (59) segue dal-

la (58).

In conclusione, tutte e tre le
costruzioni sin qui esaminate con-

ducono alla medesima topologia

sullo spazio C0(R).

La conoscenza di diverse basi di
intorni è utile nella prossima di-
scussione di una metrica sullo spa-
zio C0(R).
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LO SPAZIO METRICO C0(R)

Si può dotare lo spazio C0(R) di
una metrica nella quale le suc-
cessioni convergenti sono quelle
che convergono localmente uni-
formemente.

Una delle diverse metriche at-
te allo scopo si può definire come
segue: per ogni funzione f ∈ C0(R)
poniamo

d(f, 0) =
+∞∑

h=−∞

1

2|h|
sh(f)

1 + sh(f)

dove il simbolo 0 denota la fun-

zione identicamente nulla, e sh(f)
è dato da

sh(f) = ∥f∥C0([h, h+1]). (60)

La serie, che è a termini non ne-
gativi, converge in quanto il rap-

porto sh(f)/(1 + sh(f)) sta nell’in-

tervallo [0, 1) qualunque sia il va-

lore di sh(f) ∈ [0,+∞).

Intendiamo che la somma della
serie suddetta sia definita da

+∞∑
h=0

1

2|h|
sh(f)

1 + sh(f)
+

+∞∑
k=1

1

2−k

s−k(f)

1 + s−k(f)

dove adesso le due serie sono del
tipo consueto.

Più in generale, si pone d(f, g) =
d(f − g, 0). Per dimostrare la disu-
guaglianza triangolare si sfrut-
ta il fatto che la funzione ρ(s) =
s/(1 + s) è subadditiva, cioè

ρ(s+ t) ≤ ρ(s) + ρ(t) (61)

per ogni s, t ∈ [0,+∞). Questo si
può dimostrare fissando t ∈ [0,+∞)
ed osservando che la (61) vale evi-
dentemente per s = 0. Si ha, inol-
tre,

ρ′(s+ t) ≤ ρ′(s)

per concavità, dunque la (61) vale
per ogni s ∈ [0,+∞).

CHI CI HA PENSATO?

L’idea di definire una metrica
procedendo in questo modo è at-

tribuita a M. Fréchet (1906) da B.

Simon nelle note storiche nel vo-

lume 1 di Real Analysis (paragra-
fo 6.1).

QUAL È LA NORMA DI C0(R)?

Osserviamo che la palla di raggio

3 rispetto alla metrica anzidet-

ta, centrata nella funzione nulla,
coincide con l’intero spazio C0(R)
in quanto

+∞∑
h=−∞

1

2|h|
= 3.

Ne segue che tale metrica non di-
scende da una norma: altrimenti,

presa una f ∈ C0(R) non identica-
mente nulla, si avrebbe d(kf, 0) =
∥kf∥ = k ∥f∥ → +∞ per k → +∞.
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CONFRONTIAMO LA METRICA
DI C0(R) CON LA TOPOLOGIA

Le palle Bs(f) nella metrica ap-
pena definita su C0(R) costituisco-
no una base di intorni per una to-
pologia: vogliamo verificare che
si tratta della stessa topologia
che avevamo già introdotto prima.

Ciò è interessante anche perché
la distanza d(f, 0) tiene conto dei
valori di f(x) per ogni x, mentre la
relazione f ∈ Unr, VKρ, Uk

ZR dipende
solo dai valori di f in un compat-
to opportuno.

Prima parte: verifichiamo che

la palla Bs(0) è unione di opportu-

ni intorni Uk
ZR: per vederlo, pren-

diamo f ∈ Bs(0) e procediamo a de-

terminare Uk
ZR ⊂ Bs(0) in modo tale

che f ∈ Uk
ZR.

Se s ≥ 3 si ha Bs(0) = C0(R), quin-
di basta prendere un Uk

ZR qualun-

que.

Consideriamo allora un s ∈ (0,
3) e fissiamo una f ∈ Bs(0). Co-

struiremo Uk
ZR procedendo in due

passi: taglio delle code, e piccolo

superamento delle sh(f).

Primo passo: osserviamo che la
somma

−h0−1∑
h=−∞

1

2|h|
+

h0−1∑
h=−h0

1

2|h|
sh(f)

1 + sh(f)
+

+∞∑
h=h0

1

2h

tende a d(f, 0) < r quando h0 → +∞.
Perciò, per il teorema della per-
manenza del segno, esiste h0 ∈ Z+

tale che

−h0−1∑
h=−∞

1

2|h|
+

h0−1∑
h=−h0

1

2|h|
sh(f)

1 + sh(f)

+
+∞∑
h=h0

1

2h
< r.

Secondo passo: ferme restando
le code, e cioè la prima e la terza
sommatoria, andiamo a prendere n
= 2h0, Z = {−h0, . . . , h0 − 1 } e i rag-
gi r1, . . . , rn tali che, da un lato, si
abbia

rh+h0+1 > sh(f) (62)

per h = −h0, . . . , h0−1, e tali da ave-

re, d’altro lato,

−h0−1∑
h=−∞

1

2|h|
+

h0−1∑
h=−h0

1

2|h|
rh+h0+1

1 + rh+h0+1

+
+∞∑
h=h0

1

2h
< r.

Il numero n, l’insieme Z e la en-
nupla R = (r1, . . . , rn) individuano

un intorno Uk
ZR che: è incluso in

Bs(0) per la disuguaglianza prece-
dente, e contiene f perché i raggi
r1, . . . , rn soddisfano le (62).

Dunque le palle Bs(0) sono aperte

nella topologia che avevamo in-
trodotto inizialmente.

Viceversa: verifichiamo che per
ogni aperto U di tale topologia,
e per ogni f ∈ U , esiste una palla

Bs(f) ⊂ U .

Essendo Bs(f) = f + Bs(0), ciò

equivale a trovare

Bs(0) ⊂ U − f.
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Per come è stata costruita la to-
pologia di C0(R), l’insieme U − f è
ancora un aperto. Inoltre, poiché
f ∈ U , esso contiene la funzione
identicamente nulla.

E allora è sufficiente dimostrare
che ogni intorno Unr contiene una
palla Bs(0) con s opportuno.

Notiamo innanzitutto che se Bs(0)
è una palla qualunque, allora per
ogni f ∈ Bs(0) ed ogni h ∈ Z si ha

sh(f)

1 + sh(f)
≤ 2|h| d(f, 0) < 2|h| s. (63)

Perciò, se abbiamo un Unr e voglia-

mo trovare Bs(0) ⊂ Unr, basta sce-
gliere s in modo tale che i prodot-

ti 2|h| s, e di conseguenza anche le

sh(f) quando f ∈ Bs(0), siano pic-

coli per ogni h = −n, . . . , n − 1: ab-
bastanza piccoli da ottenere, per

la (60)

max
[−n,n]

|f | = max
h=−n,...,n−1

∥f∥C0([h, h+1])

= max
h=−n,...,n−1

sh(f) < r. (64)

Ciò mostra che Bs(0) ⊂ Unr come si
voleva.

Dettagli: posto ρ(s) = s/(1 + s) per

s ∈ [0,+∞), la (63) implica che

ρ(sh(f)) < 2n s

per ogni h = −n, . . . , n − 1. Inoltre,
poiché ρ(s) è strettamente cre-
scente, la (64) equivale a

ρ(sh(f)) < ρ(r)

per h = −n, . . . , n − 1: quindi, per
soddisfare la (64), basta prendere

s <
ρ(r)

2n
.
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SUPPORTO DI UNA DISTRIBU-
ZIONE

Si rammenti che non ha senso
parlare di valore di una distribu-
zione in un punto x ∈ R, perché le
distribuzioni non sono funzioni di
una variabile reale.

Si può dire, tuttavia, che una
distribuzione T è nulla in un in-
tervallo (a, b), o, più in generale,
in un sottoinsieme aperto Ω ⊂ R,
se risulta

T (φ) = 0

ogniqualvolta il supporto di φ è

incluso in Ω.

L’unione di tutti gli aperti Ω
nei quali una distribuzione data T

è nulla è ancora un aperto, per

ragioni topologiche.

Esso è il più grande aperto in

cui T è nulla (vedere appresso).

Il complementare di tale aper-

to si dice supporto della distribu-
zione T .

Esempio 1: il supporto della di-

stribuzione δ di Dirac è costituito
da un solo punto, l’origine. Si ha,
cioè,

supp δ = { 0 }.
Infatti, se prendiamo una φ ∈ D ta-
le che suppφ ⊂ (−∞, 0)∪(0, +∞), ri-
sulta

δ(φ) = φ(0) = 0.

Dunque l’insieme (−∞, 0) ∪ (0, +∞)
è il più grande aperto in cui la di-

stribuzione δ si annulla, ed il suo
complementare è l’insieme { 0 }.

Esempio 2: il supporto della di-
stribuzione δ′, derivata della δ di
Dirac, è costituito da un solo pun-
to, l’origine. Si ha, cioè,

supp δ′ = { 0 }.

Infatti, se prendiamo una φ ∈ D ta-
le che suppφ ⊂ (−∞, 0)∪(0, +∞), ri-
sulta φ(x) = 0 in tutto un intorno
dell’origine, e perciò

δ′(φ) = −φ′(0) = 0.

Dunque l’insieme (−∞, 0) ∪ (0, +∞)
è il più grande aperto in cui la di-
stribuzione δ′ si annulla, ed il suo
complementare è l’insieme { 0 }.

Esempio 3: il supporto della di-

stribuzione regolare TH, associa-

ta alla funzione a gradino di Hea-

viside H(x), è l’intervallo [0,+∞).

Infatti si vede subito che, se

suppφ ⊂ (−∞, 0), allora TH(φ) =∫ +∞

−∞
H(x)φ(x) dx =

∫ +∞

0

φ(x) dx = 0,

dunque TH si annulla su (0,+∞).

D’altra parte, supponiamo per

assurdo che TH si annulli su di un

aperto A più grande: se cos̀ı fos-
se, si avrebbe A ∩ (0,+∞) ̸= ∅.

Ma allora, preso x0 ∈ A∩(0,+∞)
e r ∈ (0, x0) tale che (x0− r, x0+ r) ⊂
A, e posto φ = ψ(x−x0

r ), dove ψ è la

funzione a campana (2), sostituen-
do y = x−x0

r si troverebbe TH(φ) =∫ +∞

−∞
ψ(x−x0

r ) dx = r

∫ +∞

−∞
ψ(y) dy > 0,

contro l’ipotesi che TH si annulli

su A.
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INTRODUZIONE ALLE PARTI-
ZIONI DELL’UNITÀ

Il fatto che l’unione di tutti
gli aperti sui quali una distribu-
zione data T si annulla sia ancora
un aperto, che indicheremo con Ω0,
è una proprietà topologica.

Invece il fatto che T si annul-
li anche su Ω0 si può dimostrare
utilizzando la tecnica della par-
tizione dell’unità, cui spesso si ri-
corre per trarsi d’impaccio in va-
rie dimostrazioni, ben al di là del-
la teoria delle distribuzioni.

In questa sede, per semplicità,

ci limitiamo a considerare due ca-

si particolari.

1. Se la distribuzione T si an-
nulla su due aperti disgiunti Ω1

e Ω2, allora si annulla anche sul-

l’aperto Ω = Ω1 ∪ Ω2.

Ciò si verifica facilmente perché
se suppφ ⊂ Ω, allora le restrizioni

φ1 = φ|Ω1
e φ2 = φ|Ω2

sono ancora
funzioni test.

Inoltre risulta suppφi ⊂ Ωi per
i = 1, 2, e

φ(x) = φ1(x) + φ2(x)

per ogni x ∈ R.

Poiché per ipotesi T (φ1), T (φ2) =
0, ne segue

T (φ) = T (φ1) + T (φ2)

= 0

il che prova l’asserto.

2. Se la distribuzione T si an-
nulla su due intervalli aperti e li-
mitati Ωi = (ai, bi), i = 1, 2, parzial-
mente sovrapposti nel senso che

a1 < a2 < b1 < b2

possiamo costruire una partizione
dell’unità come segue.

Consideriamo i mollificatori ρn(x)
= n

c ψ(nx), dove ψ(x) è la consueta
funzione a campana (2), e la co-
stante c è determinata in modo ta-
le che ∫ +∞

−∞
ρn(x) dx = 1 (65)

(vedere l’esercizio (b) della serie

[003]).

La funzione ηn(x), data da

ηn(x) =

∫ x

− 1
n

ρn(t) dt

è di classe C∞(R), vale 0 per x ≤
− 1

n, vale 1 per x ≥ 1
n, ed assume va-

lori compresi nell’intervallo [0, 1].

Di conseguenza, la funzione ζn(x)
= 1 − ηn(x) è di classe C∞(R), vale

0 per x ≥ 1
n, vale 1 per x ≤ − 1

n, ed
assume valori compresi nell’inter-
vallo [0, 1].

Dalla definizione discende imme-

diatamente che

ηn(x) + ζn(x) = 1

per ogni x ∈ R.

La δ di Dirac, e altre distribuzioni – pag. D72



Combinando tra loro funzioni
del tipo di ηn e ζn, opportunamente
traslate, si definisce una funzione
test ϑ1 tale che:

suppϑ1 = [a1 +
1
n , b1 −

1
n ];

ϑ1(x) = 1 per x ∈ [a1 +
3
n , b1 −

3
n ];

ϑ1(x) ∈ [0, 1] per ogni x ∈ R.

Similmente, si definisce una fun-
zione test ϑ2 tale che

suppϑ2 = [b1 − 3
n , b2 −

1
n ];

ϑ2(x) = 1 per x ∈ [b1 − 1
n , b2 −

3
n ];

ϑ2(x) ∈ [0, 1] per ogni x ∈ R.

Inoltre, si fa in modo che

ϑ1(x) + ϑ2(x) = 1 (66)

per ogni x ∈ [a1+
3
n , b2−

3
n ]. In questo

modo l’unità al secondo membro è

“ripartita” fra le funzioni ϑ1 e ϑ2.

La tecnica della partizione del-
l’unità, nella sua piena genera-
lità, si può applicare al caso in

cui gli aperti considerati sono in-

finiti.

La tecnica si applica, inoltre,
ad aperti di RN con N eventual-

mente maggiore di 1.

In questa sede consideriamo il
presente caso, del tutto partico-
lare, a fini puramente indicativi.

Applichiamo la partizione del-
l’unità (66).

Consideriamo una qualunque fun-
zione test φ tale che

suppφ ⊂ Ω1 ∪ Ω2

= (a1, b2),

e prendiamo n tale che

suppφ ⊂ (a1 +
3
n , b2 −

3
n).

Moltiplicando la (66) per φ(x) ot-
teniamo

φ(x) = φ(x)ϑ1(x) + φ(x)ϑ2(x) (67)

per ogni x ∈ R.

Osserviamo che il prodotto φ1(x)
= φ(x)ϑ1(x) è una funzione test
supportata in (a1, b1).

Inoltre, prendendo n tale che

b1 − 3
n > a2, il prodotto φ2(x) =

φ(x)ϑ2(x) è una funzione test sup-

portata in (a2, b2).

Quindi, poiché la distribuzio-

ne T si annulla su tali intervalli,
dalla (67) si deduce

T (φ) = T (φ1) + T (φ2)

= 0.

Essendo φ arbitraria, si conclude

che T si annulla anche sull’unione
Ω = Ω1 + Ω2.
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CONTINUITÀ PER SUCCESSIONI

Si dimostra facilmente che se
un’applicazione T : D → R è conti-
nua rispetto alla topologia dello
spazio D delle funzioni test, allo-
ra è continua per successioni.

In questo paragrafo vogliamo
dimostrare che se l’applicazione T
è lineare, e continua per succes-
sioni, allora è continua rispetto
alla topologia di D.

Prima parte

Dimostriamo che la continuità

per successioni implica una pro-
prietà di limitatezza locale:

Se T è continua per successioni,

allora per ogni intervallo chiuso

e limitato [a, b] esistono almeno un

ordine di derivazione h ∈ N ed una
costante Mh tali che risulti

|T (φ)| ≤Mh (68)

per ogni φ ∈ D con suppφ ⊂ [a, b] e
tale che

∥φ∥Ch([a,b]) ≤ 1. (69)

Il risultato mostra che i valori di

T (φ) non possono essere resi ar-
bitrariamente grandi pur potendo
scegliere grandi a piacere le deri-
vate di φ di ordine superiore ad h.

Per la linearità di T , possiamo
anche riformulare la (68) dicendo

che esistono un ordine di deriva-
zione h ∈ N e un raggio ρh tali che
|T (φ)| < 1 per ogni φ ∈ D soddisfa-
cente suppφ ⊂ [a, b] e ∥φ∥Ch([a,b]) ≤ ρh.

Essendo T (−φ) = −T (φ), per ve-
rificare la (68) supponiamo per as-
surdo che per ogni h ∈ N esista una
funzione φ̃h ∈ D tale che supp φ̃h ⊂
[a, b], ∥φ̃h∥Ch([a,b]) ≤ 1 e T (φ̃h) > h.

Posto φh = φ̃h/h per h > 0 il
supporto non cambia, e abbiamo
∥φh∥Ch([a,b]) ≤ 1

h e T (φh) > 1.

Dunque per ogni ε ∈ (0,+∞) ed
ogni intero h > 1

ε risulta ∥φh∥Ch([a,b])

< ε, oltre a suppφh ⊂ [a, b].

Ma allora φh
D→ 0 sebbene T (φh)

> 1, il che è in contrasto con la
continuità per successioni.

Pertanto devono esistere un ordi-

ne di derivazione h ed una costan-
te Mh soddisfacenti la (68).

Seconda parte

Se T è localmente limitata nel

senso della (68), allora è conti-
nua.

Per dimostrarlo, useremo un’idea
che si trova in Schwartz, Théorie

des distributions, capitolo III, §1.

Ci serve una partizione dell’u-
nità: per ogni z ∈ Z fissiamo una
ϑz ∈ D non negativa in modo tale
che suppϑz ⊂ [z − 1, z + 1] e

+∞∑
z=−∞

ϑz(x) = 1 (70)

per ogni x ∈ R. È possibile sceglie-
re opportunamente ϑ0 e poi pren-

dere ϑz(x) = ϑ0(x − z): vedere a
pag. D73.
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Notare che per ogni x fissato
la somma in (70) ammette almeno
uno, e al massimo due termini non
nulli, dunque è una serie banale.

Moltiplicando la (70) per una
qualunque φ ∈ D si ottiene la rap-
presentazione

φ(x) =
+∞∑

z=−∞
φ(x)ϑz(x).

Converrà però scrivere:

φ =
1

3

+∞∑
z=−∞

1

2|z|
φz (71)

dove le φz sono date da

φz(x) = 2|z| 3φ(x)ϑz(x) (72)

e ovviamente suppφz ⊂ [z − 1, z + 1].
La scelta dei coefficienti, in parte

arbitraria, è dovuta al fatto che

1

3

+∞∑
z=−∞

1

2|z|
= 1.

Essendo il supporto di φ limitato,

anche la somma in (71), intesa co-
me somma di funzioni, riguarda so-
lo un numero finito di termini.

Quindi, per la linearità di T , si
può scrivere

T (φ) =
1

3

+∞∑
z=−∞

1

2|z|
T (φz). (73)

Ancora per la linearità di T è suf-
ficiente, al fine di dimostrarne la
continuità, verificare che la con-
troimmagine T−1((−1, 1)) = {φ ∈ D :
|T (φ)| < 1 } contiene almeno un in-
torno Uk,r opportuno.

A tal fine, vista la (73), è suffi-
ciente trovare un intorno Uk,r ta-
le che, per ogni φ ∈ Uk,r, e indicate
con φz le funzioni nella (72), ri-
sulti |T (φz)| < 1 per ogni z.

Sull’intervallo [az, bz] = [z−1, z+
1], per la (68) esistono un ordine di
derivazione hz ed un raggio ρz tali
che |T (φz)| < 1 a condizione che

∥φz∥Chz ([z−1, z+1]) < ρz. (74)

A sua volta, la norma di φz in
Chz([z − 1, z + 1]) si può rendere più
piccola di ρz rendendo opportu-
namente piccole le norme di φ in

Chz([z − 1, z]) ed in Chz([z, z + 1]).

In altri termini, esistono ρ1z e

ρ2z tali che se

∥φ∥Chz ([z−1, z]) < ρ1,z (75)

∥φ∥Chz ([z, z+1]) < ρ2,z (76)

allora la (74) è soddisfatta. Scri-
vendo z + 1 al posto di z, la (75)

diventa

∥φ∥Chz+1([z, z+1]) < ρ1,z+1.

Per soddisfare questa e la (76),
basta prendere

k(z) = max{hz, hz+1 },

r(z) = min{ ρ1,z+1, ρ2,z }.

Con le suddette funzioni k ed r
resta definito un intorno Uk,r ta-
le che |T (φ)| < 1 per ogni φ ∈ Uk,r,
dunque T è continua, come vole-

vasi dimostrare.
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GLI INSIEMI LIMITATI IN D

Pur non essendo lo spazio D me-
trizzabile, possiamo introdurre la
nozione di limitatezza procedendo
come segue.

Un sottoinsieme X ⊂ D si dice
limitato se esistono un intervallo
[a, b] ed una successione di costanti
Cn tali che per ogni ψ ∈ X ed ogni
n ∈ N si abbia

suppψ ⊂ [a, b]; (77)

∥ψ∥Cn[a,b] ≤ Cn. (78)

È interessante osservare che gli
intorni Uk,r della funzione nulla,

introdotti a pag. D12, non sono li-

mitati.

Infatti, fissate le funzioni k(z) e
r(z), i supporti delle funzioni ψ ∈
Uk,r possono trovarsi in qualunque

posizione sulla retta e perciò non

è soddisfatta la prima delle due
condizioni sopra indicate.

LA LIMITATEZZA DELLE DISTRI-
BUZIONI

Dalla (68) possiamo dedurre che
le distribuzioni sono limitate sui
sottoinsiemi limitati di D.

Per vederlo, indichiamo con X
un sottoinsieme limitato di D. Al-
lora tutte le ψ ∈ X soddisfano le
(77)-(78) su di un particolare in-
tervallo [a, b].

D’altro canto sappiamo che su
tale intervallo esistono un ordi-
ne di derivazione h ed una costan-
te Mh per cui vale la (68).

Però, per poter utilizzare la (68),

dobbiamo individuare un insieme Y

i cui elementi φ soddisfino la (69).

A tal fine scegliamo n = h nel-
la (78) e vediamo che ∥ψ∥Ch[a,b] ≤ Ch

per ogni ψ ∈ X.

Se Ch = 0, vuol dire che l’in-

sieme X contiene solo la funzione
nulla, nel qual caso T è ovviamen-
te limitata.

Altrimenti conviene definire Y =
X/Ch = {φ ∈ D : Ch φ ∈ X } ed ec-
co che la (69) vale per ogni φ ∈ Y ,
dunque vale anche la (68).

Essendo T lineare, per ogni ψ ∈
X possiamo porre φ = ψ/Ch, e sic-

come φ ∈ Y , per la (68) abbiamo

|T (ψ)| = Ch |T (φ)| ≤ ChMh,

dunque T è limitata su X, come vo-
levasi dimostrare
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ORDINE DI UNA DISTRIBUZIONE

Sappiamo che la disuguaglian-
za (68) vale per tutte le distribu-
zioni.

Tuttavia gli ordini di derivazio-
ne h, e le rispettive costanti Mh

nella (68), in generale dipendono
dall’intervallo [a, b] considerato.

Per alcune particolari distri-
buzioni, esiste un ordine di deriva-
zione h tale che comunque si pren-
da [a, b] ⊂ R esiste una costante
M[a,b] tale che

|T (φ)| ≤M[a,b] (79)

per ogni φ ∈ D soddisfacente suppφ
⊂ [a, b] e ∥φ∥Ch([a,b]) ≤ 1.

In altri termini, la costante M[a,b]

dipende dall’intervallo, ma l’ordi-
ne di derivazione no.

Quando ciò accade, il più picco-

lo valore di h avente la suddet-
ta proprietà si dice ordine della
distribuzione. Quando invece non

esiste nessun h siffatto, si dice che

la distribuzione ha ordine infini-
to.

Esempio. La δ di Dirac ha or-
dine h = 0: infatti se ∥φ∥C0(R) ≤ 1
abbiamo che

|δ(φ)| = |φ(0)| ≤ 1,

e perciò la (79) vale con M[a,b] = 1.
In questo esempio, inoltre, il valo-
re di M[a,b] è indipendente da [a, b].
Ovviamente, se 0 ̸∈ (a, b), si può an-
che prendere M[a,b] = 0.

Esempio. Le distribuzioni rego-
lari Tf , che sono rappresentate da
funzioni f ∈ L1

loc(R), hanno ordine
h = 0. Infatti, se suppφ ⊂ [a, b] si ha

|Tf(φ)| ≤
∫ b

a

|f(x)| |φ(x)| dx

≤ ∥f∥L1((a,b)) ∥φ∥C0([a,b]).

dunque la (79) è soddisfatta da
T = Tf con h = 0 e M[a,b] = ∥f∥L1((a,b)).

Se, in particolare, abbiamo f
∈ L1(R), possiamo prendere M[a,b]

= ∥f∥L1(R) indipendentemente dal-
l’intervallo [a, b], ma questo non è
possibile per tutte le distribuzio-
ni regolari.

Per vederlo, consideriamo f(x)
= ex e fissiamo a piacere un valo-
re di h ∈ N. Posto λh = ∥ψ∥Ch(R) > 0,
dove ψ è la consueta funzione a

campana, le funzioni test φn(x) =
ψ(x − n)/λh soddisfano ∥φn∥Ch(R) = 1
per ogni n ∈ N, e tuttavia

Tex(φn) =

∫ n+1

n−1

ex φn(x) dx

≥ en−1

∫ n+1

n−1

φn(x) dx =
c

λh
en−1

essendo c > 0 la costante in (37).
Quindi Tex(φn) → +∞ per n → +∞
e la (79) non può valere con una

costante indipendente da [a, b].

Esempio. La distribuzione T somma
della serie (33) ha ordine h = 0, e
soddisfa la (79) con M[a,b] = nume-
ro di elementi dell’insieme (a, b)∩N.

Esempio. La distribuzione T somma

della serie (34) ha ordine infinito.
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IL VALORE PRINCIPALE DI 1
x

La funzione f(x) = 1
x non è local-

mente sommabile, quindi non indi-
vidua una distribuzione nella ma-
niera consueta. Infatti l’integra-
le ∫ +∞

−∞
φ(x) 1

x dx

non ha senso, in generale, o, come
si suol dire, “non converge”.

La funzione F (x) = log |x|, invece, è
localmente sommabile, dunque de-
finisce una distribuzione, che indi-
cheremo con TF :

TF (φ) =

∫ +∞

−∞
φ(x) log |x| dx.

Tutte le distribuzioni sono deri-
vabili. Esiste dunque la distribu-

zione (TF )
′, che infatti è data da

(TF )
′ (φ) = −

∫ +∞

−∞
φ′(x) log |x| dx.

La distribuzione (TF )
′ si dice “valo-

re principale” di 1
x e si indica con

vp 1
x. Verifichiamo che

(vp 1
x) (φ) =

lim
ε→0+

(∫ −ε

−∞
φ(x) 1

x dx +

∫ +∞

ε

φ(x) 1
x dx

)
.

Si noti che ciascuno dei due prece-
denti integrali, preso da solo, può
benissimo tendere a +∞ o a −∞.

La loro somma, tuttavia, tende
ad un valore finito quando ε→ 0+.

Per verificarlo, fissiamo innan-
zitutto un intervallo limitato (a,
b) contenente sia l’origine che il
supporto di φ.

Integrando per parti, troviamo∫ −ε

−∞
φ(x) 1

x dx

= φ(−ε) log ε−
∫ −ε

a

φ′(x) log |x| dx

e similmente∫ +∞

ε

φ(x) 1
x dx

= −φ(ε) log ε−
∫ b

ε

φ′(x) log |x| dx.

Sommando termine a termine le
due uguaglianze, siamo condotti
a studiare il limite

lim
ε→0+

(φ(ε)− φ(−ε)) log ε.

Ciò può farsi agevolmente, scri-
vendo

(φ(ε)− φ(−ε)) log ε

=
φ(ε)− φ(0) + φ(0)− φ(−ε)

2ε
2ε log ε.

Per la definizione della derivata,
la frazione tende a φ′(0), ed è no-
to che il prodotto ε log ε tende a 0.

Resta dunque da considerare

soltanto la somma degli integrali

−
∫ −ε

a

φ′(x) log |x| dx

e

−
∫ b

ε

φ′(x) log |x| dx,

la quale tende all’integrale

−
∫ b

a

φ′(x) log |x| dx.

Essendo suppφ ⊂ (a, b), la verifica
può considerarsi conclusa.

La δ di Dirac, e altre distribuzioni – pag. D78



APPLICAZIONE LINEARE E DI-
SCONTINUA SULLO SPAZIO D

Si dicono “distribuzioni di Schwar-
tz” le applicazioni lineari e con-
tinue aventi per dominio lo spazio
vettoriale-topologico D.

Per curiosità, definiamo un’ap-
plicazione lineare L : D → R di-
scontinua nel punto ψ ∈ D, es-
sendo ψ, ad esempio, la consueta
funzione a campana.

Osserviamo che la successione
ψn(x) = ψ(x − 1

n) converge a ψ in
D. Ciò segue dall’uniforme con-

tinuità di ψ e delle sue derivate.

Inoltre le funzioni ψn e la fun-

zione ψ sono linearmente indipen-

denti.

Consideriamo allora delle al-

tre funzioni test φs, dove s è un

parametro che varia in un oppor-

tuno insieme S, in modo tale che
le ψn, la ψ e le φs formino una ba-

se dello spazio D.

Il passaggio precedente è det-
to “non costruttivo”.

Si è soliti compiere tale passag-
gio invocando il lemma di Zorn, o
l’assioma della scelta, o principi
analoghi.

A questo punto possiamo defi-
nire: L(ψ) = 1; L(ψn) = 0 per ogni
n > 0, e L(φs) = 0 per ogni s ∈ S.

La definizione dell’applicazione
L si estende, per linearità, a tut-
to lo spazio D.

Infatti, per ogni funzione test
φ ∈ D esistono scalari λ, λn e µs, di
cui solo un numero finito diversi
da zero, tali che

φ(x) = λψ(x) +
+∞∑
n=1

λn ψn(x)

+
∑
s∈S

µs φs(x).

Mediante tali scalari si definisce

L(φ) per ogni φ ∈ D, ponendo

L(φ) = λ.

L’applicazione L è lineare per de-
finizione.

Inoltre L è discontinua nel pun-

to ψ ∈ D perché ψn
D−→ ψ, ma es-

sendo L(ψ) = 1 e L(ψn) = 0 per ogni
n > 0, si ha

lim
n→+∞

L(ψn) = 0 ̸= L(ψ).

Dunque l’applicazione L non è una
distribuzione: L ̸∈ D′.
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DISTRIBUZIONI BASATE SU DI
UN APERTO Ω ⊂ RN , N ≥ 1

Le distribuzioni di Schwartz, cos̀ı
come sono state presentate nelle
pagine precedenti, estendono la
classe L1

loc(R) e consentono molte
notevoli applicazioni.

Per rappresentare la densità ma-
teriale di una distribuzione punti-
forme di massa nello spazio, e per
estendere la classe L1

loc(RN) delle
funzioni (localmente sommabili) di
N variabili reali, con N ≥ 1, si pro-
cede come segue.

Fissato un aperto Ω ⊂ RN (even-

tualmente Ω = RN), indichiamo

con D(Ω) lo spazio delle funzioni
di classe C∞(RN) il cui supporto è

limitato e incluso in Ω.

Si dice che una successione di

funzioni φn ∈ D(Ω) converge ad

una funzione φ ∈ D(Ω) se:

1. Esiste un opportuno insieme li-
mitato, chiuso e incluso in Ω, che
contiene suppφn per ogni n;

2. Le funzioni φn convergono alla

funzione φ uniformemente in RN ;

3. Ciascuna delle derivate par-

ziali della funzione φn, di qualun-
que ordine essa sia, converge alla

corrispondente derivata parziale
della funzione φ uniformemente in
RN .

Si denota con D′(Ω) lo spazio
delle applicazioni T : D → R, li-
neari, e continue rispetto alla
suddetta nozione di convergenza.

FUNZIONI NON SVILUPPABILI
IN SERIE DI TAYLOR

La consueta funzione a campa-
na ψ(x), data da

ψ(x) =

{
e−

1
1−x2 se x ∈ (−1, 1);

0 se x ∈ R \ (−1, 1),

ci permette di fare un’osservazio-
ne interessante.

Sappiamo che ψ ∈ C∞
c (R), e che

per ogni k ∈ N si ha ψ(k)(±1) = 0
(esercizio 4(b) della serie [001]).

Dunque la serie di Taylor asso-
ciata alla funzione ψ(x) ed avente

come punto base il punto x0 = 1, è
la serie banale

+∞∑
k=0

0

perché nel punto x0 = 1 si annul-

lano la funzione ψ e tutte le sue

derivate.

La suddetta serie converge per

ogni x ∈ R alla costante nulla, e
perciò non coincide con la funzio-

ne generatrice ψ(x) per x ∈ (−1, 1).

Concludiamo che non è affat-
to detto che la serie di Taylor di
una funzione data debba necessa-
riamente convergere a tale fun-
zione.

Quando ciò avviene, almeno in
un intorno del punto base x0, la
funzione data si dice “analitica” in

tale intorno.

Dunque la funzione ψ di cui so-
pra non è analitica in nessun in-

torno del punto x0 = 1.
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La convergenza in legge



OBIETTIVI

In questo capitolo sviluppiamo un
collegamento tra la teoria del-
le distribuzioni e la teoria della
probabilità.

Consideriamo una successione di
variabili aleatorie Xn convergen-
te in legge ad una variabile alea-
toria X.

Indicate con Fn le funzioni di ri-
partizione delle variabili Xn, e con
F quella della variabile X, veri-
fichiamo che

F ′
n

D′
−→ F ′. (80)

Si noti che la tesi sussiste indipen-

dentemente dal fatto che le fun-

zioni Fn e la F siano derivabili nel

senso usuale.

Più avanti verificheremo l’im-

plicazione inversa.

FUNZIONI DI RIPARTIZIONE

La funzione di ripartizione F di
una variabile aleatoria X : Ω → R
è, per definizione, la funzione

F (x) = P
(
{ω | X(ω) ≤ x }

)
.

CONVERGENZA IN LEGGE

Si dice che una successione di va-

riabili aleatorie Xn : Ω → R con-
verge in legge alla variabile alea-
toria X se, indicate con Fn le fun-
zioni di ripartizione delle variabili
Xn, risulta

lim
n→+∞

Fn(x0) = F (x0) (81)

in tutti i punti x0 ∈ R nei quali la

funzione F è continua.

RICHIAMI DI TEORIA DELLA
MISURA

Essendo una funzione di ripar-
tizione F monotona e limitata per
definizione, l’insieme dei suoi pun-
ti di discontinuità è, tuttalpiù, un
insieme numerabile, ed ha senz’al-
tro misura nulla.

IL TEOREMA DELLA CONVER-
GENZA LIMITATA

Se una successione di funzioni
misurabili e limitate fn(x) conver-
ge ad una funzione f(x) per qua-
si ogni x in un intervallo limitato

(a, b), allora la funzione limite f è

misurabile e limitata, e

lim
n→+∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

DIMOSTRAZIONE DELLA (80)

Con la formula (80) si intende

che, per ogni funzione test φ ∈ D,
risulta

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
φ′(x)Fn(x) dx

=

∫ +∞

−∞
φ′(x)F (x) dx. (82)

Le funzioni Fn assumono valori nel-
l’intervallo [0, 1], quindi le fn(x)
= φ′(x)Fn(x) sono limitate. Inol-
tre fn(x) converge per ipotesi ad
f(x) = φ′(x)F (x) nei punti di conti-
nuità di F , e perciò quasi ovunque.

Infine il dominio di integrazio-
ne può ridursi ad un intervallo li-
mitato (a, b) contenente il suppor-
to di φ. La (82) segue dunque dal

teorema della convergenza limi-
tata.
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L’IMPLICAZIONE INVERSA

Consideriamo una successione di
variabili aleatorie Xn e indichiamo
con Fn le loro funzioni di riparti-
zione.

Supponiamo che esista una variabi-
le aleatoria X la cui funzione di
ripartizione F soddisfa la (80).

Vogliamo dimostrare che Xn con-
verge in legge ad X.

USO DEL TEOREMA DI HELLY

Per il teorema di Helly, esiste

una sottosuccessione (Fnk
) conver-

gente ad una funzione monotona
F∞ : R → [0, 1] in ogni punto x dove

quest’ultima è continua.

Il teorema si può trovare, ad

esempio, in M.M. Rao, R.J. Swift,

Probability theory with applica-
tions, Second edition, Springer,

pagina 224 (Theorem 1).

PASSAGGIO AL LIMITE

Indichiamo con (Fnk
) una qualun-

que sottosuccessione convergen-
te puntualmente quasi ovunque.
Per il teorema di Helly ne esiste
almeno una.

Indicato con F∞ il limite pun-
tuale di Fnk

, per il teorema della
convergenza limitata si ha

lim
k→+∞

∫ +∞

−∞
φ′(x)Fnk

(x) dx

=

∫ +∞

−∞
φ′(x)F∞(x) dx

per ogni φ ∈ D. Confrontando ta-

le uguaglianza con l’ipotesi (82),
si conclude che∫ +∞

−∞
φ′(x) (F (x)− F∞(x)) dx = 0 (83)

per ogni φ ∈ D.

USO DEL LEMMA DI DU BOIS-
REYMOND

Per il lemma di Du Bois-Reymond,

dalla (83) segue che esiste una co-
stante C ∈ R tale che

F∞(x) = F (x) + C (84)

per quasi ogni x ∈ R. Il lemma si

può trovare, ad esempio, in Brézis,
Analisi funzionale, Liguori edito-
re, pagina 194 (Lemma VIII.1).

Siccome per ipotesi F (x) → 0 per
x → −∞, e siccome F∞(x) ∈ [0, 1],
dalla (84) segue C ∈ [0, 1]. Ma
poiché F (x) → 1 per x → +∞, dal-

la (84) segue anche C ∈ [−1, 0], dun-
que C = 0.
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LA CONVERGENZA DI Fn

Le considerazioni precedenti mo-
strano che se (Fnk

) è una qualun-
que sottosuccessione convergen-
te puntualmente quasi ovunque,
allora la funzione limite F∞ coin-
cide quasi ovunque con F .

Vogliamo ora verificare che se
F è continua in un dato punto x0,
allora vale la (81).

Sia dunque x0 ∈ R un punto di con-
tinuità per F . Supponiamo per as-
surdo che la (81) non sussista. Al-
lora, per il teorema di Bolzano-

Weierstrass, esiste una sottosuc-

cessione (Fnk
) tale che

lim
n→+∞

Fnk
(x0) = ℓ ̸= F (x0).

Per la continuità di F in x0, esiste

un intorno (x0− r, x0+ r) nel quale

|F (x)− F (x0)| < 1
2 |ℓ− F (x0)|. (85)

Inoltre per il teorema di Helly
esiste una sotto-sottosuccessione
(Fnkj

) convergente quasi ovunque

ad una funzione F∞ che, come ab-

biamo visto, coincide quasi ovun-
que con F .

Esaminiamo il caso ℓ > F (x0). La
(85) implica

F (x) < ℓ (86)

per ogni x ∈ (x0, x0 + r). D’altra
parte, per la monotonia delle Fnkj

risulta

Fnkj
(x0) ≤ Fnkj

(x)

per ogni x > x0 e per ogni j. Pas-
sando al limite per j → +∞ tro-
viamo

ℓ ≤ F (x)

per quasi ogni x > x0, contro la
(86). Esaminiamo allora il caso
ℓ < F (x0). La (85) implica

F (x) > ℓ (87)

per ogni x ∈ (x0 − r, x0). Per la mo-

notonia delle Fnkj
risulta

Fnkj
(x0) ≥ Fnkj

(x)

per ogni x < x0 e per ogni j. Pas-
sando al limite per j → +∞ tro-

viamo
ℓ ≥ F (x)

per quasi ogni x < x0, contro la

(87). Deve pertanto valere la (81)
in tutti i punti x0 nei quali F è con-

tinua, ovvero Xn converge in leg-
ge ad X come volevasi dimostrare.
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[7] R. P. Kanwal. Generalized functions: theory and technique. Academic press
1983.
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