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MOTIVAZIONI



A CHE SERVE LO STUDIO DEL-
LA TEORIA DELLE DISTRIBU-
ZIONI

1) A DIALOGARE CON GLI ALTRI MATE-
MATICI E A COMPRENDERE I TESTI.

INFATTI GLI ELEMENTI DELLA TEO-
RIA FANNO PARTE DELLE CONOSCENZE
COMUNI A TUTTI I MATEMATICI.

2) A PREPARARSI PER UN EVENTUALE
PROSEGUIMENTO DEGLI STUDI.

INFATTI LA TEORIA DELLE DISTRIBU-
ZIONI INTERVIENE NELLO STUDIO DELLE
EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI.

3) A SOPPERIRE ALLINADEGUATEZZA
DELLE FUNZIONI.

INFATTI LE FUNZIONI DI UNA VARIA-
BILE REALE NON SONO ATTE, AD ESEM-
PIO, A DESCRIVERE LA DENSITA MA-
TERIALE DI UNA DISTRIBUZIONE PUNTI-
FORME DI MASSA.

4) A CONSOLIDARE LA PROPRIA PREPA-
RAZIONE DI BASE.

INFATTI LO STUDIO DELLE DISTRIBU-
ZIONI E UN’OCCASIONE PER STUDIARE
DA UN PUNTO DI VISTA SUPERIORE IL
CONCETTO DI LIMITE.

5) A SVILUPPARE LA CAPACITA DI AF-
FRONTARE I PROBLEMI.

QUESTO E FORSE IL MOTIVO PIU VA-
LIDO, CHE VA BEN AL DI LA DEI CON-
TENUTI DEL PROGRAMMA.

LE IMMAGINI IN COPERTINA

L’IMMAGINE DI ARLECCHINO SULLA
COPERTINA DI QUESTA DISPENSA ALLU-
DE ALLA FAMOSA COMMEDIA INTITOLA-
TA “IL SERVITORE DI DUE PADRONI":
INTENDO INFATTI IMPOSTARE IL CORSO
IN MODO DA RENDERE UN SERVIZIO AD
UNA PLATEA STUDENTESCA DIVERSIFI-
CATA.

IL RITAGLIO SULLA DESTRA, INVECE, E
TRATTO DAL FILM “TERMINATOR 2”7 E
NE RIASSUME LA MORALE: “NO FATE”
SIGNIFICA “IL DESTINO NON ESISTE”,
NEL SENSO CHE IL FUTURO PUO ESSE-
RE CAMBIATO.

LO STESSO CONCETTO SI PUO RENDERE
IN LATINO CON ”EST UNUSQUISQUE FA-
BER IPSE SUAE FORTUNAE”.
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NASCITA DELLE DISTRIBUZIO-
NI

LA TEORIA DELLE DISTRIBUZIONI RI-
PRENDE E SVILUPPA LE IDEE PIONIERI-
STICHE DI SERGEJ SOBOLEV (1908-89),
PAuL ADRIEN MAURICE DIRAC (1902—
1984), E DELL'ING. OLIVER HEAVISIDE
(1850-1925).

LA TEORIA DELLE DISTRIBUZIONI PER-
METTE, FRA L’ALTRO, DI DEFINIRE RI-

GOROSAMENTE LA DERIVATA DELLA FUN-

ZIONE |z.

COME E NATURALE ASPETTARSI, LA
DERIVATA DI |z| E LA FUNZIONE SEGNO
DI x, DATA DA

1, SEx>0;
SE x = 0;
—1, SE xz<0.

COME VEDREMO NELLE PROSSIME LE-
ZIONI, IL VALORE DI Sgno E IRRILEVAN-
TE AI FINI DELLA TEORIA.

E POSSIBILE SPINGERSI ANCORA PIU
AVANTI, E, TRAMITE LA TEORIA DEL-
LE DISTRIBUZIONI, DIRE CHE LA DERI-
VATA DELLA FUNZIONE sgn(z) E 2§, DO-
VE 0 DENOTA LA FAMOSA DISTRIBUZIO-
NE DELTA DI DIRAC.

ST NOTI, A QUESTO PROPOSITO, CHE IL
TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCO-
LO INTEGRALE APPLICATO ALLA FUN-
ZIONE F(x) = sgn(x) AVREBBE BISOGNO
DI UNA FUNZIONE f(z) CHE FOSSE NUL-
LA PER z # 0 E IL CUI INTEGRALE SU
DI UN QUALUNQUE INTERVALLO CONTE-
NENTE L’ORIGINE VALESSE 2.

TUTTAVIA, UNA FUNZIONE f(z) CON
LE DUE PROPRIETA ANZIDETTE NON
ESISTE.

LA DEFINIZIONE DELLA DISTRIBUZIONE
0, E DELLE ALTRE DISTRIBUZIONI, UTI-
LIZZATA OGGI E STATA SVILUPPATA NEL
TRATTATO “THEORIE DES DISTRIBU-
TIONS” DI LAURENT SCHWARTZ (1950).

LA TEORIA DELLE DISTRIBUZIONI SI E
DIFFUSA UNIVERSALMENTE NELLA MA-
TEMATICA IN TEMPI RELATIVAMENTE
RECENTI.

AD ESEMPIO, IL FONDAMENTALE TRAT-
TATO DI COURANT E HILBERT “ME-
THODS OF MATHEMATICAL PHYSICS”,
VOL. 2, DEL 1962, SI RIFERISCE ALLE
DISTRIBUZIONI CON L’APPELLATIVO DI
“FUNZIONI IDEALI”.

LE DISTRIBUZIONI SONO ANCHE DETTE
“FUNZIONI GENERALIZZATE” (generali-
zed functions), COME AD ESEMPIO NEI
TESTI DI VLADIMIROV, E NEL FAMOSO
TRATTATO DI GELFAND E SHILOV.

HEAVISIDE
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LA DENSITA MATERIALE DI
UNA DISTRIBUZIONE PUNTI-
FORME DI MASSA

UNA DELLE PIU SEMPLICI INTERPRE-
TAZIONI FISICHE DELLA DISTRIBUZIONE
d DI DIRAC E LA SEGUENTE.

CONSIDERIAMO UNA MASSA PUNTI-
FORME mgy > 0 COLLOCATA NELL’ORIGI-
NE DI UN SISTEMA DI RIFERIMENTO ¥z,
E SUPPONIAMO CHE NON VI SIANO AL-
TRE MASSE NELLO SPAZIO.

LA DENSITA MATERIALE E LA FUN-
ZIONE (2, y, 2) DEFINITA COME SEGUE.

FISSATO IL PUNTO (z,y, %), SI CON-
SIDERA LA SFERA B,(x,y,2) CENTRATA
IN (x,y,2) E DI RAGGIO 7.

INDICATA CON m(B,(x,y,2)) LA MASSA
RACCHIUSA ALL'INTERNO DELLA SFERA,
SI PONE

o m(B(.9,2))
,u(:c,y,z) =1 \Br(x,y,z)\ (1)

r—0t

DOVE |B,(z,y,z)] = 377 DENOTA IL

VOLUME DI B,(z,y, 2).

APPLICHIAMO TALE DEFINIZIONE ALLA
DISTRIBUZIONE DATA.

DISTINGUIAMO DUE CASI: (z,y,2) =
(0,0,0) E (z,y,2) # (0,0,0).

NEL PRIMO CASO, IL NUMERATORE
NELLA (1) SI RIDUCE A

m(B,(0,0,0)) = my.

SICCOME IL DENOMINATORE TENDE A
0%, SI CONCLUDE CHE p(0,0,0) = +o0.

SE, INVECE, (z,y,z) # (0,0,0), AL-
LORA IL NUMERATORE NELLA (1) E DE-
FINITIVAMENTE NULLO: PIU PRECISA-
MENTE, E NULLO PER OGNI 7 > () TALE
CHE

r< a4y + 22,
PER LA DEFINIZIONE DI LIMITE, SI TRO-

VA DUNQUE pu(z,y,z) = 0. IN CONCLU-
SIONE, POSSIAMO SCRIVERE

+00, (z,y,2) = (0,0,0);
0, (x,y,2) # (0,0,0).

INTERPRETANDO LA DENSITA MATERIA-
LE /. COME LA DISTRIBUZIONE 1§, AN-
ZICHE COME LA FUNZIONE SUDDETTA, E
POSSIBILE DAR SENSO ALLA SEGUENTE
UGUAGLIANZA:

m0:/ p(z,y, z) dv dy dz
RB

LA QUALE ESPRIME LA MASSA my COME
L' INTEGRALE DELLA DENSITA .

wx,y, 2) =

UN ESEMPIO PIU SOFISTICATO E QUEL-
LO DEL DIPOLO ELETTRICO A PAG. D34.
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LA DEFINIZIONE DI LAURENT
SCHWARTZ

LE DISTRIBUZIONI SI DEFINISCONO
COME FUNZIONI IL CUI DOMINIO NON E
L'INSIEME DEI NUMERI REALI, MA E UN
OPPORTUNO INSIEME DI FUNZIONI: LO
SPAZIO D APPRESSO DEFINITO.

LO SPAZIO C*(R)

CoN C*°(R) SI DENOTA L'INSIEME DI
TUTTE LE FUNZIONI AVENTI PER DOMI-
NIO L'INSIEME R, E DI CLASSE C'*°, CIOE
DOTATE DELLE DERIVATE DI TUTTI GLI
ORDINI.

AD ESEMPIO, SONO ELEMENTI DI
C*(R) LE FUNZIONI:

e’,

sen x,

cos x,

LE COSTANTI,

E TUTTI I POLINOMI.

INVECE, NON SONO ELEMENTI DI
C>*(R):

LA FUNZIONE 1/x (PERCHE NON E
DEFINITA PER z = (), E

LA FUNZIONE |z| (PERCHE NON E DE-
RIVABILE PER x = 0).

IL SUPPORTO DI UNA FUNZIO-
NE

IL SUPPORTO DI UNA f: R — R sI
DENOTA CON supp f, E SI PUO DEFINIRE
NEI SEGUENTI DUE MODI, EQUIVALENTI
FRA LORO.

1. LA CHIUSURA DELL’INSIEME { x €
R | f(x) # 0} DI TUTTI I PUNTI DOVE f
E DIVERSA DA ZERO:

supp f ={x € R| f(x) #0}

2. IL COMPLEMENTARE DEL PIU
GRANDE APERTO A C R TALE CHE f(x)
=0 PER OGNI x € A.

DALLA DEFINIZIONE SEGUE IMME-
DIATAMENTE CHE IL SUPPORTO DI UNA
QUALUNQUE FUNZIONE f: R — R E UN
INSIEME CHIUSO.

ESEMPI
suppe’ = R
suppsenz = R

supp(z + [x]) = [0, +-00)

LAURENT SCHWARTZ
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PARTE POSITIVA E PARTE NE-
GATIVA DI UNA FUNZIONE

DATA UNA FUNZIONE f: R — R, LA
SUA PARTE POSITIVA E LA FUNZIONE IN-
DICATA CON f© E DEFINITA COME SE-
GUE: f*(x) = max{ f(z),0}, OPPURE,
EQUIVALENTEMENTE:

fz), sk f(z) = 0;

fiz) =
0, SE f(x) <0,

O ANCHE

LA PARTE NEGATIVA, INDICATA CON
/7, SI PUO DEFINIRE PONENDO f~(x) =

max{ —f(z),0} = —min{ f(x),0}, oP-

PURE, EQUIVALENTEMENTE:

—f(x), x) < 0;
N OO

0, SE f(z) > 0.
O ANCHE

DALLE DEFINIZIONI RISULTA CHE SIA LA
PARTE POSITIVA, SIA LA PARTE NEGATI-
VA SONO FUNZIONI NON NEGATIVE.

RISULTA, INOLTRE, CHE LA FUNZIO-
NE f DI PARTENZA SI PUO RICOSTRUIRE
A PARTIRE DA fT ED f~: SI HA, INFAT-
TI,

f(z) = fT(x) — f~(z) PER OGNI = € R.

RISULTA, INFINE, CHE IL VALORE AS-
SOLUTO DI f SI PUO ESPRIMERE COME
SEGUE:

|f(z)] = f*(z)+ f(x) PER OGNI z € R.

LO SPAZIO C*(R)

SI DENOTA CON C°(R) IL SOTTOIN-
SIEME DI C*°(R) COSTITUITO DALLE
FUNZIONI f: R — R DI CLASSE C™(R)
ED IL CUI SUPPORTO SIA LIMITATO.

POICHE supp f E CHIUSO, ESSO E
LIMITATO SE E SOLO SE E COMPATTO
(LEMMA DI HEINE-BOREL).

DUNQUE POSSIAMO DIRE, EQUIVA-
LENTEMENTE, CHE CX(R) E IL SOT-
TOINSIEME DI C*°(R) COSTITUITO DAL-
LE FUNZIONI A SUPPORTO COMPATTO.

L’INDICE ¢ NEL SIMBOLO C*(R) VIENE
DALL'INIZIALE DELLA PAROLA “COM-
PATTO” (COMPACT, IN INGLESE).

ESEMPIO: IL SUPPORTO DELLA FUN-
ZIONE f(z) = (1 —2%)" E LINTERVALLO
[—1,1], DUNQUE E COMPATTO.

TUTTAVIA, TALE FUNZIONE NON AP-
PARTIENE ALLO SPAZIO C°(R) PERCHE
NON E DI CLASSE C*(R): INFATTI NON
E DERIVABILE NEI PUNTI z = —1 E
r=1.

UNA TIPICA FUNZIONE APPARTENENTE
A C*(R) E LA SEGUENTE, DETTA “FUN-
ZIONE A CAMPANA” (bump function):

e T2 SEx € (—1,1);

=10 smoer\(-1,1).

LA SUDDETTA FUNZIONE PUO SERVIRE
ANCHE PER APPROSSIMARE ALTRE FUN-
ZIONI, USANDO LA COSIDDETTA TEC-
NICA DEI “MOLLIFICATORI”, ATTRIBUI-
TA A KURT OTTO FRIEDRICHS (1901-
1982).
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LO SPAZIO D

Lo spAz10 C°(R) DIVENTA LO SPA-
710 D DELLE COSIDDETTE “FUNZIONI
TEST” QUANDO SI CONSIDERA, IN ESSO,
LA SEGUENTE NOZIONE DI CONVERGEN-
ZA.

SI DICE CHE UNA SUCCESSIONE DI
FUNZIONI ¢, € C°(R) CONVERGE AD
UNA FUNZIONE ¢ € C(R), E SI SCRIVE

D
Pn —> P

QUANDO SONO SODDISFATTE TUTTE E
TRE LE SEGUENTI CONDIZIONTI:

1. ESISTE UN OPPORTUNO INTERVALLO
LIMITATO CHE CONTIENE TUTTI I SUP-
PORTI SUPP ¥n;

2. LE FUNZIONI ¢,, CONVERGONO UNI-
FORMEMENTE A ¢, SULL'INTERVALLO
(—00,+00), PER n — +00;

3. QUALUNQUE SIA L’ORDINE k DI DE-

RIVAZIONE, LA DERIVATA k-ESIMA gp,(f)

CONVERGE UNIFORMEMENTE A o*) SUL-
L'INTERVALLO (—00,+400), PER 1 — +00.

VOLENDO, SI PUO INCLUDERE LA SE-
CONDA CONDIZIONE NELLA TERZA CON-
SENTENDO ALL’INDICE k, IN QUEST UL-
TIMA, DI ASSUMERE IL VALORE ZERO.

D E UNO SPAZIO VETTORIALE

S1 NOTI CHE C®(R) E D = C>*(R)
SONO SPAZI VETTORIALI RISPETTO AL-
LE USUALI OPERAZIONI DI: SOMMA DI
DUE FUNZIONI, E MOLTIPLICAZIONE DI
UNA FUNZIONE PER UN NUMERO REA-
LE. IL VETTORE NULLO E LA FUNZIONE
¢(z) =0 PER OGNI x € R.

LA TOPOLOGIA DI D

E POSSIBILE DEFINIRE UN SISTEMA
DI INTORNI (UNA TOPOLOGIA) DELLO
SPAZIO D RISPETTO AL QUALE LA NO-
ZIONE CONVERGENZA DI UNA SUCCES-
SIONE DI ¢, € D SIA PROPRIO QUELLA
CHE ABBIAMO APPENA DATO.

LA DEFINIZIONE SI PUO TROVARE,
AD ESEMPIO: NELLA DISPENSA DI PRA-
TELLI, NEL LIBRO DI YOSIDA, ED IN AL-
TRI TESTI CITATI IN BIBLIOGRAFIA.

PER PROCEDERE, DEFINIAMO INNANZI-
TUTTO GLI INTORNI DI BASE U, (¢o)
DELLA FUNZIONE NULLA ¢y = 0 PONEN-
DO, PER OGNI FUNZIONE k: Z — N ED
OGNI FUNZIONE 7: Z — (0, +00),

Uk,r(¢0)
={peD|Vz ||90H0k<z)([z,z+1]) <r(z)}.

DOPODICHE RIMANGONO DEFINITI GLI
INTORNI DI BASE U}, (1)) DI QUALUNQUE
FUNZIONE ¥ € D PONENDO

Upr () = 0 + U (00)
={pe€D|p—1p U, (po)}

(GLI INTORNI DI BASE DETERMINANO,
COME DI CONSUETO, LA TOPOLOGIA 1
CUI APERTI SONO LE UNIONI DEI SUD-
DETTI INTORNI.

LA SUDDETTA TOPOLOGIA NON HA
UNA BASE NUMERABILE DI APERTI: VE-
DERE SCHWARTZ, THEORIE DES DISTRI-
BUTIONS, CAPITOLO III, §1.
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PROPRIETA DELLA BASE DI IN-
TORNI

VERIFICHIAMO CHE GLI INTORNI DE-
FINITI ALLA PAGINA PRECEDENTE CO-
STITUISCONO UNA BASE PER UNA TO-
POLOGIA.

VERIFICHIAMO, CIOE, CHE L'INTER-
SEZIONE DI DUE INTORNI COME SOPRA
DEFINITI SI PUO ANCHE OTTENERE CO-
ME UNIONE DI INTORNI OPPORTUNI.

CONSIDERIAMO UNA FUNZIONE TE-
ST 11 € D ED UNA COPPIA DI FUNZIONI
ki:Z —NErmry:Z— (0,+00), CHE DE-
TERMINANO L'INTORNO Uy, ,, (11).

SIMILMENTE, CONSIDERIAMO UNA FUN-
ZIONE TEST 1y € D ED UNA COPPIA
DI FUNZIONI k9: Z — N E ro: Z —
(0, +00), CHE DETERMINANO L'INTORNO

uk277‘2 (@Z)Q) .

INDICATA CON %) UNA FUNZIONE APPAR-
TENENTE ALL’INTERSEZIONE U, », (Y1)
N Uy r,(1P2), AMMESSO CHE CE NE SIA
UNA, VOGLIAMO TROVARE UN INTORNO
Uy (1) INCLUSO IN TALE INTERSEZIO-
NE.

BASTERA PRENDERE, PER OGNI z €
Z, k(z) = max{ ki(z), k2(2) } E r(2) =
min{ d1(z), d2(z) }, DOVE PER i = 1,2

52(2) - TZ(Z) - H¢ - wiHC’“i(z)([z,z—H]) > 0.

VERIFICHIAMO L'INCLUSIONE Uy, (1))
C Uy, ,(11). SE ¢ € Uy, (1), ST HA PER
DEFINIZIONE

I — ¢HCk<z)([z,z+1]) <r(z) <o
- 7’1(75) - H¢ - ¢1Hck1(z>([2,z+1})- (3)

INOLTRE, ESSENDO k;(2) < k(z), SI HA
OVVIAMENTE

HQO - ZbHC’“l(Z)([z,z—i—l]) < ng - ,wHC"’(Z)([z,Z—i—l])

E QUINDI DALLA (3) RICAVIAMO

lp — chvl(z)([z,zﬂ])
<ry(z) = [ — leC’h(Z)([Z,Z_HD'

APPLICANDO ORA LA DISUGUAGLIANZA
TRIANGOLARE, ARRIVIAMO A

o — 1llemer gz, 1)) < T1(2)-

PER L’ARBITRARIETA DI z, POSSIAMO
CONCLUDERE CHE ¢ € Uy, r,(11), DUN-
QUE SUSSISTE L'INCLUSIONE U, (¢) C
Uy, . (Y1), COME AFFERMATO.

IN MODO DEL TUTTO ANALOGO SI
VERIFICA CHE Uy, (¢) C Up,r,(1)2), DUN-
QUE GLI INTORNI DEFINITI ALLA PAGINA
PRECEDENTE COSTITUISCONO UNA BA-
SE PER UNA TOPOLOGIA.
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EQUIVALENZA DELLE DEFINI-
ZIONI

SE UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI
TEST ¢, € D CONVERGE RISPETTO AL-
LA TOPOLOGIA DIANZI COSTRUITA, AL-
LORA SONO SODDISFATTE LE TRE CON-
DIZIONI DATE A PAGINA D12.

PER LA DIMOSTRAZIONE, CONSIDE-
RIAMO UNA SUCCESSIONE DI ¢, € D
CONVERGENTE AD UNA CERTA ¢ € D
RISPETTO ALLA TOPOLOGIA ANZIDET-
TA.

ALLORA, PER LA DEFINIZIONE DEGLI
INTORNI Uy, (1)), LA SUCCESSIONE (¢, —
1)) CONVERGE ALLA FUNZIONE NULLA.

SENZA LEDERE LA GENERALITA, SUP-
PONIAMO DIRETTAMENTE CHE ¢,, CON-
VERGA ALLA FUNZIONE NULLA.

PRIMA PARTE (CONDIZIONE 1)

VOGLIAMO DIMOSTRARE CHE ESISTE
UN INTERVALLO LIMITATO CHE CONTIE-
NE Supp ¢, PER OGNI n.

SUPPONIAMO PER ASSURDO CHE UN
TALE INTERVALLO NON ESISTA. ALLO-
RA ESISTONO UNA SUCCESSIONE DI IN-
TERI z;,, A DUE A DUE DISGIUNTI, UNA
SUCCESSIONE DI INDICI n; ED UNA SUC-
CESSIONE DI PUNTI z; € [z;, z; + 1] TALI
CHE ¢, (x;) # 0 PER OGNI i € Z™.

MA ALLORA DEFINIAMO k(z) = 0
PER OGNI z € Z, E PRENDIAMO r(z) TA-
LE CHE 7(2;) < |¢n,(z;)| PER OGNI 1.

PER VIA DI QUEST’ULTIMA DISUGUA-
GLIANZA, L'INTORNO U}, DELLA FUN-
ZIONE NULLA NON CONTIENE DEFINITI-
VAMENTE LE FUNZIONI ,,, CONTRO L’I-
POTESI DELLA CONVERGENZA.

SECONDA PARTE (CONDIZIONI 2 E 3)

ABBIAMO DIMOSTRATO CHE ESISTE
UN INTERVALLO LIMITATO CHE CONTIE-
NE supp ¢, PER OGNI n.

TALE INTERVALLO E A SUA VOLTA
CONTENUTO IN UN INTERVALLO |a, b+1]
CON a,be Z E a < b.

POICHE GLI INTERI z € [a,b] SONO
IN NUMERO FINITO, E POICHE I VALO-
RI DI k(z) E DI r(z), PER L'IPOTESI DI
CONVERGENZA, POSSONO ESSERE SCEL-
TI ARBITRARIAMENTE, SI DEDUCE CHE
ANCHE LE CONDIZIONI 2 E 3 SONO SOD-
DISFATTE.

IMPLICAZIONE INVERSA

SUPPONIAMO CHE LE ¢, SODDISFINO
LE CONDIZIONI 1, 2 E 3. SENZA LEDE-
RE LA GENERALITA, POSSIAMO SUPPOR-
RE CHE LA FUNZIONE LIMITE ¢ SIA LA
FUNZIONE NULLA.

PER LA CONDIZIONE 1, POSSIAMO
SUPPORRE supp ¢, C [a,b+ 1] CON a,
beZ E a<b.

FISSATE ARBITRARIAMENTE LE FUNZIO-
NI k(z) E r(z), POICHE GLI z € [a,
b] SONO IN NUMERO FINITO, POSSIAMO
PRENDERE
k= max k(z), 7= min r(z) > 0.
z€[a,b] z€[a,b]

PER LE CONDIZIONI 2 E 3, AVREMO DE-
FINITIVAMENTE |[¢n | or(fpy) < 7> DUN-

QUE ¢, € Uy, E LA CONVERGENZA E
DIMOSTRATA.
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NON METRIZZABILITA DI D

Lo spPAZIO D DOTATO DELLA TOPO-
LOGIA ANZIDETTA NON E METRIZZABI-
LE, E COSTITUISCE UNO SPAZIO VETTO-
RIALE TOPOLOGICO.

TALI SPAZI SONO AMPIAMENTE TRAT-
TATI NEI TESTI DI KOTHE E DI TREVES
CITATI IN BIBLIOGRAFIA.

PER DIMOSTRARE LA NON METRIZ-
ZABILITA DI D POSSIAMO UTILIZZARE
LA SEGUENTE CONDIZIONE NECESSARIA
AFFINCHE UNO SPAZIO TOPOLOGICO SIA
METRIZZABILE:

SE UNO SPAZIO TOPOLOGICO E ME-
TRIZZABILE, ALLORA OGNI SUCCESSIO-
NE DI SUCCESSIONI, AVENTI TUTTE LO
STESSO LIMITE ¢, AMMETTE UNA SUC-
CESSIONE TRASVERSALE CONVERGENTE
AD /.

CIOE, SE lim ¢, = { PER OGNI k,
n—-+00
ESISTE UNA FUNZIONE n(k) TALE CHE

lim @,pr = "¢ (4)

k—+o00

DIMOSTRIAMO INNANZITUTTO CHE LA
CONDIZIONE E NECESSARIA. SE LA TO-
POLOGIA DELLO SPAZIO CONSIDERATO
DISCENDE DA UNA METRICA d, ALLO-
RA PER OGNI k ESISTE n(k) TALE CHE

1

d( i), £) < T

E LA CONDIZIONE (4) SEGUE.

ADESSO DIMOSTRIAMO CHE LO SPA-
Z10 D NON SODDISFA LA CONDIZIONE
NECESSARIA.

INDICATA CON 1) LA FUNZIONE A
CAMPANA DEFINITA NELLA (2), PONIA-

MO @ni(T) = %w(x/k:)

APPLICANDO LE CONDIZIONI 1, 2 E 3
DI CONVERGENZA IN D, SI RICONOSCE
CHE

lim = ¢(x/k) =0

n—-+0o00
PER OGNI k FISSATO, ESSENDO / = 0 €
D LA FUNZIONE IDENTICAMENTE NUL-
LA.

TUTTAVIA, COMUNQUE SI PRENDA
LA FUNZIONE n(k), NON ESISTE NESSUN
INTERVALLO LIMITATO CHE CONTENGA
TUTTI 1 SUPPORTI DELLE FUNZIONI TE-
ST @w(x/k), LE QUALI DUNQUE NON
CONVERGONO IN D.

NON ESSENDO SODDISFATTA LA CON-
DIZIONE NECESSARIA, POSSIAMO CON-
CLUDERE CHE LA TOPOLOGIA DI D NON
E METRIZZABILE, COME AFFERMATO.

LA DIMOSTRAZIONE SI ISPIRA ALLA
DISPENSA DI FREDDI CITATA IN BIBLIO-
GRAFIA. PER APPROFONDIRE L’ARGO-
MENTO SI POSSONO CONSULTARE, AD
ESEMPIO, LE DISPENSE DI HORMANN-
STEINBAUER E DI SEMMES.
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LE DISTRIBUZIONI DI SCHWAR-
TZ

LE DISTRIBUZIONI DI SCHWARTZ SO-
NO LE FUNZIONI T: D — R CHE RISUL-
TANO SIA LINEARI, SIA CONTINUE RI-
SPETTO ALLA TOPOLOGIA DELLO SPA-
710 D.

SI DIMOSTRA CHE UN’APPLICAZIONE
LINEARE 7: D — R E CONTINUA RI-
SPETTO ALLA TOPOLOGIA DI D SE E SO-
LO SE E SEQUENZIALMENTE CONTINUA.

DEVE DUNQUE AVVENIRE CHE

lim T'(pn) =T(¢)

n—-+00

PER OGNI FUNZIONE TEST ¢ € D E PER
OGNI SUCCESSIONE DI FUNZIONI TEST
0, CHE SIA CONVERGENTE A ¢ NEL SEN-
SO DELLO SPAZIO D.

LO SPAZIO DELLE DISTRIBUZIONI E,
PERTANTO, IL DUALE DELLO SPAZIO D,
E SI DENOTA CON D'.

LA DISTRIBUZIONE PIU BANALE E QUEL-
LA DATA DA T'(p) =0 PER OGNI ¢ € D,
LA CUI LINEARITA E CONTINUITA SI RI-
CONOSCONO IMMEDIATAMENTE.

LA DISTRIBUZIONE PIU SEMPLICE, NON
BANALE, E PROBABILMENTE QUELLA
DATA DALL’OPERAZIONE DI INTEGRA-
ZIONE:

LA DISTRIBUZIONE PIU TIPICA, QUELLA
CHE GIUSTIFICA LA COSTRUZIONE DEL-
LA TEORIA, E LA DELTA DI DIRAC:

QUEST’ULTIMA DISTRIBUZIONE E ANCO-
RA PIU SEMPLICE DA DEFINIRE RISPET-
TO ALLA PRECEDENTE.

RESTA DA DISCUTERE IL LEGAME TRA
TALE SEMPLICE DEFINIZIONE E L’IDEA
INTUITIVA DELLA 0 DI DIRAC, COSA CHE
FAREMO TRA POCO.

D' E UNO SPAZIO VETTORIALE

Lo spaziO D' DELLE DISTRIBUZIO-
NI DI SCHWARTZ E UNO SPAZIO VETTO-
RIALE, DOVE LA DISTRIBUZIONE SOMMA
T, + Ty DI DUE DISTRIBUZIONI 17,1y E
DATA DA

(11 +T3) () = Ti(p) + Ta(p),

E LA DISTRIBUZIONE PRODOTTO AT DI
UNA DISTRIBUZIONE DATA T PER UNO
SCALARE )\ € R E DEFINITA DA

(AT) () = A (T(¢p)).

[L RUOLO DEL VETTORE NULLO E GIO-
CATO DALLA DISTRIBUZIONE IDENTICA-
MENTE NULLA T'(¢) = 0.
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IL LEGAME FRA LA § DI DIRAC
ED IL 6 DI KRONECKER

I sSiMBOLO 6 DI KRONECKER SI DENO-
TA CON 6%, ED ASSUME I SEGUENTI VA-
LORI:

1, SEi=j;
0, SEi#j.

TRA LE VARIE PROPRIETA DEL § DI
KRONECKER, CI CONCENTRIAMO SULLA
SEGUENTE, CHE ASSOMIGLIA AD UN’IM-
PORTANTE PROPRIETA DELLA ¢ DI DI-
RAC.

51 =

CIASCUNA COMPONENTE y; DI UN
VETTORE 4 = (y1,...,yn) € RY soDDI-
SFA L'UGUAGLIANZA

N
7=1

[L VETTORE y SI PUO VEDERE COME LA
FUNZIONE
y:{1,...,N} =R
1 = Y;
CERCHIAMO DI ESTENDERE LA (5) AD

UNA FUNZIONE y(z) DEFINITA PER OGNI
x € R.

QUI LE VARIABILI z,t € R GIOCANO
IL RUOLO CHE NEL CASO PRECEDENTE
SPETTA AGLI INDICI 7,5 =1,...,N.

CI SERVE UN’OPPORTUNA FUNZIONE,
CHE INDICHIAMO CON 0, CHE DIPENDE
DALLA DIFFERENZA x — t, TALE CHE

o) = [ o -nyma @

o0
CERCHIAMO DI CAPIRE COME DEVE ES-
SERE FATTA LA FUNZIONE 0(x —t) AF-
FINCHE VALGA LA (6) QUALUNQUE SIA
LA FUNZIONE y(x) CHE VI COMPARE.

A. FISSATO UN VALORE PARTICOLA-
RE DI z, IL PRIMO MEMBRO DELLA (6)
NON CAMBIA SE CAMBIAMO I VALORI DI
y(t) IN OGNI t # x.

AFFINCHE VALGA L'UGUAGLIANZA,
ANCHE IL SECONDO MEMBRO DELLA (6)
NON DEVE CAMBIARE SE CAMBIAMO I
VALORI DI y(t) IN OGNI t # x.

MA ALLORA DOBBIAMO PRENDERE
6(x —t) =0 SE x #t, E CIOE, IN ALTRI
TERMINI,

d(s) = 0 PER OGNI s # 0. (7)

B. SE pPONIAMO y(t) = 1 NELLA (6),
TROVIAMO

1:/_+005(x—t)dt.

oo

CON LA SOSTITUZIONE s = x — t, POS-
SIAMO SCRIVERE

+00
1= / d(s) ds. (8)
—0Q

LA (7) E LA (8) SONO INCOMPATIBILI
TRA LORO. FORSE E PER QUESTO CHE,
NEGLI ANNI SESSANTA, LE DISTRIBUZIO-
NI VENIVANO ANCHE CHIAMATE “FUN-
ZIONI IDEALI”.

DIRAC PARLA DI “FUNZIONE IMPRO-
PRIA” NEL CAP. 3, PAR. 15, DEL SUO
LIBRO “I PRINCIPI DELLA MECCANICA
QUANTISTICA” (1958), EDITO IN ITA-
LIANO DALLA BORINGHIERI.

IN PARTICOLARE, LA (6) CORRISPONDE
ALL’'UGUAGLIANZA [15.3] DEL LIBRO DI
DIRAC, UGUAGLIANZA CHE EGLI CHIA-
MA “LA PIU IMPORTANTE PROPRIETA DI
d(z)”.
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LA DEFINIZIONE RIVISITATA

LA VIA DI USCITA DALLA SITUAZIO-
NE DI STALLO DESCRITTA ALLA PAGINA
PRECEDENTE CONSISTE IN QUANTO SE-
GUE.

1. RINUNCIARE ALLA PRETESA CHE LA
0 DI DIRAC SIA UNA FUNZIONE DI UNA
VARIABILE REALE.

2. LA 6 DI DIRAC NON SI USA DA SOLA,
CIOE NON SI CALCOLA §(S) PER QUAL-
CHE S PARTICOLARE.

3. LA 0 D1 DIRAC SI USA SOLO SOTTO IL
SEGNO DI INTEGRALE, CIOE IN ESPRES-
SIONI DEL TIPO

+00
/ 5o — ) y(t) dt.
—0o0

4. IL SUDDETTO INTEGRALE E UN’AP-
PLICAZIONE LINEARE NELLA VARIABILE
y(t), CIOE IL SUO ARGOMENTO NON E
UN SOLO NUMERO, MA E TUTTA LA FUN-
ZIONE y(t).

5. IL SUDDETTO INTEGRALE E UN’AP-
PLICAZIONE CONTINUA RISPETTO ALLA
NOZIONE DI CONVERGENZA DELLO SPA-
710 D.

6. LE DISTRIBUZIONI, IN GENERALE,
SI DEFINISCONO COME LE APPLICAZIONI
LINEARI E CONTINUE AVENTI PER DOMI-
NIO LO SPAZIO D.

7. CON LA SOSTITUZIONE s = x — t,
L’INTEGRALE PRECEDENTE DIVENTA

[ stute - s

oo

E, PER LA (6), IL SUO VALORE DEVE ES-
SERE y(x).

Posto z =0 E ¢(s) = y(—s), SI DE-
VE PERCIO AVERE

[ s pts)d = 500),

(0. ¢]

DUNQUE LA ¢ DI DIRAC E L’APPLICA-
ZIONE T': D — R DATA DA T(p) = (0).

DISTRIBUZIONI REGOLARI

CONSIDERIAMO UNA QUALUNQUE FUN-
ZIONE MISURABILE f: R — R TALE CHE
RISULTI

b
/ |f(x)|dx < +o00

QUALUNQE SIANO GLI ESTREMI a E b DI
INTEGRAZIONE, PURCHE FINITI.

SI DICE CHE f E “LOCALMENTE SOM-
MABILE” , E SI SCRIVE
feLl (R).

loc

TRAMITE LA FUNZIONE f SI OTTIENE
UNA DISTRIBUZIONE 1" PONENDO

+00

7(0)= [ ola) f(o)do
—00

SI DICE, IN TAL CASO, CHE LA DISTRI-

BUZIONE T E REGOLARE, ED E “RAP-

PRESENTATA” DALLA FUNZIONE f.
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DISTRIBUZIONI SINGOLARI

LA DISTRIBUZIONE ¢ DI DIRAC, DATA
DA T(¢) = ¢(0), NON E RAPPRESENTA-
TA DA NESSUNA FUNZIONE f € Ll (R):

loc
E UNA DISTRIBUZIONE “SINGOLARE”.

LO SI INTUISCE DALLE CONSIDERA-
ZIONI FATTE A PAG. D18. VEDIAMO
UNA SEMPLICE DIMOSTRAZIONE ISPIRA-
TA AL LIBRO DI AMERIO (VOL. 3 PAR-
TE II), CHE A SUA VOLTA RIPRENDE IL
TRATTATO DI SCHWARTZ.

PRENDENDO COME FUNZIONI TEST
LE FUNZIONI ¢,(x) = ¥ (nx), DOVE 1
E COME NELLA (2), SI HA:

5(9011) - Qpn(o)

PERCIO SE LA ¢ DI DIRAC FOSSE RAP-
PRESENTATA DA UNA FUNZIONE [ €
L{ .(R), DOVREBBE AVERSI, PER OGNI
n?

+00
fx) on(z) de = 1. (9)
MOSTRIAMO INVECE CHE
+oo
lim f(z)pn(z)dx=0. (10)

n—-+00 0

A TAL FINE, APPLICHIAMO IL TEORE-
MA DELLA CONVERGENZA DOMINATA DI
LEBESGUE.

INNANZITUTTO, OSSERVIAMO CHE PER
OGNI = # (0 RISULTA

lim f(x x)=20

Tlim_f(7) eal)

SEMPLICEMENTE PERCHE ¢, (x) = 0 PER

1
n > .
||

z 1
INOLTRE, POICHE ¢,(z) < £ PER

OGNI * E PER OGNI 1, POSSIAMO SCRI-
VERE

(@) ea()] < ¢ If(@)].

MA POICHE PER IPOTESI f € L .(R),
IL. SECONDO MEMBRO COSTITUISCE UNA

MAGGIORANTE SOMMABILE.

ESSENDO SODDISFATTE LE IPOTESI
DEL TEOREMA DELLA CONVEREGENZA
DOMINATA, SI VERIFICA LA (10).

POICHE LA (10) CONTRASTA CON LA
(9), SI DEDUCE CHE LA § DI DIRAC NON
E UNA DISTRIBUZIONE REGOLARE, CO-
ME VOLEVASI DIMOSTRARE.

LA 0 DI DIRAC CENTRATA IN z

ST CHIAMA § DI DIRAC CENTRATA IN
UN PUNTO 7y € R LA DISTRIBUZIONE
COSI DEFINITA:

Oy (0) = ¢(0).

DALLA DEFINIZIONE SEGUE IMMEDIATA-
MENTE CHE 0y = 0.

LA DISTRIBUZIONE 0., ST PUO ANCHE IN-
DICARE CON §(x—xy), COME SI FAREBBE
SE FOSSE UNA FUNZIONE DI VARIABILE
REALE.

La ¢ di Dirac, e altre distribuzioni — pag. D20



CONVERGENZA IN D’



LA CONVERGENZA NEL SENSO
DELLE DISTRIBUZIONI

SI DICE CHE UNA SUCCESSIONE DI
DISTRIBUZIONI 71, CONVERGE AD UNA
DISTRIBUZIONE 7', E SI SCRIVE

T, 2T
SE, PER OGNI FUNZIONE TEST ¢ & D
FISSATA, RISULTA
lim T,,(p) =T(¢). (11)

n——+00

SI NOTI CHE I VALORI DI T,(¢) E DI
T(p) SONO NUMERI REALI, DUNQUE IL
LIMITE SOPRA INDICATO E IL LIMITE DI
UNA SUCCESSIONE NUMERICA.

ESEMPIO BANALE: LE SUCCESSIONI
COSTANTI SONO CONVERGENTI.

SE, CIOE, CON T,, DENOTIAMO SEM-
PRE UNA STESSA DISTRIBUZIONE 7', AL-
LORA LA RELAZIONE (11) E BANALMEN-
TE VERIFICATA QUALUNQUE SIA ¢ € D.

ESEMPIO SIGNIFICATIVO: INDICHIAMO
CON X(o,%)(l’) LA FUNZIONE CARATTERI-
STICA DELL'INTERVALLO (0, %), CIOE LA
FUNZIONE

1, sex€(0,1)
0, sEzeR\(0,21).

LE FUNZIONI fy(z) = nxq1)(x) SO-
NO LOCALMENTE SOMMABILI, DUNQUE
RAPPRESENTANO DELLE DISTRIBUZIO-
NI, CHE INDICHEREMO CON T,.

DI
VERIFICHIAMO CHE T,, — 0, ESSEN-
DO J LA DISTRIBUZIONE DELTA DI DI-
RAC: () = ¢(0).

OSSERVIAMO CHE LA DISTRIBUZIONE T,
RAPPRESENTATA DALLA FUNZIONE fn
AGISCE COME SEGUE:

400

Tu(p) = fa(z) o(7) dx

_ n/ongp(:r:)dx.

PER LA (11), DOBBIAMO VERIFICA-
RE CHE T,(p) — ©(0). A TAL FINE,
APPLICHIAMO LA DEFINIZIONE DI LIMI-
TE.

[

FISSATO ¢ > 0, PER LA CONTINUITA
DI ¢(x) NEL PUNTO z = 0 ESISTE UN
INTERVALLO (—7,7) TALE CHE PER OGNI
x € (—7,7) RISULTA

©(0) —e < p(x) < ¢(0) +&.

INOLTRE, QUANDO n > 1/r, RISULTA (0,

Ly c (—rr).

n

QUINDI, PER n > 1/7, POSSIAMO IN-
TEGRARE SULL'INTERVALLO (0, ) I TRE
TERMINI DELLE DISUGUAGLIANZE PRE-
CEDENTI, OTTENENDO

S|

3=

(0(0) - ) < / o(z) da
< L(p(0) +¢)

n

O, CHE E LO STESSO,
p(0) —e < Tulp)
< »(0) +e.

DALLA DEFINIZIONE DI LIMITE SEGUE
DUNQUE CHE T,(¢) — ¢(0), COME VO-
LEVASI DIMOSTRARE.
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LA CONVERGENZA PUNTUALE
NON IMPLICA LA CONVERGEN-
ZA IN D

CONSIDERIAMO UNA SUCCESSIONE DI
FUNZIONI f, € L. (R) CONVERGENTE

PUNTUALMENTE AD UNA FUNZIONE f
e Ll (R).

loc

LE FUNZIONI f, E LA FUNZIONE f
RAPPRESENTANO DELLE DISTRIBUZIONI,
CHE INDICHEREMO CON 1, E T'.

D/
POSSIAMO AFFERMARE CHE 1,, — T'?

LA RISPOSTA E NEGATIVA: PER VE-
RIFICARLO, BASTA COSTRUIRE ALMENO
UN CONTROESEMPIO.

UN CONTROESEMPIO E DATO DALLE
FUNZIONI f,,(7) = n X 1)(¥) GIA CONSI-
DERATE A PAG. D22.

SAPPIAMO CHE LE DISTRIBUZIONI T,
RAPPRESENTATE DA TALI FUNZIONI f,
CONVERGONO IN D’ ALLA § DI DIRAC.

D’ALTRO CANTO, PER OGNI z € R
FISSATO, RISULTA

lim f,(z) =0. (12)

INFATTI, SE z < 0 LA CONCLUSIONE E
BANALE PERCHE f,(2) = 0 PER OGNI n.

SE, INVECE, x > (0, ALLORA RISULTA
fn(z) =0 PER OGNI n > 1/z, E LA (12)
SEGUE DALLA DEFINIZIONE DI LIMITE.

DUNQUE LA SUCCESSIONE DELLE FUN-

ZIONI fn CONVERGE PUNTUALMENTE AL-

LA FUNZIONE f(x) =0, LA QUALE A SUA
VOLTA RAPPRESENTA LA DISTRIBUZIO-
NE T(p) =0 E NON LA § DI DIRAC.

LA CONVERGENZA LOCALMEN-
TE UNIFORME IMPLICA LA CON-
VERGENZA IN D/

SUPPONIAMO ORA CHE LA SUCCESSIONE
DI FUNZIONI f,, € L] (R) CONVERGA AD
UNA FUNZIONE f € L} (R) UNIFORME-
MENTE SU OGNI INTERVALLO LIMITATO

[a, b].

INDICATE ANCORA CON 7T, E T LE
DISTRIBUZIONI RAPPRESENTATE DA TA-
LI FUNZIONI, VERIFICHIAMO CHE

T, 2T

FISSATA UNA GENERICA FUNZIONE TE-
ST @ € D, DOBBIAMO VERIFICARE CHE

lim T,(¢) = T(p),

n—-4o0o
E CIOE
+00
Jim [ o(@) fulz) do

oo

- [ e f@dn 1)

oo

ESSENDO IL SUPPORTO supp ¢ LIMITA-
TO, ESISTE UN INTERVALLO LIMITATO
l[a,b] CHE LO CONTIENE, E POSSIAMO
SCRIVERE

/_*oo [p(@)] | folz) — f(z)]d2
:/ (@) |falz) — f(2)| da

b
< ( sup [fule) = 1@ ) [ lolo)]do
z€la,b] a
POICHE f, — f UNIFORMEMENTE IN [a,
b], LA QUANTITA TRA PARENTESI TON-
DE TENDE A ZERO, MENTRE L'ULTIMO
INTEGRALE RESTA COSTANTE: CIO PRO-
VA LA (13).
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L’ IMMERSIONE D — D'

OGNI FUNZIONE TEST ¢ € D E CONTI-
NUA SU TUTTO R, QUINDI E LOCALMEN-
TE SOMMABILE E RAPPRESENTA, PER-
CIO, ESSA STESSA UNA DISTRIBUZIONE.

NEI TESTI MODERNI SI SUOLE FA-
RE RIFERIMENTO ALL’APPLICAZIONE 7:
D — D’ CHE ALLA GENERICA FUNZIONE
TEST (¢ ASSOCIA LA DISTRIBUZIONE T
RAPPRESENTATA DA (.

LA SUDDETTA APPLICAZIONE ¢ VIE-
NE CHIAMATA IMMERSIONE, E SI SCRIVE

D—TD.

POICHE SUGLI SPAZI D E D' SONO DEFI-
NITE DUE DIVERSE NOZIONI DI CONVER-
GENZA, E NATURALE CHIEDERSI QUAN-
TO SEGUE.

SE UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI TEST
¢©n CONVERGE IN D AD UNA FUNZIONE
¢, LE DISTRIBUZIONI 7;, RAPPRESENTA-
TE DALLE ¢, CONVERGERANNO IN D’
ALLA DISTRIBUZIONE 1" RAPPRESENTA-
TA DA @7

LA RISPOSTA E AFFERMATIVA, PERCHE
LA CONVERGENZA IN D IMPLICA LA
CONVERGENZA UNIFORME DI ¢, A ¢,
E LA CONVERGENZA UNIFORME, A SUA
VOLTA, IMPLICA LA CONVERGENZA IN
D

NEI TESTI MODERNI SI SUOLE ESPRI-
MERE TALE CONCETTO DICENDO CHE
L’IMMERSIONE D < D’ E CONTINUA,
OPPURE CHE LO SPAZIO D SI IMMER-
GE IN D' CON CONTINUITA.

LA TOPOLOGIA DI D’

LA TOPOLOGIA DELLO SPAZIO D' E LA
TOPOLOGIA DEBOLE-* (SI PRONUNCIA
“DEBOLE STAR”): SI VEDA, AD ESEM-
PIO, LA DISPENSA DI SEMMES CITATA
IN BIBLIOGRAFIA, OPPURE Y OSIDA, PA-
GINA 124.

POSSIAMO DEFINIRE GLI APERTI DEL-
LA SUDDETTA TOPOLOGIA PROCEDEN-
DO COME SEGUE.

PER OGNI FUNZIONE TEST ¢ € D ED
OGNI NUMERO REALE a € R, IL SEMI-
SPAZIO AFFINE H,, C D’ DATO DA

Hoo={T €D |T(p) <a}
E PER DEFINIZIONE UN APERTO. LE IN-
TERSEZIONI FINITE

k

y Phy A1y - - - ak’) - m H‘Phai
=1

Z/{(l{?,@b...

AL VARIARE DI k € Z7, p; € DE q; € R,
COSTITUISCONO UNA BASE DI INTORNI.
LA TOPOLOGIA DA ESSI GENERATA E LA
TOPOLOGIA DELLO SPAZIO D'.
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EQUIVALENZA DELLE DEFINI-
ZIONI

SE UNA SUCCESSIONE DI DISTRIBU-
ZIONI T,, CONVERGE AD UNA DISTRIBU-
ZIONE T' NELLA TOPOLOGIA DEBOLE-x,
ALLORA E SODDISFATTA LA DEFINIZIO-
NE A PAGINA D22.

PER VEDERLO, NON E RESTRITTIVO
SUPPORRE CHE 1" SIA LA DISTRIBUZIO-
NE NULLA.

SUPPONIAMO, QUINDI, CHE COMUNQUE
SI PRENDA UNA INTERSEZIONE FINITA
U = U(k,gpl,...,gpk,al,...,ak) CONTE-
NENTE LA DISTRIBUZIONE NULLA, CIOE
TALE CHE a; > 0 PER OGNI %, RISULTI
DEFINITIVAMENTE 1), € U.

PRESA ARBITRARIAMENTE UNA FUN-
ZIONE TEST ¢, VOGLIAMO VERIFICARE
LA (11) coN T = 0, CIOE VOGLIAMO
VERIFICARE CHE

lim T, = 0. 14

lim_T,(p) (14)
PRESO ¢ € (0,400), PER L'IPOTESI SI
AVRA T, € H, . DEFINITIVAMENTE, CO-
ME PURE T,, € H_,.. CIO EQUIVALE A

—e<Ty(p) <e

E LA CONCLUSIONE SEGUE.

VICEVERSA, SE UNA SUCCESSIONE DI
DISTRIBUZIONI 7, SODDISFA LA DEFINI-
ZIONE A PAGINA D22, ALLORA CONVER-
GE ALLA DISTRIBUZIONE 7' NELLA TO-
POLOGIA DEBOLE-.

PER VEDERLO, NON E RESTRITTIVO
SUPPORRE CHE 7' SIA LA DISTRIBUZIO-
NE NULLA.

CONSIDERIAMO QUINDI UNA SUCCES-
SIONE DI DISTRIBUZIONI 7T, SODDISFA-
CENTE LA (14) PER OGNI ¢ € D.

PRENDIAMO ARBITRARIAMENTE UN
SEMISPAZIO H,, C D' CONTENENTE LA
DISTRIBUZIONE NULLA, CIOE CON a > 0.
CI CHIEDIAMO SE RISULTA DEFINITIVA-
MENTE 1), € H,,, OVVERO SE RISULTA

T.(p) < a

DEFINITIVAMENTE. MA QUESTO DI-
SCENDE DALLA (14) PER LA DEFINI-
ZIONE DI LIMITE DI UNA SUCCESSIONE
NUMERICA, PERCIO L’ASSERTO E DIMO-
STRATO.
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LO SPAZIO D NON HA UNA BASE
NUMERABILE

VOGLIAMO CREARE I PRESUPPOSTI
PER DIMOSTRARE CHE LO SPAZIO D'
DELLE DISTRIBUZIONI, DOTATO DELLA
TOPOLOGIA DEBOLE-*, NON E METRIZ-
ZABILE.

PER VEDERLO, CI SERVE INNANZITUT-
TO OSSERVARE CHE, DATA UNA QUA-
LUNQUE SUCCESSIONE DI FUNZIONI TE-
ST @y, ESISTE UN’OPPORTUNA FUNZIO-
NE TEST ¢ CHE E LINEARMENTE IN-
DIPENDENTE DA QUALUNQUE SOTTOIN-
SIEME FINITO DI FUNZIONI ¢,,.

LINEARMENTE INDIPENDENTE SIGNIFI-
CA CHE NON ESISTONO NUMERI REALI
Al, ..., Ar E FUNZIONI TEST @y, ..., Pn,
DELLA SUCCESSIONE DATA TALI CHE

k
CORD SPTNE

PER OGNI € R. SI SUOLE DIRE CHE
“D NON HA UNA BASE NUMERABILE” .

VEDIAMO UNA DIMOSTRAZIONE DI QUE-
ST'ULTIMA AFFERMAZIONE. COMINCIA-
MO CON IL CONSIDERARE LE FUNZIONI
TEST t,,(z) = ¥(x — xy), DOVE 9 E LA
CONSUETA FUNZIONE A CAMPANA.

E SUFFICIENTE PRENDERE Zj IN UN
INTERVALLO LIMITATO: AD ESEMPIO,
L'INTERVALLO (0, 1).

LEMMA 1. L’INSIEME DELLE FUN-
ZIONI 1., PER xy € (0,1) HA LA POTEN-
7ZA DEL CONTINUO.

LA TESI SEGUE DAL FATTO CHE L’IN-
TERVALLO (0,1) HA LA POTENZA DEL
CONTINUO, E LA CORRISPONDENZA TRA
xo E ¥, E BIUNIVOCA.

LEMMA 2. LE FUNZIONI %, SONO
LINEARMENTE INDIPENDENTI.

DIMOSTRAZIONE. SUPPONIAMO PER
ASSURDO CHE ESISTANO k PUNTI x7 <
... < T ED ALTRETTANTI COEFFICIEN-
TI A\; # 0 TALI CHE

k
Z)\i Yo (2) =0 (15)

PER OGNI z € R. OVVIAMENTE LA (15)
NON PUO SUSSISTERE SE k = 1 PERCHE
Ve () >0 PER = € (21 — 1,27 + 1).

NEL CcAsO k > 2, LA (15) NON PUO
SUSSISTERE NEI PUNTI x € (x1—1, x9—1)
PERCHE t),, E POSITIVA IN TALE IN-
TERVALLO, VICINO AL PRIMO ESTREMO,
MENTRE LE %, VI SI ANNULLANO PER
OGNI ¢ > 2. IL LEMMA SEGUE.
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PER PROSEGUIRE, CONSIDERIAMO UNA
SUCCESSIONE QUALUNQUE DI FUNZIO-
NI TEST ¢,, E INDICHIAMO CON V 1L
SUO INVILUPPO LINEARE, CIOE L’'INSIE-
ME DELLE COMBINAZIONI LINEARI

k
1=1

AL VARIARE DI k, A\; E ¢,, IN TUTTI I
MODI POSSIBILI.

LEMMA 3. SE UN SOTTOINSIEME
X C V E COSTITUITO DA FUNZIONI LI-
NEARMENTE INDIPENDENTI, ALLORA X
E FINITO O NUMERABILE.

DIMOSTRAZIONE. L’INSIEME V SI
PUO VEDERE COME L'UNIONE DEGLI
SPAZI VETTORIALI F(@,,,...,®n,), DI
DIMENSIONE FINITA, GENERATI DAGLI
INSIEMI FINITI DI FUNZIONI @, ..., ©n,
TRATTE DALLA SUCCESSIONE DATA.

I SUDDETTI SPAZI VETTORIALI CO-
STITUISCONO UNA FAMIGLIA NUMERA-
BILE PERCHE I SOTTOINSIEMI FINITI DI
UN INSIEME NUMERABILE COSTITUISCO-
NO UNA FAMIGLIA NUMERABILE.

INOLTRE L’ INTERSEZIONE X N F(¢y,,,

., ¥n,) CONTIENE AL MASSIMO k ELE-

MENTI PERCHE LO SPAZIO F(¢y,,...,

©n,) HA DIMENSIONE k, E GLI ELEMENTI

DI X SONO LINEARMENTE INDIPENDEN-
TI PER IPOTESI.

POICHE L'INSIEME X E L’UNIONE DE-
GLI INSIEMI X N F(@n,s---,Pn,) AL VA-
RIARE DI k E DI ¢y, ..., ¢y, IN TUTTI I
MODI POSSIBILI, L'INSIEME X E FINITO
O NUMERABILE IN QUANTO UNIONE NU-
MERABILE DI INSIEMI FINITI O VUOTI.

CONCLUSIONE: POSSIAMO DIMOSTRARE
CHE D NON HA UNA BASE NUMERABILE.

INFATTI L'INSIEME X DELLE FUNZIO-
NI A CAMPANA 1),, PER 7y € (0,1) NON
E NUMERABILE PER IL LEMMA 1, E LE
SUDDETTE FUNZIONI SONO LINEARMEN-
TE INDIPENDENTI PER IL LEMMA 2.

MA ALLORA, PER IL LEMMA 3, IL SUD-
DETTO INSIEME X C D NON PUO ESSE-
RE GENERATO LINEARMENTE DA NESSU-
NA SUCCESSIONE DI FUNZIONI TEST (,,:
TANTOMENO POTRA ESSERLO L'INTERO
SPAZIO D.
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NON METRIZZABILITA DI D'

DIMOSTRIAMO CHE LO SPAZIO D'
DELLE DISTRIBUZIONI, DOTATO DELLA
TOPOLOGIA DEBOLE-*, NON E METRIZ-
ZABILE.

SUPPONIAMO PER ASSURDO CHE ESI-
STA UNA METRICA d SULLO SPAZIO D’
CHE INDUCA LA TOPOLOGIA DEBOLE-x.

ALLORA POSSIAMO DEFINIRE L’IN-
TORNO SFERICO B,(0) DELLA DISTRI-
BUZIONE NULLA PONENDO

B.(0)={T €D |d(T,0)<r}

PER 1 € (0,+00). VOGLIAMO ARRIVARE
AD UNA CONTRADDIZIONE COSTRUENDO
UNA SUCCESSIONE DI DISTRIBUZIONI T},
CHE PER OGNI INTERO j > 1 SODDISFA-
NO T, € By/;(0) DEFINITIVAMENTE, PUR
NON CONVERGENDO ALLA DISTRIBUZIO-
NE 7' = (0 NELLA TOPOLOGIA DEBOLE-x.

PRIMA PARTE: UNA SUCCESSIONE DI IN-
TORNI DELL’ORIGINE

PER OGNI INTERO j; > 1, ESSEN-
DO Bj/;(0) UN INTORNO DELLA DISTRI-
BUZIONE NULLA, ESISTE UN INTORNO
DI BASE U; = U(k, o1, ..., 0k, a1,...,a5)
CHE E INCLUSO IN B/;(0) E CONTIENE
LA DISTRIBUZIONE NULLA, CIOE E TALE
CHE aq,...,a; > 0.

OVVIAMENTE IL VALORE DI k, COME
PURE LA SCELTA DI ¢,...,¢; DIPEN-
DONO DA j, MA QUESTA DIPENDENZA
NON E STATA INDICATA ESPLICITAMEN-
TE PER SEMPLIFICARE LA NOTAZIONE.

POTREMMO SCRIVERE, PIU CORRET-
TAMENTE,

Uy =Ukj, ¢, ...

J

I al).

J
790]gjaa' J

SECONDA PARTE: LA FUNZIONE %}

OSSERVIAMO CHE L’INSIEME DI TUT-
TE LE gp{,...,gpi}j AL VARIARE DI j €
Z* E FINITO O NUMERABILE PERCHE
UNIONE NUMERABILE DI INSIEMI FINITI
(EVENTUALMENTE COINCIDENTI).

DUNQUE TALE INSIEME, CHE INDI-
CHEREMO CON S, NON PUO ESSERE UNA
BASE PER LO SPAZIO D DELLE FUNZIO-
NI TEST, IN QUANTO TALE SPAZIO NON
AMMETTE UNA BASE NUMERABILE.

MA ALLORA ESISTE UNA PARTICOLA-
RE FUNZIONE TEST, CHE INDICHEREMO
CON ©, CHE NON APPARTIENE ALL’INVI-
LUPPO LINEARE DI S.

IN ALTRI TERMINI, % NON SI PUO OT-
TENERE COME COMBINAZIONE LINEARE
DI ELEMENTI DI S.

I LEMMI 1 E 2 DI PAG. D26 MOSTRA-
NO CHE SI PUO PRENDERE @ = 1), CON
UN OPPORTUNO g € (0,1), MA QUESTO
NON E ESSENZIALE PER PROSEGUIRE.
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TERZA PARTE: LE DISTRIBUZIONI T},

PER OGNI n > 1 INDICHIAMO CON T},
UNA DISTRIBUZIONE TALE CHE T,(9) =
1, E T,(¢!) = 0 PER OGNI j < n E PER
OGNI ¢ =1,... k;.

PER NON DOVER DEFINIRE 7,, PER
OGNI ALTRA ¢ € D, IN MODO TALE CHE
T, RISULTI LINEARE E CONTINUA, DI-
MOSTRIAMO PER VIA TEORICA LA SOLA
ESISTENZA DI UNA SIFFATTA DISTRIBU-
ZIONE.

FissaATo n > 1, SUPPONIAMO PER
ASSURDO CHE TUTTE LE DISTRIBUZIONI
T TALI CHE T(}) = 0 PER OGNI j < 1 E
PER OGNI ¢ = 1,...,k; SODDISFINO AN-
CHE T'(p) = 0.

VOGLIAMO DEDURRE CHE $ E UNA
COMBINAZIONE LINEARE DELLE gog , IL
CHE E ASSURDO PER QUANTO VISTO
NELLA SECONDA PARTE DELLA DIMO-
STRAZIONE.

PER PROCEDERE, SEGUIAMO IL LIBRO
DI ANALISI FUNZIONALE DI H. BREZIS
(LEMMA TII1.2): posTO N = 1+ k; +
...+ k,, DEFINIAMO E =

{(T@®@), T(e1), ---
TeD'}

, (g} ) e RY

POICHE D’ E UNO SPAZIO VETTORIALE,
L INSIEME E E A SUA VOLTA UN SOT-
TOSPAZIO VETTORIALE DI RV, DUNQUE
E RAPPRESENTATO DA UN SISTEMA DI
EQUAZIONI DEL TIPO

N

> caprg =0 (16)

a,p=1

CON OPPORTUNI COEFFICIENTI Cqp3.

PER ASSURDA IPOTESI, LO SPAZIO F
NON CONTIENE IL PUNTO e; = (1,0,...,
0), E PERCIO DEVE ESISTERE ALMENO
UN @ TALE CHE ¢z # 0.

L’EQUAZIONE (16) CON a = @ IMPLICA
CHE, PER OGNI T € D/

ca1 T(@) + ca T(p1) + ... + Can T(r )
= 0.

PRENDENDO, IN PARTICOLARE, LE DI-
STRIBUZIONI T' = ¢; (DELTA DI DIRAC
CENTRATA IN ¢t € R), SI RICAVA

a1 P(t) + caz 1 (t) + ... + can @ (1)
0

PER OGNI t € R. ESSENDO ¢z # 0, NE
SEGUE CHE P E UNA COMBINAZIONE LI-
NEARE DELLE ¢, IL CHE E ASSURDO.

DUNQUE ESISTE, PER OGNI n > 1, UNA
DISTRIBUZIONE 7, TALE CHE T,,(9) = 1,
E T,(¢)) = 0 PER OGNI j < n E PER
OGNI ¢ =1,...,k;.

CONCLUSIONE

PER COSTRUZIONE, QUALUNQUE SIA
j > 1 rRisuLTA T, € U; C By/;(0) PER
OGNI n > j, DUNQUE LE DISTRIBUZIO-
NI 7}, DOVREBBERO CONVERGERE ALLA
DISTRIBUZIONE NULLA.

TUTTAVIA RISULTA ANCHE T,,(®) = 1
PER OGNI n, E QUINDI T,(®) 4 0, IL
CHE E ASSURDO.

(QUINDI NON ESISTE UNA METRICA d,
SULLO SPAZIO D’ DELLE DISTRIBUZIONI,
CHE INDUCA LA TOPOLOGIA DEBOLE-*.
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DERIVATA IN D’



LA DERIVATA NEL SENSO DEL-
LE DISTRIBUZIONI

IN QUESTE DISPENSE SI ACCENNA
BREVEMENTE AD ALCUNE PROPRIETA
DELLE DISTRIBUZIONI.

UNA DELLE PROPRIETA PIU IMPOR-
TANTI E SENZA DUBBIO IL FATTO CHE
TUTTE LE DISTRIBUZIONI SONO DERIVA-
BILI INFINITE VOLTE.

DEFINIZIONE: DATA UNA DISTRIBU-
ZIONE T, LA SUA DERIVATA 71" SI DEFI-
NISCE PONENDO

T'(p) = =T(¢"). (17)

TALE DEFINIZIONE APPARE NATURALE
SE SI PENSA ALLE DISTRIBUZIONI RAP-
PRESENTATE DA FUNZIONI DERIVABILI.

CONSIDERIAMO, AD ESEMPIO, UNA
FUNZIONE f € C'(R). ESSA RAPPRE-
SENTA LA DISTRIBUZIONE 7y DATA DA

+00

Ty(o) = [ ola) f(@)de
—00

D’ALTRO CANTO LA DERIVATA f' DELLA

FUNZIONE f E CONTINUA PER IPOTESI,

E RAPPRESENTA LA DISTRIBUZIONE T

DATA DA

vy@ﬂ::/fwwwﬂf%wdw

oo

STUDIAMO IL LEGAME CHE SUSSISTE
FRA Ty E T

INDICATO CON (a,b) UN INTERVALLO
LIMITATO CHE CONTENGA supp ¢, POS-
SIAMO SCRIVERE

b
nmzjwmfmm.

ESSENDO IL supp ¢ UN INSIEME CHIUSO,
LA CONDIZIONE supp ¢ C (a,b) IMPLICA

p(a) = ¢(b) = 0.

PERCIO, INTEGRANDO PER PARTI, OT-
TENIAMO

Ty(e) = [ ¢ flx)da,

SI CONSTATA, QUINDI, CHE SUSSISTE LA
SEGUENTE UGUAGLIANZA:

Ty (p) = =T5(#).

PERCIO E NATURALE DEFINIRE LA DE-
RIVATA (7f)" DELLA DISTRIBUZIONE 7%
PONENDO

(Ty) (#) = =T4(¢"),
IN ACCORDO CON LA (17).

LA DEFINIZIONE (17) CONSENTE DI DI-
RE CHE LA DERIVATA DI UNA DISTRI-
BUZIONE Tj, RAPPRESENTATA DA UNA
FUNZIONE f € C*(R), £ PROPRIO LA DI-
STRIBUZIONE Ty RAPPRESENTATA DA f'.

IN ALTRI TERMINI, IL SEGUENTE DIA-
GRAMMA E COMMUTATIVO:

CY(R) > f — Ty
% \l/ \l/ \l/ ((iiiesl‘;ir‘i]ﬁf;ionale
COR) > f - Ty

S1 BADI CHE LA DEFINIZIONE (17) PRE-
SCINDE DAL FATTO CHE LA DISTRIBU-
ZIONE T SIA REGOLARE O MENO (CIOE
SIA O MENO RAPPRESENTATA DA QUAL-
CHE FUNZIONE).
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LA DEFINIZIONE (17), INOLTRE, SI PUO
APPLICARE QUANTE VOLTE SI VUOLE A
QUALUNQUE DISTRIBUZIONE.

AD ESEMPIO, QUALUNQUE DISTRI-
BUZIONE 7" HA LA DERIVATA SECONDA,
E RISULTA

T"(¢) = T(¢").

IN GENERALE, LA DERIVATA k-ESIMA DI
UNA DISTRIBUZIONE 7' £ LA DISTRIBU-
7zIONE T*) DATA DA

LINEARITA DELL'OPERATORE
DI DERIVAZIONE

E IMMEDIATO RICAVARE, PARTENDO
DALLE DEFINIZIONI, LE REGOLE DI DE-
RIVAZIONE DELLA SOMMA, DELLA DIF-
FERENZA E DEL PRODOTTO PER UNA
COSTANTE:

(\TY = \T".

CONTINUITA DELL’OPERATORE
DI DERIVAZIONE

SE UNA SUCCESSIONE DI DISTRIBU-
ZIONI T,, CONVERGE AD UNA DISTRIBU-
ZIONE T', ALLORA LA SUCCESSIONE DEL-
LE DERIVATE 7] CONVERGE ALLA DERI-
VATA T’. INFATTI PER OGNI ¢ € D sI
HA

T () = —Tu(¢') = —To(¢) = T'().

ESEMPI

ESEMPIO 1: LA DERIVATA DELLA DI-
STRIBUZIONE 7" RAPPRESENTATA DALLA
FUNZIONE H(z) DI HEAVISIDE E LA DI-
STRIBUZIONE ¢ DI DIRAC.

SAPPIAMO, INFATTI, CHE LA DISTRI-
BUZIONE 1" AGISCE COME SEGUE:

ﬂ@:Amﬂ@m

APPLICANDO A TALE DISTRIBUZIONE LA
DEFINIZIONE (17), TROVIAMO CHE

T'(p) = — /O+OO ¢'(z) da.

TALE ESPRESSIONE PUO ESSERE SEM-
PLIFICATA RICORDANDO CHE ¢ E IDEN-
TICAMENTE NULLA AL DI FUORI DI UN
OPPORTUNO INTERVALLO LIMITATO (a,
b), E QUINDI POSSIAMO SCRIVERE

INFINE, PER IL TEOREMA FONDAMEN-
TALE DEL CALCOLO INTEGRALE, TRO-
VIAMO

T'(p) = —o(b)+¢(0)
= (0).

DUNQUE 1" = §, COME VOLEVASI DIMO-
STRARE.

ESEMPIO 2: IL RISULTATO PRECE-
DENTE SI PUO ESTENDERE CONSIDE-
RANDO, AL POSTO DELLA FUNZIONE DI
HEAVISIDE, UNA QUALUNQUE FUNZIO-
NE DI CLASSE C' A TRATTI. VEDIAMO
IN DETTAGLIO COME.
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FISSATI k PUNTI 21 < ... < T, CON
k € Z", CONSIDERIAMO UNA FUNZIONE
feCY R\ {xzy,...,7}) TALE CHE

lim f'(z) = f'(z;7) € R

T3

PER?=1,...,k. TALE CONDIZIONE IM-
PLICA

lim f(x) = f(x}) € R

T—;

PER i =1,...,k, DUNQUE f, f' € L} (R)

loc

E RESTANO DEFINITE LE DISTRIBUZIONI
REGOLARI 1%, Ty. VERIFICHIAMO CHE

Ty =Ty + Ekj (F) = £@7))

PER LA DEFINIZIONE DELLA DERIVATA
IN D', PER OGNI ¢ € D ST HA T}(p) =

—/ Folde = —/ f o da

k=1 -
—Z/ fgp'dx—/ fo dx.
i=1 7 i Tk

ORA INTEGRIAMO PER PARTI, E SCRI-
VIAMO PER ULTIMI TUTTI I VALORI AGLI
ESTREMI: OTTENIAMO T} (p) =

+00

frode — f(zy) (1)

—0o0

- ki (f(xi_+1) p(wit1) — f(x]) 90(%))

+ [ ) ()

E QUINDI, METTENDO ¢(z;) IN EVIDEN-
zA: Ti(p) =

Ty (p) + Z (£a) — 1)) o)

DA CUI L’ASSERTO.

ESEMPIO 3: LA DERIVATA DELLA DI-
STRIBUZIONE 0 DI DIRAC E LA DISTRI-
BUZIONE 0’ DATA DA

0'(p) = —d(¢)
= —¢'(0). (18)
PER LA CONTINUITA DELL'OPERATORE
DI DERIVAZIONE, E SICCOME I MOLLIFI-
CATORI p,(x) CONVERGONO ALLA § DI
DIRAC (ESERCIZIO (C), SERIE [003]),

LA SUCCESSIONE DELLE DERIVATE p/ ()
CONVERGE ALLA DISTRIBUZIONE ¢'.

UN’ALTRA SUCCESSIONE CHE SAP-
PIAMO TENDERE ALLA ¢ DI DIRAC E DA-
TA DALLE FUNZIONI f,(z) = nx(o’%)(.r)
(v. PAG. D22)

PER LA CONTINUITA DELL'OPERA-
TORE DI DERIVAZIONE, LA SUCCESSIONE
DELLE DERIVATE f)(x) CONVERGE ALLA
DISTRIBUZIONE ¢’.

LE DERIVATE f/, A LORO VOLTA,
SONO DA INTENDERSI NEL SENSO DEL-
LE DISTRIBUZIONI. PER QUANTO VISTO
NELL’ESEMPIO 1, ST HA

fo = n(6—101)

0—01 01— 0
S R SN

_1
n

3=

DOVE 01 E LA 6 DI DIRAC CENTRATA
NEL PUNTO 7 = =

=
POICHE, COME ABBIAMO OSSERVATO
D/
SOPRA, SI HA f/ —— ¢', LA RELAZIO-
NE (19) CI PERMETTE DI SCRIVERE

6; - 5 /
———— — . (20)

n

NEL PROSSIMO PARAGRAFO ESAMINIA-
MO PIU IN DETTAGLIO QUESTA RELAZIO-
NE.
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L’OPERATORE DI TRASLAZIO-
NE Th

LA RELAZIONE (20) SI PUO RICONDUR-
RE ALLA BEN NOTA DEFINIZIONE DELLA
DERIVATA DI UNA FUNZIONE REGOLARE,
A PATTO DI INTRODURRE L'OPERATORE
DI TRASLAZIONE 7},.

SAPPIAMO INFATTI CHE LA DERIVA-
TA DI UNA FUNZIONE f € C'(R) E LA
FUNZIONE [/ DATA DA

fla+h) - f(=)
- .

/() = lim

INTRODUCIAMO ALLORA LA FUNZIONE
Ty, fy, TRASLATA DI f, PONENDO

(70 [)(x) = f(x+ h). (21)

AD ESEMPIO, SE f(x) = senz, ALLORA
(7= f)(x) = sen(z + §) = cosz. CON LA
NOTAZIONE (21) POSSIAMO SCRIVERE

. T f—f
"= lim ——~
/ hlg(l) h
IN PARTICOLARE, POSTO h = —1/n, SI
HA il
T 1 —
T ~n
fr=tm — (22)

T

CHE RENDE EVIDENTE L’ANALOGIA CON
LA (22). IL RAGIONAMENTO SI ESTEN-
DE AD OGNI DISTRIBUZIONE T INTRO-
DUCENDO LA DISTRIBUZIONE TRASLATA
T o= T(1T_h ).

IL DIPOLO ELETTRICO

FRA LE MOLTEPLICI MOTIVAZIONI
DELL’ INTERESSE DELLA TEORIA DELLE
DISTRIBUZIONI VI E ANCHE LA POSSIBI-
LITA DI MODELLIZZARE IL DIPOLO ELET-
TRICO.

COLLOCANDO UNA CARICA ELETTRI-
CA ¢ = +n NELL'ORIGINE, ED UNA —n
NEL PUNTO x(y = %, LA DENSITA DI CA-
RICA E RAPPRESENTATA DALLA DISTRI-
BUZIONE (19).

TALE DISTRIBUZIONE MODELLIZZA DUN-
QUE IL DIPOLO ELETTRICO DI MOMEN-
TO p DATO DA

p = q(—19)

ESSENDO % IL VERSORE DELL’ASSE x.
QUANDO n — +00 IL MOMENTO p NON
CAMBIA, MENTRE LA DISTRIBUZIONE f
TENDE A .

SI CONCLUDE CHE LA DERIVATA ¢
RAPPRESENTA LA DENSITA DI CARICA
DEL DIPOLO ELETTRICO PUNTIFORME
DI MOMENTO p = —1%.

QUESTO ESEMPIO SI PUO RITROVARE
NELLA DISPENSA “ELEMENTI DI TEO-
RIA DELLE DISTRIBUZIONI” DI GG. VER-
GARA CAFFARELLI CON P. LORETI (PA-
RAGRAFO 7).
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ESEMPIO 4: CONSIDERIAMO LA FUN-
ZIONE f(z) = |z|, E LA FUNZIONE SEGNO
DI x, DATA DA

1, SE x> 0;
sgn(z) = § 0,
—1, SE z <0.

SE z = 0;

ESSENDO LOCALMENTE SOMMABILI,
TALI FUNZIONI RAPPRESENTANO DUE
DISTRIBUZIONI, CHE INDICHEREMO CON
Tz E CON Ty (z)- VERIFICHIAMO CHE
SI HA

/
(T121)" = Tign(a)-
COMINCIAMO CON IL RICHIAMARE IL
LEGAME CHE SUSSISTE TRA 1|, E f(z):

T(0) = | " (o) |2l do

oo

PER OGNI FUNZIONE TEST ¢ € D.

DUNQUE, PER LA DEFINIZIONE (17), SI
HA

+00
M) =~ [ a)lalde.
—00
POICHE ¢ E IDENTICAMENTE NULLA AL
DI FUORI DI UN OPPORTUNO INTERVAL-
LO LIMITATO (a, b), POSSIAMO SCRIVERE

(T)(¢) = — / o (2) |z d.

INDICANDO ANCORA CON (a,b) UN IN-
TERVALLO EVENTUALMENTE PIU GRAN-
DE DEL PRECEDENTE, E CONTENENTE
L'ORIGINE, PER LA PROPRIETA ADDITI-
VA DELL'INTEGRALE SI HA

0
(T () = — / o () o] da

- ] ' (@) o] da

SI BADI CHE LA PROPRIETA ADDITIVA
SI PUO APPLICARE INDIPENDENTEMEN-
TE DAL FATTO CHE a E b SIANO POSITIVI
O NEGATIVI.

AVENDO PERO SUPPOSTO a < 0 < b,
L’ESPRESSIONE PRECEDENTE SI SEMPLI-
FICA:

0
(T () = / o () d

b
— / O(r)xdr. (23)
0

OSSERVANDO CHE IL PRODOTTO ¢(x)x
SI ANNULLA NEGLI ESTREMI, POSSIAMO
INTEGRARE PER PARTI E OTTENERE

Ogol(x)xdx = — Ogo(:z:) dx
J J

—/Obgol(x)xda::

SOSTITUENDO TALI ESPRESSIONI NEL-
LA (23), SI OTTIENE FINALMENTE

b
(T (o) = / o(z) sgn(s) d

= ngn(a:) (80)
COME VOLEVASI DIMOSTRARE.

ALLO STESSO RISULTATO SI PERVIE-
NE ANCHE SCRIVENDO |z| =21 + 27, E
SFRUTTANDO LA LINEARITA DELL’OPE-
RATORE DI DERIVAZIONE ED IL FATTO
CHE (z7)" = H(x) (ESERCIZIO 1, SERIE
[004]).

La ¢ di Dirac, e altre distribuzioni — pag. D35



L' IMMERSIONE L! (R) — D/

[L FATTO, GIA NOTO, CHE OGNI FUN-
ZIONE LOCALMENTE SOMMABILE f €
Ll (R) RAPPRESENTA UNA DISTRIBU-

ZIONE, E PRECISAMENTE LA DISTRIBU-
ZIONE Ty DATA DA

1) = [ o) f(a)da

oo

E ALLA BASE DELLA DEFINIZIONE DEL-
L'IMMERSIONE CANONICA i: L] (R) —
D', CHE E LA SEGUENTE:

z’( f) =TY.
L’ IMMERSIONE CANONICA ¢ GODE DEL-
LE SEGUENTI IMPORTANTI PROPRIETA:

e A FUNZIONI DIVERSE (SU UN IN-
SIEME DI MISURA POSITIVA) CORRI-
SPONDONO DISTRIBUZIONI DIVERSE:
L’APPLICAZIONE % E INIETTIVA;

e ALLA FUNZIONE f = f;+ fo, SOMMA
DI DUE FUNZIONI DATE f1, fo, COR-
RISPONDE LA DISTRIBUZIONE T}, +
Ty,

e E ALLA FUNZIONE PRODOTTO \f

CORRISPONDE LA DISTRIBUZIONE AT,

DUNQUE L’APPLICAZIONE ¢ E LINEA-
RE.

ST PUO DIRE CHE L'IMMAGINE (L} (R))
DELLO SPAZIO Ll (R) TRAMITE L’AP-
PLICAZIONE ¢ E UN SOTTOSPAZIO VET-
TORIALE DELLO SPAZIO D’ AVENTE LA
STESSA STRUTTURA DELLO SPAZIO L}

loc

E PER QUESTO MOTIVO CHE LO SPA-
710 DELLE DISTRIBUZIONI, PUR AVENDO
NATURA DIVERSA DALLO SPAZIO DELLE
FUNZIONI LOCALMENTE SOMMABILI, SI
CONSIDERA COME UN AMPLIAMENTO DI
QUEST ’ULTIMO.

(R).

INOLTRE L’APPLICAZIONE i E CON-
TINUA, NEL SENSO CHE SE UNA SUC-
CESSIONE DI FUNZIONI f, € Ll (R)
CONVERGE AD UNA CERTA FUNZIONE
f € L. (R) RISPETTO ALLA NORMA DI
L'((a,b)), QUALUNQUE SIA L'INTERVAL-

LO LIMITATO (a,b), ALLORA
D/
Tfn — Tf.

A TAL PROPOSITO RICORDIAMO CHE SI
INDICA CON L!((a,b)) LO SPAZIO DELLE
FUNZIONI f: (a,b) — R CHE SONO SOM-
MABILI, E CIOE MISURABILI E TALI CHE

b
/ |f(x)|dz < +o0.

POICHE DUE FUNZIONI fi, fo CHE DIF-
FERISCONO SU DI UN INSIEME DI MISU-
RA NULLA HANNO LO STESSO INTEGRA-
LE DI LEBESGUE, LE SI IDENTIFICANO
FRA LORO, E SI SCRIVE f] ~ fs.

PIU ESATTAMENTE, DUNQUE, LO SPA-
710 L'((a,b)) E UNO SPAZIO QUOZIENTE:
E IL QUOZIENTE DELLO SPAZIO DELLE
FUNZIONI SOMMABILI SULL’INTERVALLO
(a,b) RISPETTO ALLA RELAZIONE DI E-
QUIVALENZA ~ SOPRA DESCRITTA.

LA NORMA DI UNA FUNZIONE f €
L'((a,b)) E LA QUANTITA

b
1 f1l 22 (b)) :/ |f(z)| da.

SI DICE CHE UNA SUCCESSIONE DI FUN-
ZIONI f,, € L'((a,b)) CONVERGE AD UNA
FUNZIONE f € L'((a,b)) NELLA NORMA
p1 L'((a,b)), O “FORTEMENTE”, SE LA
SUCCESSIONE DELLE NORME

fr — fllzr(an)

CHE E UNA SUCCESSIONE NUMERICA,
TENDE A ZERO IN R.
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PERCHE SI STUDIANO DIVERSI
TIPI DI CONVERGENZA

LO STUDIO DEI DIVERSI TIPI DI CON-
VERGENZA, ED IL CONFRONTO TRA DI
ESSI, PUO BENISSIMO ESSERE SVOLTO
PER PURA CURIOSITA INTELLETTUALE.

TALE STUDIO HA IMPORTANZA FONDA-
MENTALE QUANDO SI TRATTA DI DIMO-
STRARE L’ESISTENZA DELLA SOLUZIONE
DI UN DATO PROBLEMA.

SPESSO, INFATTI, LA SOLUZIONE E
UNA FUNZIONE f DIFFICILE DA OTTENE-
RE, E RISULTA PIU AGEVOLE COSTRUIRE
UNA SUCCESSIONE (f,)neny DI FUNZIONI
APPROSSIMANTI.

IN TAL CASO, RISULTA CRUCIALE SA-
PERE SE f, TENDE AD f, ED IN CHE
SENSO VI TENDE.

QUESTO CAPITA, AD ESEMPIO, CON IL
METODO DIRETTO DEL CALCOLO DELLE
VARIAZIONI, CHE PRENDEREMO IN CON-
SIDERAZIONE PIU AVANTI.

LA NECESSITA DI FARE RICORSO AD AP-
PROSSIMAZIONI DELLA SOLUZIONE CER-
CATA E TIPICA DELLA MATEMATICA MO-
DERNA.

TUTTAVIA LA STESSA NECESSITA SI E
PRESENTATA GIA NELL’ANTICHITA CON
IL PROBLEMA DEL CALCOLO DELL’AREA
DEL CERCHIO, CHE FU AFFRONTATO DA
ARCHIMEDE DI SIRACUSA, NEL TERZO
SECOLO A.C., FACENDO RICORSO AD
OPPORTUNI POLIGONI APPROSSIMANTI.

TERMINOLOGIA DI USO COR-
RENTE

QUANDO DUE FUNZIONI LOCALMEN-
TE SOMMABILI f, f; € L. (R) RAPPRE-
SENTANO DUE DISTRIBUZIONI 1,77 TALI
CHE

Ty =T

SI SUOLE DIRE CHE f; E LA DERIVATA
DI f NEL SENSO DELLE DISTRIBUZIONI,
OVVERO CHE f; = f’ NEL SENSO DELLE
DISTRIBUZIONI.

ESEMPIO: LA FUNZIONE fi(x) = sgn(x)
E LA DERIVATA DELLA FUNZIONE f(z) =
|z| NEL SENSO DELLE DISTRIBUZIONI.

OSSERVAZIONE: DUE FUNZIONI CHE
DIFFERISCONO SU DI UN INSIEME DI MI-
SURA NULLA RAPPRESENTANO LA STES-
SA DISTRIBUZIONE, PERCIO E CORRET-
TO DIRE CHE LA DERIVATA DI f(x) = ||
NEL SENSO DELLE DISTRIBUZIONI E LA
SEGUENTE FUNZIONE:

1, SExz€l0,4+0);
—1, SE z € (—00,0).

filz) =
E CORRETTO ANCHE DIRE CHE LA DE-
RIVATA DI f(x) = |z| NEL SENSO DELLE
DISTRIBUZIONI E LA SEGUENTE FUNZIO-
NE:

fl(x) = _11

SE z € (0, +00);
, SE x € (—00,0),

LASCIANDO NON DEFINITO IL VALORE DI

f1(0).
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PRODOTTO DI UNA DISTRIBU-
ZIONE PER UNA FUNZIONE DI
CLASSE C*

IL PRODOTTO DI DUE APPLICAZIONI
LINEARI NON E, IN GENERALE, UN’AP-
PLICAZIONE LINEARE.

DUNQUE IL PRODOTTO DI DUE DI-
STRIBUZIONI NON E DEFINITO, IN GE-
NERALE.

SI PUO, TUTTAVIA, DEFINIRE IL PRO-
DOTTO ¢1'" DI UNA DISTRIBUZIONE T
PER UNA FUNZIONE g¢(z) DI CLASSE
C*(R), PONENDO

(9T) (¢) = T(g») (24)

DOVE gy DENOTA LA FUNZIONE TEST
g(x) p(z).

ESEMPIO: POSTO ¢g(z) =z E T =0,
LA (24) DIVENTA

(26) (p) = d(zyp)
= 0, (25)

DUNQUE LA DISTRIBUZIONE 0 E LA DI-
STRIBUZIONE IDENTICAMENTE NULLA.

LA DEFINIZIONE (24) SI GIUSTIFICA
FACILMENTE PENSANDO AL CASO IN CUI
LA DISTRIBUZIONE T E REGOLARE, CIOE
E RAPPRESENTATA DA UNA FUNZIONE
LOCALMENTE SOMMABILE f(x).

IN TAL CASO, INFATTI, IL PRODOTTO
g(x) f(z) E ANCORA LOCALMENTE SOM-
MABILE, E RAPPRESENTA LA DISTRIBU-
ZIONE DATA DA

/_+Oo p(r) g(z) f(z)dz =T(gp),

oo

IN ACCORDO CON LA (24).

LA DERIVATA DEL PRODOTTO

DATE g € C*(R) E T € D', LA DE-
RIVATA DELLA DISTRIBUZIONE PRODOT-
TO g7 SI PUO ESPRIMERE COME SEGUE:

(gT) =¢'T+gT. (26)

LA CONSUETA REGOLA DI DERIVAZIONE
DEL PRODOTTO SI ESTENDE, DUNQUE,
AL CASO IN CUI UNO DEI DUE FATTO-
RI E UNA DISTRIBUZIONE, A PATTO CHE
L’ALTRO FATTORE SIA DI CLASSE (.

LA VERIFICA DELLA (26) E UN ESER-
CIZIO DI ROUTINE: PRESA UNA ¢ € D,
LA DEFINIZIONE (17) DELLA DERIVATA
PORGE

(9T) () = =(9T) (¥),
DUNQUE LA (26) DIVENTA
—(4T) (") = (¢'T) () +(gT") (). (27)

D’ALTRO CANTO, LA DEFINIZIONE (24)
DEL PRODOTTO IMPLICA CHE

(9T) (¢") = T(g¢)
(0'T)(p) = T(g'v)
(9T) () = T'(g%)

CON QUESTE SOSTITUZIONI, LA (27) SI
RIDUCE A

~T(g¢')=T(g ) +T'(g0). (28)

INFINE, DERIVANDO IL PRODOTTO [/[%)
DELLE DUE FUNZIONI DERIVABILI g E ¢,
SI OTTIENE

T'(ge) = —=T((9¢))
= -T(dp+g¢)
= —T(g'¢) —T(g¢),

IL CHE DIMOSTRA LA (28).

La ¢ di Dirac, e altre distribuzioni — pag. D38



ESEMPIO: APPLICANDO LA REGOLA
(26) ALLA DISTRIBUZIONE xd SI TROVA

(xd) =0 + xd'. (29)

DAL FATTO CHE zd = (0, COME STABILI-
TO NELLA (25), SEGUE (xd) = 0. So-
STITUENDO NELLA (29) SI RICAVA

xd = —0. (30)

ALLA STESSA CONCLUSIONE SI PER-
VIENE DIRETTAMENTE APPLICANDO LA
(24) E LA (18).

OSSERVAZIONE: LA (30) CI MOSTRA
CHE, NONOSTANTE IL FATTORE ¢(z) =
x SIA NULLO NEL PUNTO z = 0, LA
DISTRIBUZIONE PRODOTTO 2z’ NON E
NULLA.

CIO E IN LEGATO AL FATTO CHE LA
DISTRIBUZIONE ¢’, DATA DALLA (18),
DIPENDE DAL VALORE DI ¢'(0).

A SUA VOLTA, IL VALORE DI ¢'(0) DI-
PENDE NON SOLTANTO DAL VALORE DI
@ PER © = 0, MA DAI VALORI DI ¢ IN
TUTTO UN INTORNO DI z = 0.
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SERIE DI DISTRIBUZIONI

DATA UNA SUCCESSIONE DI DISTRI-
BUZIONI 1}, SI DICE CHE LA SERIE

f T, (31)

CONVERGE ALLA DISTRIBUZIONE 1’ SE
LA DISTRIBUZIONE SOMMA RIDOTTA Sn,
DATA DA

Sp=Y Tk (32)
k=0
CONVERGE A T IN D',

CONDIZIONE NECESSARIA AFFINCHE
LA SERIE (31) SIA CONVERGENTE E
CHE LA DISTRIBUZIONE Tj CONVERGA
IN D' ALLA DISTRIBUZIONE IDENTICA-
MENTE NULLA.

SUPPONIAMO, INFATTI, CHE LA SE-
RIE (31) CONVERGA IN D' AD UNA DI-
STRIBUZIONE 7. ALLORA, PER DEFINI-
ZIONE, RISULTA

D/
E, BANALMENTE, RISULTA ANCHE
D/
Sn*l H T.

DALLA DEFINIZIONE (32) DELLA SOM-
MA RIDOTTA SEGUE IMMEDIATAMENTE
CHE

T, = Sk — Sk—l-

POICHE S}, E S;_; TENDONO ENTRAMBE
A T IN D', SI DEDUCE CHE

7. 250

COME VOLEVASI DIMOSTRARE.

ESEMPIO: INDICHIAMO CON 0, LA
DISTRIBUZIONE § DI DIRAC CENTRATA
NEL PUNTO z = k. ALLORA LA SERIE

Z Ok (33)
k=0

E CONVERGENTE IN D’.

LA SOMMA DELLA SUDDETTA SERIE
E LA DISTRIBUZIONE 7" DATA DA

T(e) =) o(k).
k=0

LA DISTRIBUZIONE Jj, CHE FIGURA
COME TERMINE GENERALE DELLA SE-
RIE (33), TENDE ALLA DISTRIBUZIONE
NULLA.

INFATTI PER OGNI FUNZIONE TEST
¢ € D SI HA, PER DEFINIZIONE,

INOLTRE IL SUPPORTO DI ¢ E CONTENU-
TO IN UN OPPORTUNO INTERVALLO LI-
MITATO (a,b).

QUINDI PER OGNI k£ > b IL SECON-
DO MEMBRO DELL'UGUAGLIANZA PRE-
CEDENTE E NULLO, DUNQUE TENDE BA-
NALMENTE A ZERO.
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ESEMPIO: INDICATA ANCORA CON 0,
LA DISTRIBUZIONE § DI DIRAC CENTRA-
TA NEL PUNTO = k, E CON 5,?“) LA SUA
DERIVATA k-ESIMA, LA SERIE

“+00
L (34)
k=0

E CONVERGENTE IN D’. LA SUA SOMMA
E LA DISTRIBUZIONE T DATA DA
—+00

k=0

LA DISTRIBUZIONE 5,53“, CHE FIGURA
COME TERMINE GENERALE DELLA SE-
RIE (34), TENDE ALLA DISTRIBUZIONE
NULLA: LO SI VEDE COME NELL ESEM-
PIO PRECEDENTE.

ESEMPIO: INDICATA CON §1 LA DI-
STRIBUZIONE § DI DIRAC CENTRATA
NEL PUNTO z = <, LA SERIE

+00
01 (35)

n=1

NON CONVERGE IN D' IN QUANTO IL
TERMINE GENERALE 01 NON CONVERGE
ALLA DISTRIBUZIONE yll\IULLA, MA ALLA
CONSUETA DISTRIBUZIONE ¢ DI DIRAC
CENTRATA NEL PUNTO z = 0.

INFATTI PER OGNI FUNZIONE TEST
¢ € D, PER LA CONTINUITA DI o SI HA

lim 61(p) = lim ¢(1)

n—+4oo n n—+00

= ¢(0) = d(y),
DUNQUE 81 2 § # 0 E NON E SOD-

DISFATTA LA CONDIZIONE NECESSARIA
PER LA CONVERGENZA DI UNA SERIE.
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L’EQUAZIONE T"=0

LE COSIDDETTE FUNZIONI IDEALI,
CHE OGGI SI INQUADRANO NELLA TEO-
RIA DELLE DISTRIBUZIONI, SONO STATE
CONCEPITE PER DESCRIVERE FENOME-

NI DISCONTINUI O IMPULSIVI LE CUI LEG-

GI, CIO NON OSTANTE, SONO ESPRESSE
DA EQUAZIONI DIFFERENZIALI.

IN QUESTA SEDE CI CONCENTRIAMO SUL-

L’EQUAZIONE DIFFERENZIALE PIU SEM-
PLICE:

T =0.
SI INTENDE CHE IL SIMBOLO 0 AL SE-

CONDO MEMBRO DENOTA LA DISTRIBU-
ZIONE NULLA.

VOGLIAMO CIOE TROVARE TUTTE LE
DISTRIBUZIONI T TALI CHE, PER OGNI
@ € D, RISULTI

T() =0 (36)

OVE IL SIMBOLO 0 DENOTA COME DI
CONSUETO LO ZERO.

SI VERIFICA IMMEDIATAMENTE CHE LE
DISTRIBUZIONI REGOLARI 7, RAPPRE-
SENTATE DA FUNZIONI COSTANTI f(z) =
m € R SONO SOLUZIONI DELLA (36):
VOGLIAMO SAPERE SE VI SONO ALTRE
SOLUZIONI.

FUNZIONI TEST A INTEGRALE
NULLO

LA DERIVATA ¢’ DI UNA FUNZIO-
NE TEST ¢ E ANCORA UNA FUNZIONE
TEST, MA ESISTONO FUNZIONI TEST
CHE NON SONO LA DERIVATA DI AL-
CUNA FUNZIONE TEST: E QUESTO IL
CASO, AD ESEMPIO, DELLA FUNZIONE
¥ A PAG. D11.

CONDIZIONE NECESSARIA E SUFFI-
CIENTE AFFINCHE UNA FUNZIONE TEST
¢ SIA LA DERIVATA DI UNA FUNZIONE
TEST E CHE

/_+OO o(x)dx = 0.

oo

SE TALE CONDIZIONE E SODDISFATTA,
ALLORA ¢ E LA DERIVATA DELLA FUN-
ZIONE TEST ® € D DATA DA

x
B(x) = / o(t) dt.

—00
ALLA LUCE DI QUESTE CONSIDERAZIO-
NI, L’EQUAZIONE (36) DICE CHE LA DI-
STRIBUZIONE T SI ANNULLA SUL SOT-
TOSPAZIO DI D DELLE FUNZIONI A IN-
TEGRALE NULLO.

SOLUZIONE DELLA (36)

PRESA UNA DISTRIBUZIONE 7' SOD-
DISFACENTE LA (36), DEFINIAMO m =
T(/c), ESSENDO 1) COME NELLA (2) E

+00

c= () dt. (37)

ALLORA, PER OGNI ¢ € D, POSTO

I, = /+OO o(z) dz, (38)

LA FUNZIONE ¢(x) — %w(x) HA INTE-
GRALE NULLO, E PERCIO, PER LA (36),

0 = T(p—2v)
= T(p) —ml,.

PER L’ARBITRARIETA DI ¢, SI CONCLU-
DE CHE LA DISTRIBUZIONE INCOGNITA
T E LA DISTRIBUZIONE REGOLARE RAP-
PRESENTATA DALLA COSTANTE f(z) =
m.
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UN PUNTO DI VISTA SUPERIO-
RE

LE CONSIDERAZIONI APPENA SVOLTE
MOSTRANO CHE UNA QUALUNQUE DI-
STRIBUZIONE T € D’ SODDISFACENTE
L’EQUAZIONE 7" = 0 E UN MULTIPLO
DELLA DISTRIBUZIONE 7} DATA DA

nie) = [ e

oo

ALLA STESSA CONCLUSIONE SI GIUNGE
OSSERVANDO CHE LO SPAZIO D DELLE
FUNZIONI TEST SI DECOMPONE NELLA
SOMMA DIRETTA

’D:D()EB’I",

DOVEDO:{@GD\fj;OgO:O}E
IL SOTTOSPAZIO DELLE FUNZIONI TEST
A INTEGRALE NULLO, E7T ={¢p | ¢ =
A, A € R} E LA RETTA DELLE FUN-
ZIONI MULTIPLE DI .

IN ALTRI TERMINI, OGNI ¢ € D SI
PUO PORRE NELLA FORMA

I
o=ty (39

CON g = — 17*"@/} € Dy, I, =Ti(p).

ESSENDO 1" LINEARE, E ANNULLAN-
DOSI SU Dy, NE SEGUE CHE

T(p) = T(2)
= T(/c) I, =mTi(p),

DOVE SI E POSTO m = T(¢/c) COME
PRIMA. DUNQUE 7' E UN MULTIPLO DI
17, COME VOLEVASI DIMOSTRARE.

UN TEOREMA DI REGOLARITA

LE CONSIDERAZIONI PRECEDENTI MO-
STRANO, IN PARTICOLARE, CHE UNA
QUALUNQUE DISTRIBUZIONE T € D/
SODDISFACENTE L'EQUAZIONE 7" = 0 E
UNA DISTRIBUZIONE REGOLARE.

C10 PUO VEDERSI COME UN TEORE-
MA DI REGOLARITA: SAPENDO CHE UNA
DISTRIBUZIONE INCOGNITA T SODDISFA
UNA CERTA EQUAZIONE DIFFERENZIA-
LE, SI DIMOSTRA CHE IN REALTA T E
REGOLARE.

I TEOREMI DI REGOLARITA PER LE
EQUAZIONI DIFFERENZIALI, IN PARTICO-
LARE QUELLE ALLE DERIVATE PARZIA-
LI, COSTITUISCONO UN VASTO SETTORE
DELLA MATEMATICA ALL'INTERNO DEL
QUALE SI SONO DISTINTI, AD ESEMPIO:

e [LUuis CAFFARELLI: V. NOTICES OF
THE AMS, voOL. 56(4), 2009, PAG.
490.

e ENNIO DE GIORGI: V. BOLLETTINO
UMI, SERIE 8, vOL. 2-B (1999),
PAGG. 3—31.
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PRIMITIVE DI UNA DISTRIBU-
ZIONE

ABBIAMO VISTO CHE LE DISTRIBU-
SIONI 7" TALI CHE 7’ = (0 SONO LE DI-
STRIBUZIONI REGOLARI RAPPRESENTA-
TE DA UNA COSTANTE m.

NE SEGUE CHE SE DUE DISTRIBUZIO-
NI 77,75 HANNO LA STESSA DERIVATA,
ALLORA LA DIFFERENZA T = T, — T
E UNA DISTRIBUZIONE REGOLARE RAP-
PRESENTATA DA UNA COSTANTE m.

VALE OVVIAMENTE IL VICEVERSA:
DATA UNA QUALUNQUE DISTRIBUZIONE
T, E INDICATA CON 7,, LA DISTRIBU-
ZIONE REGOLARE RAPPRESENTATA DA
UNA COSTANTE m, ST HA (T'+1T,,) =1T".

ORA CI PONIAMO IL PROBLEMA DI
STABILIRE SE, DATA UNA DISTRIBUZIO-
NE S, ESISTE ALMENO UNA DISTRIBU-
ZIONE 1" TALE CHE

CIOE TALE CHE PER OGNI ¢ € D RISUL-
TI

T(¢") = =S(p). (40)
(QUESTA CONDIZIONE NON DETERMINA
TUTTI I VALORI DI 7', MA SOLO QUEL-
LI CHE 17" ASSUME SUL SOTTOSPAZIO D,
DELLE FUNZIONI TEST A INTEGRALE
NULLO.

INFATTI, SE ¢y € Dy, ALLORA LA
FUNZIONE

o) = [ ) ds

—0o0

2 ANCORA UNA FUNZIONE TEST, E DAL-
LA (40) SEGUE

T(po) = —S(Py).

MA ALLORA, FISSATA UNA FUNZIONE
TEST ¢ € D\ Dy, COME AD ESEMPIO
LA TIPICA FUNZIONE A CAMPANA (2),
SI PUO SCRIVERE OGNI ¢ € D NELLA
FORMA (39) E DEFINIRE

I
T(g) = —S(®)+ =m  (41)
DOVE [, E ¢ SONO DATI DALLA (38) E
DALLA (37), E m E UNA COSTANTE AR-
BITRARIA IL CUI SIGNIFICATO SI RICAVA
SCEGLIENDO ¢ = :

T($) = m.

LA (41) SI PUO RISCRIVERE

T(p) = —S(®0) + —Ti(%)

E RAPPRESENTA TUTTE LE PRIMITIVE
DI UNA DISTRIBUZIONE DATA S.

SE POl DENOTIAMO CON C(yp) =
“T1(¢) LA DISTRIBUZIONE REGOLARE
RAPPRESENTATA DALLA COSTANTE I,
OTTENIAMO L’ESPRESSIONE PIU FAMI-
LIARE

T(p) = =5(Pg) + C(p).  (42)
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URTO ELASTICO ISTANTANEO

VEDIAMO COME LE DISTRIBUZIONI
INTERVENGONO NELLA DESCRIZIONE DI
UN SEMPLICE FENOMENO FISICO.

CONSIDERIAMO UN CORPO PUNTI-
FORME DI MASSA m SOGGETTO ALLA
FORZA PESO. SE ALL'ISTANTE ¢t = 0 IL
CORPO SI TROVA A QUOTA z = z; CON
VELOCITA NULLA, LE LEGGE ORARIA
DEL MOTO E

Z(t) = z0 — %gt27

DOVE ¢ E L’ACCELERAZIONE DI GRA-
VITA.

SUPPONIAMO CHE, RAGGIUNTA LA
QUOTA z = (0, IL CORPO SUBISCA UN
URTO ELASTICO E ISTANTANEO CON UN
PIANO ORIZZONTALE. L’ISTANTE t; IN
CUI IL PRIMO URTO SI VERIFICA E DA-
TO DA

2 20
to =1/ ——
9
E LA LEGGE ORARIA DEL MOTO DIVEN-

TA
2(t) = z0—3 g (t—2kty)* PER ¢ € I}, (43)

ESSENDO [ L'INTERVALLO TEMPORALE
DATO DA

I =[(2k = 1) ty, 2k +1)ty), ke

L 3

LA FUNZIONE z(t) DATA DALLA (43)
NON SODDISFA L’EQUAZIONE DELLA CA-
DUTA DEI GRAVI

S = —g (44)

PERCHE z(t) NON E NEMMENO DERIVA-
BILE PER ¢ = (2k + 1)ty, k € Z (PUN-
TI ANGOLOSI). ESPRIMIAMO DUNQUE 2"
NEL SENSO DELLE DISTRIBUZIONI.

SAPPIAMO GIA CHE |z|' = sgnx (PA-
GINA D35). CON UN PROCEDIMENTO
ANALOGO SI TROVA CHE LA DERIVATA
DISTRIBUZIONALE DI 2(¢) E RAPPRESEN-
TATA DALLA FUNZIONE 2/(f) DATA DA

Z'(t) = g (2ktog — t) PER t € I.

PER TROVARE 2z” CONVIENE INNANZI-
TUTTO OSSERVARE CHE

Z'(t) = g (2kto — t) x1,(t) PER t € I},

ESSENDO X7, (t) LA FUNZIONE CARATTE-
RISTICA DELL’INTERVALLO [,. POICHE
RISULTA X7, (t) = 0 PER t & Ij, SI PUO
SCRIVERE

1) =Y g@kto— ) xp,(t)  (45)
keZ

E L’UGUAGLIANZA VALE PER OGNI t €
R. A QUESTO PROPOSITO SI NOTI CHE
PER OGNI t € R ESISTE UNO ED UN SO-
LO k € Z TALE CHE t € [, E TUTTI I
TERMINI DELLA SERIE CORRISPONDEN-
TI A VALORI DIVERSI DI k£ SONO NUL-
LI, PERCHE NULLO E IL FATTORE Xy, ().
PER LA STESSA RAGIONE SI HA

1= Z ka(t)

PER OGNI t € R. MA ALLORA LA (45)
PUO ESSERE RISCRITTA COME SEGUE

Z(t) = —gt+ 29t Y _kxu(b).
keZ
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PRIMA DI PROCEDERE AD UN’ULTERIO-
RE DERIVAZIONE, OSSERVIAMO CHE LA
FUNZIONE

[t”‘)] ~S k), (46)

2to ke,

DOVE LE PARENTESI QUADRE DENOTA-
NO LA PARTE INTERA, E UNA FUNZIONE
COSTANTE A TRATTI ED HA UN SALTO
DI ALTEZZA UNITARIA OGNIQUALVOLTA
t = (2k + 1) to.

—_—
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
!

»

RAGIONANDO ALLORA COME NEL-
L’ESERCIZIO 2 DELLA SERIE [004] sI
TROVA CHE LA DERIVATA DELLA (46) E
LA DISTRIBUZIONE

> Sk,

keZ

(VEDERE ANCHE A PAGINA D54). SI
CONCLUDE DUNQUE CHE

2" = —g+2gto Z O(2k-+1) ty-
keZ

E EVIDENTE LA DIFFERENZA TRA QUE-
STA EQUAZIONE, CHE TIENE CONTO DE-
GLI URTI NEGLI ISTANTI t = (2k+1) to, E
LA (44) CHE DESCRIVE LA CADUTA DEI
GRAVI.
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TEOREMI DI APPROSSIMA-
ZIONE

FRA LE TANTE NOTEVOLI APPLICA-
ZIONI DELLA DISTRIBUZIONE ¢ DI DIRAC
CONSIDERIAMO ALCUNI TEOREMI DI AP-
PROSSIMAZIONE, DETTI ANCHE TEORE-
MI DI DENSITA.

1. DENSITA DI CX(R) IN L'(R): oGNI
FUNZIONE u € L'(R) SI PUO APPROSSI-
MARE BENE QUANTO SI VUOLE, NELLA
NORMA DI L!(R), CON UNA FUNZIONE
DI C°(R).

2. TEOREMA DI APPROSSIMAZIONE DI
WEIERSTRASS: OGNI FUNZIONE u €
C%([a,b]) ST PUO APPROSSIMARE UNI-
FORMEMENTE, BENE QUANTO SI VUO-
LE, CON UN POLINOMIO.

3. CONVERGENZA DELLE SERIE DI FOU-
RIER: SE UNA FUNZIONE © APPARTIENE
AD L'((—n, 7)) ED E DERIVABILE IN UN
PUNTO x( € (—m, ), ALLORA

u(zg) = 5t > (ay, cos kxg + by sen kxg)

k=1

ESSENDO ay, by, 1 COEFFICIENTI DI FOu-
RIER DELLA FUNZIONE u.

4. DENSITA DI D IN D’: OGNI DISTRI-
BUZIONE E IL LIMITE DI UN’OPPORTUNA
SUCCESSIONE DI FUNZIONI DI C2°(R).

IL PROBLEMA DELL’APPROSSI-
MAZIONE

GLI ENUNCIATI ANZIDETTI HANNO IN
COMUNE LO STESSO PROBLEMA, E CIOE:

A. SONO INTERESSATO AD UNA DATA
FUNZIONE u, CHE SPESSO E INCOGNITA,
OPPURE AD UNA DISTRIBUZIONE 7.

B. POSSO GESTIRE CON PIU FACILITA
ALTRE FUNZIONI, COME AD ESEMPIO
FUNZIONI DI C2°((a, b)), POLINOMI, PO-
LINOMI TRIGONOMETRICI.

C. ANZICHE LAVORARE DIRETTAMEN-
TE CON LA FUNZIONE © O CON LA DI-
STRIBUZIONE T', LA APPROSSIMO CON
LE FUNZIONI CHE MI RIESCONO PIU CO-
MODE.

LA POSSIBILITA DI FARE SIMILI AP-
PROSSIMAZIONI SI SUOLE ESPRIMERE E-
LEGANTEMENTE RICORRENDO AL CON-
CETTO TOPOLOGICO DI DENSITA.
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SCHEMA DI DIMOSTRAZIONE

LA DIMOSTRAZIONE DEGLI ENUNCIA-
TI PRECEDENTI SI PUO SVOLGERE SE-
GUENDO UNO STESSO SCHEMA:

PER DIMOSTRARE I TEOREMI 1 E 4,
USO UNA PARTICOLARE SUCCESSIONE DI
FUNZIONI p,, € C°(R) CHE TENDE ALLA
DISTRIBUZIONE ¢ (ESERCIZIO (C) DELLA
SERIE [003]);

PER DIMOSTRARE IL TEOREMA 2,
USO UNA PARTICOLARE SUCCESSIONE DI
POLINOMI CHE TENDE ALLA DISTRIBU-
ZIONE 0;

PER DIMOSTRARE IL TEOREMA 3,
USO UNA PARTICOLARE SUCCESSIONE DI
POLINOMI TRIGONOMETRICI CHE TENDE
ALLA DISTRIBUZIONE 0.

IN TUTTI E QUATTRO I CASI, UNA VOL-
TA APPROSSIMATA LA DISTRIBUZIONE 5,
SI RIESCONO AD APPROSSIMARE TUTTE
LE FUNZIONI CUI SI E INTERESSATI.

CIO E POSSIBILE GRAZIE ALLE SE-
GUENTI PROPRIETA DELL OPERAZIONE
INDICATA CON IL SIMBOLO * E CHAMA-
TA CONVOLUZIONE (V. PAG. D55):

e LA DISTRIBUZIONE § DI DIRAC E L’E-
LEMENTO NEUTRO PER LA CONVOLU-
ZIONE:

0% u = u;

e LA CONVOLUZIONE HA UN POTERE
REGOLARIZZANTE, CIOE SE © NON E RE-
GOLARE MA p, LO E, ALLORA p, * u E
REGOLARE;

e LA CONVOLUZIONE E UN OPERAZIONE
CONTINUA NEL SENSO CHE DA p, L)
SEGUE p, *xu — 0 * u = u IN VARI SPAZI
DI FUNZIONI REGOLARI.

DENSITA DI C*(R) IN L(R)

VEDIAMO L’IDEA DELLA DIMOSTRA-
ZIONE DEL TEOREMA 1 DI PAG. D49.

NEL LIBRO [12] DI Puccl (PUBBLI-
CATO POSTUMO) LA DIMOSTRAZIONE SI
BASA SULLA CONTINUITA IN L” DELL’O-
PERATORE DI TRASLAZIONE.

INVECE, DIVERSI TRATTATI DI RIFE-
RIMENTO A LIVELLO INTERNAZIONALE
[2, 4, 10] DIMOSTRANO LA DENSITA DI
C>® IN LP, PER p € [1,400), FACENDO
APPELLO ALLA DENSITA DI C?, DA DI-
MOSTRARE PRELIMINARMENTE.

TALE RISULTATO PRELIMINARE SI DI-
MOSTRA A SUA VOLTA SENZA USARE LA
CONVOLUZIONE. IN QUESTA SEDE, PER
SEMPLICITA, PARTIREMO DAL SEGUEN-
TE CASO PARTICOLARE.

OGNI FUNZIONE u € L!'(R) s1 PUO
APPROSSIMARE BENE QUANTO SI VUO-
LE, NELLA NORMA DI L}(R), CON UNA
FUNZIONE @ € CY(R).

L’ENUNCIATO SI PUO TROVARE, AD
ESEMPIO, IN [2, TEOREMA 4.12]. LA DI-
MOSTRAZIONE RIENTRA NELLA TEORIA
DEGLI SPAZI [P E DELL'INTEGRAZIONE
SECONDO LEBESGUE.

QUI VERIFICHIAMO IN DETTAGLIO
DUE PROPRIETA DELLA CONVOLUZIO-
NE CHE PERMETTONO DI GIUNGERE AL
TEOREMA 1.

NOTIAMO INNANZITUTTO CHE SE sSupp
Clab], ESE x & [a— 21 b+ 1] aLLo-
RA 1U,(x) = 0 PER LA DEFINIZIONE (48).
ESSENDO 1, € C*(R) PER LA (53), SI
HA QUINDI 4, € C*(R).
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VERIFICHIAMO CHE SE @ € CY(R),
ALLORA LE FUNZIONI u, = p;, * 4 CON-
VERGONO AD u UNIFORMEMENTE IN R.

PRrESO ¢ € (0,+00), PER L'UNIFOR-
ME CONTINUITA DI @ ESISTE ng € N TA-
LE CHE PER OGNI n > ng ED OGNI COP-
PIA (z, 2 —1t) € R*> coN t € [-1 1] mI-

n’n
SULTA
|a(z) —u(x —t)| < e.
PER LA DEFINIZIONE (48) SI HA

Up(x) = /_ N pn(t) a(x —t) dt

o

E SI HA INOLTRE, BANALMENTE,

ilx) = / " palt) () di

oo

QUINDI PER OGNI z € R ED OGNI n > ny
RISULTA CHE |4(z) — Uy ()|

< / " pult) i) — i — 1) dt

oo

3=

_ /_ pu() i) — alz — t)|dt < e,

DUNQUE u,, — % UNIFORMEMENTE.

QUESTA TECNICA SI PUO ESTENDE-
RE AD UN’ARBITRARIA FUNZIONE w €
LY(R) IN LUOGO DI @, UTILIZZANDO LA
CONTINUITA DELL’OPERATORE DI TRA-
SLAZIONE [12, PARAGRAFO 5.5].

IN ALTERNATIVA, PER LE FUNZIONI
DI L' POSSIAMO OTTENERE FACILMEN-
TE UN RISULTATO DEBOLE IN APPAREN-
ZA, MA ESSENZIALE PER CONCLUDERE.

VERIFICHIAMO CHE SE w € L'(R)
ALLORA LA FUNZIONE w, = p, * w, CHE
E DI CLASSE C*° PER LA (53), APPAR-
TIENE A L!'(R) E SODDISFA LA DISUGUA-
GLIANZA

|wall v my < (w21 (w).- (47)
INFATTI DALLA DEFINIZIONE DI w, SE-
GUE CHE

)| < | " (@) pule — 8) dt.

oo

INTEGRANDO AMBO I MEMBRI IN dz,
PER IL TEOREMA DI TONELLI POSSIA-
MO SCRIVERE

[ @i

e.¢]

< [Tl ([ e - e a

—0oQ o

E TALE DISUGUAGLIANZA SUSSISTE AN-
CHE NEL CASO IN CUI QUALCHE INTE-
GRALE ABBIA IL VALORE +00.

L INTEGRALE FRA PARENTESI PERO
HA IL VALORE 1, DUNQUE RIMANE DI-
MOSTRATA LA (47).

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1. FIs-
SATA u € LY(R), E PRESO ¢ € (0, +00),
ESISTE @ € CY(R) TALE CHE

H’LL — 7:VI,HL1(R) < E.

Posto w = u — u, ST HA w, = U, — Uy,
PER LA LINEARITA DELLA CONVOLUZIO-
NE. PER LA (47) RISULTA: |u—uy| 11 (r)

< Ju =l pygy + [|@ — || 21 (®)
+ [lwall )
< 2e + ||U — || 1 (w)
E PERCIO PER  GRANDE DEVE AVERSI
Ju— un|r) < 3¢

DA CUI SEGUE IL TEOREMA 1.

La ¢ di Dirac, e altre distribuzioni — pag. D51



CONVERGENZA DELLA SERIE DI
FOURIER

VEDIAMO I DETTAGLI DELLA DIMO-
STRAZIONE DEL TEOREMA 3. AVREMO
BISOGNO DEI SEGUENTI LEMMI.

LEMMA 1: PER OGNI t # 2km, PER OGNI
k € Z E PER OGNI n € Z* SI HA

2n+1
= t

1 " sen
-+ coskt = ———=——
2 ; 2 sen%

DIMOSTRAZIONE. PER LE FORMULE DI
ADDIZIONE SI HA

2cosasen f = sen(a + ) — sen(a — ).

Posto o = kt E f = t/2, SOMMANDO
SU k SI OTTIENE L'IDENTITA

n
E cos kt sen%
k=1

n
= %Z(sen%—Jrlt—sen%T_lt)
k=1

1
= — sen

2

LA TESI SI RICAVA DIVIDENDO PER IL
FATTORE sen %, CHE NON DIPENDE DAL-
L’INDICE DI SOMMA k.

Sen L.

204l y 1
2 2 2

LEMMA 2: PER OGNI n € N ST HA

1/7r sen%t )

T . 2 sen%

DIMOSTRAZIONE. PER n = 0 LA CON-
CLUSIONE E IMMEDIATA, MENTRE PER
n > 0 BASTA APPLICARE IL LEMMA 1 E
INTEGRARE.

LEMMA 3 (LEMMA, O TEOREMA DI RIE-
MANN-LEBESGUE): PER OGNI FUNZIO-
NE f € LY((—n, 7)) RISULTA

lim / f(t) cosktdt =0,

k—+o0

s
lim / f(t) senktdt = 0.
k—-+o00 o

DIMOSTRIAMO IL TEOREMA NEL CASO
PARTICOLARE IN cUI f € L*((—m,n)).
IL. CASO GENERALE SEGUE DALLA DEN-
SITA DI L?((—m, 7)) IN LY((—7,7)). Po-
NTAMO

Sn(t) = % + Z (ax cos kt + by, sen kt)
k=1

DOVE GLI aj, by SONO I COEFFICIENTI DI
FOURIER, DATI DA

1 ™
ar = —/ f(t) cos kt dt,
T —T

1 ™
b, = —/ f(t) sen kt dt.
T J—n

USANDO LE DEFINIZIONI DEI COEFFI-
CIENTI DI FOURIER SOPRA RICHIAMA-
TE, ST TROVA

o< [ (- 5.0) a

-7

— /:T () dt — /_7; S2(t) dt,

L’ULTIMO INTEGRALE SI PUO SVOLGERE
SFRUTTANDO LE RELAZIONI DI ORTOGO-
NALITA IN L?*((—7, 7)) DELLE FUNZIONI
coskt E senkt. COSI FACENDO, SI OT-
TIENE

n

2 ™
g Z 2 2 1 2

k=1

La ¢ di Dirac, e altre distribuzioni — pag. D52



L’ULTIMA DISUGUAGLIANZA, DETTA DI
BESSEL, IMPLICA CHE LA SERIE

+00

> (a; +10})

k=1

E CONVERGENTE. RICHIAMANDO LA
CONDIZIONE NECESSARIA PER LA CON-
VERGENZA DI UNA SERIE, SI RICAVA LA
TESI DEL TEOREMA DI RIEMANN-LEBE-
SGUE.

LEMMA 4: PER OGNI FUNZIONE [ NEL-
LO SPAZIO L!((—m, 7)) RISULTA

s
lim t) sen (221 ¢) dt = 0.
n—+oo [ f() ( 2 )
DIMOSTRAZIONE. PER LE FORMULE DI
ADDIZIONE SI HA

sen %t = sennt COS% + cosnt sen%

DUNQUE L'INTEGRALE AL PRIMO MEM-
BRO SI PUO SCRIVERE COME LA SOMMA

/7T (f(t) cos %) sen nt dt

—T

™
+/ (f(t) sen %) cos nt dt.
-7
POICHE PER IPOTESI f € LY((—m, 7)),
ANCHE 1 PRODOTTI f(t) cos 5 E f(t)sen 5
APPARTENGONO AD L!'((—m,7)), E LA
CONCLUSIONE SEGUE DAL TEOREMA DI

RIEMANN-LEBESGUE.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3 (PAG.
D49). PER SEMPLICITA PONIAMO x( =
0. SOSTITUENDO AL POSTO DI aj E by
LE LORO ESPRESSIONI, LA SOMMA RI-
DOTTA S,(0) DIVENTA

1 ™
n 1 T

+ Z;/ u(t) cosktdt
k=1 T

1Ml &
— %/_W <§ + Zcoskt) u(t) dt.
k=1
GRAZIE AL LEMMA 1, POSSIAMO SCRI-
VERE
1 [™ sen22tl ¢
S,(0) = —/ —2—u(t) dt.

/) . 2sent

D’ALTRO CANTO PER IL LEMMA 2 SI HA,
BANALMENTE,

u(0) = —/ Serl—?u(O) dt.

™) 2sen%

SOTTRAENDO L’ULTIMA UGUAGLIANZA
DALLA PRECEDENTE SI TROVA

l/” u(t) — u(0)

T ) ZSGH%

2n+1
= 1’1(—2 t) dt.
VERIFICHIAMO CHE IL SECONDO MEM-
BRO TENDE A ZERO. INNANZITUTTO,
POSTO

O
_ u(t) —u(0) t/2
t sen% ’

E SICCOME u(t) E DERIVABILE PER IPO-
TESI NEL PUNTO t = (, RISULTA CHE
f(t) E LIMITATA IN UN OPPORTUNO IN-
TORNO DELL’ORIGINE.
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TENENDO CONTO ANCHE DEL FATTO
CHE u € LY((—m, 7)), SEGUE CHE f €
LY((=m,m)). PERCIO, SCRIVENDO

5,(0) — u(0) = %/_ £(£) sen (2L 1) dt

ED APPLICANDO IL LEMMA 4 SI OTTIE-
NE
lim S, (0) = u(0)

n—-+o00
COME VOLEVASI DIMOSTRARE.

SI ATTRIBUISCE A PIERRE LEJEUNE-
DIRICHLET IL MERITO DI AVER DIMO-
STRATO, SUCCESSIVAMENTE ALLA PUB-
BLICAZIONE DEL LIBRO DI FOURIER, IL
TEOREMA DI CONVERGENZA FORMULAN-

DO OPPORTUNE IPOTESI AGGIUNTIVE RI-

SPETTO ALLA SOLA PERIODICITA DELLA
FUNZIONE GENERATRICE.

INTERPRETAZIONE DISTRIBU-
ZIONALE

OGGI POSSIAMO LEGGERE LA DIMO-
STRAZIONE APPENA SVOLTA ALLA LU-
CE DELLA TEORIA DELLE DISTRIBUZIO-
NI. INFATTI, POSTO

sen%t

W) = ——21
f() 27?3611%

POSSIAMO VERIFICARE CHE

fn 1/) 252k77

keZ

PRESA UNA GENERICA FUNZIONE TEST
p € D, DOBBIAMO VERIFICARE CHE

+00

lim Fat) () dt =~ (2k).

n—-+00
o keZ

RAGIONIAMO SU CIASCUNO DEGLI IN-
TERVALLI [}, = (2km — 7, 2km +7) PER k
€ Z. BASTA CONSIDERARE UN NUMERO
FINITO DI TALI INTERVALLI, AL DI FUO-
RI DEI QUALI ¢ E NULLA.

ESSENDO f,, PERIODICA DI PERIODO
27, BASTA CONSIDERARE L'INTERVALLO
Iy E VERIFICARE CHE

™
Jim [ )00 de = p(0),
MA QUESTO E VERO PERCHE ¢ € D
C LY((—m, 7)), DUNQUE POSSIAMO AP-
PLICARE IL TEOREMA 3 APPENA DIMO-
STRATO.
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CONVOLUZIONE TRA DUE FUN-
ZIONI

LA CONVOLUZIONE, CHE SI DENOTA
CON IL SIMBOLO *, E UN’OPERAZIONE
TRA DUE FUNZIONI, IL CUI RISULTATO E
ANCORA UNA FUNZIONE.

AD ESEMPIO, PRESA UNA FUNZIONE
f € Ll (R) ED UNA ¢ € D, SI PUO DE-

loc

FINIRE LA FUNZIONE f * ¢© PONENDO

+00

(f xo)(x) = f(t) oz —t)dt. (48)

SI NOTI CHE LA VARIABILE DI INTEGRA-
ZIONE t E UNA VARIABILE MUTA, MEN-
TRE LA LETTERA x DENOTA UN PARA-
METRO DAL QUALE IL VALORE NUMERI-
CO DELL'INTEGRALE VIENE A DIPENDE-
RE.

DUNQUE L'INTEGRALE NELLA (48)
DEFINISCE UNA FUNZIONE DI z, CHE SI
DENOTA CON (f * ¢)(x).

L’INTEGRALE CONVERGE BANALMENTE
PERCHE ESISTE PER IPOTESI UN INTER-
VALLO LIMITATO (a,b) TALE CHE Supp ¢
C (a,b), E QUINDI

“+o00

f@) oz —t)dt

:/f?mww—ww

QUEST’ULTIMO INTEGRALE CONVERGE
PERCHE ¢ E LIMITATA ED f E LOCAL-
MENTE SOMMABILE.

SIMMETRIA

SI HA fxp = @x* f. INFATTI, CON IL
CAMBIAMENTO DI VARIABILE y = x — t
NELLA (48), SI TROVA

+00

(f *xp)(x) = flx —y)ply)dy.

ESSENDO y UNA VARIABILE MUTA, LA SI
PUO RIDENOMINARE t:

Geo@ = [ e s

o0

E DA QUI DISCENDE L’ASSERTO.

CONVOLUZIONE CON UNA DI-
STRIBUZIONE

INDICATA CON 7} LA DISTRIBUZIO-
NE RAPPRESENTATA DALLA FUNZIONE
f, LA DEFINIZIONE (48) SI PUO RISCRI-
VERE COME

(f x @) (@) = Tj (p(x — 1)). (49)

S1 BADI CHE, ESSENDO LA 2 PRESENTE
IN ENTRAMBI I MEMBRI, ESSA VA INTE-
SA COME UN PARAMETRO, E DI CONSE-
GUENZA LA DISTRIBUZIONE T} AGISCE
SU ¢(x—t) INTESA COME FUNZIONE DEL-
LA VARIABILE .

LA RELAZIONE (49) SUGGERISCE LA
SEGUENTE DEFINIZIONE: PER OGNI DI-
STRIBUZIONE T' € D/ ED OGNI FUNZIONE
TEST ¢ € D SI PONE

(T @) (x) = Tiy(p(z — 1)), (50)

DOVE L'INDICE [;] STA A RIMARCARE CHE
@(x — t) SI INTENDE COME FUNZIONE
DELLA VARIABILE ¢, ESSENDO & UN PA-
RAMETRO FISSATO.
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VARIE NOTAZIONI

PER SOTTOLINEARE LA DIFFERENZA
TRA I PARAMETRI E LE VARIABILI, VEN-
GONO ADOTTATE VARIE NOTAZIONI.

AD ESEMPIO, NEL CLASSICO TESTO
DI YOSIDA, FUNCTIONAL ANALYSIS, SI
PONE

P(t) = p(—1).
IL. SOPRASSEGNO ~ SI LEGGE “CHECK”.

INVECE IL PROF. ALDO PRATELLI
DELL’UNIVERSITA DI PAVIA (OGGI A PI-
SA), ADOTTAVA NELLA SUA DISPENSA
LA NOTAZIONE

NELLA STESSA DISPENSA SI UTILIZZAVA
L’OPERATORE DI TRASLAZIONE T,, DO-
VE = BE UN PARAMETRO. LA FUNZIONE
T, E DEFINITA DA

(72 ) (1) = o(t — ).

CON QUESTA NOTAZIONE, LA DEFINI-
ZIONE (50) DELLA CONVOLUZIONE DI-
VENTA

(T* @) (x) = T(7: §)-

ELEMENTO NEUTRO: ¢

APPLICANDO LA DEFINIZIONE (50)
ALLA DISTRIBUZIONE 0 DI DIRAC, SI
TROVA

(0 xp)(x) = Oplp(r—1))
= (). (51)

DUNQUE LA § DI DIRAC E L’ELEMENTO
NEUTRO PER LA CONVOLUZIONE.

DERIVATA DELLA CONVOLU-
ZIONE

DERIVANDO AMBO I MEMBRI DEL-
LA (48) RISPETTO ALLA x, SI TROVA

Frof@) = [ F0) @@=t dt. (52

PER GIUSTIFICARE LA DERIVATA SOTTO
IL SEGNO DI INTEGRALE SI PUO FARE
APPELLO ALLA TEORIA DI LEBESGUE.

INFATTI LA DERIVATA ¢ AMMETTE
MASSIMO E MINIMO PER IL TEOREMA DI
WEIERSTRASS, E QUINDI SI PUO SCRI-
VERE

[f() ¢’ (x =) < M[f(t)].
A SUA VOLTA IL SECONDO MEMBRO,

DETTO “FUNZIONE MAGGIORANTE” E
LOCALMENTE SOMMABILE PER IPOTESI.

POICHE L'INTERVALLO DI INTEGRA-
ZIONE NELLA (52) E IN REALTA L’IN-
TERVALLO LIMITATO (z —b, z —a), LA
FUNZIONE INTEGRANDA AMMETTE UNA
MAGGIORANTE SOMMABILE.

L’ESISTENZA DI UNA MAGGIORANTE
SOMMABILE DELLA DERIVATA E LA TIPI-
CA CONDIZIONE DELLA TEORIA DI LE-
BESGUE PER GIUSTIFICARE LA DERIVA-
ZIONE SOTTO IL SEGNO DI INTEGRALE.

OSSERVANDO LA (52) SI CONSTATA
CHE
(f*@) =[fx¢
ITERANDO IL RAGIONAMENTO, SI OT-
TIENE

(Fro)® = fre™  (53)
DUNQUE LA FUNZIONE f# E DI CLASSE
C*>(R). S1 NOTI, INOLTRE, CHE PER LA
CONVOLUZIONE NON VALE LA REGOLA
DI LEIBNIZ.
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MOTIVAZIONI: POTERE REGO-
LARIZZANTE

LE MOTIVAZIONI ALLA BASE DELL’U-
SO DELLA CONVOLUZIONE STANNO NEL-
LE SUE PROPRIETA FORMALI E NEL SUO
POTERE REGOLARIZZANTE.

QUEST’ULTIMO CONSISTE NEL FAT-
TO CHE, SEBBENE f POSSA NON ESSERE
DERIVABILE, LA CONVOLUZIONE f % ¢ E
DI CLASSE C*®(R).

ANCHE LA FUNZIONE 7T % ¢ DEFINITA
NELLA (50) E UNA FUNZIONE DI CLASSE
C>®(R).

CIO E NOTEVOLE PERCHE IL PRIMO
FATTORE PUO NON ESSERE NEMMENO
RAPPRESENTATO DA UNA FUNZIONE DI
UNA VARIABILE REALE.

VERIFICHIAMO, INNANZITUTTO, CHE
LA FUNZIONE T}y (¢(z—t)) DIPENDE CON
CONTINUITA DAL PARAMETRO .

USIAMO LA DEFINIZIONE SUCCESSIO-
NALE DI LIMITE: FISSATO zy € R, VERI-
FICHIAMO CHE, PER OGNI SUCCESSIONE
Z, — Tp, LA SUCCESSIONE NUMERICA

Tiy(p(xn — 1))

CONVERGE A Tiy(p(xo —t)) NEL SENSO
DEI NUMERI REALL.

CIO DISCENDE DAL FATTO CHE T
E CONTINUA PER DEFINIZIONE, MENTRE
LA SUCCESSIONE DI FUNZIONI ¢(xz, —t),
NELLA VARIABILE f, CONVERGE ALLA
FUNZIONE ¢(xg — t) NEL SENSO DELLE
FUNZIONI TEST.

QUEST’ULTIMA PROPRIETA SEGUE DAL-
L’UNIFORME CONTINUITA DI ¢ E DELLE
SUE DERIVATE.

VERIFICHIAMO ORA CHE LA FUNZIO-
NE Tjy(¢(2—t)) E DERIVABILE RISPETTO
AL PARAMETRO .

TRATTANDOSI DI UNA FUNZIONE A
VALORI REALI, APPLICHIAMO LA DEFI-
NIZIONE DELLA DERIVATA.

PER LA LINEARITA DELL’APPLICA-
ZIONE Tpy, SI HA

Tiy(p(z — 1)) — Tig(p(zo — 1))
T — Xy

— T[t](SO(SU _ta)::io(fo —t)>

PER CALCOLARE IL LIMITE PER T — X,
USIAMO ANCORA LA DEFINIZIONE SUC-
CESSIONALE. CONSIDERIAMO UNA SUC-
CESSIONE x,, — Zg.

SENZA LEDERE LA GENERALITA, POS-
SIAMO SUPPORRE CHE x,, 7& Ty PER OGNI
n > 0.

USANDO IL TEOREMA DI LAGRAN-
GE, E L’UNIFORME CONTINUITA DELLE
©®) SI DEDUCE CHE LA SUCCESSIONE
DEI RAPPORTI INCREMENTALI

plzn —t) — p(x0 — t)
Tp — X0 ’

CHE SONO FUNZIONI DI t, CONVERGE
ALLA FUNZIONE ¢'(xy —t) NEL SENSO
DELLE FUNZIONI TEST.

ESSENDO T} CONTINUA, SI CONCLU-
DE CHE

d

dr T[t](@(x —t)) = T[t](SO/(fU —t)).
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IL RISULTATO APPENA STABILITO SI
PUO RIFORMULARE SCRIVENDO

(T @) () = (T ) ().

ITERANDO IL RAGIONAMENTO, SI CON-
CLUDE CHE

(T # )P (2) = (T = o"))(2).

DUNQUE LA CONVOLUZIONE T % ¢ E DI
CLASSE C*(R), E LA FORMULA (53) SI
ESTENDE ALLE DISTRIBUZIONI.

USO DELLA DEFINIZIONE ALLA
ROVESCIA

PONENDO z = 0 NELLA DEFINIZIO-
NE (50) SI RICAVA

T(p) = (T'x ¢)(0).

QUESTA RELAZIONE ESPRIME IL VALO-
RE NUMERICO DI T'(¢) FACENDO INTER-
VENIRE LA CONVOLUZIONE.

IN PARTICOLARE, SE T E LA DISTRI-
BUZIONE 1y ASSOCIATA AD UNA FUNZIO-
NE f € L. (R), LA SUDDETTA RELAZIO-

loc

NE DIVENTA

Ty (p) = (f x 9)(0). (54)

QUESTO ARTIFICIO PERMETTE DI SFRUT-

TARE LE NOTEVOLI PROPRIETA DELLA
CONVOLUZIONE, AD ESEMPIO PER DI-
MOSTRARE LA DENSITA DI D IN D',

CONTINUITA DELLA CONVOLU-
ZIONE (CENNI)

COME E NOTO, LA CONVERGENZA

D/
pn — 0 SIGNIFICA CHE PER OGNI FUN-
ZIONE TEST ¥ € D SI HA

+00
im . pn(t) ¥ () dt = 1(0).
FISSATI ARBITRARIAMENTE UNA FUN-
ZIONE TEST ¢ € D ED UN PUNTO z € R,
POSSIAMO PORRE ¥(t) = ¢(x — t) E RI-
CAVARE

—+00
Jim N pn(t) p(x —t) dit = ¢().
A SUA VOLTA QUEST’ULTIMA RELAZIO-
NE SI PUO RIFORMULARE SCRIVENDO
lim (p, * p)(z) = p(x).

n—-+0o0o

DUNQUE p, * ¢ — ¢ PUNTUALMENTE.
ANZI1, SI VERIFICA CHE

(pn % ) 2> . (55)

POICHE, PER LA (51), SI HA § x p =
¢, LA RELAZIONE (55) SI PUO VEDERE
COME UNA PROPRIETA DI CONTINUITA
DELLA CONVOLUZIONE 7T * ¢, RISPETTO
AL PRIMO FATTORE, NEL PUNTO T = §.
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DENSITA DI D IN D’



INTRODUZIONE

SONO NOTE DIVERSE SUCCESSIONI DI
FUNZIONI PIU O MENO REGOLARI CHE
TENDONO ALLA DISTRIBUZIONE ¢ DI DI-
RAC NEL SENSO DELLE DISTRIBUZIONI.

UN TIPICO ESEMPIO E DATO DAL-
LA SUCCESSIONE DEI MOLLIFICATORI pj,
(ESERCIZIO (C) DELLA SERIE [003]).

CIO E NOTEVOLE PERCHE I MOLLIFI-
CATORI SONO FUNZIONI MOLTO REGO-
LARI, MENTRE LA J DI DIRAC E UNA
DISTRIBUZIONE SINGOLARE.

IN GENERALE, QUALUNQUE DISTRI-
BUZIONE 7' E IL LIMITE, NEL SENSO DEL-
LE DISTRIBUZIONI, DI UNA OPPORTUNA
SUCCESSIONE DI FUNZIONI TEST.

QUESTO FATTO SI ESPRIME DICENDO
CHE LO SPAZIO D E DENSO IN D'. Ac-
CENNIAMO ALLA DIMOSTRAZIONE NEI
PROSSIMI PARAGRAFI.

DENSITA DI C*(R) IN D' (CENNI)

FISSATA ARBITRARIAMENTE UNA DI-
STRIBUZIONE T € D', VERIFICHIAMO
CHE LE FUNZIONI f, =T % p,, CHE SO-
NO DI CLASSE C*°(R), CONVERGONO A
T NEL SENSO DELLE DISTRIBUZIONI.

A TAL FINE, FISSATA ARBITRARIA-
MENTE UNA FUNZIONE TEST ¢, DOBBIA-
MO VERIFICARE CHE

lim Tp.,, (0) =T(p),  (56)

n——+00

ESSENDO T7,, LA DISTRIBUZIONE RE-
GOLARE RAPPRESENTATA DALLA FUN-
ZIONE T * p,,.

SRUTTANDO ALLA ROVESCIA LA DE-
FINIZIONE DELLA CONVOLUZIONE, CO-
ME NELLA (54), POSSIAMO SCRIVERE

Trap, (0) = ((T"% pn) x £)(0).

MA LA CONVOLUZIONE E ASSOCIATIVA
(LA DIMOSTRAZIONE SI PUO TROVARE,
AD ESEMPIO, A PAG. 157 DELLO Y OSI-
DA). DUNQUE

Trsp, () = (T (pn * ¢))(0).

PER LA DEFINIZIONE (50) DELLA CON-
VOLUZIONE, SI HA

(T (pn + £))(0) = T((pn * &)

MA ESSENDO 7' CONTINUA, E POICHE
N Do
(pn * ) — @ PER LA (55), RISULTA

lim T((pnx¢)) = T

n—-+0o00
=T

~ ~~
S B«
~— ~—

DUNQUE VALE LA (56), COME VOLEVA-
SI DIMOSTRARE.
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DENSITA DELLO SPAZIO D
IN C=(R)

OGNI FUNZIONE f € C*(R) E IL LI-
MITE, NEL SENSO DELLE DISTRIBUZIO-
NI, DI UN’OPPORTUNA SUCCESSIONE DI
FUNZIONI TEST ,,.

ANZ1, LE FUNZIONI TEST ¢, POSSO-
NO ESSERE SCELTE IN MODO TALE DA
CONVERGERE AD f LOCALMENTE UNI-
FORMEMENTE (V. PAG. D23).

PRIMA DI VEDERE LA DIMOSTRAZIO-
NE, OSSERVIAMO CHE IL PRODOTTO DI
CONVOLUZIONE f,, = f % p,, CHE E UNA
FUNZIONE DI CLASSE C*(R), TENDE AD
f IN D' PER QUANTO VISTO NEL PARA-
GRAFO PRECEDENTE.

TUTTAVIA, IL SUDDETTO PRODOT-
TO NON HA, IN GENERALE, SUPPORTO
COMPATTO. LO SI PUO CONSTATARE,
AD ESEMPIO, PRENDENDO f(z)=1. IN
TAL CASO SI HA, PER DEFINIZIONE,

Cep)e) = [ pue—oar

o

= 1.

DUNQUE IL SUPPORTO supp(l * p,) =R
NON E LIMITATO.

PER COSTRUIRE UNA SUCCESSIONE
DI FUNZIONI TEST ,, CONVERGENTE AD
f IN D' SI SFRUTTA UNA SUCCESSIO-
NE DI FUNZIONI AUSILIARIE (,, DETTE
“TRONCANTI” (CUTOFF FUNCTIONS).

FUNZIONI TRONCANTI

PER DEFINIRE OPPORTUNE FUNZIONI
TRONCANTI (,(x) SI PUO INIZIARE PO-
NENDO

U(a) = / () d,

DOVE t(t) E COME NELLA (2). OSSER-

VATO CHE ¥(z) = —§ PER v < —1, E

U(z) = § PER = > 1, SI DEFINISCE

1, x| < n;
Co(z) = %er, n<|r] <n+2
0, |z| > n+ 2.

SCELTA DELLE FUNZIONI ¢,

LA FUNZIONE PRODOTTO ¢,(z) =
Ca() fu(z) E ANCORA DI CLASSE C*(R),
ED IN PIU IL SUO SUPPORTO E INCLUSO
NELL’ INTERVALLO [—n — 2, n + 2|, DUN-
QUE ¢, € D.

VERIFICHIAMO CHE ¢, TENDE AD f
LOCALMENTE UNIFORMEMENTE.

FISSATO ARBITRARIAMENTE UN IN-
TERVALLO LIMITATO |[a,b], OSSERVIAMO
CHE PER OGNI n > max{|al|, |b|} SI HA
la,b] C [-n,n|, E QUINDI

pn(r) = f(z)

PER OGNI z € [a,b]. DUNQUE ¢,, CON-
VERGE (BANALMENTE) AD f UNIFOR-
MEMENTE IN [a, b], COME VOLEVASI DI-
MOSTRARE.

POICHE LA CONVERGENZA LOCAL-
MENTE UNIFORME IMPLICA LA CONVER-
GENZA IN D' (v. PAG. D23), SI HA A
MAGGIOR RAGIONE

D/
@n—>f-
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DIMOSTRAZIONE DELLA DEN-
SITA DI D N D’

PRESA ARBITRARIAMENTE UNA DI-
STRIBUZIONE T € D', CONSIDERIAMO IL
PRODOTTO DI CONVOLUZIONE f,(z) =
(T * pp)(z), DOVE p, DENOTA, COME DI
CONSUETO, UN MOLLIFICATORE.

VERIFICHIAMO CHE LA FUNZIONE TEST
pn(z) = Gu(2) fu(x), DOVE ¢, E LA FUN-
ZIONE TRONCANTE DEFINITA NEL PARA-
GRAFO PRECEDENTE, CONVERGE A T
NEL SENSO DELLE DISTRIBUZIONI.

FISSATA ARBITRARIAMENTE UNA FUN-
ZIONE TEST @ < D, DOBBIAMO VERIFI-

CARE CHE
+00
Jm [ Ga(w) fa(@) e(2) do = T(p).

o0
FISSATO UN INTERVALLO LIMITATO (a,

b) CHE CONTIENE Suppy, POSSIAMO
SCRIVERE

u[m@uumww@m

=/’<@mwm@wx

MA POICHE (a,b) C [-n,n] PER n >
max{|al, [b|}, ED ESSENDO 1VI (,(z) = 1,
SI OTTIENE

t[m@wwmmm@m

) :/%<mwmm.

QUEST’ULTIMO INTEGRALE NON E AL-

TRO CHE L’'INTEGRALE
—+00

fn(@) o(x) da

CHE TENDE A T(p) PER LA (56). LA
VERIFICA E CONCLUSA.
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LO SPAZIO TOPOLOGICO C°(R)

ST PUO DOTARE LO sPazio C°(R) D1
UNA TOPOLOGIA NELLA QUALE LE SUC-
CESSIONI CONVERGENTI SONO QUELLE
CHE CONVERGONO LOCALMENTE UNI-
FORMEMENTE.

LA CONVERGENZA LOCALMENTE UNI-
FORME, A SUA VOLTA, E STATA CON-
SIDERATA A PAG. D23.

PUO ESSERE UTILE VEDERE DIVERSI
MODI DI COSTRUIRE LA STESSA TOPO-
LOGIA.

UNA COSTRUZIONE ELEMEN-
TARE

PER OGNIn € ZT E PER OGNI r € (0,
+00) DEFINIAMO L’INTORNO U, DELLA
FUNZIONE NULLA PONENDO:

Upe ={f € CO'R) : || fllcoen,npy <7}

A PARTIRE DAGLI INTORNI U, DELLA
FUNZIONE NULLA, SI DEFINISCONO GLI
INTORNI DI UNA QUALUNQUE FUNZIO-
NE fo € C°(R) PONENDO

um’(f()) — fO +um'
= {feC'R): f— fo €Uy}

RAGIONANDO COME A PAG. D13, SI DI-
MOSTRA CHE L’INSIEME DI TUTTI GLI
INTORNI COME SOPRA DEFINITI COSTI-
TUISCE UNA BASE PER UNA TOPOLO-
GIA, CHE POSSIAMO CHIAMARE INFOR-
MALMENTE LA TOPOLOGIA DELLE STRI-
SCE CENTRALI.

VERIFICHIAMO CHE UNA SUCCESSIO-
NE DI FUNZIONI f; € CY(R) CONVER-
GE AD UNA FUNZIONE f € C°(R) NELLA
TOPOLOGIA ANZIDETTA SE E SOLO SE fj
— f LOCALMENTE UNIFORMEMENTE.

CONSIDERIAMO UNA SUCCESSIONE DI
FUNZIONI f;, € C°R) CONVERGENTE
ALLA FUNZIONE NULLA NELLA TOPOLO-
GIA DIANZI INTRODOTTA, E SIA K UN
QUALUNQUE COMPATTO DI R.

VERIFICHIAMO CHE f, — 0 UNIFOR-
MEMENTE IN K.

FISSIAMO INNANZITUTTO n € Z1 IN
MODO TALE CHE

K C [-n, n]. (57)

Por, PER OGNI ¢ € (0,4+00) PRENDIAMO
r = € E SAPPIAMO PER IPOTESI CHE f}
€ U,,, DEFINITIVAMENTE.

PER LA DEFINIZIONE DI U,,,., CIO MO-
STRA CHE LE f; CONVERGONO UNIFOR-
MEMENTE, ALLA FUNZIONE NULLA, SUL-
L'INSIEME AL SECONDO MEMBRO DEL-
LA (57) E A MAGGIOR RAGIONE SUL-
L’INSIEME K.

VICEVERSA: SUPPONIAMO CHE LE
f» CONVERGANO ALLA FUNZIONE NUL-
LA LOCALMENTE UNIFORMEMENTE, E
PRENDIAMO UN INTORNO ARBITRARIO
U,, DELLA FUNZIONE NULLA.

L’INSIEME K = [—n, n] E COMPAT-
TO, DUNQUE LE f;, CONVERGONO UNI-
FORMEMENTE IN K PER IPOTESI ALLA
FUNZIONE NULLA.

APPLICANDO LA DEFINIZIONE DELLA
CONVERGENZA UNIFORME CON ¢ = r, SI
RICAVA CHE f; € U,, DEFINITIVAMEN-
TE, DUNQUE f; — 0 NELLA TOPOLOGIA
DELLE STRISCE CENTRALI.
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UNA COSTRUZIONE ASTRATTA

DESCRIVIAMO UN PROCEDIMENTO PIU
ASTRATTO PER COSTRUIRE LA STESSA
TOPOLOGIA SULLO SPAZIO C°(R).

PER OGNI SOTTOINSIEME COMPATTO
K C R ED OGNI p € (0, +00) DEFINIAMO
L'INTORNO Vi, DELLA FUNZIONE NULLA
PONENDO:

Vi, = {feC'R) :mjz{xx|f| <ph

A PARTIRE DAGLI INTORNI Vg, DELLA
FUNZIONE NULLA, SI DEFINISCONO GLI
INTORNI DI UNA QUALUNQUE FUNZIO-
NE fo € C°(R) PONENDO

Vio(fo) = fo+ Vi,

={feC'R): f—foeVk,}.
RAGIONANDO COME A PAG. D13, SI DI-
MOSTRA CHE L’INSIEME DI TUTTI GLI

INTORNI COME SOPRA DEFINITI COSTI-
TUISCE UNA BASE PER UNA TOPOLOGIA.

VERIFICHIAMO CHE ESSA COINCIDE CON
QUELLA DELLE STRISCE CENTRALI.

PRIMA PARTE: OGNI INTORNO U,, E
UN Vg, CON K E p OPPORTUNIL. CIO
SEGUE IMMEDIATAMENTE DALLE DEFI-
NIZIONI: BASTA PRENDERE K = [—n, n]
Ep=r.

SECONDA PARTE: OGNI INTORNO
Vkp, PUR NON ESSENDO NECESSARIA-
MENTE UN U,,, E TUTTAVIA APERTO
NELLA TOPOLOGIA DELLE STRISCE CEN-
TRALL.

PER VEDERLO, PRESA UNA QUALUN-
QUE FUNZIONE fy € Vi, DOBBIAMO DI-
MOSTRARE CHE ESISTE UN SUO INTOR-
NO fo+ U, TALE CHE

Jo+Un C Vi) (58)

A TAL FINE PRENDIAMO INNANZI-
TUTTO n TALE CHE K C [—n, n], E POI,
VISTO CHE p —max | fo] > 0, SCEGLIAMO

r € (0. p— max| fo]).

SE ADESSO PRENDIAMO UNA QUALUN-
QUE FUNZIONE f € fo + U,,, AVREMO
PER OGNI x € R

[f(@)] < 1f(x) = foz)| + [ fo()]

QUINDI
< —

max | f| < max|f(z) — fo()| + max| fol
<r+m}gx|f0| <p

E PERCIO f € Vk,. DUNQUE VALE LA
(58), COME VOLEVASI DIMOSTRARE.
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UNA COSTRUZIONE PIU ELABO-
RATA

UNA BASE DI INTORNI Uk, C CO(R)
DELLA FUNZIONE NULLA SI PUO ANCHE
DEFINIRE COME SEGUE: PER OGNI n €
7", PER OGNI INSIEME

Z={zn<...<z}CZ
E PER OGNI k-UPLA
R=(r,...,r) € (0,400)"
PONIAMO:
Upp={f €C'R):
1 Flleoe, 1)) <78 PER 0 =1,... k}.

A PARTIRE DAGLI INTORNI UL, DELLA
FUNZIONE NULLA, SI DEFINISCONO GLI
INTORNI DI UNA QUALUNQUE FUNZIO-
NE fo € C°(R) PONENDO

Uzr(fo) = fo+Uszg
—{feC'R): f—foelip}.

RAGIONANDO COME A PAG. D13, S1 DI-
MOSTRA CHE L’INSIEME DI TUTTI GLI
INTORNI COME SOPRA DEFINITI COSTI-
TUISCE UNA BASE PER UNA TOPOLOGIA.

VERIFICHIAMO CHE QUESTA TOPO-
LOGIA E LA STESSA CHE SI OTTIENE A
PARTIRE DAGLI INTORNI Vg, DI PAGI-
NA D66.

PRIMA PARTE: OGNI UL, & INTERSE-
ZIONE DI UN NUMERO FINITO DI OPPOR-
TUNI Vk,. INFATTI, POSTO K; = [,
zi+ 1] E p; = r; SI HA

k
u]]f?Z - ﬂ VKipi'
1=1
DUNQUE UL, E APERTO NELLA TOPO-
LOGIA DETERMINATA DAI Vg,,.

SECONDA PARTE: OGNI Vi, E APER-
TO NELLA TOPOLOGIA DETERMINATA
DAGLI U,

PER VEDERLO, PROCEDIAMO COME
A PAG. D66: PRENDIAMO fy € Vg, E
DETERMINIAMO U}, TALE CHE

fo+U%y C Vi, (59)

AVENDO GIA DETERMINATO UN U,
SODDISFACENTE LA (58), BASTERA VE-
RIFICARE CHE OGNI U, E, IN EFFETTI,
UNO DEGLI UL p.

PRESO ARBITRARIAMENTE UN INTORNO
DELLA FAMIGLIA U,,,, POSSIAMO DETER-
MINARE U}, = U, PONENDO k = 2n E
zi=t—n—1,r,=rPERi1=1,... k.

ALLORA SEGUE DALLE DEFINIZIONI
CHE U}, = Uy, E LA (59) SEGUE DAL-
LA (58).

IN CONCLUSIONE, TUTTE E TRE LE
COSTRUZIONI SIN QUI ESAMINATE CON-
DUCONO ALLA MEDESIMA TOPOLOGIA
SuLLO SPAZIO CO(R).

LA CONOSCENZA DI DIVERSE BASI DI
INTORNI E UTILE NELLA PROSSIMA DI-
SCUSSIONE DI UNA METRICA SULLO SPA-
z10 C°(R).
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LO SPAZIO METRICO C°(R)

ST PUO DOTARE LO spazio C°(R) b1
UNA METRICA NELLA QUALE LE SUC-
CESSIONI CONVERGENTI SONO QUELLE
CHE CONVERGONO LOCALMENTE UNI-
FORMEMENTE.

UNA DELLE DIVERSE METRICHE AT-
TE ALLO SCOPO SI PUO DEFINIRE COME
SEGUE: PER OGNI FUNZIONE f € CY(R)
PONIAMO

RS su(f)
d(f,0) = Z 2001+ s5,(f)

h=—00

DOVE IL SIMBOLO 0 DENOTA LA FUN-
ZIONE IDENTICAMENTE NULLA, E sp(f)
E DATO DA

su(f) = [ llcoqn, ne1)- (60)

LA SERIE, CHE E A TERMINI NON NE-
GATIVI, CONVERGE IN QUANTO IL RAP-
PORTO sp,(f)/(1 4+ sp(f)) STA NELL’IN-
TERVALLO [0, 1) QUALUNQUE SIA IL VA-
LORE DI s(f) € [0, +00).

INTENDIAMO CHE LA SOMMA DELLA
SERIE SUDDETTA SIA DEFINITA DA

1 os(f) =1 s(f)
2 21 1 + s1,(f) > 278 14+ s4(f)

h=0 k=1

DOVE ADESSO LE DUE SERIE SONO DEL
TIPO CONSUETO.

PIU IN GENERALE, SI PONE d(f, g) =
d(f —g, 0). PER DIMOSTRARE LA DISU-
GUAGLIANZA TRIANGOLARE SI SFRUT-
TA IL FATTO CHE LA FUNZIONE p(s) =
s/(1+ s) E SUBADDITIVA, CIOE

p(s+1) < p(s) + p(t) (61)

PER OGNI s,t € [0,+00). QUESTO SI
PUO DIMOSTRARE FISSANDO ¢ € [0, +00)
ED OSSERVANDO CHE LA (61) VALE EVI-
DENTEMENTE PER s = (0. SI HA, INOL-
TRE,

plls+1) <p'(s)
PER CONCAVITA, DUNQUE LA (61) VALE
PER OGNI s € [0, 400).

CHI CI HA PENSATO?

L’IDEA DI DEFINIRE UNA METRICA
PROCEDENDO IN QUESTO MODO E AT-
TRIBUITA A M. FRECHET (1906) DA B.
SIMON NELLE NOTE STORICHE NEL VO-
LUME 1 DI REAL ANALYSIS (PARAGRA-
FO 6.1).

QUAL E LA NORMA DI C°R)?

OSSERVIAMO CHE LA PALLA DI RAGGIO
3 RISPETTO ALLA METRICA ANZIDET-
TA, CENTRATA NELLA FUNZIONE NULLA,
COINCIDE CON L'INTERO SPAZIO C°(R)
IN QUANTO

+00 1
> i =3

h=—o¢
NE SEGUE CHE TALE METRICA NON DI-
SCENDE DA UNA NORMA: ALTRIMENTI,
PRESA UNA f € C°(R) NON IDENTICA-
MENTE NULLA, SI AVREBBE d(kf,0) =
\kf|l = k|| f|| = +o0 PER k& — +o0.
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CONFRONTIAMO LA METRICA
DI C°(R) CON LA TOPOLOGIA

LE PALLE By(f) NELLA METRICA AP-
PENA DEFINITA SU C°(R) COSTITUISCO-
NO UNA BASE DI INTORNI PER UNA TO-
POLOGIA: VOGLIAMO VERIFICARE CHE
SI TRATTA DELLA STESSA TOPOLOGIA
CHE AVEVAMO GIA INTRODOTTO PRIMA.

CIO E INTERESSANTE ANCHE PERCHE
LA DISTANZA d(f,0) TIENE CONTO DEI
VALORI DI f(z) PER OGNI x, MENTRE LA
RELAZIONE f € Uy, Vi,, U}y DIPENDE
SOLO DAI VALORI DI f IN UN COMPAT-
TO OPPORTUNO.

PRIMA PARTE: VERIFICHIAMO CHE
LA PALLA B4(0) E UNIONE DI OPPORTU-
NI INTORNI UL : PER VEDERLO, PREN-
DIAMO f € B4(0) E PROCEDIAMO A DE-
TERMINARE U5, C B,(0) IN MODO TALE
CHE f € Uy

SE s > 3 st HA B,(0) = C°(R), QUIN-
DI BASTA PRENDERE UN UL, QUALUN-
QUE.

CONSIDERIAMO ALLORA UN s € (0,
3) E FISSIAMO UNA f € B(0). Co-
STRUIREMO UL, PROCEDENDO IN DUE
PASSI: TAGLIO DELLE CODE, E PICCOLO
SUPERAMENTO DELLE sp,(f).

PRIMO PASSO: OSSERVIAMO CHE LA
SOMMA

—ho—1 1 ho—1 1 Sh(f) +o00 1
2T 2 T Ty T 2

h:foo hifho h:ho

TENDE A d(f,0) <7 QUANDO hy — +00.
PERCIO, PER IL TEOREMA DELLA PER-
MANENZA DEL SEGNO, ESISTE hg € Z7

TALE CHE
—ho—1 ho—1
S S
= 21h] et 20011+ s5(f)
+00 1
+Y <
h=hy

SECONDO PASSO: FERME RESTANDO
LE CODE, E CIOE LA PRIMA E LA TERZA
SOMMATORIA, ANDIAMO A PRENDERE n

= 2hg, Z ={—hg,...,ho — 1} E 1 RAG-
GI 7r1,...,7, TALI CHE, DA UN LATO, SI
ABBIA

Thiho+1 > Sn(f) (62)
PER h = —hg,...,hg—1, E TALI DA AVE-

RE, D’ALTRO LATO,

—ho—1 1 ho—1 1 .
h+ho+1

—+
Z il Z 2[hl 1+ byt

h=—00 h=—hg

+00 1
+ Z % <T.
h=hg

I NUMERO n, L'INSIEME Z E LA EN-
NUPLA R = (ry,...,7,) INDIVIDUANO
UN INTORNO UL, CHE: E INCLUSO IN
B,(0) PER LA DISUGUAGLIANZA PRECE-
DENTE, E CONTIENE f PERCHE I RAGGI
T1,...,Tn, SODDISFANO LE (62).

DUNQUE LE PALLE B,(0) SONO APERTE
NELLA TOPOLOGIA CHE AVEVAMO IN-
TRODOTTO INIZIALMENTE.

VICEVERSA: VERIFICHIAMO CHE PER
OGNI APERTO U DI TALE TOPOLOGIA,
E PER OGNI f € U, ESISTE UNA PALLA
By(f) cU.

ESSENDO B,(f) = f + B,(0), c10
EQUIVALE A TROVARE

Bs(0)cU — f.
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PER COME E STATA COSTRUITA LA TO-
POLOGIA DI C°(R), LINSIEME U — f B
ANCORA UN APERTO. INOLTRE, POICHE
f € U, ESSO CONTIENE LA FUNZIONE
IDENTICAMENTE NULLA.

E ALLORA E SUFFICIENTE DIMOSTRARE
CHE OGNI INTORNO U,,, CONTIENE UNA
PALLA B4(0) CON s OPPORTUNO.

NOTIAMO INNANZITUTTO CHE SE By(0)
E UNA PALLA QUALUNQUE, ALLORA PER
OGNI f € B,(0) ED OGNI h € Z SI HA

sn(f)
1+ Sh(f)

PERCIO, SE ABBIAMO UN U,,, E VOGLIA-
MO TROVARE B;(0) C U,,, BASTA SCE-
GLIERE s IN MODO TALE CHE I PRODOT-
T1 2" s, E DI CONSEGUENZA ANCHE LE
sn(f) QuANDO f € B4(0), SIANO PIC-

<20y < 2Ms.  (63)

COLI PER OGNI h = —n,...,n — 1: AB-
BASTANZA PICCOLI DA OTTENERE, PER
LA (60)

max [fl= max {|flleogn nn)

= max sp(f) <r. (64)

h=—n,....n—1

CI10 MOSTRA CHE B(0) C U, COME SI
VOLEVA.

DETTAGLI: POSTO p(s) = s/(1+s) PER
s € [0,400), LA (63) IMPLICA CHE

p(sn(f)) <2"s

PER OGNI h = —n,...,n — 1. INOLTRE,
POICHE p(s) E STRETTAMENTE CRE-
SCENTE, LA (64) EQUIVALE A

p(sn(f)) < p(r)

PER h = —n,...,n — 1: QUINDI, PER
SODDISFARE LA (64), BASTA PRENDERE
p(r)
5 < o
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SUPPORTO DI UNA DISTRIBU-
ZIONE

SI RAMMENTI CHE NON HA SENSO
PARLARE DI VALORE DI UNA DISTRIBU-
ZIONE IN UN PUNTO z € R, PERCHE LE
DISTRIBUZIONI NON SONO FUNZIONI DI
UNA VARIABILE REALE.

SI PUO DIRE, TUTTAVIA, CHE UNA
DISTRIBUZIONE 7" E NULLA IN UN IN-
TERVALLO (a,b), O, PIU IN GENERALE,
IN UN SOTTOINSIEME APERTO ) C R,
SE RISULTA

T(p) =0

OGNIQUALVOLTA IL SUPPORTO DI ¢ E
INCLUSO IN ).

L’UNIONE DI TUTTI GLI APERTI {2
NEI QUALI UNA DISTRIBUZIONE DATA T'
E NULLA E ANCORA UN APERTO, PER
RAGIONI TOPOLOGICHE.

ESSO E IL PIU GRANDE APERTO IN
CcUl T E NULLA (VEDERE APPRESSO).

IL. COMPLEMENTARE DI TALE APER-
TO SI DICE SUPPORTO DELLA DISTRIBU-
ZIONE T'.

ESEMPIO 1: IL SUPPORTO DELLA DI-
STRIBUZIONE 4§ DI DIRAC E COSTITUITO
DA UN SOLO PUNTO, L’ORIGINE. SI HA,
CIOE,

suppd = {0}.
INFATTI, SE PRENDIAMO UNA ¢ € D TA-
LE CHE supp ¢ C (—o0, 0)U(0, +00), RI-
SULTA
() = ¢(0) = 0.

DUNQUE L'INSIEME (—o0, 0) U (0, +00)
E IL PIU GRANDE APERTO IN CUI LA DI-
STRIBUZIONE & SI ANNULLA, ED IL SUO
COMPLEMENTARE E L'INSIEME {0 }.

ESEMPIO 2: IL SUPPORTO DELLA DI-
STRIBUZIONE ¢', DERIVATA DELLA ¢ DI
DIRAC, E COSTITUITO DA UN SOLO PUN-
TO, L'ORIGINE. SI HA, CIOE,

suppd ={0}.

INFATTI, SE PRENDIAMO UNA ¢ € D TA-
LE CHE supp ¢ C (—o0o, 0)U(0, +00), RI-
SULTA ¢(z) = 0 IN TUTTO UN INTORNO
DELL’ORIGINE, E PERCIO

!/ /

0'(p) = =¢'(0) = 0.
DUNQUE L'INSIEME (—00, 0) U (0, +00)
E IL PIU GRANDE APERTO IN CUI LA DI-
STRIBUZIONE ¢’ SI ANNULLA, ED IL SUO
COMPLEMENTARE E L'INSIEME {0 }.

ESEMPIO 3: IL SUPPORTO DELLA DI-
STRIBUZIONE REGOLARE T, ASSOCIA-
TA ALLA FUNZIONE A GRADINO DI HEA-
VISIDE H(x), E L'INTERVALLO [0, +00).

INFATTI SI VEDE SUBITO CHE, SE
supp ¢ C (—00,0), ALLORA Tx(p) =

400 400
H@w@m:/ o) dz =0,
—00 0
DUNQUE Ty SI ANNULLA SU (0, +00).

D’ALTRA PARTE, SUPPONIAMO PER
ASSURDO CHE T SI ANNULLI SU DI UN
APERTO A PIU GRANDE: SE COSI FOS-
SE, SI AVREBBE AN (0, +00) # 0.

MA ALLORA, PRESO zy € AN(0, +00)
E r € (0,29) TALE CHE (zg—7, 2o+ 71) C
A, E POSTO ¢ = (*="™), DOVE ¢ E LA

FUNZIONE A CAMPANA (2), SOSTITUEN-
— =0 —
DO y = *—*¢ SI TROVEREBBE Tp(p) =

+00 +00

Y= de =7 Y(y) dy > 0,

CONTRO L’IPOTESI CHE Ty SI ANNULLI
su A.
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INTRODUZIONE ALLE PARTI-
7ZIONI DELL’UNITA

IL FATTO CHE L’UNIONE DI TUTTI
GLI APERTI SUI QUALI UNA DISTRIBU-
ZIONE DATA T SI ANNULLA SIA ANCORA
UN APERTO, CHE INDICHEREMO CON (),
E UNA PROPRIETA TOPOLOGICA.

INVECE IL FATTO CHE T SI ANNUL-
LI ANCHE SU )y SI PUO DIMOSTRARE
UTILIZZANDO LA TECNICA DELLA PAR-
TIZIONE DELL'UNITA, CUI SPESSO SI RI-
CORRE PER TRARSI D'IMPACCIO IN VA-
RIE DIMOSTRAZIONI, BEN AL DI LA DEL-
LA TEORIA DELLE DISTRIBUZIONI.

IN QUESTA SEDE, PER SEMPLICITA,
CI LIMITIAMO A CONSIDERARE DUE CA-
SI PARTICOLARI.

1. SE LA DISTRIBUZIONE T SI AN-
NULLA SU DUE APERTI DISGIUNTI ()
E {9, ALLORA SI ANNULLA ANCHE SUL-
L’APERTO €2 = €)1 U Q).

C10 SI VERIFICA FACILMENTE PERCHE
SE supp ¢ C €0, ALLORA LE RESTRIZIONI
01 = ¢lo, E @2 = ¢|ln, SONO ANCORA
FUNZIONI TEST.

INOLTRE RISULTA suppy; C ; PER
i=1,2, B

p(r) = p1(z) + p2(x)
PER OGNI z € R.

PoIcHE PER 1POTESI T(¢1), T(p3) =
0, NE SEGUE

T(p) = T(p1) +T(p2)
=0

IL. CHE PROVA L’ASSERTO.

2. SE LA DISTRIBUZIONE 71" SI AN-
NULLA SU DUE INTERVALLI APERTI E LI-
MITATI §; = (a;,b;), i = 1,2, PARZIAL-
MENTE SOVRAPPOSTI NEL SENSO CHE

a < as < by < by

POSSIAMO COSTRUIRE UNA PARTIZIONE
DELL’UNITA COME SEGUE.

CONSIDERIAMO I MOLLIFICATORI p,(x)
= %4)(nx), DOVE 1)(x) E LA CONSUETA
FUNZIONE A CAMPANA (2), E LA CO-
STANTE ¢ E DETERMINATA IN MODO TA-
LE CHE

![fm}m@gdx::1 (65)

(VEDERE L’ESERCIZIO (B) DELLA SERIE
[003]).

LA FUNZIONE 7),(x), DATA DA

x
mia) = [ outt)d
E DI CLASSE C*(R), VALE 0 PER = <
—1, VALE 1 PER # > 1, ED ASSUME VA-
LORI COMPRESI NELL'INTERVALLO [0, 1].

DI CONSEGUENZA, LA FUNZIONE (,(x)
= 1—1n,(z) E DI CLASSE C*°(R), VALE
0 PER z > &, VALE 1 PER < —%, ED
ASSUME VALORI COMPRESI NELL'INTER-

VALLO [0, 1].

DALLA DEFINIZIONE DISCENDE IMME-
DIATAMENTE CHE

() + Ca(2) =1

PER OGNI z € R.
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COMBINANDO TRA LORO FUNZIONI
DEL TIPO DI ), E (;,, OPPORTUNAMENTE
TRASLATE, SI DEFINISCE UNA FUNZIONE
TEST 97 TALE CHE:

suppth = a1 + =, by — 1];

V1(z) =1 PER z € [a1 + 2, by — 2];
v1(x) € [0,1] PER OGNI z € R.
SIMILMENTE, SI DEFINISCE UNA FUN-

ZIONE TEST 19 TALE CHE
supp ¥y = [by — 2, by — 1J;
Us(z) =1 PER z € by — =, by — 3];

Us(x) € [0,1] PER OGNI = € R.
INOLTRE, SI FA IN MODO CHE
191(1’) + 192(33) =1 (66)

PER OGNI z € [a1+2, by—2]. IN QUESTO
MODO L’UNITA AL SECONDO MEMBRO E
“RIPARTITA” FRA LE FUNZIONI ¥4 E ts.

LA TECNICA DELLA PARTIZIONE DEL-
L’UNITA, NELLA SUA PIENA GENERA-
LITA, SI PUO APPLICARE AL CASO IN
CUI GLI APERTI CONSIDERATI SONO IN-
FINITI.

LA TECNICA SI APPLICA, INOLTRE,
AD APERTI DI RY coN N EVENTUAL-
MENTE MAGGIORE DI 1.

IN QUESTA SEDE CONSIDERIAMO IL
PRESENTE CASO, DEL TUTTO PARTICO-
LARE, A FINI PURAMENTE INDICATIVI.

APPLICHIAMO LA PARTIZIONE DEL-
L'UNITA (66).

CONSIDERIAMO UNA QUALUNQUE FUN-
ZIONE TEST (o TALE CHE

suppe C Q1 U,
(alabQ)v

E PRENDIAMO n TALE CHE
3 phy—3
supp @ C (ay + =, by — 2).

MOLTIPLICANDO LA (66) PER ¢(z) OT-
TENIAMO

p(z) = (z) i(z) + p(x) do(z)  (67)
PER OGNI z € R.

OSSERVIAMO CHE IL PRODOTTO ()
= @(z)¥1(r) E UNA FUNZIONE TEST
SUPPORTATA IN (aq,by).

INOLTRE, PRENDENDO 7n TALE CHE
by — 32 > ay, IL PRODOTTO ¢o(z) =

¢(x)¥2(x) E UNA FUNZIONE TEST SUP-
PORTATA IN (ag, b).

QUINDI, POICHE LA DISTRIBUZIO-
NE 7' ST ANNULLA SU TALI INTERVALLI,
DALLA (67) SI DEDUCE

T(p) = T(p1)+T(p2)
= 0.

ESSENDO ¢ ARBITRARIA, SI CONCLUDE
CHE 7' ST ANNULLA ANCHE SULL’UNIONE
Q=0+ Q.
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CONTINUITA PER SUCCESSIONTI

SI DIMOSTRA FACILMENTE CHE SE
UN’APPLICAZIONE T: D — R E CONTI-
NUA RISPETTO ALLA TOPOLOGIA DELLO
SPAZIO D DELLE FUNZIONI TEST, ALLO-
RA E CONTINUA PER SUCCESSIONI.

IN QUESTO PARAGRAFO VOGLIAMO
DIMOSTRARE CHE SE L’APPLICAZIONE T
E LINEARE, E CONTINUA PER SUCCES-
SIONI, ALLORA E CONTINUA RISPETTO
ALLA TOPOLOGIA DI D.

PRIMA PARTE

DIMOSTRIAMO CHE LA CONTINUITA
PER SUCCESSIONI IMPLICA UNA PRO-
PRIETA DI LIMITATEZZA LOCALE:

SE T E CONTINUA PER SUCCESSIONI,
ALLORA PER OGNI INTERVALLO CHIUSO
E LIMITATO [a,b] ESISTONO ALMENO UN
ORDINE DI DERIVAZIONE h € N ED UNA
COSTANTE M)}, TALI CHE RISULTI

T ()| < M, (68)

PER OGNI ¢ € D CON suppy C [a,b] E
TALE CHE

lellen(am < 1. (69)

IL RISULTATO MOSTRA CHE I VALORI DI
T(p) NON POSSONO ESSERE RESI AR-
BITRARIAMENTE GRANDI PUR POTENDO
SCEGLIERE GRANDI A PIACERE LE DERI-
VATE DI ¢ DI ORDINE SUPERIORE AD h.

PER LA LINEARITA DI 7T, POSSIAMO
ANCHE RIFORMULARE LA (68) DICENDO
CHE ESISTONO UN ORDINE DI DERIVA-
ZIONE h € N E UN RAGGIO p; TALI CHE
T(p)| < 1 PER OGNI ¢ € D SODDISFA-

CENTE supp ¢ C [a,b] E [[¢f|cn(ap) < pn-

ESSENDO T'(—¢) = —=T(p), PER VE-
RIFICARE LA (68) SUPPONIAMO PER AS-
SURDO CHE PER OGNI h € N ESISTA UNA
FUNZIONE ¢, € D TALE CHE supp ¢, C

[a, b, l[@nllen(ap) <1 B T(@n) > he

Posto ¢, = ¢n/h PER h > 0 IL
SUPPORTO NON CAMBIA, E ABBIAMO

lenllen(an) < % E T(pp) > 1.

DUNQUE PER OGNI ¢ € (0,+00) ED
OGNI INTERO h > % RISULTA [|¢p|cn(fas)
< &, OLTRE A supp ¢y, C [a,b].

D
MA ALLORA ¢, — 0 SEBBENE T'(¢p)
> 1, IL CHE E IN CONTRASTO CON LA
CONTINUITA PER SUCCESSIONI.

PERTANTO DEVONO ESISTERE UN ORDI-
NE DI DERIVAZIONE h ED UNA COSTAN-
TE M} SODDISFACENTI LA (68).

SECONDA PARTE

SE T E LOCALMENTE LIMITATA NEL
SENSO DELLA (68), ALLORA E CONTI-
NUA.

PER DIMOSTRARLO, USEREMO UN’IDEA
CHE SI TROVA IN SCHWARTZ, THEORIE
DES DISTRIBUTIONS, CAPITOLO III, §1.

CI SERVE UNA PARTIZIONE DELL’U-
NITA: PER OGNI z € 7Z FISSIAMO UNA
¥, € D NON NEGATIVA IN MODO TALE
CHE supp?d, C [z —1, z+ 1] E

D Uu(x) =1 (70)

Z2=—00

PER OGNI z € R. E POSSIBILE SCEGLIE-
RE OPPORTUNAMENTE ¥y E POI PREN-
DERE U,(x) = vYo(x — z): VEDERE A
PAG. D73.
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NOTARE CHE PER OGNI x FISSATO
LA SOMMA IN (70) AMMETTE ALMENO
UNO, E AL MASSIMO DUE TERMINI NON
NULLI, DUNQUE E UNA SERIE BANALE.

MOLTIPLICANDO LA (70) PER UNA
QUALUNQUE ¢ € D SI OTTIENE LA RAP-
PRESENTAZIONE

pla) =Y plx)d.(a).

Z=—00

CONVERRA PERO SCRIVERE:

1 X1
szg_z_:ﬁ@z (71)

DOVE LE ¢, SONO DATE DA

po(x) =293 p(2)0.(x)  (72)

E OVVIAMENTE supp ¢, C [z — 1, z + 1].
LA SCELTA DEI COEFFICIENTI, IN PARTE
ARBITRARIA, E DOVUTA AL FATTO CHE

+
1 «— 1
tDIE-
3 217l
Z=—00
ESSENDO IL SUPPORTO DI ¢ LIMITATO,
ANCHE LA SOMMA IN (71), INTESA CO-
ME SOMMA DI FUNZIONI, RIGUARDA SO-
LO UN NUMERO FINITO DI TERMINI.

QUINDI, PER LA LINEARITA DI T, SI
PUO SCRIVERE

To=g 3 galle) (1)

ANCORA PER LA LINEARITA DI T E SUF-
FICIENTE, AL FINE DI DIMOSTRARNE LA
CONTINUITA, VERIFICARE CHE LA CON-
TROIMMAGINE T 1((=1,1)) = {p € D :
T(p)| < 1} CONTIENE ALMENO UN IN-
TORNO U}, OPPORTUNO.

A TAL FINE, VISTA LA (73), E SUFFI-
CIENTE TROVARE UN INTORNO U}, TA-
LE CHE, PER OGNI ¢ € Uy, E INDICATE
CON ¢, LE FUNZIONI NELLA (72), RI-
SULTI |T'(¢.)| <1 PER OGNI z.

SULL'INTERVALLO |a,,b,] = [z—1, 2+
1], PER LA (68) ESISTONO UN ORDINE DI
DERIVAZIONE h, ED UN RAGGIO p, TALI
CHE |T(¢.)] <1 A CONDIZIONE CHE

o2 lleons (a1, 2417) < Pz (74)

A SUA VOLTA, LA NORMA DI ¢, IN
C":([z — 1, z + 1]) SI PUO RENDERE PIU
PICCOLA DI p, RENDENDO OPPORTU-
NAMENTE PICCOLE LE NORME DI ¢ IN
Ch([z — 1, z]) ED IN C"([z, z + 1]).

IN ALTRI TERMINI, ESISTONO pi, E
p2. TALI CHE SE

HSDHC}LZ([Z*LZ]) < P12 (75)
lollons (12, 2417 < 2.2 (76)

ALLORA LA (74) E SODDISFATTA. SCRI-
VENDO z + 1 AL POSTO DI z, LA (75)
DIVENTA

ng|‘chz+l([27z+1]) < P1,z+1-

PER SODDISFARE QUESTA E LA (76),
BASTA PRENDERE

k(z) = max{ h,, h.y1 },
r(z) = min{ p1.41, p2.: }-

CON LE SUDDETTE FUNZIONI k ED r
RESTA DEFINITO UN INTORNO U}, TA-
LE CHE |T(¢)| < 1 PER OGNI ¢ € Uy,
DUNQUE T E CONTINUA, COME VOLE-
VASI DIMOSTRARE.
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GLI INSIEMI LIMITATI IN D

PUR NON ESSENDO LO SPAZIO D ME-
TRIZZABILE, POSSIAMO INTRODURRE LA
NOZIONE DI LIMITATEZZA PROCEDENDO
COME SEGUE.

UN SOTTOINSIEME X C D SI DICE
LIMITATO SE ESISTONO UN INTERVALLO
[a,b] ED UNA SUCCESSIONE DI COSTANTI
C,, TALI CHE PER OGNI 9 € X ED OGNI
n € N SI ABBIA

supp ¢ C [a, b]; (77)
Y]l enfap) < Chn. (78)

E INTERESSANTE OSSERVARE CHE GLI
INTORNI U}, DELLA FUNZIONE NULLA,
INTRODOTTI A PAG. D12, NON SONO LI-
MITATTI.

INFATTI, FISSATE LE FUNZIONI k(2) E
r(z), 1 SUPPORTI DELLE FUNZIONI ¢ €
U, POSSONO TROVARSI IN QUALUNQUE
POSIZIONE SULLA RETTA E PERCIO NON
E SODDISFATTA LA PRIMA DELLE DUE
CONDIZIONI SOPRA INDICATE.

LA LIMITATEZZA DELLE DISTRI-
BUZIONI

DALLA (68) POSSIAMO DEDURRE CHE
LE DISTRIBUZIONI SONO LIMITATE SUI
SOTTOINSIEMI LIMITATI DI D.

PER VEDERLO, INDICHIAMO CON X
UN SOTTOINSIEME LIMITATO DI D. AL-
LORA TUTTE LE ¥ € X SODDISFANO LE
(77)-(78) SU DI UN PARTICOLARE IN-
TERVALLO |[a, b].

D’ALTRO CANTO SAPPIAMO CHE SU
TALE INTERVALLO ESISTONO UN ORDI-
NE DI DERIVAZIONE h ED UNA COSTAN-
TE M), PER CUI VALE LA (68).

PERO, PER POTER UTILIZZARE LA (68),
DOBBIAMO INDIVIDUARE UN INSIEME Y
I CUI ELEMENTI ¢ SODDISFINO LA (69).

A TAL FINE SCEGLIAMO n = h NEL-
LA (78) E VEDIAMO CHE |[[¢||cnjqy < Ch
PER OGNI ¥ € X.

SE (} = 0, VUOL DIRE CHE L’IN-
SIEME X CONTIENE SOLO LA FUNZIONE
NULLA, NEL QUAL CASO 7' E OVVIAMEN-
TE LIMITATA.

ALTRIMENTI CONVIENE DEFINIRE Y =
X/C, ={peD:Crp € X} ED EC-
CO CHE LA (69) VALE PER OGNI p € Y,
DUNQUE VALE ANCHE LA (68).

ESSENDO T' LINEARE, PER OGNI ) €
X POSSIAMO PORRE ¢ = ¢/C}, E SIC-
COME ¢ € Y, PER LA (68) ABBIAMO

T = Cr[T(p)| < Ch My,

DUNQUE T E LIMITATA SU X, COME VO-
LEVASI DIMOSTRARE
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ORDINE DI UNA DISTRIBUZIONE

SAPPIAMO CHE LA DISUGUAGLIAN-
ZA (68) VALE PER TUTTE LE DISTRIBU-
ZIONI.

TUTTAVIA GLI ORDINI DI DERIVAZIO-
NE h, E LE RISPETTIVE COSTANTI M,
NELLA (68), IN GENERALE DIPENDONO
DALL'INTERVALLO [a,b] CONSIDERATO.

PER ALCUNE PARTICOLARI DISTRI-
BUZIONI, ESISTE UN ORDINE DI DERIVA-
ZIONE h TALE CHE COMUNQUE SI PREN-
DA [a,b] C R ESISTE UNA COSTANTE
M,y TALE CHE

T ()| < Mgy (79)

PER OGNI ¢ € D SODDISFACENTE supp
C la, 0] E |lellonap) < 1.

IN ALTRI TERMINI, LA COSTANTE M[a,b]
DIPENDE DALL’INTERVALLO, MA L’ORDI-
NE DI DERIVAZIONE NO.

QUANDO CIO ACCADE, IL PIU PICCO-
LO VALORE DI h AVENTE LA SUDDET-
TA PROPRIETA SI DICE ORDINE DELLA
DISTRIBUZIONE. (QUANDO INVECE NON
ESISTE NESSUN h SIFFATTO, SI DICE CHE
LA DISTRIBUZIONE HA ORDINE INFINI-
TO.

EsEmMPIO. LA § DI DIRAC HA OR-
DINE h = 0: INFATTI SE [l¢|lcor) < 1
ABBIAMO CHE

0()] = [e(0)] <1,

E PERCIO LA (79) VALE CON M, ; = 1.
IN QUESTO ESEMPIO, INOLTRE, IL VALO-
RE DI M|,;; E INDIPENDENTE DA |[a,b].
OVVIAMENTE, SE 0 & (a,b), SI PUO AN-
CHE PRENDERE M, ; = 0.

ESEMPIO. LE DISTRIBUZIONI REGO-
LARI Ty, CHE SONO RAPPRESENTATE DA
FUNZIONI f € L .(R), HANNO ORDINE
h = 0. INFATTI, SE supp ¢ C [a,b] SI HA

Tyl < [ @)oo

< £z apyy lelleogas)-

DUNQUE LA (79) E SODDISFATTA DA
T = Tf CON h=0E M[a,b] = HfHLl((a,b))'

SE, IN PARTICOLARE, ABBIAMO f
€ L'(R), POSSIAMO PRENDERE M,y
= || f|lz1r) INDIPENDENTEMENTE DAL-
L'INTERVALLO [a,b], MA QUESTO NON E
POSSIBILE PER TUTTE LE DISTRIBUZIO-
NI REGOLARI.

PER VEDERLO, CONSIDERIAMO f(x)
= e” E FISSIAMO A PIACERE UN VALO-
RE DI h € N. POsTO A, = [|¢b[|cn(w) > 0,
DOVE ¢ E LA CONSUETA FUNZIONE A
CAMPANA, LE FUNZIONI TEST @,(x) =
V(2 — n)/A, SODDISFANO |[|@,||cnm) = 1
PER OGNI n € N, E TUTTAVIA

n+1
T (pn) = / e’ Spn(x) dx

-1

n+1
n—1 " - c n—1
> e op(x)der = —ce
n—1 Ah

ESSENDO ¢ > 0 LA COSTANTE IN (37).
QUINDI T=(p,) — +00 PER N — 400
E LA (79) NON PUO VALERE CON UNA
COSTANTE INDIPENDENTE DA [a, b].

ESEMPIO. LA DISTRIBUZIONE 7' SOMMA
DELLA SERIE (33) HA ORDINE h =0, E
SODDISFA LA (79) CON Mj,;) = NUME-
RO DI ELEMENTI DELL’INSIEME (a, b)NN.

ESEMPIO. LA DISTRIBUZIONE 7' SOMMA
DELLA SERIE (34) HA ORDINE INFINITO.
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IL VALORE PRINCIPALE DI %

LA FUNZIONE f(z) = 2 NON E LOCAL-

MENTE SOMMABILE, QUINDI NON INDI-
VIDUA UNA DISTRIBUZIONE NELLA MA-
NIERA CONSUETA. INFATTI L'INTEGRA-

LE
+o0
/ (@) Ldo

oo

NON HA SENSO, IN GENERALE, O, COME
SI SUOL DIRE, “NON CONVERGE”.

LA FUNZIONE F(x) = log|x|, INVECE, E
LOCALMENTE SOMMABILE, DUNQUE DE-
FINISCE UNA DISTRIBUZIONE, CHE INDI-
CHEREMO CON TF:

1e(e) = | " () log o] do.

0.9]

TUTTE LE DISTRIBUZIONI SONO DERI-
VABILI. ESISTE DUNQUE LA DISTRIBU-
ZIONE (TF)’, CHE INFATTI E DATA DA

+00

(Te) () == [ ¢'(a) log ol du.
— 00

LA DISTRIBUZIONE (T)" SI DICE “VALO-

RE PRINCIPALE” DI % E SI INDICA CON

vp 1. VERIFICHIAMO CHE

(vp ) () =

—& 400
lim (/ o) Lde +/ o(x) %dx)
e—0T oo c

SI NOTI CHE CIASCUNO DEI DUE PRECE-
DENTI INTEGRALI, PRESO DA SOLO, PUO
BENISSIMO TENDERE A +00 O A —0Q.

LA LORO SOMMA, TUTTAVIA, TENDE
AD UN VALORE FINITO QUANDO ¢ — 0.

PER VERIFICARLO, FISSIAMO INNAN-
ZITUTTO UN INTERVALLO LIMITATO (a,
b) CONTENENTE SIA L’ORIGINE CHE IL
SUPPORTO DI .

INTEGRANDO PER PARTI, TROVIAMO

/_;w(w)%dl‘

— (<) loge — / J(2) log |z| dz

E SIMILMENTE
“+00
1
/ 90(95) > dx
13

b
= —p(e) loge —/ ¢'(z) log |z| dz.

SOMMANDO TERMINE A TERMINE LE
DUE UGUAGLIANZE, SIAMO CONDOTTI
A STUDIARE IL LIMITE

lim (p(¢) — p(—¢)) loge.

e—0*

CIO PUO FARSI AGEVOLMENTE, SCRI-
VENDO

(p(e) = (=€) loge

PO+ O =),
2¢e '

PER LA DEFINIZIONE DELLA DERIVATA,
LA FRAZIONE TENDE A ¢'(0), ED E NO-
TO CHE IL PRODOTTO ¢ log ¢ TENDE A 0.

RESTA DUNQUE DA CONSIDERARE
SOLTANTO LA SOMMA DEGLI INTEGRALI

- [ e toglalds

b
—/ ¢'(x) log |z| dz,
9
LA QUALE TENDE ALL'INTEGRALE
b
—/ ¢'(z) log |z| d.
a

ESSENDO supp¢ C (a,b), LA VERIFICA
PUO CONSIDERARSI CONCLUSA.
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APPLICAZIONE LINEARE E DI-
SCONTINUA SULLO SPAZIO D

SI DICONO “DISTRIBUZIONI DI SCHWAR-
TZ” LE APPLICAZIONI LINEARI E CON-
TINUE AVENTI PER DOMINIO LO SPAZIO
VETTORIALE-TOPOLOGICO D.

PER CURIOSITA, DEFINIAMO UN’AP-
PLICAZIONE LINEARE L: D — R DI-
SCONTINUA NEL PUNTO % € D, ES-
SENDO ), AD ESEMPIO, LA CONSUETA
FUNZIONE A CAMPANA.

OSSERVIAMO CHE LA SUCCESSIONE
Un(z) = (z — 1) CONVERGE A ¢ IN
D. CIO SEGUE DALL'UNIFORME CON-
TINUITA DI ¢ E DELLE SUE DERIVATE.

INOLTRE LE FUNZIONI %), E LA FUN-
ZIONE 1) SONO LINEARMENTE INDIPEN-
DENTI.

CONSIDERIAMO ALLORA DELLE AL-
TRE FUNZIONI TEST ¢,, DOVE s E UN
PARAMETRO CHE VARIA IN UN OPPOR-
TUNO INSIEME S, IN MODO TALE CHE
LE 9, LA ¥ E LE (o, FORMINO UNA BA-
SE DELLO SPAZIO D.

II. PASSAGGIO PRECEDENTE E DET-
TO “NON COSTRUTTIVO”.

SI E SOLITI COMPIERE TALE PASSAG-
GIO INVOCANDO IL LEMMA DI ZORN, @)
L’ASSIOMA DELLA SCELTA, O PRINCIPI
ANALOGHI.

A QUESTO PUNTO POSSIAMO DEFI-
NIRE: L(¢) = 1; L(¢,) = 0 PER OGNI
n>0, E L(ps) =0 PER OGNI s € S.

LA DEFINIZIONE DELL’APPLICAZIONE
L SI ESTENDE, PER LINEARITA, A TUT-
TO LO SPAZIO D.

INFATTI, PER OGNI FUNZIONE TEST
@ € D ESISTONO SCALARI A, A\, E g, DI
CUI SOLO UN NUMERO FINITO DIVERSI
DA ZERO, TALI CHE

p@) = Ap(x) + Y Authn(x)

+ Zﬂs ()08(37>‘

MEDIANTE TALI SCALARI SI DEFINISCE
L(p) PER OGNI ¢ € D, PONENDO

Lg) = A.

L’APPLICAZIONE L E LINEARE PER DE-
FINIZIONE.

INOLTRE L E DISCONTINUA NEL PUN-
TO 19 € D PERCHE 1, 2, 1, MA ES-
SENDO L(¢) =1 E L(1,) = 0 PER OGNI
n >0, ST HA

Tim L(t) = 0# L),

DUNQUE L’APPLICAZIONE L NON E UNA
DISTRIBUZIONE: L & D'.
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DISTRIBUZIONI BASATE SU DI
UN APERTO QC RN, N >1

LE DISTRIBUZIONI DI SCHWARTZ, COSI
COME SONO STATE PRESENTATE NELLE
PAGINE PRECEDENTI, ESTENDONO LA
CLASSE L. (R) E CONSENTONO MOLTE

loc

NOTEVOLI APPLICAZIONI.

PER RAPPRESENTARE LA DENSITA MA-
TERIALE DI UNA DISTRIBUZIONE PUNTI-
FORME DI MASSA NELLO SPAZIO, E PER
ESTENDERE LA CLASSE L. (RY) DELLE
FUNZIONI (LOCALMENTE SOMMABILI) DI
N VARIABILI REALI, CON N > 1, SI PRO-
CEDE COME SEGUE.

FISSATO UN APERTO © C R™ (EVEN-
TUALMENTE Q = RY), INDICHIAMO
CON D({2) LO SPAZIO DELLE FUNZIONI
DI CLASSE C°°(RY) IL CUI SUPPORTO E
LIMITATO E INCLUSO IN ).

SI DICE CHE UNA SUCCESSIONE DI
FUNZIONI ¢, € D({2) CONVERGE AD
UNA FUNZIONE ¢ € D(f2) SE:

1. ESISTE UN OPPORTUNO INSIEME LI-
MITATO, CHIUSO E INCLUSO IN §), CHE
CONTIENE supp ¢, PER OGNI n;

2. LE FUNZIONI ¢,, CONVERGONO ALLA
FUNZIONE ¢ UNIFORMEMENTE IN RY;

3. CIASCUNA DELLE DERIVATE PAR-
ZIALI DELLA FUNZIONE ¢,, DI QUALUN-
QUE ORDINE ESSA SIA, CONVERGE ALLA
CORRISPONDENTE DERIVATA PARZIALE
DELLA FUNZIONE (o UNIFORMEMENTE IN
RV,

SI DENOTA CON D'(2) LO SPAZIO
DELLE APPLICAZIONI T: D — R, LI-
NEARI, E CONTINUE RISPETTO ALLA
SUDDETTA NOZIONE DI CONVERGENZA.

FUNZIONI NON SVILUPPABILI
IN SERIE DI TAYLOR

LA CONSUETA FUNZIONE A CAMPA-
NA t(z), DATA DA
e T SExC (—1,1);
0 SE x € R\ (—1,1),

CI PERMETTE DI FARE UN’OSSERVAZIO-
NE INTERESSANTE.

U(x) =

SAPPIAMO CHE ¢ € C*(R), E CHE
PER OGNI k € N s1 Ha ¢®(£1) = 0
(ESERCIZIO 4(b) DELLA SERIE [001]).

DUNQUE LA SERIE DI TAYLOR ASSO-
CIATA ALLA FUNZIONE %¢(x) ED AVENTE
COME PUNTO BASE IL PUNTO xp = 1, E
LA SERIE BANALE

400
>0
k=0
PERCHE NEL PUNTO 2y = 1 SI ANNUL-

LANO LA FUNZIONE @D E TUTTE LE SUE
DERIVATE.

LA SUDDETTA SERIE CONVERGE PER
OGNI z € R ALLA COSTANTE NULLA, E
PERCIO NON COINCIDE CON LA FUNZIO-
NE GENERATRICE 9(z) PER x € (—1,1).

CONCLUDIAMO CHE NON E AFFAT-
TO DETTO CHE LA SERIE DI TAYLOR DI
UNA FUNZIONE DATA DEBBA NECESSA-
RIAMENTE CONVERGERE A TALE FUN-
ZIONE.

QUANDO CIO AVVIENE, ALMENO IN
UN INTORNO DEL PUNTO BASE z3, LA
FUNZIONE DATA SI DICE “ANALITICA” IN
TALE INTORNO.

DUNQUE LA FUNZIONE ) DI CUI SO-
PRA NON E ANALITICA IN NESSUN IN-
TORNO DEL PUNTO zo = 1.
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LA CONVERGENZA IN LEGGE



OBIETTIVI

IN QUESTO CAPITOLO SVILUPPIAMO UN
COLLEGAMENTO TRA LA TEORIA DEL-
LE DISTRIBUZIONI E LA TEORIA DELLA
PROBABILITA.

CONSIDERIAMO UNA SUCCESSIONE DI
VARIABILI ALEATORIE X,, CONVERGEN-
TE IN LEGGE AD UNA VARIABILE ALEA-
TORIA X.

INDICATE CON F;, LE FUNZIONI DI RI-
PARTIZIONE DELLE VARIABILI X,,, E CON
I’ QUELLA DELLA VARIABILE X, VERI-
FICHIAMO CHE

D/
F 2 F (30)
SI NOTI CHE LA TESI SUSSISTE INDIPEN-
DENTEMENTE DAL FATTO CHE LE FUN-

ZIONI F,, E LA F' SIANO DERIVABILI NEL
SENSO USUALE.

PI1U AVANTI VERIFICHEREMO L’IM-
PLICAZIONE INVERSA.

FUNZIONI DI RIPARTIZIONE

LA FUNZIONE DI RIPARTIZIONE F' DI
UNA VARIABILE ALEATORIA X: Q) — R
E, PER DEFINIZIONE, LA FUNZIONE

Flz)=P({w| X(w) <az}).
CONVERGENZA IN LEGGE

SI DICE CHE UNA SUCCESSIONE DI VA-
RIABILI ALEATORIE X,: 2 — R CON-

VERGE IN LEGGE ALLA VARIABILE ALEA-

TORIA X SE, INDICATE CON F;, LE FUN-
ZIONI DI RIPARTIZIONE DELLE VARIABILI
X,, RISULTA
lim F,(z¢) = F(z0) (81)
n—-+00
IN TUTTI I PUNTI g € R NEI QUALI LA
FUNZIONE I’ E CONTINUA.

RICHIAMI DI TEORIA DELLA
MISURA

ESSENDO UNA FUNZIONE DI RIPAR-
TIZIONE F' MONOTONA E LIMITATA PER
DEFINIZIONE, L'INSIEME DEI SUOI PUN-
TI DI DISCONTINUITA E, TUTTALPIU, UN
INSIEME NUMERABILE, ED HA SENZ’AL-
TRO MISURA NULLA.

IL TEOREMA DELLA CONVER-
GENZA LIMITATA

SE UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI
MISURABILI E LIMITATE f,(z) CONVER-
GE AD UNA FUNZIONE f(z) PER QUA-
SI OGNI z IN UN INTERVALLO LIMITATO
(a,b), ALLORA LA FUNZIONE LIMITE f E
MISURABILE E LIMITATA, E

lim /abfn(x)d:c:/abf(x)dx.

n—-+00

DIMOSTRAZIONE DELLA (80)

CON LA FORMULA (80) SI INTENDE
CHE, PER OGNI FUNZIONE TEST ¢ € D,

RISULTA
—+00

lim ©'(z) Fy(x) dz

n——+00 PN

:/ Oogo’(w)F(ZL')dx. (82)

o0

LE FUNZIONI F,, ASSUMONO VALORI NEL-
L'INTERVALLO [0,1], QUINDI LE f,(x)
= ¢'(z) F,(x) SONO LIMITATE. INOL-
TRE f,(r) CONVERGE PER IPOTESI AD
f(z) = ¢'(x) F(r) NEI PUNTI DI CONTI-
NUITA DI F, E PERCIO QUASI OVUNQUE.

INFINE IL DOMINIO DI INTEGRAZIO-
NE PUO RIDURSI AD UN INTERVALLO LI-
MITATO (a,b) CONTENENTE IL SUPPOR-
TO DI ¢. LA (82) SEGUE DUNQUE DAL
TEOREMA DELLA CONVERGENZA LIMI-
TATA.
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L’IMPLICAZIONE INVERSA

CONSIDERIAMO UNA SUCCESSIONE DI
VARIABILI ALEATORIE X,, E INDICHIAMO
CON F,, LE LORO FUNZIONI DI RIPARTI-
ZIONE.

SUPPONIAMO CHE ESISTA UNA VARIABI-
LE ALEATORIA X LA CUI FUNZIONE DI
RIPARTIZIONE F' SODDISFA LA (80).

VOGLIAMO DIMOSTRARE CHE X,, CON-
VERGE IN LEGGE AD X.

USO DEL TEOREMA DI HELLY

PER IL TEOREMA DI HELLY, ESISTE
UNA SOTTOSUCCESSIONE (F},, ) CONVER-
GENTE AD UNA FUNZIONE MONOTONA
Fs: R — [0,1] IN OGNI PUNTO = DOVE
QUEST’ULTIMA E CONTINUA.

IL TEOREMA SI PUO TROVARE, AD
ESEMPIO, IN M.M. Rao, R.J. SWIFT,
PROBABILITY THEORY WITH APPLICA-
TIONS, SECOND EDITION, SPRINGER,
PAGINA 224 (THEOREM 1).

La ¢ di Dirac, e altre distribuzioni —

PASSAGGIO AL LIMITE

INDICHIAMO CON (F,,) UNA QUALUN-
QUE SOTTOSUCCESSIONE CONVERGEN-
TE PUNTUALMENTE QUASI OVUNQUE.
PER IL TEOREMA DI HELLY NE ESISTE
ALMENO UNA.

INDICATO CON F,, IL LIMITE PUN-
TUALE DI F,,,, PER IL TEOREMA DELLA
CONVERGENZA LIMITATA SI HA

+00
lim o' (x) Fy, (v) dx

k—+o00

PER OGNI ¢ € D. CONFRONTANDO TA-
LE UGUAGLIANZA CON L’IPOTESI (82),
SI CONCLUDE CHE

| @ @ - Py =0 (53)

e.¢]

PER OGNI ¢ € D.

USO DEL LEMMA DI DU BOIS-
REYMOND

PER IL LEMMA DI DU BOI1sS-REYMOND,
DALLA (83) SEGUE CHE ESISTE UNA CO-
STANTE C' € R TALE CHE

Fool(z) = F(z) + C (84)

PER QUASI OGNI z € R. IL LEMMA SI
PUO TROVARE, AD ESEMPIO, IN BREZIS,
ANALISI FUNZIONALE, LIGUORI EDITO-
RE, PAGINA 194 (LEMMA VIIIL.1).

SICCOME PER IPOTESI F'(z) — 0 PER
r — —00, E SICCOME F,(x) € [0,1],
DALLA (84) SEGUE C € [0,1]. Ma
POICHE F(x) — 1 PER & — 400, DAL-
LA (84) SEGUE ANCHE C' € [—1,0], DUN-
QUE C = 0.
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LA CONVERGENZA DI F,

LE CONSIDERAZIONI PRECEDENTI MO-
STRANO CHE SE (F,,) E UNA QUALUN-
QUE SOTTOSUCCESSIONE CONVERGEN-
TE PUNTUALMENTE QUASI OVUNQUE,
ALLORA LA FUNZIONE LIMITE F,, COIN-
CIDE QUASI OVUNQUE CON F.

VOGLIAMO ORA VERIFICARE CHE SE
F E CONTINUA IN UN DATO PUNTO xy,
ALLORA VALE LA (81).

SIA DUNQUE xp € R UN PUNTO DI CON-
TINUITA PER F. SUPPONIAMO PER AS-
SURDO CHE LA (81) NON SUSSISTA. AL-
LORA, PER IL TEOREMA DI BOLZANO-
WEIERSTRASS, ESISTE UNA SOTTOSUC-
CESSIONE (F,,,) TALE CHE
nl_lffoo Fo (o) = £ # F(xo).

PER LA CONTINUITA DI F' IN z(, ESISTE
UN INTORNO (xg—7, g+ 7) NEL QUALE

|[F(2) = Fao)| < 510 = Fay)|.  (85)

INOLTRE PER IL TEOREMA DI HELLY
ESISTE UNA SOTTO-SOTTOSUCCESSIONE
(Fr,,) CONVERGENTE QUASI OVUNQUE
AD UNA FUNZIONE F,, CHE, COME AB-
BIAMO VISTO, COINCIDE QUASI OVUN-
QUE CON F'.

ESAMINIAMO IL CASO ¢ > F(zg). LA
(85) IMPLICA

F(x) </t (86)

PER OGNI = € (zg, xo + r). D’ALTRA
PARTE, PER LA MONOTONIA DELLE F,,_

J
RISULTA

Fnkj (:CO) < Fnkj (517)

PER OGNI x > o E PER OGNI j. PAs-
SANDO AL LIMITE PER j — 400 TRO-
VIAMO

¢ < F(x)

PER QUASI OGNI x > zj, CONTRO LA
(86). KESAMINIAMO ALLORA IL CASO
¢ < F(xp). LA (85) IMPLICA

Flz)> ¢ (87)

PER OGNI z € (zg — 1, Tp). PER LA MO-
NOTONIA DELLE Fj,, RISULTA
J

Fnkj (%0) > Fnkj (l‘)

PER OGNI = < o E PER OGNI j. PAS-
SANDO AL LIMITE PER j — +00 TRO-
VIAMO

(> F(x)

PER QUASI OGNI x < zjy, CONTRO LA
(87). DEVE PERTANTO VALERE LA (81)
IN TUTTI I PUNTI zyp NEI QUALI F' E CON-
TINUA, OVVERO X,, CONVERGE IN LEG-
GE AD X COME VOLEVASI DIMOSTRARE.

La ¢ di Dirac, e altre distribuzioni — pag. D84



Bibliografia

[1] L. Amerio. Analisi matematica con elementi di analisi funzionale, vol. 3,
parte seconda, capitolo 1: Distribuzioni. UTET 1982.

[2] H. Brézis. Analisi funzionale, teoria e applicazioni. Liguori 1986.
[3] P. A. M. Dirac. I principi della meccanica quantistica. Boringhieri 1976.

[4] L. C. Evans, R. F. Gariepy. Measure theory and fine properties of func-
tions. CRC Press 1992.

[5] I. M. Gel'fand, G. E. Shilov. Generalized functions. AMS Chelsea Publi-
shing 1964.

[6] G. Hormann, R. Steinbauer. Lecture notes on the theory of distributions.
Dispensa, Universita di Vienna.

[7] R. P. Kanwal. Generalized functions: theory and technique. Academic press
1983.

[8] G. Kothe. Topological vector spaces. Springer-Verlag 1969.

9] L. Freddi. Calcolo delle variazioni. Settima lezione. Distribuzioni. Dispen-
sa, Universita di Udine.

[10] D. Gilbarg, N. S. Trudinger. Elliptic partial differential equations of second
order, 2nd edition. Springer-Verlag 1998.

[11] A. Pratelli. Distribuzioni, trasformate di Fourier e spazi di Sobolev. Di-
spensa, Universita di Pavia 2011.

[12] C. Pucci. Istituzioni di analisi superiore. Unione Matematica Italiana 2013.

[13] H. H. Schaefer, M. P. Wolff. Topological vector spaces. Springer-Verlag
1999.

[14] L. Schwartz. Théorie des distributions. Hermann 1950.

[15] S. Semmes. An introduction to some aspects of functional analysis, 5:
Smooth functions and distributions. Dispensa, Rice University.


http://www.mat.univie.ac.at/~stein/teaching/courses/SoSem09/distrvo.pdf
https://users.dimi.uniud.it/~lorenzo.freddi/appunti_cdv.html
https://web.unica.it/unica/protected/490271/0/def/ref/MAT460865/
http://math.rice.edu/~semmes/fun5.pdf
http://math.rice.edu/~semmes/fun5.pdf

[16] F. Treves. Locally convex spaces and linear partial differential equations.
Springer-Verlag 1967.

[17] F. Treves. Topological vector spaces, distributions and kernels. Academic
press 1967.

[18] K. Yosida. Functional analysis. Springer-Verlag 1980.

[19] A. H. Zemanian. Distribution theory and trasform analysis. McGraw-Hill
1965.



	Copertina
	Indice
	Motivazioni
	A che servono le distribuzioni
	Le immagini in copertina
	Nascita delle distribuzioni
	Densità materiale di una massa puntiforme

	Lo spazio D delle funzioni test
	Lo spazio C-infinito
	Il supporto di una funzione
	Parte positiva e parte negativa
	Lo spazio C-infinito-c
	Lo spazio D
	D è uno spazio vettoriale
	La topologia dello spazio D
	Proprietà della base di intorni
	Equivalenza delle definizioni
	Non metrizzabilità di D

	Lo spazio D'
	Le distribuzioni di Schwartz
	D' è uno spazio vettoriale
	Il legame fra la delta di Dirac ed il delta di Kronecker
	La definizione rivisitata
	Distribuzioni regolari
	Distribuzioni singolari
	La delta di Dirac centrata in x0

	Convergenza in D'
	La convergenza nel senso delle distribuzioni
	La converg. puntuale non implica la convergenza in D'
	La converg. localmente uniforme implica la convergenza in D'
	L'immersione di D in D'
	La topologia dello spazio D'
	Equivalenza delle definizioni
	Lo spazio D non ha una base numerabile
	Non metrizzabilità di D'

	Derivata in D'
	La derivata di una distribuzione
	Linearità della derivata
	Continuità della derivata
	Esempi
	L'operatore di traslazione
	Il dipolo elettrico
	L'immersione di L1loc in D'
	Perché si studiano diversi tipi di convergenza
	Terminologia di uso corrente
	Prodotto di una distribuz. per una funzione di classe C infinito
	La derivata del prodotto

	Serie di distribuzioni
	Serie di distribuzioni

	Applicazioni
	L'equazione T' = 0
	Primitive di una distribuzione
	Urto elastico istantaneo
	Teoremi di approssimazione
	Densità di C-infinito-c(R) in L¹(R)
	Convergenza della serie di Fourier

	La convoluzione
	Convoluzione tra due funzioni
	Simmetria della convoluzione
	Convoluz. con una distribuzione
	Elemento neutro: la delta di Dirac
	Derivata della convoluzione
	Motivazioni: potere regolarizzante
	Uso della definizione alla rovescia
	Continuità della convoluzione (cenni)

	Densità di D in D'
	Introduzione
	Densità di C infinito in D' (cenni)
	Densità dello spazio D in C infinito
	Dimostrazione della densità di D in D'

	Complementi
	Lo spazio topologico C°(R)
	Lo spazio metrico C°(R)
	Supporto di una distribuzione
	Introduzione alle partizioni dell'unità
	Continuità per successioni
	Gli insiemi limitati in D
	Ordine di una distribuzione
	Il valore principale di 1/x
	Applicazione lineare e discontinua sullo spazio D
	Distribuzioni basate su di un aperto multidimensionale
	Funzioni non sviluppabili in serie di Taylor

	La convergenza in legge
	Convergenza in legge implica convergenza delle densità in D'
	L'implicazione inversa

	Bibliografia

