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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[001]

FUNZIONI TEST

1) DISEGNARE IL GRAFICO DELLA
PARTE NEGATIVA f(x) = (senxz)” DEL-
LA FUNZIONE sen x.

Yy
\ N AV
—2r -7 19) 7T 2

2) SI CONSIDERI L’APPLICAZIONE 7'
D — R DATA DA

6= [ e

(0.9]

(a) FACENDO APPELLO ALLE PRO-
PRIETA DELLINTEGRALE, VERIFICARE
CHE L’APPLICAZIONE T E LINEARE.

PER LA LINEARITA DELL’INTEGRA-
LE, POSSIAMO SCRIVERE

T\ o1+ Aoo) =

— /+OO ()\1 ©1() + Ao <p2(a:)) dx

o0

400

o0

+oo
+ )\2/ o) dr =

o0

=M T(p1) + X2 T(p2)

COME VOLEVASI DIMOSTRARE.

2) (b) VERIFICARE CHE L’APPLICA-
ZIONE T E CONTINUA RISPETTO ALLA
NOZIONE DI CONVERGENZA DELLO SPA-
z10 D.

COME PRESCRIVE LA DEFINIZIONE
DI CONVERGENZA IN D, CONSIDERIAMO
UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI ¢, € D
I CUI SUPPORTI SONO TUTTI CONTENU-
TI IN UNO STESSO INTERVALLO |a, b].

SUPPONIAMO, INOLTRE, CHE LA SUD-
DETTA SUCCESSIONE CONVERGA UNI-
FORMEMENTE, SULLINTERVALLO (—00,
+00), AD UNA FUNZIONE ¢ € D.

ESSENDO ¢, (z) = 0 PER OGNI = &
l[a,b] E PER OGNI n, DALLA DEFINIZIO-
NE DI LIMITE SEGUE IMMEDIATAMENTE
CHE ¢(z) = 0 PER OGNI z & [a, b], DUN-
QUE supp ¢ C [a, b].

L’UNIFORME CONVERGENZA SULL’IN-
TERVALLO LIMITATO |[a,b] PERMETTE DI
PASSARE AL LIMITE SOTTO IL SEGNO DI
INTEGRALE:

b
T(pn) = /son(x)dw

5 [ e =1(p

DUNQUE L’APPLICAZIONE T E CONTI-
NUA RISPETTO ALLA NOZIONE DI CON-
VERGENZA DELLO SPAZIO D.
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3) VERIFICARE CHE L’APPLICAZIONE
T:D — R DATA DA T(p) = ¢(0) E LI-
NEARE E CONTINUA.

LA LINEARITA SEGUE IMMEDIATAMEN-
TE DA

T(A o1+ Xpa) = A @i(0) + Az 2(0)
= M T(p1) + AT (p2).

POSSIAMO QUINDI CONCENTRARCI SUL-
LA CONTINUITA.

COME PRESCRIVE LA DEFINIZIONE
DI CONVERGENZA IN D, CONSIDERIAMO
UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI ¢, € D
I CUI SUPPORTI SONO TUTTI CONTENU-
TI IN UNO STESSO INTERVALLO |a, b].

SUPPONIAMO, INOLTRE, CHE LA SUD-
DETTA SUCCESSIONE CONVERGA UNI-
FORMEMENTE, SULLINTERVALLO (—00,
+00), AD UNA FUNZIONE ¢ € D.

POICHE LA CONVERGENZA UNIFORME
IMPLICA LA CONVERGENZA PUNTUALE,
POSSIAMO SCRIVERE

T(Qpn) - @n(o) — 90(0) - T(gp)

DUNQUE L’APPLICAZIONE DATA, CHE
E LA DISTRIBUZIONE ¢ DI DIRAC, E
CONTINUA RISPETTO ALLA NOZIONE DI
CONVERGENZA DELLO SPAZIO D.

4) (a) DISEGNARE IL GRAFICO DEL-
LA FUNZIONE ¢: R — R DATA DA

e_ﬁ, SE x € (—1,1);

Y@ =1, sE x € R\ (=1, 1).

OSSERVIAMO, INNANZITUTTO, CHE v €
CO(R).

APPLICANDO LE REGOLE DI DERIVA-
ZIONE, TROVIAMO CHE LA DERIVATA DI
1) E DATA DA

—2x 1

V) =qg—mze

PER x € (—1,1), ED E NULLA PER z ¢
[—1,1].

POICHE t¢(z) E CONTINUA IN x =
+1, E POICHE ¢/'(x) — 0 PER & — +1,
SI CONCLUDE CHE ¢'(£1) = 0.

TROVIAMO, INOLTRE, CHE LA DERI-
VATA SECONDA DI 1) E DATA DA

3rt—1

V' (r) =2 (1—22)" e 1=

PER = € (—1,1), ED E NULLA PER x ¢
[—1,1].

POICHE ¢/(x) E CONTINUA IN = =
+1, E POICHE ¢"(2) — 0 PER 2 — =1,
SI CONCLUDE CHE ¢"(£1) = 0.

CONSIDERATO CHE LA FUNZIONE DATA
E PARI, POSSIAMO TRACCIARNE IL GRA-
FICO COME SEGUE:

A &S
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4) (b) TROVARE TUTTI GLI INTERI
POSITIVI n TALI CHE LA FUNZIONE ¢, ()
DATA DA t,(z) = 2 (z) APPARTENGA
ALLO SPAZIO D DELLE FUNZIONI TEST.
CONSIDERIAMO INNANZITUTTO IL CASO

n = 1, CIOE VERIFICHIAMO CHE v € D.

DALLA PARTE (a) DELL’ESERCIZIO
SEGUE CHE v € C*(R).

PER QUANTO RIGUARDA LE DERIVA-
TE SUCCESSIVE, E SUFFICIENTE VERIFI-
CARE CHE

Pi.(x) _ 1
k — k 1—1‘2
pW(z) = = ) ¢ (1)
PER x € (—1,1), ESSENDO P;(x) UN OP-
PORTUNO POLINOMIO.

PROCEDIAMO PER INDUZIONE. PER
k = 1,2 LA FORMULA E STATA VERIFI-
CATA NELLA PARTE (a) DELL'ESERCIZIO.
SUPPONIAMO DUNQUE CHE ESSA VALGA
PER UN CERTO k. DERIVANDO AMBO I
MEMBRI, TROVIAMO

Pk 1(%) 1
@b(kﬂ)(x) = (1 _;2>2k+2 e 1=

PER = € (—1,1), ESSENDO Fjyi(z) IL
POLINOMIO DATO DA

Piii(z) = Pl(x) (1 —2?)? —2x Py(x)
+ 4dkx Py(x) (1 — 2%).

PER IL PRINCIPIO DI INDUZIONE, LA (1)
VALE PER OGNI k INTERO POSITIVO, ED
OGNI z € (—1,1).

SI HA INOLTRE, BANALMENTE, 9 ()
= 0 PER =z ¢ [—1,1], E, RAGIONAN-
DO COME NELLA PARTE (a) DELL’ESER-
c1z10, ST TROVA CHE ¢*)(z) = 0 PER
xr = *1.

P0OSSIAMO DUNQUE CONCLUDERE CHE
Y eD.

STUDIAMO ORA LA FUNZIONE

Yu(@) = 3 ¥(2).

POICHE LE DERIVATE DI v, SI OTTEN-
GONO FACILMENTE TRAMITE LA FOR-
MULA

() = ;oW (),

SI CONCLUDE CHE v, € D PER OGNI IN-
TERO POSITIVO 7.

4) (c¢) FISSATO ARBITRARIAMENTE
UN PUNTO =z € R, CALCOLARE IL LI-
MITE

lim b ()

n—-+00
E DISCUTERE L’EVENTUALE DIPENDEN-
ZA DEL VALORE NUMERICO DEL LIMITE
DAL VALORE NUMERICO DI x.

POICHE IL VALORE DI ¢(x) NON DI-
PENDE DA n, SI VEDE SUBITO CHE
lim ¢, (z) = lim L¢(z)=0

n—-+00 n—-+00o

QUALUNQUE SIA € R. IL VALORE DEL
LIMITE E INDIPENDENTE DA Z.

D
4) (d) STABILIRE SE %, —> 0, DO-
VE IL SIMBOLO (0 DENOTA LA FUNZIONE
IDENTICAMENTE NULLA.

CERTO, PERCHE suppt, = [—1,1]
PER OGNI n, ED INOLTRE
(k) _ 1 (k)
su r)| == max r) — 0.
sup [y ()| = ma [W0()]
QUINDI, QUALUNQUE SIA L’ORDINE k DI
DERIVAZIONE, LA SUCCESSIONE DELLE

k
DERIVATE Zﬁ?(z) TENDE UNIFORMEMENTE
A ZERO QUANDO n — +00.

Distribuzioni — Svolgimento degli esercizi — pag. 5



SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[002]

L’IDEA DI DIRAC

1) INDICATA CON f.(x) LA FUNZIONE

0,SExz € (—00,—5)U (£, +0
ety =4 § 52 2 € o0 7 U5 7o)
) SE xr € [_575]7

DOVE ¢ E UN PARAMETRO POSITIVO,
CALCOLARE IL LIMITE

lim /. (x). 2)

e—0t

PER OGNI z € R.

ESAMINIAMO INNANZITUTTO IL PUN-
TO z = 0. SOSTITUENDO x = (0 NEL-
LA DEFINIZIONE DI f.(z) TROVIAMO CHE
f-(0) = £ QUALUNQUE SIA € > 0, E DI
CONSEGUENZA

lim f.(0) = +o0.

e—0t
ORA CONSIDERIAMO, INVECE, UN PUN-
TO = # 0 FISSATO SULL’ASSE REALE, E
FACCIAMO TENDERE € A ZERO.

OSSERVIAMO CHE LA CONDIZIONE z €
[—5.5] SI PUO ANCHE SCRIVERE |z| <
5. QUINDI PER OGNI ¢ € (0, 2|x|) RI-

SULTA z & [—5, 5.

MA ALLORA, PER LA DEFINIZIONE DI
f-(z), PER OGNI ¢ € (0, 2|x|) ST HA

fa(x) =0
E PERCIO RISULTA

lim f.(0) = 0.

e—07t

2) INDICATO CON f(x) IL LIMITE (2),
STABILIRE, CALCOLANDO GLI INTEGRA-
LI, SE SUSSISTE LA SEGUENTE UGUA-

GLIANZA:
+00 +00
lim fe(z)dx = f(x)dx.
e=0" J_ S

OSSERVIAMO INNANZITUTTO CHE LA
FUNZIONE f.(x) HA DUE PUNTI DI DI-
SCONTINUITA A SALTO, PER & = £, E
PERCIO NON POSSIEDE UNA PRIMITIVA
F.(x) PER x € R.

TUTTAVIA, APPLICANDO ALLA FUN-
ZIONE f-(z) LA DEFINIZIONE DELL’INTE-
GRALE GENERALIZZATO O IMPROPRIO

DI RIEMANN SI TROVA
—+00

fe(z)dz =1

QUALUNQUE SIA ¢ > 0. CIO E IN AC-
CORDO CON L’INTERPRETAZIONE GEO-
METRICA DELL INTEGRALE.

ALLA STESSA CONCLUSIONE SI ARRI-
VA APPLICANDO LA DEFINIZIONE DEL-

L'INTEGRALE DI LEBESGUE. INVECE,
ALL'INTEGRALE
+o0o
f(x) dx (3)
—00

NON SI PUO APPLICARE LA DEFINIZIO-
NE DI RIEMANN PERCHE ESSA RICHIE-
DE CHE LA FUNZIONE f ABBIA VALORI
REALI, MENTRE NEL PRESENTE CASO SI
HA f(0) = +o00.

APPLICANDO LA DEFINIZIONE DEL-
L’ INTEGRALE DI LEBESGUE, COSI COME
E RIPORTATA NEL TESTO DI C. D. Pa-

GANI E S. SALSA, SI TROVA
+00

f(x) dx =0,

QUINDI L'UGUAGLIANZA CONSIDERATA
NON SUSSISTE.
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[003]

LIMITE IN D’

INDICHIAMO CON % LA FUNZIONE TEST
DATA DA

e =2 SEz € (—11);
0, SEx € R\ (—1,1).

(a) STABILIRE SE ESISTE UN NUMERO
REALE ¢ € (0, +00) TALE CHE
+00

c= Y(x)dx.

NON E RICHIESTO IL CALCOLO NUMERI-
CO DI c.

LA COSTANTE CERCATA ESISTE PERCHE
LA FUNZIONE DATA 1 E DI CLASSE
C'(R) E A SUPPORTO LIMITATO, DUN-
QUE E SOMMABILE.

INOLTRE RISULTA ¢ > (0 PERCHE 1
E UNA FUNZIONE NON NEGATIVA E NON
IDENTICAMENTE NULLA.

(b) PosTO p,(x) = L (nx), STABILIRE

c

PER QUALI INTERI POSITIVI n SUSSISTE
L’UGUAGLIANZA

/_+OO pn(x)de = 1.

oo

CON LA SOSTITUZIONE nx = t, QUA-
LUNQUE SIA n TROVIAMO

+00 n +00
/_ pn(x)dr = -/ Y(nz)dx
_ L ar

C

= 1.

(c) STABILIRE SE LA DISTRIBUZIONE T,
RAPPRESENTATA DA p, CONVERGE AL-
LA § DI DIRAC IN D',

PER LA DEFINIZIONE DELLA ¢ DI
DIRAC, E DELLA CONVERGENZA IN D/,
DOBBIAMO VERIFICARE CHE PER OGNI
@ € D FISSATA, RISULTA

+00

lim e(x) pp(z) dz = ¢(0).  (4)

n—-+00 PN

A TAL FINE, APPLICHIAMO LA DEFINI-
ZIONE DI LIMITE, SEGUENDO IL PROCE-
DIMENTO INDICATO A LEZIONE.

FISSATO € > 0, PER LA CONTINUITA
DI ¢(z) NEL PUNTO x = 0 ESISTE UN
INTERVALLO (—7,7) TALE CHE PER OGNI
x € (—r,r) RISULTA

p(0) —e <p(z) <p0)+e.  (5)

OSSERVIAMO CHE supp p, = [—=, 3].

n’n

QUINDI, QUANDO n > 1/r, RISULTA
supp p, C (—r,7).

MOLTIPLICANDO, ALLORA, CIASCUN
TERMINE DELLA (5) PER p,(x) >0 OT-
TENIAMO

(0(0) —&) pulz) < () pn(2)
< (¢(0) +€) pn(x)
PER z € (—%, 1) C (—nr,7)

1
nn ,T).
INTEGRANDO T TRE TERMINI DELLA DI-
SUGUAGLIANZA PRECEDENTE, CHE SO-
NO NULLI PER 7 ¢ (—1 1), TROVIAMO

n’n

p(0) —e < /_msO(x)pn(fE)dfv

e.¢]

< ¢(0) +e.

TALI DISUGAGLIANZE VALGONO PER
OGNI n > 1/r, QUINDI LA (4) SEGUE
DALLA DEFINIZIONE DI LIMITE.
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[004]

DERIVATE IN D’

1) (a) DISEGNARE IL GRAFICO DEL-
LA FUNZIONE f(z)=z".

Yy

1) (b) STABILIRE SE f € L. (R).

loc

ESSENDO DI CLASSE C%(R), LA FUNZIO-
NE DATA E SOMMABILE SECONDO RIE-
MANN, E, A MAGGIOR RAGIONE, SECON-
DO LEBESGUE SU OGNI INTERVALLO LI-
MITATO (a,b). DUNQUE f € Li (R).

loc

DUNQUE LA DISTRIBUZIONE 7" E RAP-
PRESENTATA DALLA FUNZIONE H(z) DI
HEAVISIDE.

1) (¢) ESPRIMERE LA DERIVATA DEL-
LA DISTRIBUZIONE T RAPPRESENTATA
DALLA FUNZIONE f.

PER LA DEFINIZIONE DELLA DERIVA-
TA IN D', LA DISTRIBUZIONE 7" E INDI-
VIDUATA DA

T'(y) = -T(¢)
= —/+Oog0'(x)xdx.
0

POICHE IL SUPPORTO DELLA FUNZIONE
TEST ¢ E LIMITATO, POSSIAMO INTE-
GRARE PER PARTI E SCRIVERE

T'(¢) = / " ola)de.

2) INDICATA CON T,/ LA DISTRIBU-
ZIONE RAPPRESENTATA DALLA FUNZIO-
NE f(z) = ||, TROVARNE LA DERIVATA
SECONDA.

ABBIAMO VISTO A LEZIONE CHE LA
DERIVATA PRIMA DI T}, E LA DISTRIBU-
ZIONE (T};)" = Tign(z) RAPPRESENTATA
DALLA FUNZIONE sgn(z).

RESTA DUNQUE DA DETERMINARE
LA DERIVATA DI QUEST ULTIMA DISTRI-
BUZIONE.

INDICATA CON @ UNA GENERICA FUN-
ZIONE TEST, PER LA DEFINIZIONE DEL-
LA DERIVATA DI UNA DISTRIBUZIONE SI
HA

(T|:13|)H (90) = (ngn(x))/(gp)
= _(ngn(:c)) (90,)'

SIAMO DUNQUE CONDOTTI A STUDIARE
L’ESPRESSIONE

0
(D) (¢) = / o/ () da

— /0+00 ¢'(x) du.

PER IL TEOREMA FONDAMENTALE DEL
CALCOLO INTEGRALE, OTTENIAMO SU-
BITO

- (ngn(x)> (QO/) =2 90(0)

E, PER L’ARBITRARIETA DI ¢, CONCLU-
DIAMO CHE

(Th)" = 26.
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