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Università di Cagliari

11-11-2018

http://people.unica.it/antoniogreco


Indice

[101] Problemi classici . . . . . . 3
[102] Definizioni elementari . . . . 6
[103] Disuguaglianze isoperimetriche 8
[104] Problemi elementari . . . . . 9
[105] Lunghezza del grafico . . . . 12
[106] Equazione di Eulero . . . . . 14
[107] Problemi al contorno . . . . 16
[108] Problemi isoperimetrici . . . 17



SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI

[101]

Problemi classici

1) Con riferimento al funziona-

le F [u] dato da:

F [u] =

∫ b

0

√

1 + (u′(x))2
√

|u(x)|
dx,

dove b è una costante positiva,
svolgere i seguenti esercizi.

1) (a) Calcolare F [um], essendo

um la funzione um(x) = mx, ed m un
parametro negativo.

Essendo u′m(x) = m, si trova

F [um] =

∫ b

0

√
1 +m2

√

|m| x
dx.

Poiché m è costante, possiamo scri-
vere

F [um] =

√

1 +m2

|m|

∫ b

0

dx√
x

dx

=

√

1 +m2

|m| 2
√
b . (1)

1) (b) Stabilire se il valore nu-

merico di F [um] è monotono rispet-
to ad m.

Osserviamo innanzitutto che la

radice quadrata
√

1 +m2

|m|

è una funzione strettamente cre-
scente rispetto al radicando

t(m) =
1 +m2

|m| ,

quindi studiamo la monotonia di
quest’ultimo per m ∈ (−∞, 0). Es-

sendo

t′(m) =
1−m2

m2
,

si deduce che t(m) è decrescente
per m ∈ (−∞,−1) e crescente per

m ∈ (−1, 0).

Lo stesso si può dire della funzio-

ne ϕ(m) = F [um].

1) (c) Trovare il limite di F [um]
per m → −∞.

Dalla (1) segue immediatamente
che lim

m→−∞
F [um] = +∞.
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1) (d) Dare un’interpretazione

fisica degli esercizi precedenti, ri-
conducendoli al problema della

brachistocrona.

Gli esercizi permettono di con-
frontare fra loro i tempi di tran-

sito di diversi piani inclinati, sche-
matizzabili con dei segmenti aventi

un estremo nell’origine e l’altro
estremo di ascissa b.

Si trova che il tempo di tran-
sito tende all’infinito quando il

piano tende a diventare orizzon-
tale, in accordo col fatto che la

velocità tende a zero.

Il tempo di transito tende al-
l’infinito anche quando il piano

tende a diventare verticale, in
accordo col fatto che il percor-

so diventa infinitamente lungo.

Il tempo di transito è minimo
quando l’inclinazione è di 45◦.
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2) Con riferimento al funziona-

le G[u] dato da:

G[u] =

∫ R

0

ρ dρ

1 + (u′(ρ))2
,

dove R è una costante positiva,
svolgere i seguenti esercizi.

2) (a) Calcolare G[uh], essendo

uh la funzione uh(ρ) = hρ/R, e h un
parametro positivo.

Essendo u′h(ρ) = h/R, si trova

G[uh] =

∫ R

0

ρ dρ

1 + (h/R)2
.

Poiché h/R è costante, possiamo
scrivere

G[uh] =
R2

R2 + h2

∫ R

0

ρ dρ

=
R4

2 (R2 + h2)
. (2)

2) (b) Stabilire se il valore nu-

merico di G[uh] è monotono rispet-
to ad h.

Poiché il denominatore nella
(2) è positivo e cresce con h > 0,
e poiché il numeratore è positi-
vo, il valore numerico di G[uh] è

strettamente decrescente per h ∈
[0,+∞).

2) (c) Trovare il limite di G[uh]
per h → +∞.

Dalla (2) si ricava immediatame-

te che lim
h→+∞

G[uh] = 0.

2) (d) Dare un’interpretazione

fisica degli esercizi precedenti, ri-
conducendoli al problema del cor-

po di minima resistenza di Newton.

Gli esercizi permettono di con-
frontare fra loro le resistenze

all’avanzamento incontrate da di-
versi coni aventi lo stesso raggio

di base R.

Si trova che la resistenza è tanto

minore quanto più il cono è appun-
tito.

Stando a questo modello, si po-

trebbe costruire un cono carat-
terizzato da una resistenza arbi-

trariamente piccola facendolo di
altezza h sufficientemente gran-

de.
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI

[102]

Definizioni elementari

1) Indicata con R una costan-

te positiva, determinare l’estremo
inferiore, e, se esistono, il valore

minimo ed i minoranti del funzio-

nale

G[u] =

∫ R

0

ρ dρ

1 + (u′(ρ))2

al variare di u nella classe C1([0,
R]).

La determinazione dell’estre-

mo inferiore del funzionale dato

si basa sulle seguenti due consi-
derazioni.

La prima è che, essendo positi-
va la funzione integranda, possia-

mo scrivere

G[u] ≥ 0 per ogni u ∈ C1([0, R]). (3)

La seconda considerazione è che
ponendo un(ρ) = nρ risulta

lim
n→+∞

G[un] = 0

(v. esercizio 2 della serie [101]).
Dalle due considerazioni appena

fatte segue che

inf
u∈C1([0,b])

= 0

e perciò i minoranti sono in numeri
m ∈ (−∞, 0].

Per determinare l’eventuale va-

lore minimo del funzionale dato,
facciamo una terza considerazio-

ne, che migliora la (3):

G[u] > 0 per ogni u ∈ C1([0, R]),

cioè non esiste nessuna u ∈ C1([0, b])
tale che G[u] = 0. Concludiamo

che il funzionale dato non ammet-
te minimo.

2) Con riferimento al funzio-
nale G[u] dell’esercizio 2, trova-

re una successione di funzioni un(ρ)
appartenenti alla classe C1([0, R])
e tali che il limite lim

n→+∞
G[un] sia

uguale all’estremo inferiore di G
determinato precedentemente.

Le funzioni un(ρ) = nρ dell’e-

sercizio precedente hanno la pro-
prietà richiesta.
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3) Determinare l’estremo supe-

riore, e, se esistono, il valore mas-
simo ed i maggioranti del funzio-

nale G[u] dell’esercizio 1 al varia-
re di u nella classe C1([0, R]).

La determinazione del valore mas-

simo del funzionale si basa sulle
seguenti due considerazioni.

La prima è che, essendo (u′(ρ))2

≥ 0 per ogni ρ ∈ [0, R], si ha

G[u] =

∫ R

0

ρ dρ

1 + (u′(ρ))2

≤
∫ R

0

ρ dρ = 1
2 R

2

qualunque sia la funzione u ∈ C1

([0, R]). La seconda considerazione
è che, posto u0(ρ) ≡ 0, si vede per

sostituzione che G[u0] =
1
2 R

2.

Dalle due considerazioni appe-
na svolte segue che la funzione u0
è una massimante, e che

max
u∈C1([0,b])

G[u] = 1
2 R

2.

Di conseguenza risulta anche

sup
u∈C1([0,b])

G[u] = 1
2 R

2

ed i maggioranti del funzionale G

sono i numeri reali M ∈ [12 R
2, +∞).
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI

[103]

Disuguaglianze isoperimetriche

1) Dico che esistono un espo-

nente α 6= 2 ed una costante c ∈ R

tali che per ogni figura piana Ω,
limitata e regolare, risulta:

|Ω| ≤ c |∂Ω|α. (4)

Confutare questa affermazione.

Per confutare l’affermazione ba-
sta osservare che, se fosse vera,

la si potrebbe applicare anche al
caso in cui

Ω = BR

essendo BR un qualunque cerchio

di raggio R > 0. Sapendo che

|BR| = πR2

e
|∂BR| = 2πR

sostituendo nella (4) si trovereb-
be

c ≥ π

(2π)α
R2−α. (5)

Se α < 2, il secondo membro del-

la (5) tende a +∞ per R → +∞,
dunque non esiste alcuna costan-

te c che la soddisfi.

Se, invece, α > 2, allora il se-

condo membro della (5) tende a
+∞ per R → 0. In conclusione

la (5) non può valere, e quindi non
vale nemmeno la (4), per α 6= 2.

Si può dimostrare che la (4) va-

le con α = 2 e c = 1
4π .

2) Sapendo che fra tutti i soli-

di limitati Ω ⊂ R
3 la cui frontie-

ra ∂Ω è una superficie regolare a

pezzi ed ha area assegnata quello
di volume massimo è la sfera, de-

terminare una costante c in modo
tale che risulti

|Ω| ≤ c |∂Ω| 32 (6)

per qualunque solido limitato Ω ⊂
R

3 la cui frontiera è una superfi-
cie regolare a pezzi.

Ricordiamo che il volume della
sfera BR di raggio R > 0 è |BR| =
4
3πR

3, mentre l’area della sfera è
|∂BR| = 4πR2, e perciò sussiste l’u-

guaglianza

|BR| = 1
6
√
π
|∂BR|

3

2 .

Preso un qualunque solido limita-
to Ω la cui frontiera è una super-

ficie regolare a pezzi, determinia-
mo il raggio R in modo tale che

risulti
|∂BR| = |∂Ω|.

Sotto questa condizione sappiamo

che
|Ω| ≤ |BR|

e perciò

|Ω| ≤ 1
6
√
π
|∂BR|

3

2 = 1
6
√
π
|∂Ω| 32 .

Dunque possiamo fissare arbitra-
riamente c ∈ [ 1

6
√
π
, +∞) e la (6) va-

le per ogni solido limitato Ω la cui

frontiera è una superficie regola-
re a pezzi.

Sostituendo Ω = BR nella (6)
si trova che il più piccolo valore

possibile per c è proprio 1
6
√
π
, det-

to “costante isoperimetrica nello

spazio”.
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI

[104]

Problemi elementari

1) Si consideri un generico tri-

angolo avente un lato di lunghez-
za assegnata b0, e perimetro asse-

gnato L > 2 b0. Determinare gli al-
tri due lati in modo tale che l’a-

rea sia la più grande possibile.

Essendo b0 fissato, l’area 1
2 b0 h

è massima quando lo è l’altezza h
rispetto al lato b0.

Indicati con a e c gli altri due
lati del triangolo, la condizione

a+b0+c = L si può riscrivere nella
forma

a+ c = L− b0. (7)

Indicato con B il vertice opposto
al lato b0, la condizione (7) mo-

stra che la somma a + c delle di-
stanze del vertice B dagli altri

due vertici A e C ha un valore as-

segnato.

Ma il luogo dei punti del pia-

no per i quali è costante la somma
delle distanze da due punti fissi è

l’ellisse.

Quindi il vertice B appartiene a

un’ellisse di fuochi A e C.

Di conseguenza, la massima di-

stanza di B dal lato b0 si raggiun-
ge quando B si trova sull’asse di

tale lato, e cioè quando

a = c =
L− b0

2
. (8)

Per i più esigenti, vediamo uno

svolgimento analitico dello stes-

so esercizio.

Fissati i punti A = (−b0/2, 0) e C

= (b0/2, 0), indichiamo con (xB, yB)
le coordinate del punto B. Per

il teorema di Pitagora, si ha

h2 +
(

xB − b0
2

)2

= a2

e

h2 +
(

xB +
b0
2

)2

= c2,

dove c = AB, a = BC, e h = |yB|.
Sommando le due relazioni si tro-
va

2h2 + 2x2B +
b20
2

= a2 + c2. (9)

Sottraendo, invece, la seconda
dalla prima si ottiene

(a+ c) (a− c) = 2 b0 xB.

Quest’ultima, insieme alla condi-
zione a+ c = L− b0, permette di ri-

cavare le espressioni
{

2a = L− b0 +
2 b0 xB

L−b0

2c = L− b0 − 2 b0 xB

L−b0

(10)
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che, sostituite nella (9), portano

a

2h2 =
L

2
(L− 2b0)

(

1− 4 x2B
(L− b0)2

)

da cui risulta che il massimo va-

lore di h si ha per xB = 0. Sosti-
tuendo xB = 0 nelle (10) si ottiene

nuovamente la (8).

2) Determinare l’angolo α tra

due segmenti consecutivi OP e PQ

di lunghezza data, in modo tale
che l’area del triangolo OPQ sia

la più grande possibile.

Poiché il segmento OP ha una

lunghezza data, l’area 1
2 OP h del

triangolo è massima quando lo è

l’altezza h = PQ senα.

Poiché anche il segmento PQ ha
una lunghezza data, l’altezza h è

massima per α = 90◦.

La figura mette in evidenza il
fatto che, fissato il segmento OP ,

il punto Q appartiene ad una cir-
conferenza centrata in P .

3) Verificare che la funzione

f(t) = tg t
t

è strettamente crescen-
te sull’intervallo (0, π2 ). Suggeri-

mento: scrivere tg t = sen t
cos t e sfrut-

tare il fatto che senα < α per ogni

α > 0.

Per verificare che la funzione
f è strettamente crescente, veri-

fichiamo che la sua derivata è po-
sitiva nell’intervallo (0, π2 ). Si ha

f ′(t) =
t cos2 t− (sen t) (cos t− t sen t)

t2 cos2 t

=
2t− sen 2t

2 t2 cos2 t
.

Poiché senα < α per α = 2t > 0, ne
segue che f ′(t) > 0 per t ∈ (0, π2 ), co-
me volevasi dimostrare.
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4) (a) Per ogni L ∈ (0,+∞) ed

ogni intero N ≥ 3, trovare l’a-
rea AN del poligono regolare con

N lati e perimetro L.

L’area AN del poligono rego-
lare con N lati si trova moltipli-

cando per N l’area di un triango-
lo isoscele avente per base il lato

ℓ = L/N del poligono, e per altez-
za l’apotema a.

A sua volta l’apotema a si ricava
dal semilato ℓ/2 tramite la rela-

zione ℓ/2 = a tg(α/2), essendo α =
2π
N
. Dunque

a =
ℓ/2

tg( π
N
)

=
L

2N tg( π
N
)

e di conseguenza

AN =
L2

4N tg( π
N
)

=
L2

4π

π/N

tg( π
N
)
. (11)

4) (b) Calcolare il limite

lim
N→+∞

AN .

Ricordando il limite notevole

lim
t→0

tg t

t
= 1,

dalla (11) si ricava

lim
N→+∞

AN =
L2

4π
. (12)

4) (c) Indicata con A l’area del

cerchio la cui circonferenza ha
lunghezza L, stabilire per quali

interi N ≥ 3 risulta AN < A.

Il raggio r della circonferenza

di lunghezza L misura r = L
2π , quin-

di l’area A vale

A = π r2

=
L2

4π
,

e perciò la (12) si può riscrivere

come segue:

lim
N→+∞

AN = A.

Sappiamo inoltre dall’esercizio 3

che la funzione f(t) = tg t
t

è stret-
tamente crescente sull’intervallo

(0, π2 ). Quindi, ponendo t = π/N , la
formula (11) mostra che l’area AN

del poligono regolare di perime-
tro L è strettamente crescente

rispetto al numero N dei lati.

Ma allora ciascun termine AN è

strettamente minore del limite di
tale successione: cioè si ha AN < A

per ogni N ≥ 3.
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI

[105]

Lunghezza del grafico

Indicate con b ed ub due costan-

ti reali, di cui b > 0, si consideri il
funzionale J [u] dato da

J [u] =

∫ b

0

√

1 + (u′(x))2 dx

dove u varia nell’insieme X delle

funzioni di classe C1([0, b]) tali che
u(0) = 0 e u(b) = ub.

1) Dare un’interpretazione geo-
metrica di J [u].

Il valore numerico di J [u] espri-
me la lunghezza della curva che è
il grafico della funzione u.

2) Posto ub = 0, trovare il mini-

mo di J [u].

Vista l’interpretazione geome-
trica del funzionale J, e sapendo

che la linea più breve tra due pun-
ti dati è il segmento, ci aspettiamo

che il minimo di J [u] sia la lunghez-
za dell’intervallo [0, b], e cioè

min
u∈X

J [u] = b. (13)

Per verificare questa tesi basta

fare le seguenti due considera-
zioni. La prima è che, essendo

(u′(x))2 ≥ 0 per ogni x ∈ [0, b], si ha

J [u] ≥
∫ b

0

dx = b per ogni u ∈ X.

La seconda considerazione è che,

indicata con u0 ∈ X la funzione
u0(x) ≡ 0, si trova per sostituzio-

ne J [u0] = b. In definitiva, risulta

J [u0] = b ≤ J [u] per ogni u ∈ X,

il che implica la (13).
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3) Fissato arbitrariamente ub ∈
R, trovare il minimo di J [u]. Sugge-
rimento: qualunque funzione con-

vessa e derivabile f(t), della va-
riabile t ∈ R, soddisfa la disugua-

glianza f(t) ≥ f(t0) + f ′(t0) (t − t0)
per ogni t, t0 ∈ R. Ponendo f(t)
=

√
1 + t2 , t = u′(x) e t0 = ub/b si

ricava. . .

Vista l’interpretazione geometri-

ca del funzionale J, ci aspettia-
mo che il minimo di J [u] sia la lun-

ghezza del grafico della funzio-
ne u0(x) = ub x/b, che è il segmento

avente per estremi l’origine ed il
punto (b, ub). Dunque

min
u∈X

J [u] = J [u0] =
√

b2 + u2b . (14)

Verifichiamo questa tesi seguendo
il suggerimento nel testo. Sosti-

tuendo f(t) =
√
1 + t2 , t = u′(x) e t0

= ub/b nella disuguaglianza

f(t) ≥ f(t0) + f ′(t0) (t− t0)

si ottiene
√

1 + (u′(x))2 ≥
√

1 + (ub/b)2

+ f ′(ub/b)
(

u′(x)− ub
b

)

.

Integrando ambo i membri sull’in-

tervallo (0, b) si trova

J [u] ≥ J [u0]

+ f ′(ub/b)

∫ b

0

(

u′(x)− ub
b

)

dx

qualunque sia u ∈ X. Per il teore-
ma fondamentale del calcolo in-

tegrale, e siccome u(b) = ub, l’in-
tegrale è nullo e la (14) segue.
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI

[106]

Equazione di Eulero-Lagrange

1) Fissato un intervallo limita-
to (a, b) 6= ∅, scrivere l’equazione

di Eulero-Lagrange dei seguenti
funzionali:

F [u] =

∫ b

a

(u′(x))2 dx;

J [u] =

∫ b

a

√

1 + (u′(x))2 dx.

La lagrangiana del funzionale F è
la funzione f(x, u, u′) = (u′)2, risul-

ta dunque ∂f/∂u′ = 2 u′, e pertanto
l’equazione di Eulero-Lagrange è

d

dx
2 u′(x) = 0,

che si può scrivere semplicemen-
te u′′(x) = 0. La lagrangiana del

funzionale J, invece, è la funzione
f(x, u, u′) =

√

1 + (u′)2 , risulta dun-

que

∂f

∂u′
(x, u(x), u′(x)) =

u′
√

1 + (u′)2
,

e pertanto l’equazione di Eulero-
Lagrange è

d

dx

u′(x)
√

1 + (u′(x))2
= 0.

Svolgendo la derivata, l’equazio-

ne si può riscrivere nella forma

u′′(x)
(

1 + (u′(x))2
)

3

2

= 0.

Questa equazione equivale, anco-
ra una volta, a u′′(x) = 0.

2) Trovare le estremali (cioè

le soluzioni dell’equazione di Eu-
lero-Lagrange) dei funzionali del-

l’esercizio 1.

L’esercizio si riduce a trovare
l’integrale generale dell’equazio-

ne
u′′ = 0.

Si conclude che le estremali di en-

trambi i funzionali sono i polino-
mi di primo grado, cioè le funzioni

u(x) = mx + q con m e q parametri
reali.

3) Fissate due costanti ua, ub ∈
R, trovare, fra le suddette estre-
mali, quelle che soddisfano le con-

dizioni u(a) = ua e u(b) = ub.

L’esercizio si riduce a trovare
l’equazione della retta passante

per i due punti (a, ua) e (b, ub).

Esiste dunque un’unica estre-
male soddisfacente le condizioni

date, ed è la funzione

u(x) =
ub − ua
b− a

(x− a) + ua.
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4) Considerata una funzione A,

continua sull’intervallo limitato
[a, b], indichiamo con A la sua media

integrale, e supponiamo che risul-
ti

∫ b

a

A(x) η′(x) dx = 0 (15)

per ogni η ∈ C1([a, b]) tale che η(a)
= η(b) = 0.

4) (a) Verificare che la funzio-
ne η0(x) data da

η0(x) =

∫ x

a

(A(t)− A) dt

è di classe C1([a, b]) e si annulla

agli estremi.

La funzione η0(x) è di classe C1

([a, b]) per il teorema fondamenta-

le del calcolo integrale, essendo
continua per ipotesi la funzione

integranda A(t)− A. Risulta

η0(a) =

∫ a

a

(A(t)− A) dt

= 0

per la definizione dell’integrale.
Si ha, inoltre,

η0(b) =

∫ b

a

(A(t)− A) dt

=

∫ b

a

A(t) dt− (b− a)A.

Poiché la media integrale A è, per

definizione, data da

A =
1

b− a

∫ b

a

A(t) dt,

si conclude che η0(b) = 0, come vo-

levasi dimostrare.

4) (b) Verificare che A(x) = A
per ogni x ∈ [a, b]. Suggerimen-

to: integrare l’uguaglianza (A(x)
− A)2 = A(x) η′0(x) − Aη′0(x) sull’in-

tervallo (a, b), e sfruttare l’ipote-

si (15).

L’uguaglianza suggerita nel testo

si spiega osservando che

(A(x)− A)2 = (A(x)− A) (A(x)− A)

= (A(x)− A) η′0(x).

Integrando sull’intervallo (a, b), e
sfruttando la (15), troviamo

∫ b

a

(A(x)− A)2 dx = −A

∫ b

a

η′0(x) dx

= 0

perché η0 è nulla agli estremi. Ma
allora la funzione continua A(x)−
A deve essere identicamente nul-
la, e da ciò segue che A(x) = A in

tutto l’intervallo [a, b].
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Problemi al contorno

1) Indicata con f una funzione

di classe C2(R) tale che f ′′(t) > 0
per ogni t ∈ R, scrivere l’equa-

zione di Eulero-Lagrange del se-

guente funzionale:

F [u] =

∫ b

a

f(u′(x)) dx; .

L’equazione di Eulero-Lagrange
del funzionale F è

d

dx
f ′(u′(x)) = 0,

la quale ammette l’integrale pri-

mo
f ′(u′(x)) = costante. (16)

Verifichiamo che se u ∈ C1([−1, 1])
allora la (16) equivale a

u′(x) = costante. (17)

Se, infatti, u′ assumesse due valo-
ri distinti t1 < t2, allora per con-

tinuità assumerebbe anche tutti i
valori nell’intervallo (t1, t2).

Di conseguenza, per la (16) si

avrebbe f ′(t) = costante per t ∈ (t1,
t2), il che è impossibile perché f ′′(t)
> 0 per ipotesi.

Dunque l’equazione di Eulero-
Lagrange del funzionale F , inte-

sa in senso classico, si può scrive-
re nella forma (17).

2) Trovare le estremali (cioè

le soluzioni dell’equazione di Eu-
lero-Lagrange) dei funzionali del-

l’esercizio 1.

Le estremali u ∈ C1([−1, 1]) del fun-
zionale F , cioè le soluzioni dell’e-

quazione (17), sono le funzioni

u(x) = mx+ q

con m e q parametri reali.

3) Fissate due costanti ua, ub ∈
R, trovare, fra le suddette estre-
mali, quelle che soddisfano le con-

dizioni u(a) = ua e u(b) = ub.

Qualunque siano ua e ub esiste
una e una sola estremale u del

funzionale F tale che u(a) = ua e
u(b) = ub, ed è la funzione

u(x) =
ub − ua
b− a

(x− a) + ua.
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Problemi isoperimetrici

1) Trovare la base b e l’altez-

za a di un rettangolo in modo tale

che la sua area sia 1, ed il perime-
tro sia il più piccolo possibile.

Di questo classico problema so-

no note numerose soluzioni. Ad
esempio, partendo dalla disugua-

glianza isoperimetrica

A ≤ L2

16
,

dove A è l’area di un qualunque
rettangolo e L il suo perimetro,

e sapendo che l’uguaglianza vale

per i quadrati e solo per essi, si
conclude che la base b e l’altez-

za a vanno presi uguali fra loro.
Dunque

a = b = 1.

2) Trovare, se esistono, la ba-
se b e l’altezza a di un rettangolo

in modo tale che la sua area sia 1,
ed il perimetro sia il più grande

possibile.

I rettangoli di base b qualun-
que ed altezza a = 1/b hanno area

1, e perimetro L = 2 (a + b) > b.
Poiché dunque

sup
b∈(0,+∞)

L = +∞,

questo problema non ammette so-

luzione.

3) Fissata una costante L ∈ (2,
π), verificare che se esiste una
funzione u0 che massimizza il fun-

zionale F [u] dato da

F [u] =

∫ 1

−1

u(x) dx

nell’insieme delle funzioni u ∈ C2

([−1, 1]) tali che u(−1) = u(1) = 0 e
∫ 1

−1

√

1 + (u′(x))2 dx = L,

allora u0 ha per grafico un arco
di circonferenza.

Sotto le condizioni indicate, un’e-

ventuale massimante u0 soddisfa
l’equazione

d

dx

∂L
∂u′

(u(x), u′(x))

=
∂L
∂u

(u(x), u′(x)) (18)

dove L(u, u′) = f(u)−λ g(u′), f(u) = u,

g(u′) =
√

1 + (u′)2 , e λ è un parame-
tro incognito. Poiché le derivate

di L hanno le seguenti espressioni:

∂L
∂u

(u, u′) = 1,

∂L
∂u′

(u, u′) =
−λu′

√

1 + (u′)2
,

l’equazione (18) si scrive

d

dx

−λu′(x)
√

1 + (u′(x))2
= 1,

e perciò il parametro λ deve esse-
re diverso da zero. Quindi possia-

mo anche scrivere

d

dx

u′(x)
√

1 + (u′(x))2
= − 1

λ
. (19)
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Integrando ambo i membri tro-

viamo

u′(x)
√

1 + (u′(x))2
= − x− x0

λ
, (20)

dove x0 denota una costante di in-

tegrazione, e il secondo membro
s = −(x−x0)/λ deve assumere valo-

ri nell’intervallo (−1, 1) affinché
l’equazione sia soddisfatta.

Più esattamente, x0 denota un

punto dell’intervallo (−1, 1) dove
u′(x0) = 0. L’esistenza di un ta-

le punto discende dal teorema di
Rolle.

Poiché la funzione s(t) = t/
√
1 + t2

è invertibile, e la sua inversa è t(s)
= s/

√
1− s2, s ∈ (−1, 1), dalla (20)

ricaviamo

u′(x) =
− x−x0

λ
√

1− ( x−x0

λ
)2

.

Integrando ancora una volta ot-
teniamo finalmente

u(x)− u(x0) + λ = λ

√

1−
( x− x0

λ

)2

.

Elevando ambo i membri al qua-

drato si riconosce che il grafico
di u è un arco di circonferenza di

raggio R = |λ| centrato nel punto
C = (x0, u(x0)−λ), e la verifica può

dirsi conclusa.

CALCOLO DEI PARAMETRI

Troviamo il valore numerico dei

parametri x0 e λ, non richiesto
dall’esercizio.

Poiché u(−1) = u(1), occorre

che x0 = 0, dunque

u(x)− u(0) + λ = λ

√

1−
( x

λ

)2

. (21)

Inoltre, per la massimante u0 do-

vrà aversi λ = R > 0, e perciò

u0(x) = u0(0)−R +
√

R2 − x2

con R ≥ 1 affinché u0 sia definita
sull’intervallo [−1, 1].

Si noti che con λ = −R il grafi-

co di u(x) è un arco di circonferen-
za che rivolge la concavità verso

il basso, dunque u(x) non può esse-
re una massimante per F .

Infine, affinché u0 sia nulla agli

estremi occorre che u0(0) = R −√
R2 − 1 , quindi

u0(x) =
√

R2 − x2 −
√

R2 − 1 .

Il valore di R si può ricavare ri-
solvendo l’equazione 2R arcsen 1

R
=

L con i metodi dell’analisi numeri-
ca.
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