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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[101]

PROBLEMI CLASSICI

1) CON RIFERIMENTO AL FUNZIONA-
LE F[u] DATO DA:

VAP,
Pl | ]

DOVE b E UNA COSTANTE POSITIVA,
SVOLGERE I SEGUENTI ESERCIZI.

1) (a) CALCOLARE F'[u,,], ESSENDO
Uy, LA FUNZIONE u,,(x) = mx, ED m UN
PARAMETRO NEGATIVO.

ESSENDO u,(x) = m, SI TROVA

P ViEe
F[um]—/o Wda:.

POICHE m E COSTANTE, POSSIAMO SCRI-

VERE

) b
Flu,] = 1+m dx g
ml - Jo V&

1) (b) STABILIRE SE IL VALORE NU-
MERICO DI F[u,,] E MONOTONO RISPET-
TO AD m.

OSSERVIAMO INNANZITUTTO CHE LA
RADICE QUADRATA

E UNA FUNZIONE STRETTAMENTE CRE-
SCENTE RISPETTO AL RADICANDO

B 1+ m?

;
QUINDI STUDIAMO LA MONOTONIA DI
QUEST’'ULTIMO PER m € (—o00,0). Es-
SENDO L

t'(m) = 7
SI DEDUCE CHE t(m) E DECRESCENTE
PER m € (—o00,—1) E CRESCENTE PER

m € (—1,0).
N

~

-~ A ’4,,,

LLO STESSO SI PUO DIRE DELLA FUNZIO-
NE o(m) = Fluy)].

1) (¢) TROVARE IL LIMITE DI F'|u,,)
PER m — —00.

DALLA (1) SEGUE IMMEDIATAMENTE
CHE lim Flu,,| = +oc.

m——0o0
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1) (d) DARE UN’INTERPRETAZIONE
FISICA DEGLI ESERCIZI PRECEDENTI, RI-
CONDUCENDOLI AL PROBLEMA DELLA
BRACHISTOCRONA.

(GLI ESERCIZI PERMETTONO DI CON-
FRONTARE FRA LORO I TEMPI DI TRAN-
SITO DI DIVERSI PIANI INCLINATI, SCHE-
MATIZZABILI CON DEI SEGMENTI AVENTI
UN ESTREMO NELL’ORIGINE E L’ALTRO
ESTREMO DI ASCISSA b.

SI TROVA CHE IL TEMPO DI TRAN-
SITO TENDE ALL’INFINITO QUANDO IL
PIANO TENDE A DIVENTARE ORIZZON-
TALE, IN ACCORDO COL FATTO CHE LA
VELOCITA TENDE A ZERO.

IL TEMPO DI TRANSITO TENDE AL-
L'INFINITO ANCHE QUANDO IL PIANO
TENDE A DIVENTARE VERTICALE, IN
ACCORDO COL FATTO CHE IL PERCOR-
SO DIVENTA INFINITAMENTE LUNGO.

IL. TEMPO DI TRANSITO E MINIMO
QUANDO L’INCLINAZIONE E DI 45°.
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2) CON RIFERIMENTO AL FUNZIONA-
LE G[u] DATO DA:

(" pdp
ot = | NIy

DOVE R E UNA COSTANTE POSITIVA,
SVOLGERE 1 SEGUENTI ESERCIZI.

2) (a) CALCOLARE Gluy|, ESSENDO
up, LA FUNZIONE uy(p) = hp/R, E h UN
PARAMETRO POSITIVO.

ESSENDO wj(p) = h/R, SI TROVA

o pdp
G[“h]:/o 1T (h/RE

POICHE h/R E COSTANTE, POSSIAMO
SCRIVERE

R2 R
Glun] = m/ pdp
R4
- 2 2\ ° (2)
2 (R? + h?)

2) (b) STABILIRE SE IL VALORE NU-
MERICO DI Gluy] E MONOTONO RISPET-
TO AD h.

POICHE IL DENOMINATORE NELLA
(2) E POSITIVO E CRESCE CON h > 0,
E POICHE IL NUMERATORE E POSITI-
VO, IL VALORE NUMERICO DI Glu;] E
STRETTAMENTE DECRESCENTE PER h €
[0, +00).

2) (c¢) TROVARE IL LIMITE DI Gluy]
PER h — +00.

DALLA (2) SI RICAVA IMMEDIATAME-

TE CHE lim Glu,) = 0.
h—+o00

2) (d) DARE UN’INTERPRETAZIONE
FISICA DEGLI ESERCIZI PRECEDENTI, RI-
CONDUCENDOLI AL PROBLEMA DEL COR-
PO DI MINIMA RESISTENZA DI NEWTON.

(GLI ESERCIZI PERMETTONO DI CON-
FRONTARE FRA LORO LE RESISTENZE
ALL’AVANZAMENTO INCONTRATE DA DI-
VERSI CONI AVENTI LO STESSO RAGGIO
DI BASE R.

AZ

o R g
/x

SI TROVA CHE LA RESISTENZA E TANTO
MINORE QUANTO PIU IL CONO E APPUN-
TITO.

STANDO A QUESTO MODELLO, SI PO-
TREBBE COSTRUIRE UN CONO CARAT-
TERIZZATO DA UNA RESISTENZA ARBI-
TRARIAMENTE PICCOLA FACENDOLO DI
ALTEZZA h SUFFICIENTEMENTE GRAN-
DE.
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[102]

DEFINIZIONI ELEMENTARI

1) INDICATA CON R UNA COSTAN-
TE POSITIVA, DETERMINARE L'ESTREMO
INFERIORE, E, SE ESISTONO, IL VALORE
MINIMO ED I MINORANTI DEL FUNZIO-
NALE

(" pdp
GM‘41+W@V

AL VARIARE DI u NELLA CLASSE C*(]0,
R)).

LA DETERMINAZIONE DELL’ESTRE-
MO INFERIORE DEL FUNZIONALE DATO
SI BASA SULLE SEGUENTI DUE CONSI-
DERAZIONI.

LA PRIMA E CHE, ESSENDO POSITI-
VA LA FUNZIONE INTEGRANDA, POSSIA-
MO SCRIVERE

G[u] > 0 PER 0GNI u € C*([0, R]). (3)

LA SECONDA CONSIDERAZIONE E CHE
PONENDO u,(p) = np RISULTA

lim Glu,] =0

n—-+00
(V. ESERCIZIO 2 DELLA SERIE [101]).
DALLE DUE CONSIDERAZIONI APPENA
FATTE SEGUE CHE
inf =0

ueC(0.0))
E PERCIO I MINORANTI SONO IN NUMERI
m € (—o0,0].

PER DETERMINARE L'EVENTUALE VA-
LORE MINIMO DEL FUNZIONALE DATO,
FACCIAMO UNA TERZA CONSIDERAZIO-
NE, CHE MIGLIORA LA (3):

G[u] > 0 PER 0GNI u € C'([0, R]),

CIOE NON ESISTE NESSUNA u € C'([0, ])
TALE CHE Glu] = 0. CONCLUDIAMO
CHE IL FUNZIONALE DATO NON AMMET-
TE MINIMO.

2) CON RIFERIMENTO AL FUNZIO-
NALE Glu| DELL’ESERCIZIO 2, TROVA-
RE UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI u,,(p)
APPARTENENTI ALLA CLASSE C1([0, R])

E TALI CHE IL LIMITE lim Glu,] SIA
n—-+00

UGUALE ALL’ESTREMO INFERIORE DI (¢
DETERMINATO PRECEDENTEMENTE.

LE FUNZIONI u,(p) = mp DELL’E-
SERCIZIO PRECEDENTE HANNO LA PRO-
PRIETA RICHIESTA.
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3) DETERMINARE L’ESTREMO SUPE-
RIORE, E, SE ESISTONO, IL VALORE MAS-
SIMO ED I MAGGIORANTI DEL FUNZIO-
NALE G[u] DELL’ESERCIZIO 1 AL VARIA-
RE DI u NELLA CLASSE C1([0, R]).

LA DETERMINAZIONE DEL VALORE MAS-
SIMO DEL FUNZIONALE SI BASA SULLE
SEGUENTI DUE CONSIDERAZIONI.

LA PRIMA E CHE, ESSENDO (u/(p))?
> (0 PER OGNI p € [0, R], SI HA

(" pdp
ol = |

R
< / pdp =75 R’
0

QUALUNQUE SIA LA FUNZIONE u € (!
([0, R]). LA SECONDA CONSIDERAZIONE
E CHE, POSTO ugp(p) = 0, SI VEDE PER
SOSTITUZIONE CHE G[ug) = 3 R

DALLE DUE CONSIDERAZIONI APPE-
NA SVOLTE SEGUE CHE LA FUNZIONE g
E UNA MASSIMANTE, E CHE

max G[u] = 5 R~
weC([0.5))

D1 CONSEGUENZA RISULTA ANCHE

sup  Glu| = 3 R?
weC([0,5])

ED I MAGGIORANTI DEL FUNZIONALE G
SONO I NUMERI REALI M € [} R?, +00).
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[103]

DISUGUAGLIANZE ISOPERIMETRICHE

1) DICO CHE ESISTONO UN ESPO-
NENTE « # 2 ED UNA COSTANTE ¢ € R
TALI CHE PER OGNI FIGURA PIANA ),
LIMITATA E REGOLARE, RISULTA:

[ < cloQ]*. (4)
CONFUTARE QUESTA AFFERMAZIONE.

PER CONFUTARE L’AFFERMAZIONE BA-
STA OSSERVARE CHE, SE FOSSE VERA,
LA SI POTREBBE APPLICARE ANCHE AL
CASO IN CUI

() = Bp

ESSENDO Bpr UN QUALUNQUE CERCHIO
DI RAGGIO R > (0. SAPENDO CHE

‘BR‘ == 7T]‘z2

|8BR\ =21R

SOSTITUENDO NELLA (4) SI TROVEREB-

BE
s

(2m)®
SE a < 2, IL SECONDO MEMBRO DEL-
LA (5) TENDE A 400 PER R — 400,
DUNQUE NON ESISTE ALCUNA COSTAN-
TE ¢ CHE LA SODDISFI.

c> R*™. (5)

SE, INVECE, « > 2, ALLORA IL SE-
CONDO MEMBRO DELLA (5) TENDE A
+o0o PER R — 0. IN CONCLUSIONE
LA (5) NON PUO VALERE, E QUINDI NON
VALE NEMMENO LA (4), PER « # 2.

S1 PUO DIMOSTRARE CHE LA (4) VA-

LECONQZZECZL%.
v

2) SAPENDO CHE FRA TUTTI I SOLI-
DI LIMITATI € C R?® LA CUI FRONTIE-
RA O{) E UNA SUPERFICIE REGOLARE A
PEZZI ED HA AREA ASSEGNATA QUELLO
DI VOLUME MASSIMO E LA SFERA, DE-
TERMINARE UNA COSTANTE ¢ IN MODO
TALE CHE RISULTI

Q] < cloQ? (6)

PER QUALUNQUE SOLIDO LIMITATO () C
R3 LA CUI FRONTIERA E UNA SUPERFI-
CIE REGOLARE A PEZZI.

RICORDIAMO CHE IL VOLUME DELLA
SFERA Bpr DI RAGGIO R > 0 E |Bg| =
smR®, MENTRE L’AREA DELLA SFERA B
|0BR| = 4rR%*, E PERCIO SUSSISTE L’U-
GUAGLIANZA

|Br| = 5= 0Bg]?.
PRESO UN QUALUNQUE SOLIDO LIMITA-
TO () LA CUI FRONTIERA E UNA SUPER-
FICIE REGOLARE A PEZZI, DETERMINIA-
MO IL RAGGIO R IN MODO TALE CHE
RISULTI
|0Bg| = |09)].
SOTTO QUESTA CONDIZIONE SAPPIAMO
CHE
Q| < |Bxl
E PERCIO
Q] < 5= 10Bg|? = ¢1= 092,

DUNQUE POSSIAMO FISSARE ARBITRA-
1

RIAMENTE ¢ € [g7=, +00) E LA (6) VA-

LE PER OGNI SOLIDO LIMITATO {2 LA CUI

FRONTIERA E UNA SUPERFICIE REGOLA-

RE A PEZZI.

SOSTITUENDO () = Bp NELLA (6)
SI TROVA CHE IL PIU PICCOLO VALORE
POSSIBILE PER ¢ E PROPRIO ﬁ, DET-
TO “COSTANTE ISOPERIMETRICA NELLO
SPAZIO” .
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[104]

PROBLEMI ELEMENTARI

1) SI CONSIDERI UN GENERICO TRI-
ANGOLO AVENTE UN LATO DI LUNGHEZ-
ZA ASSEGNATA by, E PERIMETRO ASSE-
GNATO L > 2by. DETERMINARE GLI AL-
TRI DUE LATI IN MODO TALE CHE L’A-
REA SIA LA PIU GRANDE POSSIBILE.

ESSENDO by FISSATO, L’AREA 1byh
E MASSIMA QUANDO LO E L’ALTEZZA h
RISPETTO AL LATO b.

INDICATI CON a E ¢ GLI ALTRI DUE
LATI DEL TRIANGOLO, LA CONDIZIONE
a+by+c = L ST PUO RISCRIVERE NELLA
FORMA

a+c=L—b. (7)

INDICATO CON B IL VERTICE OPPOSTO
AL LATO by, LA CONDIZIONE (7) MO-
STRA CHE LA SOMMA a + ¢ DELLE DI-
STANZE DEL VERTICE B DAGLI ALTRI
DUE VERTICI A E C' HA UN VALORE AS-
SEGNATO.

MA IL LUOGO DEI PUNTI DEL PIA-
NO PER I QUALI E COSTANTE LA SOMMA
DELLE DISTANZE DA DUE PUNTI FISSI E
L’ELLISSE.

QUINDI IL VERTICE B APPARTIENE A
UN’ELLISSE DI FUOCHI A E C.

DI CONSEGUENZA, LA MASSIMA DI-
STANZA DI B DAL LATO by SI RAGGIUN-
GE QUANDO B SI TROVA SULL’ASSE DI
TALE LATO, E CIOE QUANDO

L — b
. (8)

a = C—=

PER 1 PIU ESIGENTI, VEDIAMO UNO
SVOLGIMENTO ANALITICO DELLO STES-
SO ESERCIZIO.

FISSATI 1 PUNTI A = (—by/2,0) E C
= (bo/2, 0), INDICHIAMO CON (xp,yn)
LE COORDINATE DEL PUNTO B. PER
IL TEOREMA DI PITAGORA, SI HA

bn \ 2
o (o= ) =

b 2
h? + (x3+7°) =,

DOVE ¢ = AB, a = BC, E h = |yg|.
SOMMANDO LE DUE RELAZIONI SI TRO-
VA

2

b
2h2+2:c23+70 =a’+ . 9)

SOTTRAENDO, INVECE, LA SECONDA
DALLA PRIMA SI OTTIENE

(a+c)(a—c)=2byxp.

QUEST’ULTIMA, INSIEME ALLA CONDI-
ZIONE a + ¢ = L — by, PERMETTE DI RI-
CAVARE LE ESPRESSIONI

20 = L — by + 2z

QC:L—bO—ibg—:gf

(10)
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CHE, SOSTITUITE NELLA (9), PORTANO
A

L 4 12
2h? = = (L — 2 (1——3)
3 0) (L — by)?
DA CUI RISULTA CHE IL MASSIMO VA-
LORE DI h SI HA PER zp = 0. SOSTI-
TUENDO xp = 0 NELLE (10) SI OTTIENE

NUOVAMENTE LA (8).

2) DETERMINARE L’ANGOLO « TRA
DUE SEGMENTI CONSECUTIVI OP E PQ
DI LUNGHEZZA DATA, IN MODO TALE
CHE L’AREA DEL TRIANGOLO OP(Q) SIA
LA PIU GRANDE POSSIBILE.

POICHE IL SEGMENTO OP HA UNA
LUNGHEZZA DATA, L’AREA %OPh DEL
TRIANGOLO E MASSIMA QUANDO LO E
L’ALTEZZA h = P() sena.

F)

POICHE ANCHE IL SEGMENTO P() HA
UNA LUNGHEZZA DATA, L'ALTEZZA h E
MASSIMA PER a = 90°.

LA FIGURA METTE IN EVIDENZA IL
FATTO CHE, FISSATO IL SEGMENTO OP,
IL PUNTO () APPARTIENE AD UNA CIR-
CONFERENZA CENTRATA IN P.

3) VERIFICARE CHE LA FUNZIONE

f(t) = 2L E STRETTAMENTE CRESCEN-

TE SULL'INTERVALLO (0,%). SUGGERI-
MENTO: SCRIVERE tgt = % E SFRUT-

TARE IL FATTO CHE sen o« < o« PER OGNI
a > 0.

PER VERIFICARE CHE LA FUNZIONE
/ E STRETTAMENTE CRESCENTE, VERI-
FICHIAMO CHE LA SUA DERIVATA E PO-
SITIVA NELL'INTERVALLO (0, 7). SI HA

t cos?t — (sent) (cost —t sent)
t? cos?t

f(t) =
2t — sen 2t
2t2 cos?t

POICHE sena < a PER o = 2t > 0, NE
SEGUE CHE f(t) > 0 PER t € (0, F), CO-
ME VOLEVASI DIMOSTRARE.
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4) (a) PER oGNI L € (0,+00) ED
OGNI INTERO N > 3, TROVARE L’A-
REA Ax DEL POLIGONO REGOLARE CON
N LATI E PERIMETRO L.

L’AREA Ay DEL POLIGONO REGO-
LARE CON N LATI SI TROVA MOLTIPLI-
CANDO PER N L’AREA DI UN TRIANGO-
LO ISOSCELE AVENTE PER BASE IL LATO
¢ = L/N DEL POLIGONO, E PER ALTEZ-
ZA L’APOTEMA a.

L

—

N

A SUA VOLTA L’APOTEMA a SI RICAVA
DAL SEMILATO ¢/2 TRAMITE LA RELA-
ZIONE (/2 = a tg(a/2), ESSENDO a =
2% DUNQUE

0/2

w8(%)

L
2N tg(%)
E DI CONSEGUENZA

12
4N tg(%)
L* w/N

= E—tg(%) : (11)

Ay =

4) (b) CALCOLARE IL LIMITE

lim AN.
N—+400

RICORDANDO IL LIMITE NOTEVOLE

lim Ay = —. (12)

4) (c) INDICATA CON A L’AREA DEL
CERCHIO LA CUI CIRCONFERENZA HA
LUNGHEZZA L, STABILIRE PER QUALI
INTERI N > 3 RISULTA Ay < A.

[, RAGGIO 7 DELLA CIRCONFERENZA
DI LUNGHEZZA L MISURA 7 = 5=, QUIN-
DI L’AREA A VALE

A = 7r?
LZ
A7’
E PERCIO LA (12) SI PUO RISCRIVERE
COME SEGUE:

N—+o0
SAPPIAMO INOLTRE DALL’ESERCIZIO 3
CHE LA FUNZIONE f(t) = 8L E STRET-
TAMENTE CRESCENTE SULL'INTERVALLO
(0,%). QUINDI, PONENDO t = 7/N, LA
FORMULA (11) MOSTRA CHE L’AREA Ay
DEL POLIGONO REGOLARE DI PERIME-
TRO L E STRETTAMENTE CRESCENTE
RISPETTO AL NUMERO N DEI LATI.

MA ALLORA CIASCUN TERMINE Ay E
STRETTAMENTE MINORE DEL LIMITE DI
TALE SUCCESSIONE: CIOE SI HA Ay < A
PER OGNI N > 3.
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[105]

LUNGHEZZA DEL GRAFICO
INDICATE CON b ED u; DUE COSTAN-

TI REALI, DI CUI b > 0, SI CONSIDERI IL
FUNZIONALE J[u] DATO DA

Ju] :/0 V14 ((x))? do

DOVE u VARIA NELL'INSIEME X DELLE
FUNZIONT DI CLASSE C'([0,b]) TALI CHE
u(0) =0 E u(b) = up.

1) DARE UN’INTERPRETAZIONE GEO-
METRICA DI J|u].

I VALORE NUMERICO DI J[u] ESPRI-
ME LA LUNGHEZZA DELLA CURVA CHE E
IL GRAFICO DELLA FUNZIONE u.

2) PosTO u, = 0, TROVARE IL MINI-
MO DI J[u].

VISTA L’'INTERPRETAZIONE GEOME-
TRICA DEL FUNZIONALE .J, E SAPENDO
CHE LA LINEA PIU BREVE TRA DUE PUN-
TI DATI E IL SEGMENTO, CI ASPETTIAMO
CHE IL MINIMO DI J[u| SIA LA LUNGHEZ-
ZA DELL’INTERVALLO [0,b], E CIOE

min J[u] = b. (13)
ueX
PER VERIFICARE QUESTA TESI BASTA
FARE LE SEGUENTI DUE CONSIDERA-
ZIONI. LA PRIMA E CHE, ESSENDO
(u/(x))?> > 0 PER OGNI x € [0, )], ST HA

b
J[u]Z/ dx = b PER OGNI u € X.
0

4 )

Fa

© b

e
T

LA SECONDA CONSIDERAZIONE E CHE,
INDICATA CON uy € X LA FUNZIONE
up(z) = 0, SI TROVA PER SOSTITUZIO-
NE J[up] = b. IN DEFINITIVA, RISULTA

J[up] = b < J[u] PER OGNI u € X,

IL CHE IMPLICA LA (13).
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3) FISSATO ARBITRARIAMENTE u; €
R, TROVARE IL MINIMO DI J[u|. SUGGE-
RIMENTO: QUALUNQUE FUNZIONE CON-
VESSA E DERIVABILE f(f), DELLA VA-
RIABILE t € R, SODDISFA LA DISUGUA-
GLIANZA f(t) > [f(to) + ['(to) (t — o)
PER OGNI t,t; € R. PONENDO f(?)
= V1+t?, t = u(x) E tg = up/b SI

RICAVA. ..

VISTA L'INTERPRETAZIONE GEOMETRI-
CA DEL FUNZIONALE J, CI ASPETTIA-
MO CHE IL MINIMO DI J[u] SIA LA LUN-
GHEZZA DEL GRAFICO DELLA FUNZIO-
NE ug(z) = upx/b, CHE E IL SEGMENTO
AVENTE PER ESTREMI L’ORIGINE ED IL
PUNTO (b, u;). DUNQUE

géi}f(lj[u]:J[uo]:\/bQ—kuZ. (14)

VERIFICHIAMO QUESTA TESI SEGUENDO
IL SUGGERIMENTO NEL TESTO. SOSTI-

TUENDO f(t) = V142, t =u/(x) E tg

= up/b NELLA DISUGUAGLIANZA
f(t) = f(to) + f'(to) (£ —to)
SI OTTIENE
VIt (W(2)* = V1+ (u/0)?
SAODIGOEESE

INTEGRANDO AMBO I MEMBRI SULL’IN-
TERVALLO (0,b) SI TROVA

Ju] = Jlu]
+  f'(up/D) /Ob (u’(m) — %) dx

QUALUNQUE SIA u € X. PER IL TEORE-
MA FONDAMENTALE DEL CALCOLO IN-
TEGRALE, E SICCOME u(b) = uj, L’IN-
TEGRALE E NULLO E LA (14) SEGUE.
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[106]

EQUAZIONE DI EULERO-LAGRANGE

1) FISSATO UN INTERVALLO LIMITA-
TO (a,b) # (), SCRIVERE L'EQUAZIONE
DI EULERO-LAGRANGE DEI SEGUENTI
FUNZIONALI:

b
Fm:/wme;

b
J[u] = / V14 (w(2))? de.

LA LAGRANGIANA DEL FUNZIONALE F' E
LA FUNZIONE f(z,u,u’) = (u’)?, RISUL-
TA DUNQUE Of/0u’ = 2u/, E PERTANTO
L’EQUAZIONE DI EULERO-LAGRANGE E

d
% 2 UI(SU) = O,

CHE SI PUO SCRIVERE SEMPLICEMEN-
TE u”(z) = 0. LA LAGRANGIANA DEL
FUNZIONALE J, INVECE, E LA FUNZIONE
f(z,u,v') = /14 (u/)?, RISULTA DUN-
QUE
of u’

1L+ (u)? ’
E PERTANTO L’EQUAZIONE DI EULERO-
LAGRANGE E

d u'(x)

dr /1 + (u/(x))?
SVOLGENDO LA DERIVATA, L’EQUAZIO-
NE SI PUO RISCRIVERE NELLA FORMA

ul/(a,/,) 3
(1+ ('(2))?)*

QUESTA EQUAZIONE EQUIVALE, ANCO-
RA UNA VOLTA, A u”(z) = 0.

= 0.

2) TROVARE LE ESTREMALI (CIOE
LE SOLUZIONI DELL'EQUAZIONE DI EU-
LERO-LAGRANGE) DEI FUNZIONALI DEL-
L’ESERCIZIO 1.

L’ESERCIZIO SI RIDUCE A TROVARE
L'INTEGRALE GENERALE DELL'EQUAZIO-
NE

u = 0.

SI CONCLUDE CHE LE ESTREMALI DI EN-
TRAMBI I FUNZIONALI SONO 1 POLINO-
MI DI PRIMO GRADO, CIOE LE FUNZIONI
u(x) = mx + ¢ CON m E ¢ PARAMETRI
REALL

3) FISSATE DUE COSTANTI g, Uy €
R, TROVARE, FRA LE SUDDETTE ESTRE-
MALI, QUELLE CHE SODDISFANO LE CON-
DIZIONI u(a) = u, E u(b) = wup.

L’ESERCIZIO SI RIDUCE A TROVARE
L'EQUAZIONE DELLA RETTA PASSANTE
PER I DUE PUNTI (a,u,) E (b, uy).

ESISTE DUNQUE UN’UNICA ESTRE-
MALE SODDISFACENTE LE CONDIZIONI
DATE, ED E LA FUNZIONE

Up — Ugq

P (x —a) + ug.

u(zr) =
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4) CONSIDERATA UNA FUNZIONE A,
CONTINUA SULL'INTERVALLO LIMITATO
[a, b], INDICHIAMO CON A LA SUA MEDIA
INTEGRALE, E SUPPONIAMO CHE RISUL-
TI

/ A(z)n(z)dx =0 (15)

PER OGNI 1 € C'([a,b]) TALE CHE 7(a)
=n(b) = 0.

4) (a) VERIFICARE CHE LA FUNZIO-
NE 7)9(x) DATA DA

/ (At - A) di

B DI cLASSE C'([a,b]) E SI ANNULLA
AGLI ESTREMLI.

mo()

LA FUNZIONE 19(z) E DI CLASSE C'
([a,b]) PER IL TEOREMA FONDAMENTA-
LE DEL CALCOLO INTEGRALE, ESSENDO
CONTINUA PER IPOTESI LA FUNZIONE
INTEGRANDA A(t) — A. RISULTA

/a(A(t) ~A)dt
~ 0

mo(a)

PER LA DEFINIZIONE DELL'INTEGRALE.
SI HA, INOLTRE,

b
no(b) l/mm—mﬁ

/bA(t)dt—(b—a)A.

POICHE LA MEDIA INTEGRALE A E, PER
DEFINIZIONE, DATA DA

1 b
— / A(t) dt,

SI CONCLUDE CHE 1)y(b) = 0, COME VO-
LEVASI DIMOSTRARE.

A=

Metodi classici del calcolo delle variazioni

4) (b) VERIFICARE CHE A(x) = A
PER OCGNI = € [a,b]. SUGGERIMEN-
TO: INTEGRARE L'UGUAGLIANZA (A(x)
— A2 = A(z)nj(r) — An)(xr) SULLIN-
TERVALLO (a,b), E SFRUTTARE L’'IPOTE-
st (15).

L’UGUAGLIANZA SUGGERITA NEL TESTO
SI SPIEGA OSSERVANDO CHE

(A(z) = A)* = (A(z) — A) (A(z) - A4)
= (A(z) — A) mp(z).
INTEGRANDO SULL’ INTERVALLO (a,b), E

SFRUTTANDO LA (15), TROVIAMO

b
A [ i) da
=0

PERCHE 19 E NULLA AGLI ESTREMI. MA
ALLORA LA FUNZIONE CONTINUA A(z)—
A DEVE ESSERE IDENTICAMENTE NUL-
LA, E DA CIO SEGUE CHE A(x) = A IN
TUTTO L'INTERVALLO [a, b].
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[107]

PROBLEMI AL CONTORNO

1) INDICATA CON f UNA FUNZIONE
DI CLASSE C?(R) TALE CHE f”(t) > 0
PER OGNI t € R, SCRIVERE L'EQUA-
ZIONE DI EULERO-LAGRANGE DEL SE-
GUENTE FUNZIONALE:

b
FM=/fWMMw

L’EQUAZIONE DI EULERO-LAGRANGE
DEL FUNZIONALE F E

d
o "(u/(x)) =0,
LA QUALE AMMETTE L'INTEGRALE PRI-
MO
f'(u'(z)) = COSTANTE. (16)

VERIFICHIAMO CHE SE u € Cl([-1,1])
ALLORA LA (16) EQUIVALE A

u'(x) = COSTANTE. (17)

SE, INFATTI, ' ASSUMESSE DUE VALO-
RI DISTINTI ¢; < t3, ALLORA PER CON-
TINUITA ASSUMEREBBE ANCHE TUTTI I
VALORI NELL'INTERVALLO (t1,2).

DI CONSEGUENZA, PER LA (16) sI
AVREBBE f'(t) = COSTANTE PER t € (1,
ty), IL CHE E IMPOSSIBILE PERCHE [”(t)
> (0 PER IPOTESI.

DUNQUE L’EQUAZIONE DI EULERO-
LAGRANGE DEL FUNZIONALE F', INTE-
SA IN SENSO CLASSICO, SI PUO SCRIVE-
RE NELLA FORMA (17).

2) TROVARE LE ESTREMALI (CIOE
LE SOLUZIONI DELL'EQUAZIONE DI EU-
LERO-LAGRANGE) DEI FUNZIONALI DEL-
L’ESERCIZIO 1.

LE ESTREMALI u € C'([—1,1]) DEL FUN-
ZIONALE F', CIOE LE SOLUZIONI DELL E-
QUAZIONE (17), SONO LE FUNZIONI

u(z) =mz +q

CON m E q PARAMETRI REALI.

3) FISSATE DUE COSTANTI g, up €
R, TROVARE, FRA LE SUDDETTE ESTRE-
MALI, QUELLE CHE SODDISFANO LE CON-
DIZIONI u(a) = u, E u(b) = wup.

QUALUNQUE SIANO u, E u, ESISTE
UNA E UNA SOLA ESTREMALE u DEL
FUNZIONALE F' TALE CHE u(a) = u, E
u(b) = up, ED E LA FUNZIONE

Up — Ug

P (x — a) + u,.

u(z) =
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SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI
[108]

PROBLEMI ISOPERIMETRICI

1) TROVARE LA BASE b E L’ALTEZ-
ZA a DI UN RETTANGOLO IN MODO TALE
CHE LA SUA AREA SIA 1, ED IL PERIME-
TRO SIA IL PIU PICCOLO POSSIBILE.

D1 QUESTO CLASSICO PROBLEMA SO-
NO NOTE NUMEROSE SOLUZIONI. AD
ESEMPIO, PARTENDO DALLA DISUGUA-
GLIANZA ISOPERIMETRICA

A<

— 16’

DOVE A E L’AREA DI UN QUALUNQUE
RETTANGOLO E L IL SUO PERIMETRO,
E SAPENDO CHE L'UGUAGLIANZA VALE
PER I QUADRATI E SOLO PER ESSI, SI
CONCLUDE CHE LA BASE b E L’ALTEZ-
ZA a VANNO PRESI UGUALI FRA LORO.
DUNQUE

a=>b=1.

2) TROVARE, SE ESISTONO, LA BA-
SE b E L’ALTEZZA a DI UN RETTANGOLO
IN MODO TALE CHE LA SUA AREA SIA 1,
ED IL PERIMETRO SIA IL PIU GRANDE
POSSIBILE.

I RETTANGOLI DI BASE b QUALUN-
QUE ED ALTEZZA a = 1/b HANNO AREA
1, E PERIMETRO L = 2(a +b) > b.
POICHE DUNQUE

sup L = 400,
be(0,400)

QUESTO PROBLEMA NON AMMETTE SO-
LUZIONE.

Metodi classici del calcolo delle variazioni —

3) FISSATA UNA COSTANTE L € (2,
7), VERIFICARE CHE SE ESISTE UNA
FUNZIONE 1y CHE MASSIMIZZA IL FUN-
ZIONALE F'[u] DATO DA

Flu] = /_11 u(x) dx

NELL’INSIEME DELLE FUNZIONI u € C?
([=1,1]) TALI CHE u(—1) =u(l) =0 E

/\/1+

ALLORA ug HA PER GRAFICO UN ARCO
DI CIRCONFERENZA.

x))? dr = L,

SOTTO LE CONDIZIONI INDICATE, UN’E-
VENTUALE MASSIMANTE wuy SODDISFA
L’EQUAZIONE

oL
dr ou

(u(z), u'(z))

e ,
= () (@) (18)

DOVE L(u,u) = f(u)—Ag('), f(u) = u,
g(u') = /14 («)?, E X\ E UN PARAME-
TRO INCOGNITO. POICHE LE DERIVATE
DI £ HANNO LE SEGUENTI ESPRESSIONTI:

oL

%(U,Ul) = 1,

oL ) —Au

- (u,u) = )

au/ 1 + ('U/,)Q
L’EQUAZIONE (18) SI SCRIVE

d —\u/(z) .

dov 1T+ @W(@)?

E PERCIO IL PARAMETRO )\ DEVE ESSE-
RE DIVERSO DA ZERO. QUINDI POSSIA-
MO ANCHE SCRIVERE
d u(x 1
(z) = — —, (19)
AV T
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INTEGRANDO AMBO I MEMBRI TRO-
VIAMO

u'(x) o x—:z:()’ (20)

V1t (W(2))? A
DOVE xy DENOTA UNA COSTANTE DI IN-
TEGRAZIONE, E IL SECONDO MEMBRO
s = —(x —xy)/A DEVE ASSUMERE VALO-
RI NELL'INTERVALLO (—1,1) AFFINCHE
L’EQUAZIONE SIA SODDISFATTA.

PIU ESATTAMENTE, z; DENOTA UN
PUNTO DELL’INTERVALLO (—1,1) DOVE
u'(xg) = 0. L’ESISTENZA DI UN TA-
LE PUNTO DISCENDE DAL TEOREMA DI
ROLLE.

POICHE LA FUNZIONE s(t) = t/v/1 + t2
E INVERTIBILE, E LA SUA INVERSA E £(s)

= s/vV1—s2, s € (—1,1), bALLA (20)

RICAVIAMO

INTEGRANDO ANCORA UNA VOLTA OT-
TENIAMO FINALMENTE

u(x)—u(xo)—k)\:)\\/l—(%)?

ELEVANDO AMBO I MEMBRI AL QUA-
DRATO SI RICONOSCE CHE IL GRAFICO
DI u E UN ARCO DI CIRCONFERENZA DI
RAGGIO R = |\| CENTRATO NEL PUNTO
C = (zo, u(zg) — \), E LA VERIFICA PUO
DIRSI CONCLUSA.

CALCOLO DEI PARAMETRI

TROVIAMO IL VALORE NUMERICO DEI
PARAMETRI 3 E A, NON RICHIESTO
DALL’ESERCIZIO.

PoicHE u(—1) = wu(l), OCCORRE
CHE xy = 0, DUNQUE

2
u(z) —u(0) +A=XAy/1— (%) . (21)
INOLTRE, PER LA MASSIMANTE ) DO-

VRA AVERSI A = R > 0, E PERCIO

up(r) = up(0) — R+ v/ R? — 22

CON R > 1 AFFINCHE uy SIA DEFINITA
SULL’INTERVALLO [—1,1].

SI NOTI CHE CON A = —R IL GRAFI-
CO DI u(x) E UN ARCO DI CIRCONFEREN-
ZA CHE RIVOLGE LA CONCAVITA VERSO
I, BASSO, DUNQUE () NON PUO ESSE-
RE UNA MASSIMANTE PER F'.

INFINE, AFFINCHE wuy SIA NULLA AGLI
ESTREMI OCCORRE CHE u(0) = R —
R? — 1, QUINDI

up(z) = VR —2?> —R*—1.

IL VALORE DI R SI PUO RICAVARE RI-

SOLVENDO L'EQUAZIONE 2R arcsen ¢ =

L CON I METODI DELL’ANALISI NUMERI-
CA.
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