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PROBLEMI CLASSICI



OGGETTO DEL CALCOLO DEL-
LE VARIAZIONI

IL CALCOLO DELLE VARIAZIONI CON-
SISTE NELLO STUDIO DEI MINIMI DI FUN-
ZIONI IL CUI DOMINIO E UN INSIEME DI...
FUNZIONI!

I PROBLEMI PIU ANTICHI SONO STATI
IL PROBLEMA DELLA BRACHISTOCRONA
ED IL PROBLEMA DI NEWTON DEL COR-
PO DI MINIMA RESISTENZA.

VEDIAMO IN CHE COSA CONSISTONO
I DUE PROBLEMI SUDDETTI, AD UN DU-
PLICE SCOPO:

1. PRECISARE MEGLIO L’OGGETTO DEL
CALCOLO DELLE VARIAZIONI;

2. MOSTRARE LE ORIGINI DI UNA
BRANCA DELLA MATEMATICA, CONTRA-
STANDO LA TESI CHE ATTRIBUISCE LO
SVILUPPO DELLA NOSTRA DISCIPLINA
ESCLUSIVAMENTE ALLA VOLONTA DI GE-
NERALIZZARE ED ORGANIZZARE LE CO-
NOSCENZE PRECEDENTTI.

UN’INTERESSANTE INTRODUZIONE SI
PUO TROVARE, AD ESEMPIO, NEL PRI-
MO VOLUME DEL TRATTATO DI TONEL-
LI [25]. VEDERE ANCHE IL LIBRO DI
MORREY [18], 1. COURANT-HILBERT
[5] E LA STORIA DELLA MATEMATICA DI
KLINE [14].

IN PARTICOLARE, IL NOME DI “CALCO-
LO DELLE VARIAZIONI” SI ISPIREREBBE
AD UN’OPERA DI EULERO DEL 1764 IN-
TITOLATA “ELEMENTA CALCULI VARIA-
TIONUM”: VEDERE [14, PAG. 680].

UNA BREVE SINTESI, RIVOLTA AGLI
STUDENTI, SI PUO TROVARE IN [1] ED
IN [19].

IL PROBLEMA DELLA BRACHI-
STOCRONA

GALILEO GALILEI STUDIO IL PIANO
INCLINATO (SCHEMATIZZABILE CON UN
SEGMENTO INCLINATO) E LO CONFRON-
TO CON L’ARCO DI CIRCONFERENZA,
GIUNGENDO ALLA CONCLUSIONE CHE

“brevissimo sopra tutti ¢ tempi sara quello
della caduta per l’arco”.

GLI sTUDI DI GALILEO FURONO ESTE-
SI PRENDENDO IN CONSIDERAZIONE AN-
CHE ALTRE CURVE.

IL PROBLEMA DELLA BRACHISTOCRO-
NA FU POSTO COME UNA SFIDA AI SUOI
COLLEGHI DAL MATEMATICO JOHANN
BERNOULLI, NEL SEICENTO.

FISSATI DUE PUNTI A E B IN UN PIA-
NO VERTICALE, IL PROBLEMA CONSISTE
NEL TROVARE, FRA TUTTE LE CURVE
AVENTI PER ESTREMI I DUE PUNTI SUD-
DETTI, QUELLA CHE OFFRE IL MINIMO
TEMPO DI PERCORRENZA (TRASCURAN-
DO I RALLENTAMENTI DERIVANTI DAL-
L’ATTRITO).

TALE CURVA VIENE DETTA BRACHI-
STOCRONA, DAL GRECO BRACHISTOS (IL
PIU BREVE) E CRONOS (TEMPO).

IMPORTANZA DEL PROBLEMA

IL PROBLEMA DELLA BRACHISTOCRONA
E ANCORA ATTUALE PERCHE LA SUA
FORMULAZIONE ED I SUOI METODI RI-
SOLUTIVI SI APPLICANO A PROBLEMI
APPARENTEMENTE DIVERSI, COME LA
PROPAGAZIONE DELLE ONDE RADIO.

IL PROBLEMA E IMPORTANTE ANCHE
PERCHE HA DATO ORIGINE AL CALCOLO
DELLE VARIAZIONI.
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UN MODELLO MATEMATICO

COLLOCHIAMO L’ORIGINE DEL PIA-
NO zy NEL PRIMO ESTREMO A, E CON-
SIDERIAMO UNA CURVA PIANA v GRA-
FICO DI UNA FUNZIONE u € C'(]0,]),
ESSENDO b > (0 L’ASCISSA DEL SECONDO
ESTREMO B.

OSSERVIAMO, PER INCISO, CHE LA
LETTERA « UTILIZZATA PER DENOTARE
LA FUNZIONE INCOGNITA E L’INIZIALE
DELLA PAROLA INGLESE unknown.

SUPPONENDO u(z) < 0 PER z € (0,
b], VOGLIAMO ESPRIMERE LA DURATA
DEL MOTO DI UNA PARTICELLA IN CA-
DUTA DAL PUNTO A AL PUNTO B.

IN QUESTA FASE NON C’E UN TEO-
REMA DA DIMOSTRARE. ILLUSTRIAMO,
INVECE, UN TIPICO MODELLO DEL PRO-
BLEMA CONSIDERATO.

44 b

VELOCITA DELLA PARTICELLA

LA VELOCITA v DURANTE IL MOTO
SI RICAVA DAL PRINCIPIO DI CONSERVA-
ZIONE DELL'ENERGIA:

K + U = cost. (1)

DOVE K = 1mop?

5 E L’ENERGIA CINETI-
cA, U = mgy L'ENERGIA POTENZIALE,
m LA MASSA DELLA PARTICELLA E ¢

L’ACCELERAZIONE DI GRAVITA.

ESSENDO v = 0 NEL PUNTO A = (0,
0), SI DEDUCE CHE LA COSTANTE NEL-
LA (1) E NULLA, E PERCIO RISULTA

1, .2 _
smv*+mgy =0
DURANTE TUTTO IL MOTO. DA QUI SI

OTTIENE

v=1/"2g9y =2glyl. (2

INDICATI CON t = 0 E t =T L'ISTANTE
INIZIALE E L'ISTANTE FINALE DEL MO-
TO, PENSIAMO L’ASCISSA CURVILINEA $
LUNGO LA CURVA 7 COME UNA FUNZIO-
NE DEL TEMPO ¢ DI CLASSE C'([0,T]) LA
CUI DERIVATA v = ds/dt E DATA DAL-
LA (2).

LA (2) MOSTRA CHE ds/dt > 0 NEI
PUNTI DI v DOVE y < 0, CIOE IN TUTTI
I PUNTI TRANNE A.

PERCIO, PER IL TEOREMA DELLA
FUNZIONE INVERSA, LA VARIABILE t E
UNA FUNZIONE DI s TALE CHE

dt 1
= PER s > 0. (3)

ds — \/2g]y|
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TEMPO DI TRANSITO

L’ASCISSA CURVILINEA s E LA LUN-
GHEZZA DELLA PARTE DI v TRA IL PRI-
MO ESTREMO A ED IL GENERICO PUNTO
P = (x,u(r)) DEL GRAFICO DI u.

SAPPIAMO CHE s E UNA FUNZIONE
DI £ SODDISFACENTE LA RELAZIONE

RICORDANDO LA (3), ED ESSENDO y =
u(x), SI DEDUCE CHE LA DERIVATA DEL-
LA FUNZIONE COMPOSTA t(s(x)) E DATA
DA

dt 14 (W(z
dr 29 |u(z)|

E PERCI(\), PER IL TEOREMA FONDA-
MENTALE DEL CALCOLO INTEGRALE, IL
TEMPO DI TRANSITO T' E DATO DA

/¢1+ e ()
0 29 |u(zx )\

IL TEMPO DI TRANSITO 1" DIPENDE DAL-
LA FUNZIONE u, PERCIO SI PUO SCRI-
VERE COME T'(u), O ANCHE T[u] PER
EVITARE CONFUSIONE CON LA FUNZIO-
NE COMPOSTA DI DUE FUNZIONI DI VA-
RIABILE REALE.

MODELLIZZAZIONE DEL PRO-
BLEMA DELLA BRACHISTO-
CRONA

PER x > 0,

[ PROBLEMA DELLA BRACHISTOCRO-
NA SI TRADUCE NEL TROVARE, FRA
TUTTE LE FUNZIONI u € C([0,b]) TALI
CHE: u(x) < 0 PER z € (0,b], u(0) =0
E u(b) = L’ORDINATA DEL SECONDO
ESTREMO B, QUELLA FUNZIONE ug (SE
ESISTE) TALE CHE

T[uo) < T[u] PER OGNI w. (5)

NOTAZIONE DI LEIBNIZ

SOLITAMENTE L’ESPRESSIONE (4) DEL
TEMPO DI TRANSITO 7' SI RICAVA CON
PIU DISINVOLTURA E MENO CALCOLI.
SCRIVIAMO LA (2) COME

@ VAT

TRATTANDO 1 DIFFERENZIALI COME SE
FOSSERO QUANTITA ALGEBRICHE, RI-
CAVIAMO

g — — (6)
29 [u(z)]
PER IL TEOREMA DI PITAGORA, SI HA
ds = \/dz?2+dy?. DA QUI, ESSENDO
y = u(z), SEGUE ds = /1 + (v/(2))? dz.
SOSTITUENDO NELLA (6) OTTENIAMO

\/1+ ))? dx
2g|u( )| '

INFINE, INTEGRANDO AMBO I MEMBRI
SI RICAVA LA (4).

L’EFFICACIA DI PROCEDIMENTI CO-
ME QUESTO STA ALLA BASE DEL SUC-
CESSO DELLA NOTAZIONE DI LEIBNIZ.

ALLO STESSO TEMPO, LA DEBOLEZ-
ZA DI TALI PROCEDIMENTI SUL PIANO
DEL RIGORE HA MOTIVATO LO SVILUP-
PO DELLA TEORIA.

AD ESEMPIO, L'INTEGRALE NELLA
(4) SI PUO ESPRIMERE COME UN INTE-
GRALE CURVILINEO DI PRIMA SPECIE:

ds
T= | —.
v U
LLO SI VEDE APPLICANDO LA DEFINIZIO-

NE DI QUEST’ULTIMO INTEGRALE.
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LA CONVERGENZA DEL-
L’ INTEGRALE (4)

L’INTEGRALE (4), CHE ESPRIME IL
TEMPO DI TRANSITO 7', NON PUO ESSE-
RE INTESO NEL SENSO DI RIEMANN SE
LA FUNZIONE u € C1([0,0]), CHE STA AL
DENOMINATORE, SI ANNULLA NELL’ORI-
GINE.

TUTTAVIA, ESSENDO LA FUNZIONE
INTEGRANDA CONTINUA E NON NEGA-
TIVA IN (0,b], L'INTEGRALE (4) E BEN
DEFINITO NEL SENSO IMPROPRIO, DET-
TO ANCHE GENERALIZZATO.

INOLTRE L'INTEGRALE (4) E BEN
DEFINITO ANCHE NEL SENSO DI LE-
BESGUE, ED IL SUO VALORE COINCIDE
CON QUELLO DELL'INTEGRALE IMPRO-
PRIO.

AFFINCHE L’INTEGRALE (4) ABBIA
UN VALORE FINITO, E SUFFICIENTE CHE
u'(0) < 0. IN TAL CASO, INFATTI, POS-

SIAMO DEFINIRE ¢y = [u/(0)]/2 > 0 E
POICHE

lim u(@) = /(0)

z—=0t T

ESISTE r > 0 TALE CHE PER OGNI & €
(0,7) ABBIAMO

[u()|

- > £q. (7)

PERCIO SCRIVIAMO INNANZITUTTO
[y
o V2gTeto)
L[
T

E DA QUI, POSTO M, = n[aa]x\u( x)|, OT-
0,r

TENIAMO

T’<L/1 - L+ M dx

2950x

"1+ (W (x
r 29 [u()]

ORA L’ULTIMO INTEGRALE PUO INTEN-
DERSI NEL SENSO DI RIEMANN, MENTRE
IL PRECEDENTE E UN NOTO INTEGRALE
IMPROPRIO CONVERGENTE.

PER IL TEOREMA DEL CONFRONTO,
CONCLUDIAMO CHE T < 4.

ALLA STESSA CONCLUSIONE SI PER-
VIENE ANCHE SE u NON E DERIVABILE
NELL’ORIGINE, PURCHE ESISTANO &y > (
ED 7 > 0 TALI CHE VALGA LA (7) NEL-
L'INTERVALLO (0, 7).

SE, INVECE, u/(0) = 0, L'INTEGRA-
LE (4) PUO ANCORA AVERE UN VALORE
FINITO, COME AD ESEMPIO NEL CASO IN
cul |u(z)| = 2%/ PER 2 VICINO A 0.

IN QUESTO CASO, PERO, IL PUNTO
MATERIALE, COLLOCATO NELL’ORIGINE
A RIPOSO, SI TROVA IN EQUILIBRIO E
PERCIO NON SI METTE IN MOTO.

PER MANTENERE IL SIGNIFICATO FI-
SICO DEL PROBLEMA, POSSIAMO CON-
SIDERARE FUNZIONI u € C'([0,0]) TALI
CHE: u(z) <0 PER z € (0,b], v/(0) < 0,
u(0) = 0 E u(b) = L'ORDINATA DEL SE-
CONDO ESTREMO B.

VEDREMO PIU AVANTI CHE IL PRO-
BLEMA NON AMMETTE SOLUZIONE IN
TALE CLASSE: UNA FUNZIONE vy SOD-
DISFACENTE LA (5) SI POTRA TROVARE
SOSTITUENDO LO SPAzIO C([0,b]) coN
C*((0,0]) N C°([0,0]) (PAG. Mc5H1).
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IL PROBLEMA DI NEWTON DEL
CORPO DI MINIMA RESISTENZA

NEI1 Principia NEWTON SI POSE IL
PROBLEMA DI TROVARE LA FORMA DA
DARE ALL’ESTREMITA DI UN SOLIDO DI
ROTAZIONE PER MINIMIZZARE LA RESI-
STENZA ALL’AVANZAMENTO IN UN FLUI-
DO.

ESAMINIAMO UN MODELLO MATEMA-
TICO DEL SUDDETTO PROBLEMA PER
GLI SCOPI INDICATI A PAG. Mcb CON IL
N. 1 E 2, SENZA LA PRETESA DI TRARRE
INDICAZIONI COSTRUTTIVE VALIDE PER
L'INDUSTRIA MODERNA.

UTILIZZEREMO UN SISTEMA DI RIFERI-
MENTO SOLIDALE CON IL CORPO, LA CUI
SUPERFICIE D’'IMPATTO SARA RAPPRE-
SENTATA COME UNA SUPERFICIE REGO-
LARE A PEZZI E GRAFICO DI UNA FUN-

ZIONE RADIALE u(p), p = /22 + y>.

INIZIALMENTE, RAPPRESENTIAMO IL
FLUIDO INTORNO AL CORPO COME UN
INSIEME DI PARTICELLE IN MOTO RET-
TILINEO UNIFORME NELLA DIREZIONE
DELL’ASSE DEL CORPO STESSO.

INFINE PASSEREMO AD UN MODEL-
LO CONTINUO, OTTENENDO LA CLASSI-
CA ESPRESSIONE (11).

LE LEGGI FISICHE ALLA BASE DEL RA-
GIONAMENTO SONO LA SECONDA LEGGE
DELLA DINAMICA NEWTONIANA (O ME-
GLIO IL TEOREMA DELL’IMPULSO) E LA
LEGGE DI SNELL DELLA RIFLESSIONE.

URTO DI UNA SINGOLA PARTI-
CELLA

CONSIDERIAMO II, CASO DI UNA SUPER-
FICIE PIANA E LIMITATA NELLO SPAZIO
2yz, URTATA DA UNA SINGOLA PARTI-
CELLA DI MASSA m CHE PROCEDE CON
VELOCITA v = vk, ESSENDO k IL VER-
SORE DELL’ASSE 2z, E v > (0 UNA CO-
STANTE.

LA VARIAZIONE Ap DELLA QUANTITA
DI MOTO DELLA PARTICELLA A SEGUITO
DELL'URTO E DATA DA Ap = m (v —v),
ESSENDO v’ LA VELOCITA DELLA STES-
SA DOPO L’URTO.

PER LA LEGGE DI SNELL DELLA RI-
FLESSIONE, IL VETTORE v’ — v E PER-
PENDICOLARE ALLA SUPERFICIE.

INDICATO CON M IL VERSORE NOR-
MALE AVENTE VERSO OPPOSTO A v’ —v,
E CON a € [0,5) L’ANGOLO TRA m E LA

VERTICALE, COSICCHE cosa = n-k > 0,
RISULTA

|v" — v|| = 2v cosa

E PERCIO LA COMPONENTE VERTICALE
ADyert DI Ap = —2mun cosa B

Ap,oi = —2mu k cos? a. (8)

PASSIAMO ORA A CONSIDERARE GLI UR-
TI DELLE ALTRE PARTICELLE.

Metodi classici del calcolo delle variazioni - pag. Mc9



GLI URTI NELL’INTERVALLO At

LA MASSA M DI TUTTE LE PAR-
TICELLE CHE URTANO LA SUPERFICIE
NELL’INTERVALLO DI TEMPO At E

M = pAv At, 9)

ESSENDO p LA DENSITA DEL FLUIDO ED
A IAREA DELLA PROIEZIONE DELLA SU-
PERFICIE STESSA SUL PIANO ORIZZON-
TALE.

PER VEDERLO, CONSIDERIAMO IL CASO
IN CUI LE PARTICELLE SONO LIBERE DI
PASSARE ATTRAVERSO LA SUPERFICIE,
GRAFICO DI UNA FUNZIONE z = w(z,y)
PER (z,y) € A.

IN TAL CASO, NELL'INTERVALLO DI
TEMPO At ESSE RIEMPIONO IL SOLIDO
Q={(z,y,2) | (z,y) € A, w(z,y) <z <
w(x,y) + v At }, IL CUI VOLUME E

Q| = //A (w(x,y)+vAt) dx dy

— // w(z,y)drdy = Av At,
A

COME SI PUO ANCHE OTTENERE INVO-
CANDO IL PRINCIPIO DI CAVALIERI. ES-
SENDO M = Q2] SI VERIFICA LA (9).

SOSTITUENDO M AL POSTO DI m
NELLA (8) SI TROVA LA COMPONENTE
VERTICALE APyet DELLA VARIAZIONE
DELLA QUANTITA DI MOTO DI TUTTE
LE PARTICELLE CHE URTANO LA SUPER-
FICIE PIANA NELL'INTERVALLO At:

APyt = —2Muvk cos’a
= —2pAv> Atk cos® a.(10)

DALLA SUPERFICIE PIANA
A QUELLA DI ROTAZIONE

TRASPORTIAMO L’ESPRESSIONE (10)
AL CASO DI UNA SUPERFICIE DI ROTA-
ZIONE, GRAFICO DI UNA FUNZIONE RA-
DIALE w(z,y) = u(p), p = V&*+y>,
DI CLASSE C!' NEL DISCO CHIUSO Bp
CENTRATO NELL’ORIGINE E DI RAGGIO
R > 0.

SOSTITUENDO L’AREA A NELLA (10)
CON L’ELEMENTO D’AREA dx dy E INTE-
GRANDO, SI OTTIENE

AP ey = —2 v Atl%/ (cos* o) dz dy.
Br

DATA LA SIMMETRIA DELLA SUPER-
FICIE, LA COMPONENTE ORIZZONTALE
DEL VETTORE AP SI CONSIDERA NUL-
LA PERCHE I CONTRIBUTI ORIZZONTALI
DEGLI URTI DELLE DIVERSE PARTICELLE
SI ANNULLANO SOMMANDOSI TRA LORO,
DUNQUE AP = APqt.

PER L'IDENTITA cos’a = (1 + tgZa)™!,

E POICHE PER IL SIGNIFICATO GEOME-
TRICO DELLA DERIVATA SI HA |u/(p)| =
| tg a|, PASSANDO A COORDINATE POLA-
RI POSSIAMO SCRIVERE

N dx dy
AP = —9 U2Atk/
: B, 1+ (W(p))?

R

= —4ﬂu02Atl%/ pdp :

o 1+ W(p))?

PER LA SECONDA LEGGE DELLA DINA-
MICA, LA FORZA COSTANTE F' DA AP-
PLICARE AL CORPO PER MANTENERLO
IN MOVIMENTO A VELOCITA v E DATA
DA F = AP/At, E CIOE

R
> pdp
F = —47T,Lw2k/ (11
o 1+ (u(p))? )
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IL PROBLEMA VARIAZIONALE
DI NEWTON

MENTRE LA DENSITA 4 E LA VE-
LOCITA v SI CONSIDERANO COSTANTI,
L'INTEGRALE NELLA (11) DIPENDE DAL-
LA FUNZIONE u: ESSO VIENE DETTO
“FATTORE DI FORMA”, E LO INDICHE-
REMO CON G[u]. PONIAMO DUNQUE

(" pdp
GM‘Al+wwV'(m

FRA TUTTE LE FUNZIONI u € C*([0, R]),
CI DOMANDIAMO SE NE ESISTE UNA,
CHE INDICHIAMO CON g, TALE CHE

Glup] < Glu] PER OGNI u.

LLO STUDENTE PUO FARE QUALCHE OS-
SERVAZIONE IN MERITO SVOLGENDO GLI
ESERCIZI GUIDATI DELLA SERIE [101].

NOTE SUL PROBLEMA DI NEW-
TON

NEL MODELLO TESTE SVILUPPATO SI
PRESUPPONE CHE CIASCUNA PARTICEL-
LA DEL FLUIDO URTI IL CORPO NON PIU
DI UNA VOLTA.

OCCORRE DUNQUE CHE LA DENSITA
{ DEL FLUIDO SIA SUFFICIENTEMENTE
PICCOLA (FLUIDO RAREFATTO).

RESTA ESCLUSO, INOLTRE, IL CASO
DI CORPI CON UNA RIENTRANZA SULLA
PUNTA.

QUEST’ULTIMA CONDIZIONE SI TRA-
DUCE MATEMATICAMENTE CON LA RI-
CHIESTA CHE LA FUNZIONE u(p) NELLA
(12) SIA MONOTONA NON DECRESCEN-
TE.

IN OGNI CASO IL MODELLO DI NEW-
TON NON TIENE CONTO DEI FENOME-
NI DI VORTICITA CHE SI MANIFESTANO
SULLA PARTE POSTERIORE DEL CORPO.

LA FINALITA DELLO STUDIO DEL SUD-
DETTO MODELLO SONO QUELLE ELEN-
CATE A PAG. Mcb CONINN. 1 E 2.

Metodi classici del calcolo delle variazioni - pag. Mcl1



I FUNZIONALI

IL PROBLEMA DELLA BRACHISTOCRONA
ED IL PROBLEMA DI NEWTON DEL COR-
PO DI MINIMA RESISTENZA CONSISTONO
NEL MINIMIZZARE UN’OPPORTUNA FUN-
ZIONE F[u] ESPRESSA TRAMITE UN IN-
TEGRALE DEL TIPO

b
FM:/fWM@U@W%

DOVE [ E UNA FUNZIONE DATA DETTA
TALVOLTA “LAGRANGIANA” .

IN QUESTO TIPO DI PROBLEMI L’IN-
COGNITA E UNA FUNZIONE, ANZICHE UN
NUMERO COME PER LE EQUAZIONI AL-
GEBRICHE.

INOLTRE LA FUNZIONE OBIETTIVO
Flu], CIOE LA FUNZIONE DA MINIMIZ-
ZARE, PRENDE COME ARGOMENTO UNA
FUNZIONE 4, E NON UNA VARIABILE
REALE.

PERCIO F SI CHIAMA “FUNZIONALE”
(INGL. “FUNCTIONAL”), O “FUNZIONA-
LE INTEGRALE DEL CALCOLO DELLE
VARIAZIONI”, OPPURE ANCORA “INTE-
GRALE VARIAZIONALE” (INGL. “VARIA-
TIONAL INTEGRAL”).
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IL PROBLEMA ISOPERIME-
TRICO

UNA DELLE PROPRIETA PIU NOTE-
VOLI DEL CERCHIO E QUELLA DI ESSE-
RE LA FIGURA PIANA CON L’AREA PIU
GRANDE A PARITA DI PERIMETRO.

TALE PROPRIETA, NOTATA FIN DAL-
L’ANTICHITA, E STATA DIMOSTRATA SO-
LO NELLA PRIMA META DEL NOVECEN-
TO.

FRA LE DIVERSE FORMULAZIONI MA-
TEMATICHE DEL PROBLEMA, UNA DEL-
LE PIU SEMPLICI CONSISTE NEL CONSI-
DERARE SOTTOINSIEMI 2 C R? 1L CUI
CONTORNO Of) E UNA CURVA REGOLA-
RE, SEMPLICE, CHIUSA, DI LUNGHEZ-
ZA L FISSATA, ESPRESSA IN FORMA PA-
RAMETRICA DA

x = x(s)
y=y(s)
DOVE s € [0,L] E L'ASCISSA CURVILI-

NEA. IN PARTICOLARE, ) E SEMPLICE-
MENTE CONNESSO.

(13)

PER IL TEOREMA DELLA DIVERGEN-
ZA NEL PIANO, L'AREA [{)| SI PUO ESPRI-

MERE COME SEGUE:

1
Q| = —/divrd::f;dy
2 Ja

1 [L
= —/ r-nds, (14)
2 Jo

DOVE T E DATO DA r(x,y) = xi +
¥, E m DENOTA IL VERSORE NORMA-
LE USCENTE LUNGO LA FRONTIERA Of).

SE AMMETTIAMO CHE IL VERSO DI
PERCORRENZA DELLA CURVA 0f) DE-
TERMINATO DALLE (13) SIA QUELLO
ANTIORARIO, POSSIAMO SCRIVERE n(z,

y) =y'(s)i—a'(s)].

PERCIO, VISTA LA (14), SIAMO CON-
DOTTI AL PROBLEMA DI MASSIMIZZARE
IL FUNZIONALE

Firl =5 [ ()99 = y(s) #(5)) ds

FRA TUTTE LE APPLICAZIONI 7: [0, L]
— R? p1 crasse CY([0,L]) TALI CHE
r(0) =r(L) E

(2'(s))* + (/(s))> =1 PER s € [0, L].

IL PROBLEMA DI DIDONE

STRETTAMENTE LEGATO AL PROBLEMA
ISOPERIMETRICO E IL PROBLEMA DI DI-
DONE, COSI CHIAMATO PERCHE LEGATO
ALLA LEGGENDARIA FONDAZIONE DEL-
LA CITTA DI CARTAGINE DA PARTE DEL-
LA REGINA FENICIA.

CONSIDERIAMO UNA CURVA SEMPLI-
CE E REGOLARE 7, RAPPRESENTATA IN
FORMA PARAMETRICA DALLE (13) RI-
SPETTO ALL’ASCISSA CURVILINEA s € [0,
7| E TALE CHE

y(0) =y(m) =0,
y(s) > 0 PER s € (0, 7).

RIGUARDO L’ORIENTAZIONE DI v, SUP-
PONIAMO CHE z(m) < z(0).

IL. PROBLEMA CONSISTE NEL MASSI-
MIZZARE L’AREA DELLA FIGURA PIANA
() DELIMITATA DALLA CURVA v E DAL-
L’ASSE x, ESPRESSA DAL FUNZIONALE

Flr] = 19|

_ % /O " (a(s) 4/ (s) — y(s) 2'(s)) ds.
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AREA DI UN POLIGONO SEM-
PLICEMENTE CONNESSO

APPLICHIAMO LA FORMULA (14) AL
CASO IN CUI £ E UN POLIGONO P SEM-
PLICEMENTE CONNESSO DI VERTICI Py,
..., Py, ENUMERATI PROCEDENDO IN
VERSO ANTIORARIO. POSTO Fy = P,
SI TROVA

1 N
Pl=5 D @iy —xiy)  (15)

j=1

DOVE (z;,y;) = FP;. INFATTI IL CON-
TORNO 7 DEL POLIGONO P E COSTI-
TUITO DAGLI N SEGMENTI y; CHE VAN-
NO DAL VERTICE P;_; AL VERTICE P},
j=1,..., N, DUNQUE

N
/r-ndSZZ/rj-njds. (16)
v j=1 "7

IL SEGMENTO 7; PUO ESSERE PARAME-
TRIZZATO COME SEGUE:

ri(t) = Pj1 + (P — Pj1)t,

CON t € [0,1], E LA NORMALE USCENTE
n; LUNGO 7; E DATA DA

(Y; — Yj—1, Tj1— ;)
|25 — Pj|

nj:

TENENDO CONTO CHE (P;— Pj_1)-n; =
0, E ds = ||P; — P;_y|| dt, ST TROVA

/’I“j"nde:/Pj_l'nde
Vi Vi

=21 (yj — Yj-1) + yj—1 (Tj-1 — 75)

=Tj-1Y; — TjYj-1.

SOSTITUENDO NELLA (16) ED APPLI-
CANDO IL TEOREMA DELLA DIVERGEN-
ZA NEL PIANO SI OTTIENE LA (15).

INTERPRETAZIONE GEOME-
TRICA

INDICATO CON X IL PRODOTTO VET-
TORIALE, LA FORMULA (15) SI PUO RI-
SCRIVERE COME SEGUE;:

1 N
Pl =~ > Piix Pk
j=1

ESAMINIAMO LA FORMULA SUPPONEN-
DO, PER SEMPLICITA, Py = Py = O.

NEL cAso N =3 LA (15) SI RIDUCE A

1
\7)| = 5( 1y2—x2y1)
1 ~
= 5P1><P2'k3

IN ACCORDO CON IL SIGNIFICATO GEO-
METRICO DEL PRODOTTO VETTORIALE.

NEL CASO N > 3, SE RISULTA Pj_1 X
Pj-fe>0PEROGN1j:2,...,N—1 AL-
LORA IL POLIGONO P SI E COSTITUITO
DAGLI N — 2 TRIANGOLI T; = OP;_1F;,
E LA (15) ESPRIME IL FATTO CHE

N-1
Pl=>_ Il
j=2

SE POI RISULTA Pj,_; x Pj, = 0 PER
QUALCHE jy € {2,...,N — 1}, IL RI-
SULTATO CONTINUA A VALERE PERCHE
‘Tjo‘ =0.

SE, INFINE, P;,_; x P;, - k < 0 PER
QUALCHE jp € {2,..., N—1}, COMPAIO-
NO NELLA (15) TERMINI NEGATIVI CHE
TUTTAVIA VENGONO NEUTRALIZZATI DA
TERMINI POSITIVI RIDONDANTI.

SI NOTI CHE, NEL CASO PARTICOLA-
RE IN CUI P E UN POLIGONO CONVESSO,
LA (15) E VALIDA. SE INOLTRE Py =
Py = O, ST HA ANCHE Pj_1><Pj-I§:>0
PER OCGNI 7 =2,..., N — 1.
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IL PROBLEMA DELLA CATENA-
RIA

I, CLASSICO PROBLEMA DELLA CA-
TENARIA CONSISTE NEL TROVARE LA
FORMA CHE UN FILO OMOGENEO E INE-
STENSIBILE ~ (CATENA) ASSUME PER
EFFETTO DELLA FORZA PESO QUANDO
VIENE SOSPESO PER GLI ESTREMI.

SI SUOLE RAPPRESENTARE LA CATE-
NA 7 COME IL GRAFICO DI UNA FUN-
ZIONE u € C'([a,b]), NEL QUAL CASO
LA SUA LUNGHEZZA E DATA DA

L:/ds

= /\/1+ N2 dz.  (17)

INDICATA CON g (COSTANTE) LA DEN-
SITA LINEARE DI MASSA, LA POSIZIONE
DI EQUILIBRIO DELLA CATENA SI TROVA
MINIMIZZANDO L’ENERGIA POTENZIALE
U DATA DA

Ulu] = Lugyds

— g [ VI @) o) do.

ANCHE QUESTO PROBLEMA VIENE DET-
TO ISOPERIMETRICO PERCHE LE FUN-
ZIONI AMMISSIBILI ¥ DEVONO SODDISFA-
RE LA CONDIZIONE (17) CON L DATO.

SI NOTI CHE L’ORDINATA ¥ DEL BA-
RICENTRO DI 7 E DATA DA

ve = 7 / py ds
= —U
1 Ul
DOVE M = u L E LA MASSA DELLA CA-

TENA, DUNQUE MINIMIZZARE U [u] EQUI-
VALE A MINIMIZZARE ¥g.
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IL PROBLEMA DI PLATEAU

NEL CELEBRE PROBLEMA DI PLA-
TEAU SI CONSIDERA L’INSIEME DELLE
SUPERFICI NELLO SPAZIO AVENTI PER
BORDO UNA DATA CURVA CHIUSA 7.

FRA TUTTE LE SUPERFICI X TALI
CHE 0% = 7y SI VUOLE SAPERE SE NE
ESISTE ALMENO UNA, CHE INDICHIAMO
CON Xy, LA CUI AREA [Yj| SIA LA PIU
PICCOLA POSSIBILE, TALE CIOE CHE

1X0] < |X| PER OGNI X.

PER PRECISARE I TERMINI DELLA QUE-
STIONE, CI RIFERIAMO AL CASO IN CUI
LE SUPERFICI > SONO GRAFICI DI FUN-
ZIONI.

PROBLEMA DI PLATEAU NON
PARAMETRICO

DATO UN DOMINIO PIANO ) LIMI-
TATO E REGOLARE, SAPPIAMO CHE IL
GRAFICO DI UNA FUNZIONE u € C*(Q)
[} UNA SUPERFICIE REGOLARE Y LA CUI
AREA E DATA DA

Flu] = [3] (18)
= /Q\/1+\Vu(x,y)|2 dx dy.

FISSATA UNA FUNZIONE ¢ € C*(Q), vo-
GLIAMO SAPERE SE ESISTE UNA FUNZIO-
NE 1y € C'(Q)) SODDISFACENTE LA DISU-
GUAGLIANZA

PER OCGNI FUNZIONE u € CY(Q) TALE
CHE u(z,y) = ¢(x,y) OGNIQUALVOLTA
(x,y) € ON.

IN QUESTO CASO, LA CURVA 7 FIS-
SATA NELLO SPAZIO E L'IMMAGINE DEL
CONTORNO 0f) TRAMITE LA FUNZIONE
DATA .

IL FUNZIONALE DI DIRICHLET

SI PUO PENSARE CHE SE IL GRA-
DIENTE V¢ DELLA FUNZIONE DATA ¢ E
PICCOLO, LA RICERCA DELLA FUNZIONE
Uy SI POSSA RESTRINGERE ALL’INSIEME
DELLE FUNZIONI u AVENTI GRADIENTE
PICCOLO.

SAPENDO CHE 1+t =1+3t+4o0(t)
PER t — 0, SI PUO CONSIDERARE, AL
POSTO DEL FUNZIONALE F NELLA (18),
IL FUNZIONALE F DATO DA

Flu] = [2(1+%|Vu(x,y)\2) dx dy

1
= ]Q]+—/!Vu(x,y)|2da:dy.
2 Jo

IL FUNZIONALE F' E DIVERSO DAL FUN-
ZIONALE F', E LA FUNZIONE CHE MINI-
MIZZA L’UNO E DIVERSA, IN GENERALE,
DA QUELLA CHE MINIMIZZA L’ALTRO.

TUTTAVIA IL FUNZIONALE F E PIU
SEMPLICE DA TRATTARE. IN PARTICO-
LARE, ESSENDO L’AREA [Q)] UNA CO-
STANTE, SI E CONDOTTI AL PROBLEMA
DI MINIMIZZARE IL FUNZIONALE

/Q|Vu(x,y)\2dsc dy. (19)

A QUEST’ULTIMO FUNZIONALE, DETTO
DI DIRICHLET, SI GIUNGE ANCHE PAR-
TENDO DA PROBLEMI COMPLETAMENTE
DIVERSI.

ESSO E PROBABILMENTE IL FUNZIO-
NALE PIU IMPORTANTE DEL CALCOLO
DELLE VARIAZIONI.
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IL PROBLEMA DELLE GEODETI-
CHE

CONSIDERIAMO LA SUPERFICIE X
GRAFICO DI UNA FUNZIONE REGOLARE
¢©(z,y) AVENTE PER DOMINIO UN APER-
TO CONNESSO {2 C R%

F1ssATI DUE PUNTI P,(Q € Y, VO-
GLIAMO TROVARE, SE ESISTE, UNA CUR-
VA REGOLARE 7y C Xy AVENTE PER
ESTREMI I PUNTI P E (Q E LA CUI LUN-
GHEZZA SIA LA PIU PICCOLA POSSIBILE.
Posto

P = (zp,yp,¢(xp,yp))
Q= (xQﬂ Y0, 90(37@7 yQ))

CONSIDERIAMO LE CURVE REGOLARI y
C Xy AVENTI EQUAZIONI PARAMETRI-
CHE

E TALI CHE
(2(0),y(0)) = (zp, yp),
(z(1),y(1)) = (zq, yq)-

[, PROBLEMA SI TRADUCE NEL MINIMIZ-
ZARE IL FUNZIONALE J[7y] DATO DA

T = / w(t)] dt

DOVE v(t) = (2/(t),y/(t), 2/ (t)) E IL VET-
TORE VELOCITA DELLA CURVA 7, E LA
TERZA COMPONENTE 2/(t) HA LA SE-
GUENTE ESPRESSIONE:
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CONCETTI ELEMENTARI



DEFINIZIONI

VISTO IL TIPO DI PROBLEMI STUDIA-
TI NEL CALCOLO DELLE VARIAZIONI, SO-
NO ESSENZIALI LE DEFINIZIONI DI:

MAGGIORANTE E MINORANTE
FUNZIONE LIMITATA
MASSIMO E MINIMO

ESTREMO INFERIORE
ESTREMO SUPERIORE

TALI DEFINIZIONI SI APPLICANO AD UNA
FUNZIONE F': X — R INDIPENDENTE-
MENTE DALLA NATURA DEL DOMINIO X.

IN PARTICOLARE, SE F E UN FUN-
ZIONALE ALLORA IL DOMINIO X E UN
INSIEME DI FUNZIONI. SE INVECE, F' E
UNA FUNZIONE DI UNA VARIABILE REA-
LE, ALLORA X E SOLITAMENTE UN IN-
TERVALLO.

IL CORSO DI ANALISI SUPERIORE 2
E UN’OCCASIONE PER CONSOLIDARE LA
CONOSCENZA DI QUESTI CONCETTI, IL
CUI AMBITO DI APPLICAZIONE E MOLTO
PIU VASTO.

MAGGIORANTI E MINORANTI

SI DICE MINORANTE DI UNA FUNZIO-
NE [': X — R UN QUALUNQUE NUMERO
REALE m (AMMESSO CHE ESISTA) TALE
CHE

m < F(z) PER OGNI z € X.

SIMILMENTE, SI DICE MAGGIORANTE DI
F UN QUALUNQUE NUMERO REALE M
(AMMESSO CHE ESISTA) TALE CHE

F(z) < M PER OGNI = € X.

FUNZIONI LIMITATE

SE ESISTE ALMENO UN MINORANTE
PER UNA DATA FUNZIONE F': X — R,
ALLORA NE ESISTONO INFINITI E LA
FUNZIONE F' SI DICE INFERIORMENTE
LIMITATA.

SIMILMENTE, SE ESISTE ALMENO UN
MAGGIORANTE PER F' ALLORA NE ESI-
STONO INFINITI E LA FUNZIONE F' SI DI-
CE SUPERIORMENTE LIMITATA.

UNA FUNZIONE F': X — R SI DICE
LIMITATA SE ESISTONO DUE OPPORTUNI
NUMERI REALI, CHE INDICHIAMO CON m
ED M, TALI CHE

m < F(x) < M PER OGNI z € X.

MASSIMI E MINIMI

UN EVENTUALE PUNTO xy € X TALE
CHE

F(z9) < F(x) PER OGNI z € X

SI DICE PUNTO DI MINIMO, O ANCHE
PUNTO DI MINIMO ASSOLUTO. SE ESI-
STE ALMENO UN TALE PUNTO, ALLORA
SI DEFINISCE IL MINIMO DI F', DETTO
ANCHE VALORE MINIMO, PONENDO

gélQ F(x) = F(x).

SIMILMENTE, UN EVENTUALE PUNTO x
€ X TALE CHE

F(zg) > F(x) PER OGNl z € X

SI DICE PUNTO DI MASSIMO, O ANCHE

PUNTO DI MASSIMO ASSOLUTO. SE ESI-

STE ALMENO UN TALE PUNTO, ALLORA

SI DEFINISCE IL MASSIMO DI F, DETTO

ANCHE VALORE MASSIMO, PONENDO
max F'(z) = F(x).

rzeX
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ESTREMO INFERIORE

SE UNA FUNZIONE F: X — R E IN-
FERIORMENTE LIMITATA, DUNQUE AM-
METTE ALMENO UN MINORANTE m, AL-
LORA TUTTI I NUMERI m/ < m SONO MI-
NORANTI PERCHE SODDISFANO LA DEFI-
NIZIONE.

NE SEGUE CHE L’INSIEME A DI TUTTI
I MINORANTI, ED IL SUO COMPLEMEN-
TARE B = R\ A, COSTITUISCONO UNA
SEZIONE (A, B) (NEL SENSO DI DEDE-
KIND) DEL CAMPO DEI NUMERI REALI.

PER LA COMPLETEZZA DELL’INSIEME
R, LA SEZIONE (A, B) HA UNO ED UN
SOLO ELEMENTO SEPARATORE .

[’ELEMENTO SEPARATORE A E UN
MINORANTE DI F': INFATTI, SE COSI
NON FOSSE, CIOE SE ESISTESSE UN PUN-
TO xy € X TALE CHE F(xy) < A, AL-
LORA IL VALOR MEDIO pu DI F(zp) E A
SODDISFEREBBE LE DISUGUAGLIANZE
F(Jfo) + A

2
DUNQUE AVREMMO TROVATO UN VALO-
RE 4 < A, OVVERO p € A, CHE NON
E UN MINORANTE PERCHE pu > F(xg),
CONTRO LA DEFINIZIONE DELLA CLAS-
SE A.

F(zg) <p= <A

IN CONCLUSIONE, SE F' E INFERIOR-
MENTE LIMITATA ALLORA ESISTE UN MI-
NORANTE \ CHE E PIU GRANDE DI TUT-
TI GLI ALTRI: LO SI CHIAMA ESTREMO
INFERIORE DI F' E LO SI DENOTA CON

HFw

SE, INVECE, ' NON E LIMITATA INFE-
RIORMENTE, ALLORA SI PONE, PER DE-

FINIZIONE, sup F'(x) = —oc.
reX

ESTREMO SUPERIORE

CON UN RAGIONAMENTO ANALOGO
AL PRECEDENTE SI DIMOSTRA CHE SE
F E LIMITATA SUPERIORMENTE ALLO-
RA ESISTE UN MAGGIORANTE M, CHE E
PIU PICCOLO DI TUTTI GLI ALTRI: LO
SI CHIAMA ESTREMO SUPERIORE DI F' E
LO SI DENOTA CON

sup F'(x).
reX
SE, INVECE, F' NON E LIMITATA SUPE-
RIORMENTE, ALLORA SI PONE, PER DE-
FINIZIONE, sup F'(z) = +o0.
reX
PROPRIETA FONDAMENTALE

I PROBLEMI RICHIAMATI NELLE PA-
GINE PRECEDENTI CONSISTONO NELLA
DETERMINAZIONE DEL MINIMO DI CER-
TI FUNZIONALI.

MENTRE TUTTE LE FUNZIONI HANNO
UN ESTREMO INFERIORE, NON TUTTE
HANNO MINIMO. SE, PERO, UNA FUN-
ZIONE I AMMETTE MINIMO, ALLORA RI-
SULTA

min F' = inf F.

PIU PRECISAMENTE, VALE LA SEGUEN-
TE FONDAMENTALE PROPRIETA: UNA
FUNZIONE F: X — R AMMETTE MINI-
MO SE E SOLO SE ESISTE ALMENO UN
PUNTO zg € X TALE CHE

F(xy) = llg)f( F(x). (20)

IN PRATICA, QUANDO SI RICERCA L'E-
VENTUALE MINIMO DI UNA FUNZIONE
F, SI PUO PARTIRE CONSIDERANDO IL
SUO ESTREMO INFERIORE, CHE ESISTE
CERTAMENTE, E POl CERCARE DI DI-
MOSTRARE L’ESISTENZA DI UN PUNTO
xo € X SODDISFACENTE LA (20).
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MASSIMANTI E MINIMANTTI

QUANDO LA FUNZIONE OBIETTIVO
F: X - R E UN FUNZIONALE DEL CAL-
COLO DELLE VARIAZIONI, E QUINDI X
UN INSIEME DI FUNZIONI, LE EVENTUA-
LI FUNZIONI u© € X TALI CHE

Flu] = min F

SI DICONO “MINIMANTI”. SIMILMENTE,
LE EVENTUALI FUNZIONI u € X TALI
CHE

Flu] = max F

SI DICONO “MASSIMANTI”. MINIMANTI
E MASSIMANTI SI DICONO, IN GENERA-
LE, ESTREMANTI DEL FUNZIONALE F'.

TEOREMA DI FERMAT

DA DIVERSI ANNI E INVALSO L'USO
DI ATTRIBUIRE AL GIURISTA FRANCESE
PIERRE DE FERMAT IL MERITO DELLA
SCOPERTA DEL SEGUENTE TEOREMA:

SE UNA FUNZIONE DERIVABILE f: (a,
b) — R AMMETTE MINIMO, ALLORA, IN-
DICATO CON zy UN QUALUNQUE PUNTO
DI MINIMO, RISULTA f'(zp) = 0. UN RI-
SULTATO ANALOGO VALE SE f AMMET-
TE MASSIMO.

I METODI CLASSICI DEL CALCOLO
DELLE VARIAZIONI SI FONDANO SU DI
UN’ESTENSIONE DI QUESTO TEOREMA
AL CASO IN CUI LA FUNZIONE OBIETTI-
VO E UN FUNZIONALE INTEGRALE.

PRIMA DI PROCEDERE IN TAL SEN-
SO, CI SOFFERMIAMO SUGLI EQUIVOCI
PIU COMUNI RIGUARDANTI LO STUDIO
DEI MASSIMI E DEI MINIMI DELLE FUN-
ZIONI DI UNA VARIABILE REALE.

EQUIVOCO 1

LO STUDIO DEI MASSIMI E DEI MINIMI DI
UNA FUNZIONE f CONSISTE NELLA RISO-
LUZIONE DELL’EQUAZIONE f'(z) = 0.

EQUIVOCO 2

SE L’EQUAZIONE f’(x) = 0 NON HA
SOLUZIONI, LA FUNZIONE f NON HA NE
MASSIMI NE MINIMI.

PER RENDERSI CONTO CHE SI TRAT-
TA DI ERRORI, BASTA ESAMINARE AL-
CUNI SEMPLICI ESEMPI.
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ESEMPIO 1

LA FUNZIONE f(z) = |z| ASSUME IL
MINIMO NEL PUNTO zy = 0: PER VERI-
FICARLO, BASTA APPLICARE LA DEFINI-
ZIONE.

TUTTAVIA IL PUNTO xy = 0 NON RI-
SOLVE L’EQUAZIONE f’(z) = 0 PERCHE
LA FUNZIONE f(x) = || NON E DERIVA-
BILE IN TALE PUNTO.

ESEMPIO 2

LA FUNZIONE f(z) =+/x ASSUME IL
MINIMO NEL PUNTO zy = 0: PER VERI-
FICARLO, BASTA APPLICARE LA DEFINI-
ZIONE.

TUTTAVIA IL PUNTO xy = 0 NON RI-
SOLVE L’EQUAZIONE f’(z) = 0 PERCHE
LA FUNZIONE f(x) = 4/ NON E DERI-
VABILE IN TALE PUNTO.

ESEMPIO 3

CONSIDERIAMO LA FUNZIONE f(z) =
23. IL PUNTO 2y = 0 SODDISFA L'EQUA-
ZIONE f’(x) =0, MA NON E NE UN PUN-
TO DI MASSIMO, NE UN PUNTO DI MINI-
MO.

TEOREMA DI WEIERSTRASS

IL. TEOREMA DI WEIERSTRASS AF-
FRONTA UNA QUESTIONE PIU SFUGGEN-
TE RISPETTO AL TEOREMA DI FERMAT,
MESSA A FUOCO SECOLI DOPO: LA QUE-
STIONE DELL’ESISTENZA DEI MASSIMI E
DEI MINIMI.

INIZIALMENTE, IL PROBLEMA DEL-
L’ESISTENZA DEI MASSIMI E DEI MINI-
MI FU SOTTOVALUTATO. NEI CASI CON-
CRETI, L’ESISTENZA APPARIVA OVVIA E
VENIVA DATA PER SCONTATA.

IL. TEOREMA DI WEIERSTRASS ENUNCIA
RIGOROSAMENTE UNA CONDIZIONE SUF-
FICIENTE PER L’ESISTENZA DEL MASSI-
MO E DEI MINIMO:

SE UNA FUNZIONE f: [a,b] — R,
AVENTE PER DOMINIO UN INTERVALLO
CHIUSO E LIMITATO [a,b], E CONTINUA
IN TUTTI I PUNTI DI TALE INTERVALLO,
ALLORA AMMETTE SIA MASSIMO CHE
MINIMO.

LA STESSA CONCLUSIONE VALE NEL
CASO IN CUI IL DOMINIO DI f E UN SOT-
TOINSIEME CHIUSO E LIMITATO DI RY,
N > 1, ED f E CONTINUA IN TUTTI I
PUNTI.

CoSI COME I METODI CLASSICI SI
BASANO SUL TEOREMA DI FERMAT, I
METODI DIRETTI SI BASANO SU DI UNA
GENERALIZZAZIONE DEL TEOREMA DI
WEIERSTRASS.
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PROBLEMI ISOPERIMETRICI



IL PROBLEMA ISOPERIMETRI-
CO NELLA CLASSE DEI TRIAN-
GOLI

Fissato L € (0,+00), CONSIDERIA-
MO L’INSIEME X DI TUTTI I TRIANGO-
LI T C R? DI PERIMETRO L. VOGLIA-
MO SAPERE SE NE ESISTE ALMENO UNO,
CHE INDICHEREMO CON T, TALE CHE

|To| > |T'| PER OGNI T € X. (21)

LA RISPOSTA E AFFERMATIVA: ESISTO-
NO INFINITI TRIANGOLI 7; CHE RISOL-
VONO IL PROBLEMA, E SONO I TRIAN-
GOLI EQUILATERI DI LATO L/3. NON
ESISTONO ALTRE SOLUZIONI ALL'INFUO-
RI DI QUESTE.

PER VERIFICARLO, APPLICHIAMO UN’I-
DEA ATTRIBUITA DA U. STAMMBACH
[22] A H. A. SCHWARZ, E RIPRESA AN-
CHE IN [12, 6].

CONSIDERIAMO UN TRIANGOLO T €
X E SIANO a < b < ¢ 1 SuOlI LATI. Es-
SENDO L = a+b+c > 3a, DEVE AVERSI

L/3>a.

ANALOGAMENTE SI TROVA ¢ > L/3, E
QUINDI @ + ¢ > L /3, DA CUI SEGUE

b=L—a—c<2L/3.

IL TRIANGOLO 7" € X DI LATI ' = L/3
>a, b =b,Ecd =L—d — b SODDISFA

| = |T]. (22)

LO SI VEDE PRENDENDO b COME BASE
COMUNE, ED OSSERVANDO CHE L’ALTEZ-
zA h' DI T’ SODDISFA h' > h, ESSENDO
h L’ALTEZZA DI T.

A TAL FINE PUO ESSERE UTILE OSSER-
VARE CHE LA CONDIZIONE a'+¢c =a+c

= k (COSTANTE) SI PUO RICONDURRE
ALLA DEFINIZIONE SINTETICA DELL’EL-
LISSE.

IN COORDINATE POLARI (p, 1), L'EQUA-
ZIONE DELLE ELLISSI I CUI FUOCHI SONO
IN (0,0) ED IN (zp,0), CON zp >0, E

2 2
2 (k — xpcos?)
DOVE k > zp. L’EQUAZIONE MOSTRA

CHE p DECRESCE AL CRESCERE DI v €
0, 7.

p:

o b A

CON RIFERIMENTO ALLA FIGURA, E
SICCOME a < L/3 = d/, IL VERTICE B
ANDRA RIPOSIZIONATO IN UN OPPORTU-
NO PUNTO B’ LUNGO L’ARCO ELLITTICO
COLORATO IN ROSSO: PERCIO I/ > h.

SI PUO OSSERVARE CHE I PUNTI B E
B’ STANNO IN UNO STESSO SEMIPIANO
DELIMITATO DALL’ASSE DEL LATO b SE
E SOLO SE b < L/3.

ORA PER DIMOSTRARE LA (21) BASTA
OSSERVARE CHE IL TRIANGOLO EQUILA-
TERO Ty DI LATI ag = by = ¢ = L/3, ES-
SENDO ANCHE ISOSCELE E CON LA BASE
ag = a', SODDISFA

[ Tol = |77

RICORDANDO LA (22), LA (21) SEGUE
PER LA PROPRIETA TRANSITIVA DELLA
DISUGUAGLIANZA.
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IL PROBLEMA ISOPERIMETRI-
CO NELLA CLASSE DEI RET-
TANGOLI

Fissato L € (0,+00), CONSIDERIA-
MO L’INSIEME X DI TUTTI I RETTANGO-
LI R C R? DI PERIMETRO L. VOGLIA-
MO SAPERE SE NE ESISTE ALMENO UNO,
CHE INDICHEREMO CON Ry, TALE CHE

|Ro| > |R| PER OGNI R € X.

LA RISPOSTA E AFFERMATIVA: ESISTO-
NO INFINITI RETTANGOLI 7y CHE RISOL-
VONO IL PROBLEMA, E SONO I QUADRA-
TI DI LATO L/4. NON ESISTONO ALTRE
SOLUZIONI ALL’INFUORI DI QUESTE.

IL. PROBLEMA VIENE PERIODICAMENTE
RIPROPOSTO ALL’ESAME DI STATO DEI
LICEI SCIENTIFICI.

DISUGUAGLIANZA DI CAUCHY

FRA LE TANTE POSSIBILI DIMOSTRA-
ZIONI, NE RIPORTIAMO UNA CHE SI BA-
SA SULLA DISUGUAGLIANZA DI CAUCHY:
RISULTA

a’ + b > 2ab

PER OGNI a,b € R, E L'UGUAGLIANZA
SUSSISTE SE E SOLO SE a = b. LLO SI VE-
DE PARTENDO DALLA DISUGUAGLIANZA

(a—b)*>>0

E SVOLGENDO IL QUADRATO.

SOLUZIONE DEL PROBLEMA

CONSIDERIAMO UN RETTANGOLO R €&
X E INDICHIAMO CON a E b LE LUN-
GHEZZE DI DUE LATI CONSECUTIVI. AL-

LORA
L +b
— =a+b.
2

ELEVANDO AMBO I MEMBRI AL QUA-
DRATO, ED USANDO LA DISUGUAGLIAN-
ZA DI CAUCHY, SI OTTIENE

L2
T = a2+bz—|—2ab
> 4ab =4|R],

DUNQUE POSSIAMO SCRIVERE
ORJ?
16

PER OGNI RETTANGOLO R, E L'UGUA-
GLIANZA VALE SE E SOLO SE a = b, DUN-
QUE SE E SOLO SE R E UN QUADRATO.

|R| < (23)

CI10 GIUSTIFICA LA RISPOSTA AL PRO-
BLEMA INIZIALE.

DISUGUAGLIANZE COME LA (23) SI
DICONO DISUGUAGLIANZE ISOPERIME-
TRICHE.
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IL PROBLEMA ISOPERIMETRI-
CO NELLA CLASSE DEGLI EN-
NAGONI

Fissatt Ny € {3,4,5,...} ED L €
(0, +00), CONSIDERIAMO L’INSIEME X
DI TUTTI I POLIGONI P C R? coN N,
LATI E PERIMETRO |0P| = L.

VOGLIAMO SAPERE SE NE ESISTE AL-
MENO UNO, CHE INDICHEREMO CON P,
TALE CHE

|Po| > |P| PER OGNI P € X.  (24)

LA RISPOSTA E AFFERMATIVA: ESISTO-
NO INFINITI POLIGONI P; CHE RISOL-
VONO IL PROBLEMA, E SONO I POLI-
GONI REGOLARI DI LATO L/Ny. NON
ESISTONO ALTRE SOLUZIONI ALL’ INFUO-
RI DI QUESTE.

PER LA DIMOSTRAZIONE, STUDIAMO
INIZIALMENTE IL SOTTOINSIEME K C X
DI TUTTI I POLIGONI P € X CHE SONO
CONVESSI.

COMINCEREMO COL DIMOSTRARE LA
SOLA ESISTENZA DI ALMENO UN POLI-
GONO CONVESSO P, TALE CHE

|Po| > |P| PER OGNI P € K.  (25)

A TAL FINE APPLICHEREMO IL TEORE-
MA DI WEIERSTRASS ALLA FUNZIONE
f(P) = |P| (AREA DEL POLIGONO P).
SERVE DUNQUE CHE [ SIA CONTINUA,
ED IL SUO DOMINIO SIA COMPATTO.

IN UN SECONDO MOMENTO VERIFI-
CHEREMO CHE I POLIGONI P, CHE SOD-
DISFANO LA (25) SONO REGOLARI.

L’INVILUPPO CONVESSO

PER PASSARE DALLA CLASSE K AL-
LA CLASSE X, CIOE PER RIMUOVERE
L’IPOTESI DI CONVESSITA, CI SERVIAMO
DELL’ INVILUPPO CONVESSO.

L’INVILUPPO CONVESSO DI UN POLI-
GONO P E IL PIU PICCOLO POLIGONO
CONVESSO CHE LO CONTIENE, E SI DE-
NOTA CON P*. RISULTA

[P =P,
OP*| < 9P|

E LE UGUAGLIANZE VALGONO SE E SOLO
SE P E CONVESSO, DUNQUE SE E SOLO
SE P = P*.

A PARTIRE DA UN POLIGONO QUALUN-
QUE P, CON N LATI, SI PUO COSTRUIRE
UN POLIGONO CONVESSO P. cON N, <
N LATI TALE CHE

1P| > [P,
|0P,| = |OP].
BASTA PORRE
0P| _.
. = 26
Pe = Jopy 7 (26)

0P| N
= T, x,y) € P .
{( y)‘ ]879\( v)
SUPPONIAMO ORA DI AVER GIA DIMO-
STRATO LA (25). PRESO UN POLIGONO

P DI PERIMETRO L, RISULTA |0P.| = L
E PERCIO PER LA (25) SI HA

[Pol = [Pel-

MA POICHE |P.] > |P|, PER LA PRO-
PRIETA TRANSITIVA DELLA DISUGUA-
GLIANZA SI OTTIENE LA (24).
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LIMITATEZZA

VEDIAMO ORA COME DIMOSTRARE
LA (25).

POICHE L’AREA ED IL PERIMETRO
SONO INVARIANTI PER TRASLAZIONI, CI
CONCENTRIAMO SULL'INSIEME K, C K
DI TUTTI I POLIGONI CONVESSI P CON
Ny LATI, PERIMETRO L, ED UN VERTI-
CE NELL’ORIGINE.

CONVENIAMO DI ENUMERARE I VER-
TICI Py, ..., Py, DEI POLIGONI CONSIDE-
RATI PROCEDENDO IN SENSO ANTIORA-
RIO. CONVENIAMO INOLTRE CHE Py, =
O E DEFINIAMO F) = Pl,.

UN POLIGONO P € K| SI PUO RAP-
PRESENTARE CON IL PUNTO i(P) = (P,

,Py,) € R? x ... x R? = R*_ Con
LA CONVENZIONE CHE Py, = O, QUE-
STA RAPPRESENTAZIONE E UNIVOCA.

L’INSIEME i(Kj) DEI PUNTI DI R0
CHE CORRISPONDONO A POLIGONI P €
Ky E LIMITATO PERCHE, ESSENDO Py, =
O, RISULTA |P;| < L PER OGNI j =
L.... N

CHIUSURA

DIREMO CHE UNA SUCCESSIONE DI
POLIGONI (P,),ez+ DI Ky CONVERGE SE
I PUNTI z, = i(P,) CONVERGONO IN
R?No AD UN PUNTO CHE INDICHEREMO
CON xy.

TALVOLTA IL PUNTO LIMITE 7y RAP-
PRESENTA ANCORA UN POLIGONO DI
Ky, PUO PERO ACCADERE CHE xy RAP-
PRESENTI UN POLIGONO CONVESSO CON
N < Ny LATI.

CIO ACCADE, AD ESEMPIO, SE DUE
VERTICI CONSECUTIVI DEL POLIGONO
P,, CONVERGONO AD UNO STESSO PUN-
TO DEL PIANO.

PUO ANCHE SUCCEDERE CHE IL LI-
MITE DEL j-ESIMO VERTICE DI P, AP-
PARTENGA AL SEGMENTO AVENTE PER
ESTREMI 1 LIMITI DEI VERTICI 7 — 1-
ESIMO E j + 1-ESIMO. IN OGNI CASO,
POICHE IL PERIMETRO

0P| = ZJ 212+ (5 — gy

DI UN POLIGONO P E UNA FUNZIONE
CONTINUA DELLE COORDINATE (%;,¥;)
DEI SUOI VERTICI, IL POLIGONO LIMITE
Py SODDISFA [0Py| = L

INFINE, LA SUCCESSIONE P,, PUO CON-
VERGERE NEL SENSO SOPRA INDICATO
AD UN SEGMENTO DI LUNGHEZZA L/2
AVENTE UN ESTREMO NELL’ORIGINE.

INDICHEREMO CON K L'INSIEME OTTE-
NUTO AGGIUNGENDO A K I LIMITI DEL-
LE SUCCESSIONI CONVERGENTI DI POLI-
GONI DI K.
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ESISTENZA

PER LA (15), LA FUNZIONE f(P) =
|P| £ CONTINUA PER OGNI P € K.

POICHE IL DOMINIO K E CHIUSO E
LIMITATO, PER IL TEOREMA DI WEIER-
STRASS ESISTE ALMENO UN ELEMENTO
P, € Ky TALE CHE

|Po| > |P| PER OGNI P € Ky.  (27)

QUINDI, A MAGGIOR RAGIONE, P SOD-
DISFA LA (25) E DI CONSEGUENZA AN-
CHE LA (24).

Py E UN POLIGONO CONVESSO, E
NON UN SEGMENTO, PERCHE I SEGMEN-
TI HANNO AREA NULLA.

NON SAPPIAMO, PER IL MOMENTO,
SE Py € Ky O SE Py € K¢\ Ky, NEL
QUAL CASO, INDICATO CON N IL NUME-
RO DEI VERTICI DI Py, RISULTA N < Nj.

LATI UGUALI

VOGLIAMO DIMOSTRARE CHE I POLIGO-
NI Py € Ky SODDISFACENTI LA (27) SO-
NO TUTTI E SOLI I POLIGONI REGOLARI
DI LATO L/Nj.

CONSIDERIAMO DUNQUE UN TALE
POLIGONO Py € Ky, E COMINCIAMO
COL VERIFICARE CHE E EQUILATERO.

SE PER ASSURDO Py AVESSE DUE LA-
TI CONSECUTIVI AB E BC DI DIVER-
SA LUNGHEZZA, ALLORA, PROCEDENDO
COME NELL’ESERCIZIO 1 DELLA SERIE
[104], POTREMMO COSTRUIRE UN PO-
LIGONO P CON N VERTICI, PERIMETRO
L, ED AREA MAGGIORE.

PASSANDO DA P AL POLIGONO CON-
VESSO P, COME NELLA (26) SI HA

MA POICHE P. E UN POLIGONO CON-
VESSO DI PERIMETRO L E CON N, < N
LATI, RISULTA P, € Ky A MENO DI UNA
TRASLAZIONE CHE PORTI UN VERTICE
NELL’ORIGINE.

CIO CONTRADDICE LA (27), DUN-
QUE Py E UN POLIGONO EQUILATERO,
COME VOLEVASI DIMOSTRARE.
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IL VERTICE CONTRAPPOSTO
ALL’ORIGINE

IL POLIGONO Pj INTRODOTTO A PA-
GINA Mc28 NON SOLO E EQUILATERO,
MA E ANCHE UN POLIGONO REGOLARE
PERCHE E INSCRIVIBILE IN UN CERCHIO.

PROSEGUIAMO LA DIMOSTRAZIONE
SUPPONENDO CHE N, SIA PARI. CIO SI
RIVELA SUFFICIENTE PER RISOLVERE IL
PROBLEMA ISOPERIMETRICO ENUNCIA-
TO A PAG. Mcl13.

IL CASO IN CUI Ny E DISPARI E TRAT-
TATO PIU AVANTI.

INDICHIAMO CON () IL PUNTO DEL
CONTORNO 0Py CHE, INSIEME ALL’ORI-
GINE O, DIVIDE IL CONTORNO STESSO
IN DUE POLIGONALI 7; E 72 DI UGUALE
LUNGHEZZA L/2.

SI NOTI CHE SE ANCHE UNA SOLA
DELLE DUE POLIGONALI 7,72 COINCI-
DESSE CON UN SEGMENTO DI LUNGHEZ-
ZA L/2, ALLORA SI AVREBBE 71 = s
E DI CONSEGUENZA P, SI RIDURREBBE
AD UN SEGMENTO, MA CIO E ESCLUSO
PERCHE |Py| > 0.

INOLTRE SE IL NUMERO N < N, DEI
VERTICI DI Py E PARI, ALLORA () E PRE-
CISAMENTE IL VERTICE %—ESIMO CHE SI
INCONTRA PERCORRENDO OP; A PARTI-
RE DALL’ORIGINE.

SE, INVECE, N E DISPARI, DUNQUE
N < Ny, ALLORA IL PUNTO () DEFINITO
COME SOPRA RISULTA IL PUNTO MEDIO
DI UN LATO.

DIVISIONE A META

DISPONIAMO IL SISTEMA DI RIFERI-
MENTO IN MODO TALE CHE IL PUNTO
() GIACCIA SUL SEMIASSE DELLE x > 0,
E VERIFICHIAMO CHE IL SEGMENTO OQ
DIVIDE IL POLIGONO P, IN DUE PARTI
AVENTI LA STESSA AREA.

A TAL FINE SUPPONIAMO PER AS-
SURDO CHE UNA DELLE DUE PARTI AB-
BIA AREA MAGGIORE DELL’ALTRA.

ALLORA LA PARTE PIU GRANDE, UNI-
TA CON LA SUA IMMAGINE SPECULARE
RISPETTO ALL’ASSE , FORMA UN PO-
LIGONO CHE DENOTIAMO CON P TALE
CHE |0P| = L.

OPERANDO COME NELLA (26) OTTE-
NIAMO UN POLIGONO CONVESSO P. CON
AL PIU Ny LATI, DUNQUE P, € K, E TA-
LE CHE [P, > |Py|.

POICHE CIO CONTRADDICE LA (27),
IL SEGMENTO (O() DEVE DIVIDERE IL
POLIGONO Py IN DUE PARTI DI UGUA-
LE AREA, COME AFFERMATO.

Metodi classici del calcolo delle variazioni - pag. Mc29



OSSERVAZIONE

LO STESSO RAGIONAMENTO MOSTRA
CHE P, E INCLUSO NELLA STRISCIA S =
{(z,y) |0 <x <z}, ESSENDO x(y L'A-
SCISSA DEL PUNTO Q).

SUPPONIAMO INFATTI CHE P, ABBIA
UN VERTICE P FUORI DI TALE STRISCIA,
E SUPPONIAMO INOLTRE, SENZA LEDERE
LA GENERALITA, CHE P GIACCIA NEL
SEMIPIANO 7y > 0.

ALLORA L’ INTERSEZIONE P, = Py N
{(z,y) |y >0}, UNITA CON LA SUA IM-
MAGINE SPECULARE RISPETTO ALL’ASSE
x, INDIVIDUA UN POLIGONO P AVENTE
AREA |P| = |Py| E PERIMETRO L.

POICHE PER ASSURDA IPOTESI P ¢
S, IL POLIGONO P NON E CONVESSO,
E QUINDI IL POLIGONO CONVESSO P.
OTTENUTO COME NELLA (26) HA AREA
MAGGIORE DI P E NON PIU DI Ny LATI.

PERTANTO RISULTA P, € Ky A ME-
NO DI UNA TRASLAZIONE CHE PORTI UN
VERTICE NELL'ORIGINE, E QUESTO CON-
TRADDICE LA (27).

DUNQUE DEVE AVERSI Py C S, CO-
ME VOLEVASI DIMOSTRARE.

MANOVRA DI STEINER

PER DIMOSTRARE CHE IL POLIGONO
Py, CHE E EQUILATERO, E ANCHE REGO-
LARE, VERIFICHIAMO CHE I SUOI VERTI-
CI GIACCIONO SULLA CIRCONFERENZA 7y
DI DIAMETRO OQ).

A TAL FINE, INDICATO CON P UN
QUALUNQUE VERTICE DI Py, DISTINTO
DAI PUNTI O E () CHE OVVIAMENTE
GIACCIONO SU 7, VERIFICHIAMO CHE
L’ANGOLO OPQ E UN ANGOLO RETTO.

SENZA LEDERE LA GENERALITA PREN-
DIAMO P NEL SEMIPIANO R?%.

SE PER ASSURDO L’ANGOLO OP() NON
E UN ANGOLO RETTO, ALLORA CONSI-
DERIAMO LA PARTE DI P;” DELIMITATA
DAL BORDO 0Py E DAL SEGMENTO OP
ALLA STREGUA DI UN CORPO RIGIDO,
COME PURE LA PARTE DI P, DELIMITA-
TA DA 0Py E DAL SEGMENTO PQ).

MUOVIAMO LA SECONDA PARTE RI-
SPETTO ALLA PRIMA COME SE FOSSE IN-
CERNIERATA NEL PUNTO P, PORTANDO
IL PUNTO () NELLA POSIZIONE (' TALE
CHE L'ANGOLO OPQ' SIA UN ANGOLO
RETTO.

CoSI FACENDO, MENTRE LE AREE
DELLE DUE PARTI RIGIDE NON CAMBIA-
NO, L’AREA DEL TRIANGOLO OPQ' E
MAGGIORE DI QUELLA DEL TRIANGOLO
OPQ (V. ESERCIZIO 2, SERIE [104]).

LA FIGURA COSI OTTENUTA, UNITA
CON LA SUA IMMAGINE SPECULARE RI-
SPETTO AL SEGMENTO O()', INDIVIDUA
UN POLIGONO P DI PERIMETRO L E
AREA |P| > |Py|.
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A QUESTO PUNTO INTERVIENE L'I-
POTESI CHE Ny E PARI.

INFATTI, SE ANCHE N (I LATI DI P)
E PARI, ALLORA IL PUNTO () E UN VER-
TICE DI Py E DI CONSEGUENZA IL POLI-
GONO P HA, IN GENERALE, N < Ny LA-
TI, OPPURE SOLTANTO N — 1 LATI QUA-
LORA I DUE LATI USCENTI DA ()’ RISUL-
TINO ALLINEATI.

SE, INVECE, N E DISPARI, ALLORA
DEVE AVERSI

N < N, (28)

IN QUESTO CASO @) E IL PUNTO MEDIO
DI UN LATO DI Py, ED IL POLIGONO P
COSTRUITO COME SOPRA HA, IN GENE-
RALE N + 1 LATI, OPPURE SOLTANTO N
LATI QUALORA I DUE LATI USCENTI DA
() RISULTINO ALLINEATI.

GRAZIE ALLA (28), IL NUMERO DI
LATI DI P NON SUPERA IN OGNI CASO
Ny. PERCIO IL POLIGONO CONVESSO P,
OTTENUTO COME NELLA (26) A PARTI-
RE DA P APPARTIENE ALLA CLASSE K.

MA sicCOME [P, > |P| > [Pol, st
GIUNGE AD UNA CONTRADDIZIONE CON
LA (27).

DUNQUE L’ANGOLO OP(Q DEV’ESSE-
RE UN ANGOLO RETTO, E DI CONSE-
GUENZA IL VERTICE P STA SULLA CIR-
CONFERENZA 7 DI DIAMETRO O(), CO-
ME VOLEVASI DIMOSTRARE.

CONCLUSIONE

ABBIAMO APPURATO CHE ESISTONO
POLIGONI Py SODDISFACENTI LA (27), E
DI CONSEGUENZA LA (25) E LA (24).

SAPPIAMO INOLTRE CHE TALI POLI-
GONI SONO REGOLARI ED HANNO N <
Ny LATI.

POICHE L’AREA Ay DELL'ENNAGONO
REGOLARE DI PERIMETRO L, DATA DA

E STRETTAMENTE CRESCENTE RISPET-
TO AL NUMERO N DEI LATI (V. ESERCIZI
3 E 4 DELLA SERIE [104]), SI CONCLU-
DE CHE Py HA ESATTAMENTE [Ny LATI.

POSSIAMO ESPRIMERE IL RISULTATO
DICENDO CHE SI HA
0P
T
47T tg To

Pl < (29)
PER OGNI POLIGONO P AVENTE N < N
LATI. DISUGUAGLIANZE COME LA (29)
SI DICONO DISUGUAGLIANZE ISOPERI-
METRICHE.
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IL CASO IN CUI N, E DISPARI

ABBIAMO DIMOSTRATO CHE L'ENNA-
GONO DI AREA MASSIMA E PERIMETRO
ASSEGNATO L E L’ENNAGONO REGOLA-
RE, PURCHE IL NUMERO N DEI SUOI LA-
TI SIA UN NUMERO PARI.

IL RISULTATO CONTINUA A VALERE
ANCHE SE Ny E DISPARI.

PER VERIFICARLO, USIAMO IL ME-
TODO DEI MOLTIPLICATORI DI LAGRAN-
GE. QUESTO METODO SI PUO APPLI-
CARE INDIPENDENTEMENTE DAL FATTO
CHE N; SIA PARI O DISPARI.

RAGIONANDO COME NELLE PAGINE
PRECEDENTI, SI DIMOSTRA CHE ESISTE
UN POLIGONO Py DI AREA MASSIMA
FRA TUTTI QUELLI DI PERIMETRO L ED
AVENTI N < Nj LATI.

SI DIMOSTRA ANCHE CHE IL POLI-
GONO Py E EQUILATERO. VERIFICHIA-
MO ORA CHE I SUOI ANGOLI INTERNI
Qi, ...,y SONO TUTTI UGUALL

POICHE IL POLIGONO 7)0 RENDE MASSI-
MA LA FUNZIONE
N
f(xh Yty .- - TN, yN):Zl(xJ—l Yj— T yj—l)
]:

SOTTO IL VINCOLO ¢(Z1,¥1,---,TN,YN)
= L, DOVE g E DATA DA

g('xl)yla"'axvaN)

N
= >l = (- g

ESISTE UNO SCALARE )\, DETTO MOLTI-
PLICATORE DI LAGRANGE, TALE CHE

ka(PlvapN):)\vkg(Ph)PN)
(30)

PER OGNI k=1,..., N.

SI PRECISA CHE NEL DEFINIRE [ E
g SI E INTESO, COME DI CONSUETO,
TN = g E Yn = Yo, E Pl,...,PN = F,
SONO I VERTICI DI Py, ENUMERATI IN
SENSO ANTIORARIO. PER ABBREVIARE
LE FORMULE, IL SIMBOLO V) DENOTA
L’OPERATORE

0 0

e T

PONIAMO INOLTRE v, = P, — P._1 E

-

(yk — Yk—1, Tp—1 — ZL“k)
7 )

CON ¢ = ||vg|| ST DENOTA LA LUNGHEZ-
ZA DI CIASCUN LATO. POSTO nyy1 =
n; E vyy1 = V1, DERIVANDO LE FUN-
ZIONI f E g TROVIAMO

n, —

Vi f(Pr, ..., Pn)={(ng1 + nyg),
Vig(Pi, ..., Py) = (v —vgiq) /L.

SOSTITUENDO NELLA (30) SI OTTIENE
% (npy1 +np) = A (Vg — vip).

MOLTIPLICANDO SCALARMENTE AMBO I
MEMBRI PER IL VERSORE

_ M+
|71 + 1|

€k

E POICHE

(8
et + ng|| = 2sen7’“

o,
v —vp, = 2/le; cos -
TROVIAMO

Qy Q;
14 sen7 =\ COST PER OGNI k.

DUNQUE GLI ANGOLI INTERNI «; DEL
POLIGONO Py SONO TUTTI UGUALI FRA
LORO, COME VOLEVASI DIMOSTRARE.

Metodi classici del calcolo delle variazioni - pag. Mc32



LA DISUGUAGLIANZA ISOPERI-
METRICA NELLA CLASSE DEL-
LE FIGURE PIANE REGOLARI A
TRATTI

CONSIDERIAMO LE FIGURE PIANE )
C R?, LIMITATE, LA CUI FRONTIERA Of)
E COSTITUITA DA UNA CURVA CHIUSA 7,
SEMPLICE (CIOE PRIVA DI AUTOINTER-
SEZIONI) E REGOLARE A TRATTI. VE-
RIFICHIAMO CHE
2
o < 129 (31)
47
LA (31) E LA DISUGUAGLIANZA ISOPE-
RIMETRICA NEL PIANO, E LA SI PUO
ESTENDERE A FIGURE MENO REGOLARI
A PATTO DI DEFINIRE OPPORTUNAMEN-
TE IL PERIMETRO |0f)|.

PER DIMOSTRARE LA (31) PER (2
REGOLARE A TRATTI BASTA OSSERVARE
CHE ESISTE UNA SUCCESSIONE DI POLI-
GONALI 7,, SEMPLICI E CHIUSE, FRON-
TIERE DI POLIGONI P, TALI CHE

lim |P,| = |9
n—-+00

lim |0P,| = [09)].
n—-+0oo

INDICATO CON N,, IL NUMERO DEI LA-
TI DI P,,, AGGIUNGENDO SE NECESSARIO
DEI VERTICI LUNGO LA FRONTIERA 7,
E CIOE DIVIDENDO QUALCHE LATO IN
DUE, POSSIAMO FAR SI CHE N,, SIA PA-
RI E TALE CHE N, > n PER OGNI n.

SCRIVENDO ALLORA P,, AL POSTO DI
P NELLA (29), E N,, AL POSTO DI N,
LA (31) SI OTTIENE FACENDO TENDERE
n ALL’'INFINITO.

IL CASO DELL’UGUAGLIANZA

SE () E UN CERCHIO DI RAGGIO 7, AL-
LORA SOSTITUENDO [Q| = 7r? E |09 =
2777 NELLA (31) SI CONSTATA CHE VALE
L'UGUAGLIANZA.

VERIFICHIAMO CHE LE UNICHE FIGURE
PIANE REGOLARI A TRATTI CHE SODDI-
SFANO LA (31) CON L'UGUAGLIANZA SO-
NO I CERCHI.

SIA DUNQUE () UNA FIGURA PIA-
NA INCOGNITA, REGOLARE A TRATTI E
SODDISFACENTE LA (31) CON L'UGUA-
GLIANZA.

OSSERVIAMO CHE )y E UNA FIGURA
CONVESSA PERCHE, SE COSI NON FOS-
SE, L'INVILUPPO CONVESSO (); SODDI-
SFEREBBE

2] > €20
[0€2] < 082

CONTRADDICENDO LA (31). PER VERI-
FICARE CHE {)y E UN CERCHIO, EFFET-
TUIAMO LA MANOVRA DI STEINER.

PUNTI CONTRAPPOSTI

COLLOCHIAMO INNANZITUTTO L’O-
RIGINE DEL SISTEMA DI RIFERIMENTO
IN UN PUNTO O € 0f)y, E INDICHIAMO
CON () € 0{)y IL PUNTO TALE CHE LA
CURVA ~ = 02 RISULTI DIVISA IN DUE
PARTI 1,72 DI UGUALE LUNGHEZZA.

POSIZIONIAMO L’ASSE x IN MODO
TALE CHE IL PUNTO () SI TROVI SUL
SEMIASSE DELLE x > 0.

NE 77 NE 75 PUO COINCIDERE COL
SEGMENTO OQ PERCHE, SE COSI FOSSE,
SI AVREBBE 71 = 72 = O@ E DI CONSE-
GUENZA |Q] = 0.
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DIVISIONE A META

OSSERVIAMO POI CHE IL SEGMENTO
O(Q) DIVIDE )y IN DUE PARTI DI UGUALE
AREA.

SE COSI NON FOSSE, ALLORA LA PARTE
DI AREA MAGGIORE, UNITA CON LA SUA
IMMAGINE SPECULARE RISPETTO ALLA
RETTA PER OQ), DAREBBE UNA FIGURA
DAL BORDO REGOLARE A TRATTI, ISO-
PERIMETRICA E DI AREA MAGGIORE DI
2y, CONTRO LA (31).

MANOVRA DI STEINER

INFINE, VERIFICHIAMO CHE TUTTI I
PUNTI DELLA FRONTIERA 0f)y GIACCIO-
NO SULLA CIRCONFERENZA DI DIAME-
TRO OQ).

PRESO ARBITRARIAMENTE UN PUN-
TO P € 0f)y, DIVERSO DAI PUNTI O E
() PER I QUALI LA TESI E BANALE, VE-
RIFICHIAMO CHE L’ANGOLO OPQ & UN
ANGOLO RETTO.

SENZA LEDERE LA GENERALITA, SUP-
PONTAMO CHE P GIACCIA NEL SEMIPIA-
NO y > 0, E SUPPONIAMO PER ASSURDO
CHE L'ANGOLO OP() NON SIA UN AN-
GOLO RETTO.

IL SEGMENTO OP DIVIDE LA FIGU-
RA ()y IN DUE PARTI, UNA DELLE QUALI
GIACENTE NEL SEMIPIANO y > (: LA IN-
DICHEREMO CON {);.

ANALOGAMENTE, IL SEGMENTO P()
DIVIDE LA FIGURA )y IN DUE PARTI:
QUELLA GIACENTE NEL SEMIPIANO y >
0 SARA INDICATA CON ).

INDICHIAMO CON {2, LA FIGURA OT-
TENUTA RUOTANDO {)y, COME UN COR-
PO RIGIDO, INTORNO AL PUNTO P FI-
NO A QUANDO IL PUNTO () RAGGIUNGE
LA POSIZIONE ()) TALE CHE L'ANGOLO
OPQ'  UN ANGOLO RETTO.

IL TRIANGOLO RETTANGOLO T’ =
OP(@Q)' HA AREA MAGGIORE DEL TRIAN-
GOLO T'= OPQ (V. ESERCIZIO 2 DELLA
SERIE [104]).

PERCIO L'UNIONE 2 UT" U, INSIE-
ME ALLA SUA IMMAGINE SPECULARE RI-
SPETTO ALLA RETTA PER O(Q), INDIVI-
DUA UNA FIGURA ISOPERIMETRICA RI-
SPETTO AD {)y MA DI AREA MAGGIORE,
CONTRO LA (31).

QUESTA CONTRADDIZIONE MOSTRA
CHE L'ANGOLO OP(@Q DEV’ESSERE UN
ANGOLO RETTO, DUNQUE P GIACE SUL-
LA CIRCONFERENZA DI DIAMETRO OQ),
COME VOLEVASI DIMOSTRARE.

UN PRESUPPOSTO DELLA MA-
NOVRA DI STEINER

FISSATO UN VETTORE 7 # 0, E PO-
STO T¢ = 57T, VOGLIAMO VERIFICARE
CHE SE UN VETTORE Tp E PERPENDICO-
LARE ALLA DIFFERENZA T —Tp, ALLO-
RA

|rp —rcl| = |rcll-
SI HA INFATTI
lrp —7rcll” = (rp—71¢) - (rp—7¢)
= |rpl? = 27p - ro + |lrelf

E L'IPOTESI CHE 7p-(rg—rp) = 0 EQUI-
VALE A

2rp-ro = ||rp|\2.

LLA TESI SEGUE.
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LA SOLUZIONE DI PETER LAX

NEL 1995 UNO DEI PIU FAMOSI MATE-
MATICI CONTEMPORANEI, PETER LAX,
PUBBLICO SU DI UNA RIVISTA DIVUL-
GATIVA (THE AMERICAN MATHEMATI-
CAL MONTHLY) LA SEGUENTE SOLUZIO-
NE DEL PROBLEMA DI DIDONE.

CONSIDERIAMO L’INSIEME DELLE CUR-
VE PIANE v DI EQUAZIONI PARAMETRI-
CHE

z = a(s),

y=yis), "~

CON FUNZIONI z(s) E y(s) DI CLASSE
C*([0,7]) E SODDISFACENTI PER OGNI
s € [0,7] LA CONDIZIONE

(@(s)*+ (W () =1 (32)

RICHIEDIAMO INOLTRE CHE LE CURVE
v ABBIANO GLI ESTREMI SULL’ASSE x, E
PIU PRECISAMENTE CHE

2(0) = z(7);
y(0) = y(m) = 0.

CI PROPONIAMO DI DIMOSTRARE CHE IL
FUNZIONALE

Pl == [ #(s)uls)as

AMMETTE MASSIMO NEL SUDDETTO IN-
SIEME DI CURVE, E DI INDIVIDUARE LE
CURVE MASSIMANTTI.

PER LA FORMULA DI (GAUSS DELL’A-
REA, OVVERO PER IL TEOREMA DELLA
DIVERGENZA NEL PIANO, IL VALORE NU-
MERICO DI F'[y] ESPRIME L’AREA DELLA
REGIONE PIANA DELIMITATA DA 7 E DAL
SEGMENTO CHE NE UNISCE GLI ESTRE-
MI, PURCHE 7y NON SI AUTOINTERSECHI
E GIACCIA NEL SEMIPIANO y > 0.

PER LA DISUGUAGLIANZA DI CAU-
CHY: ab < i(a*+b?), SI HA

' (5)yls) < 5 (W6 +429) (33)

CON UGUAGLIANZA SE E SOLO SE —x'(s)
= y(s). TENENDO CONTO ANCHE DEL-
LA (32), POSSIAMO SCRIVERE

Pl < 5 [ (6P i) ds

= %/Oﬂ (1 —(y'(s))* + y2(8)) ds.

ORA INTRODUCIAMO LA FUNZIONE

%, s € (0,m),
p(s)=4qv'(0), s=0,
—y(m), s=m.

CON LA REGOLA DI DE L’'HOPITAL SI
VEDE CHE ¢ € C°([0,7]), MENTRE NON
E DETTO CHE ¢ SIA DERIVABILE AGLI
ESTREMI. EFFETTUANDO LE SOSTITU-
ZIONI

y(s) = p(s) sens, s € [0,7);
() = ¢/(s) sen's
+ ¢(s) coss, s € (0,m),

SI TROVA
Fly] < %/0 (1 — (¢(5))* sen’ s
— () ¢'(s) sen 2s — ¢?(s) cos 23) ds.

INTEGRANDO PER PARTI SI NOTA CHE

/ ©?(s) cos2sds =

0

—/ ©(s) ©'(s) sen2sds.
0

A QUESTO PROPOSITO SI OSSERVI CHE
IL PRODOTTO ¢'(s) sens = y'(s) — ¢(s)
cos s E PROLUNGABILE PER CONTINUITA
AGLI ESTREMI, QUINDI LO E ANCHE IL
PRODOTTO ¢'(s) sen 2s.
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DUNQUE POSSIAMO SEMPLICEMENTE
SCRIVERE

P < 5 [ (- (@) sen?s) ds

1 [ T
< = [ as=T. 34
—2/0S 2 (34)

POICHE L’UGUAGLIANZA VIENE ASSUN-
TA NEL CASO IN CUI 7y E LA SEMICIR-
CONFERENZA DI EQUAZIONI

T = COS S,

s € [0, 7],
y = sens,
CONCLUDIAMO CHE
max F[y] = -
g 2

PER INDIVIDUARE TUTTE LE CURVE
MASSIMANTI, INDICHIAMO ORA CON v
UNA CURVA INCOGNITA TALE CHE F[y]

_ T

5

POICHE VALE L'UGUAGLIANZA NEL-
LA (34), ¢ DEVE ESSERE IDENTICA-
MENTE NULLA. DUNQUE ¢(s) = k (CO-
STANTE REALE) E y(s) = k sen s, DA CUI
y'(s) = k coss.

INOLTRE, POICHE VALE L'UGUAGLIAN-
ZA NELLA (33), SI HA 2/(s) = —y(s) =
—k sens. RICORDANDO LA (32) SI DE-
DUCE CHE k = %1.

RICORDANDO INFINE CHE 7 GIACE
NEL SEMIPIANO y > (0, SI CONCLUDE
CHE k =1, E LE CURVE CHE MASSIMIZ-
ZANO F[y] SONO QUELLE DI EQUAZIONI
PARAMETRICHE

T = T¢ + COoS S, s c [O,ﬂ'],
Yy = sens,
CON o UN PARAMETRO IN R. SONO
CIOE SEMICIRCONFERENZE DI RAGGIO 1
IL CUI CENTRO HA COORDINATE (x¢,0).

IL CASO N-DIMENSIONALE

LA DISUGUAGLIANZA ISOPERIMETRICA
PER INSIEMI N-DIMENSIONALI  c RY
HA LA SEGUENTE FORMA:

Q] < en 007, (35)

DOVE ¢y E UN’OPPORTUNA COSTANTE
CHE DIPENDE DALLA DIMENSIONE N.

Il VALORE DI ¢y E TALE CHE, QUAN-
DO ) E UNA PALLA N-DIMENSIONALE,
IL PRIMO ED IL SECONDO MEMBRO DEL-
LA (35) SONO UGUALI FRA LORO. AD
ESEMPIO:

Cy = —
4

1
6/

UNA DIMOSTRAZIONE DELLA (35), VA-
LIDA IN DIMENSIONE N = 3 E PER SOLI-
DI DALLA SUPERFICIE ANALITICA A PEZ-
Z1, SI TROVA IN UN ARTICOLO DI H. A.
SCHWARZ DEL 1884 [21].

C3 =

DIMOSTRAZIONI PIU GENERALI SI POS-
SONO TROVARE, AD ESEMPIO, NEL LI-
BRO DI FEDERER [8] E NEGLI ARTICOLI
DI DE GIORGI [7] E DI TALENTI [23].
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METODI CLASSICI



PREMESSA

NON SI CONOSCE UN METODO GENE-
RALE PER TROVARE IL MINIMO DI QUA-
LUNQUE FUNZIONALE.

IN QUESTE PAGINE SI ACCENNA A
QUALCUNO DEI PRINCIPALI METODI CHE
SI POSSONO UTILIZZARE, SENZA GARAN-
TIRNE IL SUCCESSO INCONDIZIONATO.
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CHE COS’E L’EQUAZIONE DI
EULERO-LAGRANGE

L’EQUAZIONE DI EULERO-LAGRANGE
ESPRIME UNA CONDIZIONE NECESSARIA
CHE UNA FUNZIONE uy DEVE SODDI-
SFARE PER ESSERE ESTREMANTE DI UN
FUNZIONALE DATO.

PI1U PRECISAMENTE, CONSIDERIAMO
IL FUNZIONALE

b
FM:/f@M@w@M%

DOVE (a,b) E UN INTERVALLO LIMITATO
E LA FUNZIONE f, PER SEMPLICITA, E
DI CLASSE C?(R?).

CERCHIAMO IL MINIMO DI F' NELLA
CLASSE X = {u € Cl([a,b]) | u(a) =
Uq, u(b) = up }, ESSENDO u,, up DUE PA-
RAMETRI ASSEGNATI.

SUPPONIAMO CHE ESISTA UNA MINI-
MANTE uy € X, E CHE 1y SIA DI CLASSE
C?%([a,b]). PIU AVANTI RIMUOVEREMO
QUEST’ULTIMA IPOTESI GRAZIE AD UN
TEOREMA DI REGOLARITA.

VOGLIAMO DIMOSTRARE CHE, SOTTO
TALI IPOTESI, LA FUNZIONE uy E UNA
SOLUZIONE DELLA SEGUENTE EQUAZIO-
NE DIFFERENZIALE ORDINARIA:

d of /
prr Lt ORIC) (36)
of

— %(sc, up(z), ug(x)).

TALE EQUAZIONE E DETTA DI EULERO,
O DI EULERO-LAGRANGE. SVOLTE LE
DERIVATE IVI INDICATE, IL CHE E POS-
SIBILE PER LE IPOTESI DI REGOLARITA
SU f E SU wug, SI OTTIENE UN’EQUAZIO-
NE DEL SECONDO ORDINE.

COME SI USA IEQUAZIONE DI
EULERO-LAGRANGE

SI TROVANO LE SOLUZIONI DELLA (36),
DETTE “ESTREMALI” DEL FUNZIONALE
I, SODDISFACENTI LE CONDIZIONI

u(a) = ug, u(b) = up,

CHIAMATE CONDIZIONI AGLI ESTREMI, O
CONDIZIONI AI LIMITI. POI SI CERCANO
FRA LE ESTREMALI LE EVENTUALI MI-
NIMANTI DEL FUNZIONALE.

STANDO A [9, PAG. 70], L’APPELLATIVO
DI “ESTREMALI” FU INTRODOTTO DA
KNESER NEL SUO “LEHRBUCH DER VA-
RIATIONSRECHNUNG” (TESTO DI CAL-
COLO DELLE VARIAZIONI, 1900).

LE DIFFICOLTA INSITE NEL ME-
TODO

UNA PRIMA DIFFICOLTA STA NEL RI-
SOLVERE L’EQUAZIONE DIFFERENZIALE.

QUESTA DIFFICOLTA E PARTICOLAR-
MENTE SENTITA PER FUNZIONALI PIU
COMPLESSI, COME AD ESEMPIO IL FUN-
ZIONALE DI DIRICHLET (19), LA CUI
EQUAZIONE DI EULERO-LAGRANGE E
UN’EQUAZIONE ALLE DERIVATE PARZIA-
LI

UNA SECONDA DIFFICOLTA STA NEL
FATTO CHE LE SOLUZIONI DELL’EQUA-
ZIONE DI EULERO, AMMESSO DI RIUSCI-
RE A TROVARLE, NON E DETTO CHE SIA-
NO ESTREMANTI DEL FUNZIONALE.

QUESTO PERCHE L'EQUAZIONE ESPRIME
UNA CONDIZIONE NECESSARIA MA NON
SUFFICIENTE IN TAL SENSO.
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IL LEMMA FONDAMENTALE
DEL CALCOLO DELLE VARIA-
ZIONI

PER DIMOSTRARE LA NECESSITA DELLA
CONDIZIONE (36) CI SI SERVE DEL SE-
GUENTE LEMMA.

SE UNA FUNZIONE A € C%[a,b]) HA
LA PROPRIETA CHE

/ A n(@)de =0 (37)

PER OGNI FUNZIONE 7 € C([a, b]) soD-
DISFACENTE LE CONDIZIONI 7(a) = n(b)
= 0, ALLORA A E IDENTICAMENTE NUL-
LA.

PER DIMOSTRARE IL LEMMA, SUP-
PONIAMO PER ASSURDO CHE RISULTI
A(zg) # 0 IN UN CERTO PUNTO zy €
(a,b). SENZA LEDERE LA GENERALITA,
SUPPONIAMO A(zg) > 0.

PER IL TEOREMA DELLA PERMANEN-
ZA DEL SEGNO, ESISTE UN INTORNO [
= (zg—r, x9+7) C (a,b) NEL QUALE VA-
LE LA DISUGUAGLIANZA A(z) > 3 A(xo).
PRENDIAMO ALLORA (FRA LE TANTE
POSSIBILITA )

n(zr) = ((7“2 — (xz — x0)2>+>2. (38)

RisurLta n € CY(R) E n(a) = n(b) = 0,
DUNQUE VALE LA (37). TUTTAVIA SI
HA ANCHE 7 >0 IN [p Enp =0 IN R\ [,
DUNQUE

/abA(a:)n(:C)da: = /IOA(:U)n(x)d;c

A(wo) /In(x) I

vV

2

> 0.

POICHE CIO CONTRADDICE LA (37),
DEVE AVERSI A(zy) = 0. PER L’ARBI-
TRARIETA DI z(, SI DEDUCE CHE A =0
IN TUTTO L'INTERVALLO (a,b). INFINE,
ESSENDO A CONTINUA AGLI ESTREMI,
SI CONCLUDE CHE A = 0 IN [a, b], COME
VOLEVASI DIMOSTRARE.

OSSERVAZIONE 1

[ LEMMA CONTINUA A VALERE SOT-
TO L'TPOTESI PIU DEBOLE CHE LA (37)
VALGA PER LE FUNZIONI 1 € C*([a,b])
TALI CHE n(a) = n(b) = 0.

PER VERIFICARLO, BASTA SOSTITUI-
RE LA (38) CON UNA FUNZIONE 7] AVEN-
TE LE PROPRIETA RICHIESTE.

OSSERVAZIONE 2

IL LEMMA SI PUO ESTENDERE A FUN-
ZIONT A(x) DISCONTINUE, NONCHE AL
CASO IN CUI LA VARIABILE = E UN VET-
TORE IN RY. UN ENUNCIATO PRECISO
SI PUO TROVARE, AD ESEMPIO, NEL CoO-
ROLLARIO IV.24 D1 [3].

OSSERVAZIONE 3

SE UNA FUNZIONE u € C([a,b]) SOD-
DISFA LA CONDIZIONE u(xg) < 0, OPPU-
RE u'(zg) > 0, LA FUNZIONE w(x) =
u(x) + tn(r) SODDISFA LE STESSE DI-
SUGUAGLIANZE NELL'INTORNO [, PUR
DI PRENDERE 7 E ¢ SUFFICIENTEMEN-
TE PICCOLLI.

CIO CONSENTE DI RICAVARE L’EQUA-
ZIONE DI EULERO-LAGRANGE ANCHE
QUANDO LA CLASSE DELLE FUNZIONI
AMMISSIBILI E SOGGETTA A VINCOLI
DEL TIPO u < 0, OPPURE u > 0. NEL
PROSSIMO PARAGRAFO VEDREMO COME
SI PROCEDE.
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COME SI RICAVA IEQUAZIONE
DI EULERO-LAGRANGE

L’EQUAZIONE DI EULERO-LAGRANGE
ESPRIME UNA CONDIZIONE NECESSARIA
CHE UNA FUNZIONE uy DEVE SODDI-
SFARE PER ESSERE ESTREMANTE DI UN
FUNZIONALE DATO.

PER VERIFICARE TALE AFFERMAZIO-
NE, SUPPONIAMO CHE UNA CERTA FUN-
ZIONE ug € C*([a, b]) STA UN'ESTREMAN-
TE DEL FUNZIONALE /' NELLA CLASSE X
(V. PAG. Mc39). PER FISSARE LE IDEE,
SUPPONIAMO CHE

Flug) = min F[u]. (39)
ueX
VOGLIAMO VERIFICARE CHE LA (36) E
SODDISFATTA.

A TAL FINE FISSIAMO UNA FUNZIONE
n € CY([a,b]) TALE CHE n(a) = n(b) = 0,
E STUDIAMO LA RETTA r C X COSTI-
TUITA DALLE FUNZIONI u; € X DATE DA

ur(x) = up(z) + tn(x).

SI INTENDE CHE I PUNTI DELLA RETTA
 SONO LE FUNZIONI u4; SOPRA DEFINI-
TE.

LE FUNZIONI u; SONO DI CLASSE C'(]a,
b]) PERCHE SOMME DI DUE TALI FUNZIO-
NI, E SODDISFANO (@) = ug, ui(b) = wp
PERCHE 77 SI ANNULLA AGLI ESTREMI.
SI HA, IN PARTICOLARE,

() = up(t) + t1f (@),

CONSIDERIAMO DUNQUE LA RESTRIZIO-
NE ¢ DEL FUNZIONALE F': X — R ALLA
RETTA 7 C X, E CIOE LA FUNZIONE

p(t) = Flud

DEFINITA PER t € R.

PER EFFETTO DELLA (39) SI HA, A
MAGGIOR RAGIONE,

p(0) = min p(t).

ESSENDO @ UNA FUNZIONE DI UNA VA-
RIABILE REALE, INTENDIAMO APPLICA-
RE IL TEOREMA DI FERMAT E SCRIVERE

£'(0) = 0.

SIAMO PERCIO CONDOTTI AL PRO-
BLEMA DI PORTARE SOTTO IL SEGNO DI
INTEGRALE L’OPERAZIONE DI DERIVA-
ZIONE NELL’ESPRESSIONE

'(t) = %/ [, u(z), uy(x)) de.

CIO E POSSIBILE PERCHE LA FUNZIO-
NE COMPOSTA f(z,us(x),u;(x)) E CON-
TINUA RISPETTO ALLA COPPIA (z,t) IN-
SIEME ALLA SUA DERIVATA PARZIALE
RISPETTO A ¢, DATA DA

0 ,
o I @ u(e) vi(a)

- fu(xa ut(x)v u;(x)) 77(93)
+ ful@, w(@), wy () n'(z).

PERCIO LA CONDIZIONE ¢'(0) = 0 DI-
VENTA

b
/ fulw,uol), wp(z)) n(x) dz (40)

+/ fu (2, ug(x), ug(x)) ' (z) de = 0.

IL SECONDO INTEGRALE SI PUO SVOL-
GERE PER PARTI, TENENDO CONTO DEL
FATTO CHE 7(a) = n(b) = 0. COSI FA-
CENDO, SI OTTIENE

/ab (fu — % fuf) n(z)dx =0,

DOVE SI E OMESSO, PER BREVITA, L’AR-
GOMENTO (z, ug(z), up(z)) DI f, E DI fy.
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INDICHIAMO CON A(x) LA FUNZIONE
CONTINUA

A(z) = fu(z, uo(z),uy(z))
d

_ %ful(x,uo(x),uf)(x))y

E RICORDIAMO CHE 1 € C'([a,b]) E U-
NA FUNZIONE ARBITRARIA, NULLA AGLI
ESTREMI.

DUNQUE, PER IL LEMMA FONDAMEN-
TALE DEL CALCOLO DELLE VARIAZIONI,
SI CONCLUDE CHE A E IDENTICAMENTE
NULLA.

LA CONDIZIONE A = (0 EQUIVALE AL-
LA (36), E LA DIMOSTRAZIONE E CON-
CLUSA.

L’EQUAZIONE IN FORMA INTE-
GRALE

TORNIAMO A CONSIDERARE IL FUN-
ZIONALE F' NELLA CLASSE X COME A
PAG. Mc39, MA QUESTA VOLTA SOTTO
L'TPOTESI CHE f € CY(R?). VOGLIAMO
RIMUOVERE ANCHE L’'IPOTESI CHE LE
EVENTUALI MINIMANTI SIANO DI CLAS-
SE C?([a,b]).

PIU AVANTI DAREMO UNA CONDIZIONE
SUFFICIENTE AFFINCHE LE MINIMANTI
ABBIANO TALE REGOLARITA.

SUPPONIAMO CHE UNA FUNZIONE
€ X SIA UNA MINIMANTE. POSSIAMO
PROCEDERE DI NUOVO COME A PAG.
Mc41 ED ARRIVARE ALLA (40).

ORA NON POSSIAMO SVOLGERE PER
PARTI IL SECONDO INTEGRALE PERCHE
Jw (2, up(x), uj(x)) PUO NON ESSERE DE-
RIVABILE. PONIAMO ALLORA

:/Ifu(t,uo(t),ug(t))dt. (41)

SVOLGENDO PER PARTI IL PRIMO IN-
TEGRALE NELLA (40) SI OTTIENE

/ab (A(x) — ful(z,up(x), u{)(g;))) i (z) d
= 0.

POICHE IL COEFFICIENTE DI 7/ E UNA
FUNZIONE CONTINUA, POSSIAMO INVO-
CARE IL LEMMA DI DU BOI1S-REYMOND
E CONCLUDERE CHE

A(z) = fu(z, up(z), up(z)) = COST. (42)

MA POICHE A(z) E DI cLASSE C'([a, b))
PER LA DEFINIZIONE (41), DALLA (42)
SEGUE CHE LA FUNZIONE COMPOSTA

fu (@, uo (), ()

E DI CLASSE C'([a,b]) RISPETTO ALLA
VARIABILE = ANCHE SE f, E SOLTAN-
TO CONTINUA RISPETTO ALLA VARIABI-
LE (z,u,u’), E uj E SOLTANTO CONTI-
NUA RISPETTO ALLA T.

DUNQUE E LEGITTIMO DERIVARE AMBO
I MEMBRI DELLA (42). COSI FACENDO,
SI OTTIENE NUOVAMENTE LA (36).

QUESTA VOLTA PERO NON SARA POSSI-
BILE, IN GENERALE, SVOLGERE LA DE-
RIVATA INDICATA NELLA (36) MEDIAN-
TE LA REGOLA DI DERIVAZIONE DELLA
FUNZIONE COMPOSTA.

CONCLUDIAMO CON L’OSSERVARE CHE
LA (42), SCRITTA NELLA FORMA

/ Fult o), () dt (43)

= fuw(z,uo(x), uy(zr)) + COST.

VIENE DETTA EQUAZIONE DI EULERO-
LAGRANGE IN FORMA INTEGRALE.
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UN TEOREMA DI REGOLARITA

CONSIDERIAMO ANCORA UNA VOLTA
IL FUNZIONALE F' NELLA CLASSE X CO-
ME A PAG. Mc39, coN f € C*(R3). Vo-
GLIAMO DIMOSTRARE CHE SE PER OGNI
(x,u,u") RISULTA

Jurw (z,u,u’) >0

ALLORA LE EVENTUALI MINIMANTI SO-
NO DI CLASSE C?((a,b)).

CONSIDERIAMO DUNQUE UNA MINI-
MANTE ug € X. PROCEDENDO COME A
PAG. Mc42 ARRIVIAMO ALL’EQUAZIONE
DI EULERO-LAGRANGE (43) IN FORMA
INTEGRALE.

PER IPOTESI, LA DERIVATA PARZIA-

LE 3
/
ou Ju(z,u,u )
E POSITIVA, E PERCIO POSSIAMO AP-
PLICARE ALLA (42) IL TEOREMA DEL-
LA FUNZIONE IMPLICITA, DETTO ANCHE
TEOREMA DEL DINI IN ONORE DI ULIS-

SE DINT (1845-1918).

FISSATO UN PUNTO z( € (a,b), ES-
SENDO LA FUNZIONE

A(ZE) T fu’(xa UO(ZU),]?)
DI CLASSE C! RISPETTO ALLA VARIABI-
LE CONGIUNTA (x,p), ESISTE UN'UNICA
FUNZIONE p = g(x) TALE CHE

A(z) — fu(x,u,g(x)) = COST.
IN UN OPPORTUNO INTORNO DI xjy.

INOLTRE ¢(x) E DI CLASSE C!, QUIN-
DI ANCHE uf(z) (= g(x) PER L'UNICITA)
B DI CLASSE C! IN UN INTORNO DI .

PER L’ARBITRARIETA DI xy, NE SE-
GUE CHE uy € C*((a,b)), COME VOLE-
VASI DIMOSTRARE.
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UNA CONDIZIONE SUFFICIEN-
TE

SUPPONIAMO DI AVER TROVATO UN’E-
STREMALE ug € C?((a,b)) DEL FUNZIO-
NALE F' NELLA CLASSE X DEFINITA A
PAG. Mc39.

VERIFICHIAMO CHE SE PER OGNI = €
(a,b) LA LAGRANGIANA f(z,u,u’), CHE
SUPPONIAMO DI CLASSE C?(IR?), E CON-
VESSA RISPETTO ALLA VARIABILE (u,
u'), ALLORA LA FUNZIONE vy E UNA MI-
NIMANTE.

PER LA CONVESSITA DI f, POSSIAMO
SCRIVERE

f(x7 u, u/) > f(l’, Uo, uf)) (44)
+ ful@, uo, ug) (u — up)
+ fu/('f, Uo, UE)) (ul - ug)

PER OGNI z € [a,b] ED OGNI (u,u') €
R2.

PRESA ARBITRARIAMENTE UNA FUN-
ZIONE u € X, SOSTITUIAMO NELLA (44)
u=u(x), v =u(x), up =u(z) E uj =
uy(z). INTEGRANDO AMBO I MEMBRI SI
TROVA

Flu] > Fug]

/hwm () (u(x) — uo(z)) dz

[ Bl o). ) 0 0) = )

SVOLGENDO PER PARTI LULTIMO IN-
TEGRALE, TENUTO CONTO DEL FATTO
CHE u E ug COINCIDONO AGLI ESTREMI
SI HA

Flu] = Flu] (45)

+£%h—d

o) (u(2) = uo(x)) d

DOVE SI E OMESSO, PER BREVITA, L’AR-
GOMENTO (z, ug(z), up(z)) DI f, E DI fy.

MA SICCOME uy E UN’ESTREMALE DEL
FUNZIONALE F', DUNQUE SODDISFA L’E-
QUAZIONE (36), LA (45) MOSTRA CHE

Flu] > Fluyg).

Da QUI, ESSENDO u ARBITRARIA, POS-
SIAMO CONCLUDERE CHE g E UNA MI-
NIMANTE, COME VOLEVASI DIMOSTRA-
RE.
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I PROBLEMI ISOPERIMETRICI

CONSIDERIAMO ORA ALCUNI PROBLEMI
DETTI ISOPERIMETRICI (PER ESTENSIO-
NE DI LINGUAGGIO).

SI TRATTA DI MINIMIZZARE IL FUN-
ZIONALE [' DI PAG. Mc39 NELLA CLASSE
X DELLE FUNZIONT u € C'(([a,b])) TA-
LI CHE u(a) = u,, u(b) = up (DATI) E
SODDISFACENTI LA CONDIZIONE

Glu] = 0, (46)

ESSENDO (G IL FUNZIONALE DATO DA

b
Gu] :/ g(z,u(x),u'(x)) dx.

SI CONSIDERANO DUNQUE DUE FUNZIO-
NALI: UNO (F') DA MINIMIZZARE, L’AL-
TRO (G) CHE INTERVIENE NELLA CON-
DIZIONE (46).

LA (46) SI DICE CONDIZIONE ISOPE-
RIMETRICA PERCHE NEL CASO PARTICO-
LARE IN CUI

g(x7 u? u/) =

LA (46) DIVENTA

/b V1+ (W (2))? dv = L (DATO),

E QUINDI ESPRIME LA CONDIZIONE CHE
IL GRAFICO DI u ABBIA LUNGHEZZA L.

RIDUZIONE AL CASO BIDIMEN-
SIONALE

CERCHIAMO DI RICAVARE UNA CON-
DIZIONE NECESSARIA, ANALOGA ALLA
(36), CHE UN’EVENTUALE MINIMANTE
Uy DEVE SODDISFARE.

IL RAGIONAMENTO SVOLTO A PAG.
Mc41 NON SI PUO RIPETERE PERCHE LA
FUNZIONE u; = ug + t7) NON SODDISFA,
IN GENERALE, LA CONDIZIONE (46) PER

t40.

PROCEDIAMO QUINDI COME SEGUE.
FISSATE DUE FUNZIONI 7,1, € Cl(]a,
b]), NULLE AGLI ESTREMI, DEFINIAMO
LE FUNZIONI ¢, DELLE DUE VARIABILI
REALI (s,t) PONENDO

(p(S,t) = F[UO+S771—|—Zf772],
w(S,t) = G[U0+S771+t772].

SE ESISTE UNA MINIMANTE % DEL FUN-
ZIONALE F' NELLA CLASSE X, ALLORA
IL PUNTO (8¢,%) = (0,0) E UN PUNTO DI
MINIMO ASSOLUTO PER LA FUNZIONE ¢
NELL'INSIEME DEI PUNTI (s,t) € R? TA-
LI CHE
(s, t) = 0.

ESSENDOCI RICONDOTTI AD UN PRO-
BLEMA DI MINIMO VINCOLATO PER LA
FUNZIONE DI DUE VARIABILI ¢(s,t), AP-

PLICHIAMO IL METODO DEI MOLTIPLI-
CATORI DI LAGRANGE.
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IL METODO DEI MOLTIPLICA-
TORI DI LAGRANGE

SAPPIAMO CHE SE ¢ E % SONO DI
CLASSE C, E SE IL. GRADIENTE V(0, 0)
NON ST ANNULLA, ALLORA ESISTE UNO
SCALARE A, DETTO MOLTIPLICATORE DI
LAGRANGE, TALE CHE

V(0,0) = AV(0,0).  (47)

VERIFICHIAMO CHE ¢ E 1 SONO DI
CLASSE C' SUPPONENDO, PER SEMPLI-
CITA, CHE f,g € C*(R?®) E CHE uy €
C*([a, b)).

RAGIONANDO COME A PAG. Mc41 s1
VEDE CHE ¢ € C'(R?), E IN PARTICO-
LARE LA SUA DERIVATA ¢4(0,0) E DATA
DA ¢t(07 0) -

L/%@%@MMWW@M%

b
+ [ guo ol ) (o) .

SVOLGENDO PER PARTI IL SECONDO IN-
TEGRALE POSSIAMO ANCHE SCRIVERE

¥(0,0) = /ab (gu - % guf) me(x) dx

DOVE SI E OMESSO, PER BREVITA, L’AR-
GOMENTO (z, ug(z), ug(x)) DI g, E DI gy

PER SODDISFARE LA CONDIZIONE V)(0,
0) # 0 DEL METODO DEI MOLTIPLICA-
TORI E SUFFICIENTE PRENDERE 7)7, CHE
E ARBITRARIA, IN MODO TALE CHE

/ab (gu — % gu/> ne(x)dx #£0. (48)

IL LEMMA FONDAMENTALE DEL CALCO-
LO DELLE VARIAZIONI GARANTISCE L’E-
SISTENZA DI ALMENO UNA FUNZIONE 7)o

SODDISFACENTE LA (48) A CONDIZIONE
CHE LA FUNZIONE CONTINUA
d
/ /

9ul, uo(2), up(2)) = gu (@, uo(2), ug(2))
NON SIA IDENTICAMENTE NULLA. IL
PRESENTE RAGIONAMENTO SI PUO DUN-
QUE PORTARE AVANTI SOTTO L’IPOTESI
CHE LA MINIMANTE %y NON SIA UN’E-
STREMALE DEL FUNZIONALE G.

SOTTO TALE IPOTESI, SCEGLIAMO (IN
TEORIA) UNA PARTICOLARE FUNZIONE
72 SODDISFACENTE LA (48).

POICHE ANCHE ¢, COME v, E DI
CLASSE C'(R?), POSSIAMO APPLICARE
IL METODO DEI MOLTIPLICATORI E DI-
RE CHE VALE LA (47).

LA TESI (47) IMPLICA CHE ¢4(0,0) =
A15(0,0). E SICCOME

00,0~ | (=L 1) mla) e

¥5(0,0) = /ab (gu - %gu’) m(z)dz,

CONCLUDIAMO CHE

[ (e eynraao

AVENDO POSTO, PER BREVITA, L(z,u,
uw) = f(z,u,u') — Ag(x,u,u'). ESSENDO
7 ARBITRARIA, NE SEGUE CHE CONDI-
ZIONE NECESSARIA AFFINCHE UNA FUN-
ZIONE uy € C?((a,b)), CHE NON SIA
UN’ESTREMALE DEL FUNZIONALE G, MI-
NIMIZZI 1L, FUNZIONALE F NELLA CLAS-
SE X, E CHE RISULTI

d oL ,
o o Lo (@), up(2)) (49)
oL

— %(x, ug(x), up(z))

PER OGNI z € (a,b).
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APPLICAZIONE ALLA BRACHISTOCRONA



LA CICLOIDE

JOHANN BERNOULLI, E GLI ALTRI
MATEMATICI CHE NEL SEICENTO RISOL-
SERO IL PROBLEMA DELLA BRACHISTO-
CRONA, SCOPRIRONO CHE LA CURVA DI
MINIMO TEMPO DI TRANSITO E UNA CI-
CLOIDE.

RICAVIAMO LE EQUAZIONI PARAMETRI-
CHE DELLA CICLOIDE DESCRITTA DA UN
PUNTO P FISSATO SU DI UNA CIRCON-
FERENZA DI RAGGIO R QUANDO TALE
CIRCONFERENZA ROTOLA SENZA STRI-
SCIARE SOTTO L’ASSE x.

SUPPONIAMO CHE IL PUNTO P SI
TROVI INIZIALMENTE NELL’ORIGINE.

INDICATO CON ¢ L’ANGOLO TRA LA
RETTA OP E L’ASSE y, L’ASSENZA DI
STRISCIAMENTO SI ESPRIME MEDIANTE
L’UGUAGLIANZA

a =g

ESSENDO 2z L’ASCISSA DEL CENTRO C
DELLA CIRCONFERENZA, E a = R L’AR-
CO CHE E VENUTO A CONTATTO CON
L’ASSE £ DURANTE IL MOVIMENTO.

LE COORDINATE (x,y) DEL PUNTO P
SONO LEGATE ALLE COORDINATE (z¢,
yc) DEL CENTRO C' DALLE RELAZIONI

r=xc— R senv,

Yy =yc + R cos 9.

POICHE yo = —R, LE EQUAZIONI PARA-
METRICHE DELLA CICLOIDE SONO

r = R (V¥ —send),

y=R(—1+ cos?). (50)

LEGGE ORARIA DEL MOTO

LA LEGGE ORARIA DEL MOTO DI UN
PUNTO MATERIALE P CHE, COLLOCA-
TO A RIPOSO IN O, SCIVOLA SENZA AT-
TRITO LUNGO LA CICLOIDE (50) HA LA
FORMA

r = R (V(t) — send(t)),
y=R(—1+ cosv(t)).

DETERMINIAMO LA FUNZIONE 9(t). RI-
CORDIAMO CHE LA VELOCITA DI P E

v =1/2g|y|

(V. PAG. Mc6). SOSTITUENDO |y| = R
(1 — cos®)) SI OTTIENE

v =/2gR (1 — cos¥). (51)

D’ALTRO CANTO, DERIVANDO LE EQUA-
ZIONI (50), TROVIAMO

4 — R(1— cos),

v (52)
25 = —Rsenv
E DI CONSEGUENZA
dP 2 2
= V()

= R+\/2(1—cos?).

POICHE, DERIVANDO LA FUNZIONE COM-
POSTA P(9(t)), SI TROVA

_|ap
ST e

_|dP| &
AR

PER CONFRONTO CON LA (51) SI DEDU-

CE CHE
dv g

dt VR’

9
U=/t
R

E PERTANTO
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L’EQUAZIONE DI EULERO DEL-
LA BRACHISTOCRONA

CONSIDERIAMO IL FUNZIONALE TEMPO
DI TRANSITO RICAVATO A PAG. Mc7, E
CIOE

Pl = [ YIEWED? 5 o
0 29 |u(x)]

LA SUA EQUAZIONE DI EULERO E
d |u(z)| 2 (x) _ \/1+<u’(x))2_
do T+ W(@)?  2u(x)|u()|:

NELLO SVOLGERE LA DERIVATA AL PRI-
MO MEMBRO SI TENGA PRESENTE CHE

d 1 u' ()

— |u(@)[ 7 =

Z 2 u(x)
PERCHE |u(z)| = —u(z). EFFETTUATE

LE SEMPLIFICAZIONI DEL CASO, L’EQUA-
ZIONE SI RIDUCE A

2u(z) 1
L+ (w/(2)* u(2)]

DA CUI SI VEDE CHE u” > 0. MOLTI-
PLICANDO AMBO I MEMBRI DELLA (54)
PER /() ED INTEGRANDO, SI OTTIENE
L'INTEGRALE PRIMO

(54)

C
[u(z)]

DOVE C E UNA COSTANTE ARBITRARIA,
EVIDENTEMENTE POSITIVA.

L+ (u'(2))” =

(55)

OSSERVAZIONE

LE FUNZIONI COSTANTI u(z) = +C
SODDISFANO BANALMENTE LA (55) MA
NON SODDISFANO LA (54).

TALI SOLUZIONI SONO STATE INTRO-
DOTTE MOLTIPLICANDO AMBO 1 MEM-
BRI DELLA (54) PER u/(z).

IL BOOTSTRAP

USANDO L’EQUAZIONE DI EULERO-
LAGRANGE IN FORMA INTEGRALE (PAG.
Mc42) POSSIAMO AFFERMARE CHE SE
IL FUNZIONALE F' NELLA (53) HA UNA
MINIMANTE g NELLA CLASSE X DELLE
FUNZIONT u € C'((0,b)) N C°([0,b]) TA-
LI CHE u(0) = 0, u(z) < 0 PER OGNI
x € (0,0), E u(b) = up, < 0, ALLORA LA
FUNZIONE

up(2)| 72 ul(z
QO(IL‘): | 0( )‘ / 0( 2) (56)
V1 (uh(z))
APPARTIENE A SUA VOLTA ALLA CLASSE
C'((0,b)), E ST HA

ooy V1 (@)
¢ (r) = -
2ug () [uo ()2
VERIFICHIAMO PER INDUZIONE CHE uy
€ C*((0,b)). E SUFFICIENTE VERIFICA-
RE CHE, SE ug € C*((0,b)) PER QUAL-
CHE k > 1, ALLORA ug € C*1((0,b)).

(57)

SE ug € C*((0,b)), LA (57) CI DICE
CHE ANCHE ¢ € C*((0,b)). SCRIVIAMO
ALLORA LA (56) NELLA FORMA

g () — luo(2)[} o(a
e = @)l o)
DA CUI RICAVIAMO

V1= luo(z)] ¢ ()
E DA QUI DEDUCIAMO CHE uj € C*((0,

b)), DUNQUE uy € C*1((0,b)), COME
VOLEVASI DIMOSTRARE.

L’USO RICORSIVO DI UN’EQUAZIONE
DIFFERENZIALE PER DIMOSTRARE MAG-
GIORE REGOLARITA DELLA SOLUZIONE
SI DENOTA COL TERMINE ANGLOSAS-
SONE “BOOTSTRAP” (ALLACCIAMENTO
DELLO STIVALE).
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SOLUZIONE DELL’EQUAZIONE
DI EULERO

Posto a = arctg(v/(z)) € (—3,%)
(INTERPRETAZIONE GEOMETRICA DEL-
LA DERIVATA), LA (55) DIVENTA

lu(z)] = C cos’a
= C sen?i (58)
= R(1—cos?), (59)

ESSENDO i = a + 5 € (0,7) L’ANGOLO
FRA IL GRAFICO DI u E LA VERTICALE,
R =C/2, E ¥ = 2i. DALL'UGUAGLIAN-
ZA
i = arccotg(—u'(z))

SEGUE CHE L’ANGOLO i(z) E UNA FUN-
ZIONE DI CLASSE C*°((0,b)). SVOLGEN-
DO LA DERIVATA E USANDO LA (54) sI
TROVA

di u’(x)
dx 1 +1(u’(:z:))2
EEIE

PER IL TEOREMA DELLA FUNZIONE IN-
VERSA, SI PUO DUNQUE SCRIVERE z IN
FUNZIONE DI ¢ E, VISTA LA (58), RISUL-

TA
dx

= 2C sen?i.
PONENDO u(0) = 0, E USANDO LA (58),
POSSIAMO SCRIVERE i(0) = 0 (PROLUN-

GAMENTO PER CONTINUITA). DUNQUE

x(i) = /Z 2C sen’S df3

0

= C/Oi(l —cos2p)dp

= R (¥ —send). (60)

LA (59) E LA (60) CONDUCONO, IN-
FINE, ALLE EQUAZIONI PARAMETRICHE
(50) DELLA CICLOIDE.

INTERPRETAZIONE OTTICA

JOHANN BERNOULLI RISOLSE IL PRO-
BLEMA DELLA BRACHISTOCRONA ME-
DIANTE UN’ANALOGIA CON IL PROBLE-
MA DELLA RIFRAZIONE [14, PAG. 671].

IN SINTESI, LA CICLOIDE E LA TRA-
IETTORIA DI UN RAGGIO DI LUCE CHE
ATTRAVERSA UN MEZZO IL CUI INDICE
DI RIFRAZIONE n = 1/v E INVERSAMEN-
TE PROPORZIONALE A +/|y|.

PER VEDERLO, PARTIAMO DALLA LEG-
GE DI SNELL DELLA RIFRAZIONE

sen iy U1

Sen ig (%)
CHE RISCRIVIAMO NELLA FORMA

U1 V2

sen i senis

QUANDO L’INDICE DI RIFRAZIONE n =
1/v VARIA CON L’ORDINATA y, LA LEG-
GE DIVENTA

(%

- = COST. (61)
Sen?

PONENDO v = 1/2g |u(x)|, ST CONSTATA
CHE LA (61) EQUIVALE ALLA (58).
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OMOTETIA

AL VARIARE DELLA COSTANTE R €
(0,+00), LE EQUAZIONI PARAMETRICHE
(50) RAPPRESENTANO UNA FAMIGLIA DI
CICLOIDI Yg.

INOLTRE LA CICLOIDE Yr SI OTTIE-
NE DALLA CICLOIDE 71, DI EQUAZIONI

r =19 — senv,
y = —1+ cosv,

MEDIANTE UNA DILATAZIONE DI COEF-
FICIENTE K.

TENUTO CONTO DELLA CONVESSITA
DI 7r, NE SEGUE CHE PER OGNI PUNTO
B = (b,uy) CON b > 0 E u, < 0 ESISTE
UNA ED UNA SOLA CICLOIDE YR PASSAN-
TE PER B.

UNICITA

SUPPONIAMO PER ASSURDO CHE g, U]
SIANO DUE SOLUZIONI DISTINTE DELL’E-
QUAZIONE (54) TALI CHE ui(0) = 0,
ur(b) = up, up < 0 1IN (0,b] PER k=0, 1.

SE LA DIFFERENZA w(z) = ui(z) —
up(2z) E POSITIVA IN QUALCHE PUNTO DI
(0,b), ALLORA w HA UN PUNTO DI MAS-
SIMO zy DOVE RISULTA

w(wog) = ui(wg) — ug(wo) > 0;
w'(@o) = uy(zo) — up(zo) = 0;
w'(zo) = uj(wo) —ug(zo) <0,
QUINDI
1 _ 1 o 2uf(7)
—ug(xo) — —ui(zo) 1+ (uf(x))?
2ug(x) 1

Lt (up(x))®  —uolwo)
IL CHE E ASSURDO. SIMILMENTE SI OT-

TIENE UNA CONTRADDIZIONE SE w(x) E
NEGATIVA IN QUALCHE PUNTO.

CONDIZIONI SUFFICIENTI

E NOTO CHE, FISSATI b > 0 E u, < 0,
IL FUNZIONALE (53) AMMETTE UNA E
UNA SOLA MINIMANTE %y NELLA CLASSE
DELLE FUNZIONT u € C*((0,])NC°([0, b])
TALI CHE u(z) < 0 IN (0,0], u(0) =0 E
u(b) = up.

LA MINIMANTE E LA FUNZIONE ()
IL CUI GRAFICO E QUELL’UNICA CICLOI-
DE DI EQUAZIONI PARAMETRICHE (50)
CHE PASSA PER IL PUNTO B = (b, uy).

CIO NON DISCENDE DAL SOLO FAT-
TO CHE uy SODDISFA L’EQUAZIONE DI
EULERO-LAGRANGE (54), MA RICHIE-
DE UN’APPOSITA MOTIVAZIONE.

SI PUO USARE, AD ESEMPIO, IL ME-
TODO DI WEIERSTRASS DEL CAMPO DI
ESTREMALI, COME IN [9, VOL. I, PAGG.
362-372].

IN ALTERNATIVA SI PUO USARE IL
METODO DIRETTO DEL CALCOLO DELLE
VARIAZIONI, COME IN [11]. I PRESUP-
POSTI DEL METODO SONO ACCENNATI
NELLA RIMANENTE PARTE DEL CORSO.

IN QUESTA SEDE SVOLGIAMO INVE-
CE UNA DIMOSTRAZIONE BASATA SUL-
LA CONVESSITA DELLA LAGRANGIANA,
VALIDA NEL CASO PARTICOLARE IN CUI
wh(b) < 0.
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UN FUNZIONALE CONVESSO

F1ssATI b > 0 E up < 0, INDICHIAMO
CON ug(z) LA FUNZIONE IL CUI GRAFICO
E QUELL'UNICA CICLOIDE DI EQUAZIONI
PARAMETRICHE (50) PASSANTE PER IL
PUNTO B = (b, up).

SUPPONENDO CHE uy(b) < 0, OV-
VERO u,/b < —2/m, VOGLIAMO DIMO-
STRARE CHE LA FUNZIONE ug RISOLVE
IL PROBLEMA DELLA BRACHISTOCRO-
NA NELLA CLASSE DELLE FUNZIONI u €
C*((0,6])NC°([0,b]) TALI cHE: u(0) = 0,
u(b) = up, E AVENTI UN'INVERSA v DI
CLASSE C([uy, 0]).

OSSERVIAMO CHE SUPPORRE wug(b)
< 0 EQUIVALE A SUPPORRE ug(z) < 0
PER OGNI z € (0,b], DUNQUE LA FUN-
ZIONE g, RISTRETTA ALL’INTERVALLO
[0,b], HA UN'INVERSA CHE INDICHERE-
MO CON x = vp(y) E CHE E DI CLASSE
C*([up, 0).

IL. TEMPO DI TRANSITO LUNGO UNA
CURVA 7y, GRAFICO DI UNA FUNZIONE
x = v(y) DI CLASSE C([uy,0]), E DATO
DA

ds
el = /7\/29|y|
/O V1+(V(y))? "
w29yl

LA CUI EQUAZIONE DI EULERO AMMET-
TE L'INTEGRALE PRIMO

1+ (v'(x))? e
(v'(z))? lyl
RAGIONANDO COME A PAG. Mch0O sI

CONSTATA CHE vy SODDISFA QUESTA
EQUAZIONE.

MA SICCOME LA LAGRANGIANA DEL
FUNZIONALE 7' E STRETTAMENTE CON-
VESSA RISPETTO ALLA VARIABILE v/, IL
METODO DESCRITTO A PAG. Mc44 MO-
STRA CHE vy EE UNA MINIMANTE (L’UNI-
CA, PER LA PRECISIONE), COME VOLE-
VASI DIMOSTRARE.
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APPLICAZIONE AL PROBLEMA DI NEWTON



LE FUNZIONI AMMISSIBILI

SULLA BASE DEGLI ESERCIZI DELLA SE-
RIE [101], CERCHIAMO UNA MINIMAN-
TE DEL FUNZIONALE G NELLA CLASSE
DELLE FUNZIONI u € C'([0, R]) SODDI-
SFACENTI, PER OGNI p € [0, R], LA CON-
DIZIONE 0 < u(p) < h (COSTANTE POSI-
TIVA, ASSEGNATA).

VERIFICHIAMO CHE IL FUNZIONALE
(G DEFINITO NELLA (12) NON AMMETTE
MINIMO NELLA CLASSE DI CUI SOPRA, E
CHE IL SUO ESTREMO INFERIORE E ZE-
RO.

A TAL FINE E SUFFICIENTE DEFINIRE
UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI u, AP-
PARTENENTI ALLA CLASSE SUDDETTA E
TALI CHE

lim Glu,] =0. (62)
n—-+00
PER OGNI n € Z*, DIVIDIAMO L’ INTER-
VALLO [0, R] IN 2n PARTI UGUALI ME-
DIANTE 1 PUNTI p; = kR/(2n), k = 0,
...,2n. PoSTO i, = R/(4n), DEFINIA-
MO u,(p) =

(
h (p_lun)Q
S U ol (V28 0.01):
) 9 ,U% ) P S [ 7p1)7
h (/O_Bﬂn)Q
b L AP 9 .
\ 9 ,u% ) P € [plapQ)

SI VERIFICA PER SOSTITUZIONE CHE
un(0) = h/2 = un(py), E CHE uy(py)
= h/2 = u,(p1), DUNQUE L'’ESTENSIONE
DI u, FATTA PER PERIODICITA ALL’IN-
TERVALLO [0, R] E CONTINUA. INOLTRE
LA DERIVATA DI u, E DATA DA

n 2l pefo )
wip) =4 "
K p — 3hn
—h——=—, p€(p,p2),

n

E SI VERIFICA PER SOSTITUZIONE CHE
W(0) = —h/pm = u,(py) E u(py) =
h/p, = ' (p}). QUINDI L’ESTENSIONE
DI u, FATTA PER PERIODICITA ALL’IN-
TERVALLO [0, R] E DI cLASSE C'([0, R]).

INDICHIAMO ANCORA CON u,, PER
SEMPLICITA, LA FUNZIONE PERIODICA
DI PERIODO T = R/n OTTENUTA CO-
ME SOPRA, E OSSERVIAMO CHE

R dp
) < R | e

INOLTRE LA FUNZIONE |u! (p)| E PERIO-
DICA DI PERIODO T'/2, QUINDI

R dp _ o p1 dp
/o 1+<u;<p>>2‘2/0 T+ (u,(0)?

E QUEST’ULTIMO INTEGRALE SI CALCO-
LA ELEMENTARMENTE: POSTO a, = 12/
h, SI TROVA CHE ESSO VALE

— M P n
an [arctg u} = 2a,, arctg Hn
an Qn
< Tay,.
IN DEFINITIVA SI OTTIENE
112
Glu,) < 2nRma, = 2nRm T”
R3w
= — 0
8hn

E LA (62) SEGUE. QUESTO FATTO SI
AGGIUNGE ALLE CONSIDERAZIONI DI TI-
PO FISICO CHE PORTANO A RESTRINGE-
RE ULTERIORMENTE LA CLASSE DELLE
FUNZIONI AMMISSIBILI.

NEL PROSSIMO PARAGRAFO CONSIDE-
RIAMO IL FUNZIONALE G NELLA CLASSE
DELLE FUNZIONT u € C1([0, R]) TALI CHE
0<u(p) <hEeu(p) >0I1NI[0,R].
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VALORI AGLI ESTREMI

CONSIDERIAMO IL FUNZIONALE G
DATO DALLA (12) NELLA CLASSE DEL-
LE FUNZIONI u € C'([0, R]) TALI CHE
0<u(p)<hEu(p)>0IN[0,R]

LE UNICHE FUNZIONI DELLA SUD-
DETTA CLASSE TALI CHE u(R) = u(0)
SONO LE COSTANTI, LE QUALI REA-
LIZZANO IL MASSIMO DI G E NON IL
MINIMO, QUINDI POSSIAMO SENZ’ALTRO
SCARTARLE.

INVECE, PER OGNI FUNZIONE © DI TALE
CLASSE CHE SODDISFA 0 < u(R)—u(0) <
h, POSSIAMO CONSIDERARE LA FUNZIO-

. (¢) — u(0)
_ u(p) —u
=h
CHE STA NELLA STESSA CLASSE E SOD-
DISFA 4(0) =0, a(R) = h. INOLTRE

Lo h
W) = R = a0

E QUINDI G[ua] < G[u]. PERCIO, NELLA
RICERCA DEL MINIMO, NON E RESTRIT-
TIVO LIMITARSI ALLA CLASSE DELLE

FUNZIONI u € C'([0, R]) TALI CHE u(0)
=0, u(R) = h, E v/(p) >0 1N [0, R].

) u'(p) > ' (p),

SI NOTI CHE, PER MONOTONIA, LE
FUNZIONI DI QUESTA CLASSE SODDISFA-
NO ANCHE LA LIMITAZIONE 0 < u(p) < h
IN [0, R].

EQUAZIONE DI EULERO-
LAGRANGE

CERCHIAMO UNA MINIMANTE DEL
FUNZIONALE G NELLA CLASSE DELLE
FUNZIONT u € C1([0, R]) TALI CHE: u/ >
0 IN [0,R], u(0) =0 E u(R) = h (Co-
STANTE POSITIVA, ASSEGNATA).

PER OGNI FUNZIONE u IN TALE CLAS-
SE ESISTE ALMENO UN PUNTO ¢ € (0,
R) TALE CHE, PER IL TEOREMA DI LA-
GRANGE, v/ () = h/R > 0.

PER IL TEOREMA DELLA PERMANEN-
ZA DEL SEGNO, IL PUNTO £ HA UN IN-
TORNO IN CUI ¢/ E POSITIVA: INDICHIA-
MO CON (a,b) C [0, R] IL PIU GRANDE
INTERVALLO APERTO CONTENENTE £ E
NEL QUALE u' > 0.

SE u E UNA MINIMANTE DEL FUNZIO-
NALE G NELLA (12), ALLORA, PER IL
LEMMA DI Du BOIS-REYMOND, DE-
VE SODDISFARE NELL'INTERVALLO (a,b)
L’EQUAZIONE DI EULERO-LAGRANGE

d pu'(p)
W (14 (w(p)?)
LA QUALE IMPLICA
pu'(p)
(14 W(0)?)

Essenpo u/(p) > 0 IN (a,b), DEVE
AVERSI C' > 0: CIO ESCLUDE CHE IL
PRIMO ESTREMO a POSSA ESSERE NUL-
LO, PERCHE, SE COSI FOSSE, IL PRIMO
MEMBRO DELLA (63) TENDEREBBE A
ZERO PER p — a™.

5 =0,

= C (cosT.). (63)

D’ALTRO CANTO, NEL CASO a > 0, SI
HA ¢/(a) = 0 PERCHE, SE FOSSE u/(a) >
0, SI AVREBBE ANCHE ' > 0 IN UN IN-
TORNO (a — §, a) E DI CONSEGUENZA
v > 0 IN (a — d, b)) CONTRO LA DEFI-
NIZIONE DELL’INTERVALLO (a,b).

MA ALLORA IL PRIMO MEMBRO DEL-
LA (63) TENDE ANCORA A ZERO PER p
— at, E 'UGUAGLIANZA NON PUO SUS-
SISTERE: DUNQUE G NON HA MINIMO
NELLA CLASSE CONSIDERATA.
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ESISTENZA DELLA SOLUZIONE

STANDO A [4, PAG. 9] LA PRIMA DIMO-
STRAZIONE RIGOROSA DELL’ESISTENZA
DI UNA SOLUZIONE DEL PROBLEMA DI
NEWTON FU DATA DA KNESER [15] NEL
1902: IL METODO E QUELLO DEL CAM-
PO DI ESTREMALI.

ALTRE DIMOSTRAZIONI DI ESISTEN-
ZA, BASATE SUL METODO DIRETTO DEL
CALCOLO DELLE VARIAZIONI, SI TROVA-
NO IN [17, COROLLARIO 5.10] ED IN
[11, TEOREMA 1.3].

IN PARTICOLARE SI PUO DIMOSTRA-
RE CHE IL FUNZIONALE G DELLA (12)
AMMETTE MINIMO NELLA CLASSE DEL-
LE FUNZIONT u € C°([0, R]) AVENTI LA
DERIVATA %' CONTINUA A TRATTI, NON
DECRESCENTI, E TALI CHE u(0) = 0 E
u(R) = h (COSTANTE POSITIVA, ASSE-
GNATA).

INOLTRE, INDICATA CON uy UNA QUA-
LUNQUE MINIMANTE NELLA SUDDETTA
CLASSE, SI TROVA CHE ) E CONVESSA
ED ESISTE py € (0, R) TALE CHE uy = 0
IN [0,p0] E up > 0 IN (pg, R]. INOLTRE
Uy € Cl([po,R]).

IN ALTRI TERMINI, FORTI DEL RI-
SULTATO DI ESISTENZA SOPRA CITATO,
CERCHEREMO IL MINIMO DEL FUNZIO-
NALE

2 R
Golu] :&-l-/ pdp g

2 Jy, 1+ @W(p)?
L’UGUAGLIANZA uj(py) = 1, CHE AN-
DIAMO A DIMOSTRARE, E UNA CONDI-
ZIONE DETTA “DI TRASVERSALITA” E

TRATTATA IN GENERALE IN [1, PAGI-
NA 555].

CONDIZIONE DI TRASVERSA-
LITA

E CHIARO CHE uy(p,) = 0. IN QUE-
STA SEDE VOGLIAMO VERIFICARE CHE
up(pd) = 1: UN RISULTATO STABILITO
IN [2].

CONSIDEREREMO IL PUNTO py, CHE
SEPARA L’INTERVALLO DOVE uy = 0
DALL'INTERVALLO DOVE 1y E POSITIVA,
COME UN’INCOGNITA DI UN PROBLEMA
DI MINIMO.

CAMBIAMENTO DI VARIABILE

NELL’ INTERVALLO (pg, ) SI DIMO-
STRA, COME DI CONSUETO, CHE LA
MINIMANTE %y SODDISFA L’EQUAZIONE
DI EULERO-LAGRANGE (63), E PERCIO
ugy > 0.

DUNQUE, FACENDO VARIARE py € (0,
R), CERCHIAMO IL MINIMO DEL FUNZIO-
NALE Gy NELLA CLASSE DELLE FUNZIO-
NI u NULLE IN [0, po], POSITIVE IN (pp,
R], AVENTI LA DERIVATA CONTINUA E
CRESCENTE IN [pg, R], E SODDISFACEN-
TI u(R) = h.

OGNI 4 IN TALE CLASSE B INVERTI-
BILE NELL'INTERVALLO [pg, ] E POSSIA-
MO INDICARE CON v: [0,h] — [po, R] LA
SUA FUNZIONE INVERSA.,

PER IL TEOREMA DELLA FUNZIONE
INVERSA, v E DERIVABILE E SI HA v/ =
1/u', INOLTRE v E CONCAVA, E v' E PO-
SITIVA IN [0,h) E DECRESCENTE. MA
ALLORA, CON IL CAMBIAMENTO DI VA-
RIABILE y = u(p), SI TROVA CHE Gylu] =
Flv], ESSENDO

~ v%(0) " o(y) (V(y))?
Pl =+ [

Y.
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GENERALIZZAZIONE DEL ME-
TODO CLASSICO

OSSERVIAMO INNANZITUTTO CHE, CO-
ME SAPPIAMO, UNA MINIMANTE vy DEL
FUNZIONALE F NELLA CLASSE DELLE
FUNZIONI v € C'(]0,h]) SODDISFACEN-
TI v > 0 IN [0,h) E v(h) = R DEVE
SODDISFARE L'EQUAZIONE DI EULERO-

LAGRANGE:

d

5y o) () = folvo(y), vo(y))

DOVE f(v,p) = vp’/(1 +p?).

ADESSO PERO GENERALIZZIAMO IL
METODO SEGUITO A PAGINA Mc41: QuUI
UTILIZZEREMO UNA 7 € C*([0, h]) CHE sI
ANNULLA IN UN INTORNO DEL SECONDO
ESTREMO h MA E POSITIVA PER y = 0.

NEL PRESENTE CASO PONIAMO ()

= wo(y) + t(y), QUINDI (1) = Flug] =
v ’ "

w®zm@>+lfm@w@my

E CALCOLIAMO LA DERIVATA ¢'(0). Do-
PO AVER INTEGRATO PER PARTI, COME
DI CONSUETO, TROVIAMO 0 = ¢/'(0) =

w(0)(0) + [ Fy(wolw). ) n(w)]

(g n)

DOVE L’ARGOMENTO DI f, E DI f, E
STATO OMESSO, PER BREVITA, SOTTO
IL SEGNO DI INTEGRALE.

L’INTEGRALE E NULLO PERCHE LA
FUNZIONE INTEGRANDA E NULLA. IN-
VECE, QUESTA VOLTA, IL TERMINE DI
BORDO NON E NULLO: SI OTTIENE, IN-
FATTI

(20(0) = fo(w0(0), v4(0)) ) m(0) = 0.

POICHE POSSIAMO PRENDERE 7)(0) >
0, SE NE DEDUCE CHE v(0) = f,(v0(0),
v5(0)). MA SICCOME

3+ p?
2
v = v _
fp( 7p) p (1+p2)27
SEMPLIFICANDO IL FATTORE v(0) GIUN-
GIAMO ALL’EQUAZIONE

2
0 2 o
(1+ pg)?
DOVE SI E POSTO, PER BREVITA, py =

v,(0). LA SUDDETTA EQUAZIONE SI PUO
RISCRIVERE

396+ po = (1+1p)”,
LA QUALE SI RIDUCE A p? = 1. RICOR-
DANDO CHE py = v((0) > 0, SI TROVA

INFINE v)(0) = 1 E QUINDI «/(p]) = 1,
COME VOLEVASI DIMOSTRARE.

REGOLARITA DELLA SOLUZIO-
NE

L’INFORMAZIONE CHE ug(pf) = 1,
UNITA ALLA CONVESSITA DI ug, IMPLI-
CA CHE uy > 1IN [pg, R].

CIO PERMETTE DI SFRUTTARE ME-
GLIO L’EQUAZIONE (63): VEDIAMO CO-
ME.

LA FUNZIONE ¢(p) = p/(1+p?)? SOD-
DISFA ¢'(p) < 0 PER p € (1/V/3, +00) E
QUINDI, SU TALE INTERVALLO, HA UNA
INVERSA CHE INDICHEREMO CON p(q) E
CHE SODDISFA p/(q) < 0.

SAPENDO CHE /(p) > 1 > 1/4/3,
DALLA (63) POSSIAMO RICAVARE u(p)
= p(C/p) IN [pg, R], E QUINDI u ESISTE
IN [po, R] ED E DATA DA

uy(p) = —C’M > 0.

2
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ESPRESSIONE DELLA SOLUZIO-
NE

UTILIZZANDO LE INFORMAZIONI SIN
QUI RACCOLTE, POSSIAMO RAPPRESEN-
TARE IN FORMA PARAMETRICA IL GRA-
FICO DELLA SOLUZIONE ug(p) DEL PRO-
BLEMA DI NEWTON.

SAPPIAMO CHE 1y E NULLA IN UN
CERTO INTERVALLO [0, pg], E SODDISFA
uh(p) =1 B uf > 01N [po, ).

INDICHIAMO ORA CON p(p) LA FUN-
ZIONE p(p) = uj(p). PER QUANTO AP-
PENA VISTO, p(p) E DERIVABILE CON
CONTINUITA IN [pg, R| ED HA DERIVA-
TA POSITIVA, DUNQUE AMMETTE UN’IN-
VERSA p(p) DEFINITA PER p € [1, uj(R)].

L’ESPRESSIONE DI p(p) SI RICAVA IM-
MEDIATAMENTE DALLA (63), ED E

1+ 2\2
p(p) =C U+py
DA CUI SEGUE
, 14 p%) (3p2 —1
p(p):C( p)(2p )
p
PER RICAVARE u(p(p)), PARTIAMO DA
d
2 "olpP) = uy(p(p)) /().

PER LA DEFINIZIONE DI p(p), SI HA

uy(p(p)) = p. USANDO L’ESPRESSIONE

DI p'(p) APPENA TROVATA, SI GIUNGE A
d (1+p%) (3p* = 1)

3 o) =€ )

:C(3p3+2p—%>.

INTEGRANDO QUEST’ULTIMA A PARTIRE
DA p =1, E SAPENDO CHE ugy(p(1)) =0,

SI OTTIENE INFINE

3

up(p(p)) = C (Zp“ +p° —

1—10 >
1 gp).

DUNQUE IL GRAFICO DELLA FUN-
ZIONE ug(p) SI PUO RAPPRESENTARE IN
FORMA PARAMETRICA NEL PIANO py
MEDIANTE

1 2\2
p:C( +17) |
p
3 7
y=C’<Zp4+p2—Z—logp>.

UNICITA DELLA SOLUZIONE

LE CURVE RAPPRESENTATE IN FOR-
MA PARAMETRICA COME SOPRA DIPEN-
DONO DAL PARAMETRO C' E SONO OMO-
TETICHE (SONO SIMILI) L'UNA ALL’AL-
TRA.

SAPPIAMO INOLTRE CHE SONO STRET-
TAMENTE CONVESSE. (QUINDI ESISTE
UNO ED UN SOLO VALORE DELLA CO-
STANTE C' TALE CHE LA CORRISPON-
DENTE CURVA PASSA PER IL PUNTO AS-
SEGNATO DI COORDINATE (R, h).

PERTANTO LA SOLUZIONE DEL PRO-
BLEMA DI NEWTON E UNICA, ED E
QUELLA CHE SI OTTIENE COME SOPRA.
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APPLICAZIONE ALLA CATENARIA



L’EQUAZIONE DI EULERO DEL-
LA CATENARIA

APPLICHIAMO IL METODO DEI MOL-
TIPLICATORI DI LAGRANGE AL PROBLE-
MA DI MINIMIZZARE IL FUNZIONALE

FW%:[éVQ+Oﬂ@Vu@ﬁh

NELLA CLASSE XL DELLE FUNZIONI u &
C([=ro,m0]) TALI CHE u(—7g) = u(ry) =
0 E SODDISFACENTI LA CONDIZIONE

To

[ Vit @@ de=L  (65)

CON 179 > 0 E L > 2ry ASSEGNATI. IL
METODO SI PUO APPLICARE A PATTO
CHE LE MINIMANTI CERCATE NON SIANO
ALLO STESSO TEMPO ESTREMALI DEL
FUNZIONALE NELLA (65).

POICHE L’EQUAZIONE DI EULERO DI
QUEL FUNZIONALE E u” = 0, L'UNICA
ESTREMALE SODDISFACENTE u(—rg) =
u(rg) =0 E LA COSTANTE NULLA.

A SUA VOLTA IL GRAFICO DELLA CO-
STANTE NULLA E UN SEGMENTO DI LUN-
GHEZZA 2ry, E PERCIO LA (65) NON E
SODDISFATTA.

POSSIAMO QUINDI AFFERMARE CHE
LE EVENTUALI MINIMANTI vy € C?([—7,
79]) DEVONO SODDISFARE L'EQUAZIONE
DI EULERO (49), CON

L(u,u') = (u—N) 1+ ()2

EFFETTUATE LE SEMPLIFICAZIONI DEL
CASO, L'EQUAZIONE DI EULERO DIVEN-
TA

(u(@) = A u"(z) = 1+ (/(2))%. (66)

CONVESSITA

COMINCIAMO CON L’OSSERVARE CHE,
ESSENDO IL SECONDO MEMBRO DELLA
(66) POSITIVO, LE FUNZIONI u(x) — A
E u”(z) NON SI ANNULLANO, E PER
CONTINUITA MANTENGONO LO STESSO
SEGNO PER OGNI x € [—70, 7).

OSSERVIAMO POI CHE UNA FUNZIO-
NE ug € X, TALE CHE uj < 0 NON
PUO MINIMIZZARE IL FUNZIONALE F
PERCHE, POSTO u(x) = —ug(z) (RIFLES-
SIONE RISPETTO ALL’ASSE z), LA (65)
VALE ANCORA, E RISULTA Flu] < Flug.

PROSEGUIAMO QUINDI CONSIDERAN-
DO u(z)—A, v”(x) > 0 PER x € [—10, 7).

SIMMETRIA

PER IL TEOREMA DI ROLLE ESI-
STE UN PUNTO z( € (—7¢,79) TALE CHE
uw'(xg) = 0. ALLORA LA FUNZIONE uy(z)
SI PUO VEDERE COME L'UNICA SOLU-
ZIONE DEL PROBLEMA DI CAUCHY

UH _ 1—|—(u’)2

u—X
u(zo) = uo(o), (67)
u'(xg) = 0.

PER SOSTITUZIONE SI VEDE CHE ANCHE
LA FUNZIONE u(x) = ug(2xy — x), SIM-
METRICA DI 1 RISPETTO ALLA RETTA
T = x(, RISOLVE IL PROBLEMA (67).

PER L’UNICITA, DEVE RISULTARE (2
— ) = up(x), DUNQUE wuy E SIMMETRI-
CA RISPETTO ALLA RETTA = = .

ESSENDO ug(zg) = 0, E RICORDAN-
DO CHE ugj > 0 IN [—rg, 70|, SI DEDUCE
CHE () E DECRESCENTE PER z < Zy,
CRESCENTE PER x > r9. E SICCOME
u(—rp) = u(rg), NE SEGUE CHE xy = 0.
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INTEGRAZIONE DELL’EQUA-
ZIONE DI EULERO-LAGRANGE

SCRITTA L'’EQUAZIONE (66) NELLA
FORMA

u'(v)u ()  u(x)

1+ (u/'(z)? u(z) =\’
INTEGRANDO AMBO I MEMBRI GIUNGIA-
MO ALL’INTEGRALE PRIMO

V14 (W(2))? = C(u(x) = V),

CON (' COSTANTE POSITIVA. TENENDO
CONTO CHE u/(z) HA IL SEGNO DI z, E
SI ANNULLA SE E SOLO SE z = 0, POS-
SIAMO RICAVARE

u'(x)
VO (u(r) = A)* =1

PosTto
t(x) = settcosh (C (u(z) — A))
= settcosh (v/1+ (v/(2))? ),
L’EQUAZIONE SI PUO RISCRIVERE COME

t'(x) = C sgn(x), = # 0,

= sgn(z), x # 0.

CHE SI INTEGRA IMMEDIATAMENTE, TE-
NENDO CONTO DEL FATTO CHE

t(0) = settcosh (v/1+ (u/(0))?)
= 0.

CoOsI FACENDO SI TROVA t(z) = C'|z],
E SICCOME C (u(z) — A) = cosht(z), sI
CONCLUDE CHE

u(r) = % cosh(Cz) + A,

DUNQUE LA CATENA SOSPESA PER GLI
ESTREMI ASSUME LA FORMA DEL GRA-
FICO DELLA FUNZIONE COSENO IPERBO-
LICO, A PARTE LE COSTANTI C' E A\ CHE
SI RICAVANO DA L ED ry CON I METODI
DELL’ANALISI NUMERICA.
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FORMULAZIONE DEL PROBLE-
MA

FISSATA UNA COSTANTE L € (2,7)
DIMOSTRIAMO, USANDO IL METODO DE-
SCRITTO IN [24], CHE ESISTE UNA FUN-
ZIONE uy € C*([—1,1]) CHE RENDE MAS-
SIMO L'INTEGRALE

Flu] = /_1 u(z) dx

1
NELLA CLASSE X DI TUTTE LE FUN-
ZIONT u € C'([—1,1]) TALI CHE u(—1) =
u(l) = 0 E SODDISFACENTI J[u] = L,
DOVE

Jlu] = /_ VI W) d

UN PROBLEMA AUSILIARIO

INDICATA CON R > 2 LA SOLUZIO-
NE DELL'EQUAZIONE 2R arcsen & = L,
CHE SI PUO EVENTUALMENTE STIMARE
CON I METODI DELL’ANALISI NUMERICA,

CONSIDERIAMO LA FUNZIONE

w(z) = VR — 22 — VR2— 1

QUESTA VOLTA COME ELEMENTO DELLA
CLASSE X DI TUTTE LE u € C([-1,1])
TALI CHE u(—1) = u(1) = 0.

LA SUDDETTA FUNZIONE ug E UN'E-
STREMALE DEL FUNZIONALE [: X — R
DATO DA

I[u] = /_1£(u(x),u’(x))dx

= /_1 (u(z) — R\/1+ (W/(z))?) dx.

POICHE LA LAGRANGIANA L(u,u') =
u— R+\/1+ (u)?> E CONCAVA RISPETTO
ALLA COPPIA (u,u), L'ESTREMALE g E
ANCHE UNA MASSIMANTE DI [[u| NEL-
LA CLASSE X (V. PAG. Mc44).

CONCLUSIONE

STANTE L'UGUAGLIANZA [[u] = Flu] —
R Jlu], E POICHE J[uy| = L, IL RISUL-
TATO APPENA STABILITO SI PUO ESPRI-
MERE SCRIVENDO CHE

Flu] — RJ[u] < Flug] — R J[uy]

— Flug)— RL (68)

PER OGNI u € X. SICCOME X C X,
LA (68) VALE A MAGGIOR RAGIONE PER
OGNI u € X, NEL QUAL CASO, ESSEN-
DO J[u] = L, LA (68) SI RIDUCE A

Flu] < Fluyg).

DUNQUE ug MASSIMIZZA IL FUNZIONALE
F' NELLA CLASSE X, COME VOLEVASI
DIMOSTRARE.
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IL SEMIPIANO IPERBOLICO

CONSIDERIAMO IL SEMIPIANO H? =
R x (0, +00) CON LA METRICA DATA DA

dz? + dy?
dsQ:—x;;y,

LUNGHEZZA DI UNA CURVA

INDICHIAMO CON 7 C H? UNA CUR-
VA REGOLARE DI EQUAZIONI PARAME-
TRICHE

xr = x(t)
y=y(t)
PER t € [a,b]. LA SUA LUNGHEZZA NEL-

LA METRICA IPERBOLICA E ESPRESSA
DA

LA LUNGHEZZA, COME SAPPIAMO, NON
DIPENDE DALLA PARAMETRIZZAZIONE:
INFATTI SE PONIAMO 7 = 7(t) CON 7'(t)
CONTINUA E POSITIVA, POSSIAMO RICA-
VARE t = t(7) E RAPPRESENTARE LA
MEDESIMA CURVA TRAMITE

r = x(t(7))
y =y(t(7))
PER 7 € [1(a),7(b)]. ORA, ESSENDO dt

= t/(7)dT, PER SOSTITUZIONE SI CON-
STATA CHE

s JEOETGOE . [ dr
/a o) o ‘/T@ J(H0)

VGt + (v

DUNQUE IL VALORE DI L[y] E INDIPEN-
DENTE DALLA PARAMETRIZZAZIONE.

SCELTA DEL PARAMETRO

SUPPONIAMO CHE UNA CURVA RE-
GOLARE 7y C H?, AVENTE PER ESTREMI
DUE PUNTI DISTINTI A = (x4,y4) E B
= (zp,yp), MINIMIZZI L[y] FRA TUTTE
LE CURVE REGOLARI v C H? AVENTI GLI
STESSI ESTREMI.

A PARTIRE DA UNA RAPPRESENTA-
ZIONE DI 79 MEDIANTE UN QUALUNQUE
PARAMETRO t € [a,b], POSSIAMO DEFI-
NIRE L’ASCISSA CURVILINEA EUCLIDEA T
PONENDO

(1) = / V@R T GO0 dA.

UTILIZZANDO IL PARTICOLARE PARA-
METRO 7, LA CURVA 79 SARA DATA DA

xr = xo(T)
y = y(7)

PER 7 € [0, Lg| ESSENDO Lp LA LUN-
GHEZZA EUCLIDEA DI 7. LA LUNGHEZ-
ZA TPERBOLICA DI 7y E INVECE DATA DA

il = [ 5l

IN GENERALE, QUALUNQUE CURVA RE-
GOLARE y C H? AVENTE PER ESTREMI I
PUNTI A E B SI PUO PARAMETRIZZARE
CON UN PARAMETRO 7 € [0, Lg] CON LO
STESSO Lp DI CUI SOPRA, E SI HA CHE

[ NEOPFEOP
0 y(7)

QUINDI L'TPOTESI FATTA ALL’INIZIO SI
PUO ESPRIMERE DICENDO CHE 7y MINI-
MIZZA QUESTO FUNZIONALE INTEGRA-
LE.

T.

L[]
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EQUAZIONI DI EULERO-
LAGRANGE

LE EQUAZIONI DI EULERO-LAGRANGE
DEL FUNZIONALE ANZIDETTO SONO

(d ap(7)
dr yo(T)

d yo(r) -1
GG G)

LA SEMPLICITA DI QUESTO SISTEMA,
DOVUTA AL FATTO CHE

(o(7))* + (wo(7))* =1, (69)
MOTIVA LA SCELTA DI T PER PARAME-
TRIZZARE LA CURVA 7.

i, N

=0,

GEODETICHE DEL SEMIPIANO
IPERBOLICO (Cfr. [10, pag. 191])

RISOLVIAMO LE EQUAZIONI DI EULE-
RO-LAGRANGE. LA PRIMA DELLE DUE
IMPLICA

xh(T
ol™) _ ¢ (70)
Yo(T)
CON (C COSTANTE REALE. PERCIO DI-
STINGUIAMO DUE CASI.

I caso C =0

IN QUESTO CASO RISULTA z((7) = 0,
DUNQUE z((T) = x4 = 3 PER OGNI T.
INOLTRE DALLA (69) RICAVIAMO y/(7)
= #£1, INTEGRANDO LA QUALE TROVIA-
MO LA SOLUZIONE 4(T) = ya + T SE

Ya < YB, E Yo(T) =ya — T SE ya > YB.
IL caso C'#0

IN QUESTO CASO TROVIAMO xj(7T) #
0 PER OGNI 7. SENZA LEDERE LA GENE-
RALITA POSSIAMO SUPPORRE z{(7) > 0,
PERCHE SE FOSSE z((7) < 0 POTREM-
MO PRENDERE COME PARAMETRO t =
Lg — T ED AVERE dxg/dt > 0.

INDICHIAMO ALLORA CON «(7) L’AN-
GOLO TRA IL VETTORE VELOCITA DI ¥
E L'ASSE x:

Yo(T) T

a(r) = arctg (:1:6(7')) < <_77 5)
FARA COMODO ANCHE L’ANGOLO 6(7) =
a(t)+m/2 € (0,7) FRA LA NORMALE SU-
PERIORE E L’ASSE x. PONIAMO INOL-
TRE R=1/C > 0.

ESSENDO z((7) = cosa(T), LA (70)
PORGE 9o(7) = R cosa(r). D’ALTRO
CANTO, POSTO
sen o(T)

Yo(T)
LA SECONDA EQUAZIONE SI PUO SCRI-
VERE ¢'(7) = —1/y3(7), E DERIVANDO
a(1) = arcsen(yo(7) (7)) SI TROVA

p(T) =

iy cosaT) _ x((7)
= 50(7)

= 1<0
= 7 )

PERCIO E LEGITTIMO PRENDERE COME
VARIABILE INDIPENDENTE a AL POSTO
DI 7 E SCRIVERE SEMPLICEMENTE ¥y =
R cosa, OVVERO

Yo = R sené.

ADESSO, PER LA REGOLA DI DERIVAZIO-
NE DELLA FUNZIONE COMPOSTA, POS-

SIAMO SCRIVERE

ry(r) = — & o

R da

RICORDANDO CHE z((T) = cos a, GIUN-
GIAMO ALL’EQUAZIONE

d.TO

da
DA QUEST’ULTIMA RICAVIAMO Xy = X(¢
— R sena, CON o COSTANTE DI INTE-

GRAZIONE. QUINDI OTTENIAMO INFINE

= — R cosa.

ro = xc + R cosb.
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CURVE DI MINIMA LUNGHEZZA

VERIFICHIAMO CHE LE CURVE OTTENU-
TE NEL PARAGRAFO PRECEDENTE HAN-
NO LA MINIMA LUNGHEZZA FRA TUTTE
QUELLE AVENTI GLI STESSI ESTREMI.

CONSIDERIAMO DUE PUNTI DISTINTI
A = (xa,y4) E B = (xp,yp) NEL SEMI-
PIANO TPERBOLICO H? = R x (0, +00), E
DISTINGUIAMO DUE CASI.

EFFETTUANDO IL CAMBIAMENTO DI VA-
RIABILE y = y(7), DOVE y(7) E LA STES-
SA FUNZIONE CHE COMPARE NELLA PA-
RAMETRIZZAZIONE DI v, SI CONCLUDE
CHE

1l [ Y@ [ = i

y(7) A

IL CASO x4 = zp

SE r4 = xp, ESISTE UN UNICO SEG-
MENTO VERTICALE AVENTE PER ESTRE-
MI A E B. POICHE LA METRICA IPER-
BOLICA E INVARIANTE PER TRASLAZIO-
NI ORIZZONTALI, SENZA LEDERE LA GE-
NERALITA POSSIAMO SUPPORRE CHE 74
=B — 0.

PER FISSARE LE IDEE, SUPPONIAMO
CHE y4 < yp E INDICHIAMO CON 7 IL
SEGMENTO PARAMETRIZZATO DA

Ty €0, L),
Yy=ya+r,

DOVE Lp = yp — ya. INDICATA CON
v C H? UNA QUALUNQUE CURVA REGO-
LARE AVENTE PER ESTREMI I PUNTI A
E B, POSSIAMO PARAMETRIZZARLA ME-
DIANTE DUE FUNZIONI

xr = xz(T);
y = y(7),

DOVE Ly E LO STESSO DI PRIMA. LA
LUNGHEZZA IPERBOLICA DI 7 E ALLORA

b @ WP

0 y(7)
vyl

> /0 dr.

- y(7)

T &€ [O,LE],

Lyl =

IL CASO x4 #

SE x4 # xp, ESISTE UN’UNICA CIR-
CONFERENZA CENTRATA SULL’ASSE 2 E
PASSANTE PER A E B: L’ASCISSA z¢
DEL SUO CENTRO SI RICAVA DALL’EQUA-
ZIONE

2 2 2 2

(w4 —2c)" +yy = (B —20)" +Yp-
POICHE LA METRICA IPERBOLICA E IN-
VARIANTE PER TRASLAZIONI ORIZZON-

TALI, SENZA LEDERE LA GENERALITA
POSSIAMO SUPPORRE CHE zo = 0.

PER FISSARE LE IDEE, SUPPONIAMO
CHE x4 > xp E INDICHIAMO CON 7
L’ARCO PARAMETRIZZATO DA

x = R cos¥, 0 €[04, 05]
y = R sen6,

DOVE (R,04) E (R,0p) SONO LE COOR-

DINATE POLARI DI A E B. ESSENDO

dx/df = —R senf E dy/df = Rcosf, sI

TROVA CHE LA LUNGHEZZA IPERBOLICA

DI 79 NON DIPENDE DA R ED E DATA DA

0
B df
Livw] = :
o] /9 sen 0/

A

INDICATA ORA CON 7 C H? UNA QUA-
LUNQUE CURVA REGOLARE AVENTE PER
ESTREMI I PUNTI A E B, POSSIAMO PA-
RAMETRIZZARLA MEDIANTE

x = x(t);

y:y(t)’ t e [914,(93].
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PASSANDO ALLE COORDINATE POLARI
(p,0) AVREMO DUE FUNZIONI p(t),6(t)
CON LE QUALI POTREMO SCRIVERE

{x(t) = p(t) cos B(1);
y(t) = p(t) sen6(t),

TALI FUNZIONI SI POSSONO RICAVARE
ELEMENTARMENTE DA z(t),y(f): INFAT-
TI SONO DATE DA

p(t) =V (@ (1) + (y'(t)*:
0(t) = arccotg(z(t)/y(t)).

PER SCRIVERE LA LUNGHEZZA IPERBO-
LICA DI «y, CALCOLIAMO

t € [QA,QB].

' (t)=p'(t) cosO(t) — p(t)0'(t) sen O(t),
(6) =0/ (1) sem B(1) + p(1)B (1) cos (1),
QUINDI

_ 5 /(0([1)* + (p(t) 0'(1))? J
04 p(t) sen(t)

/93 0'(t)| dt /93 o' (t) dt
> — 2 — .
g, senf(t) g, send(t)
INFINE, EFFETTUANDO LA SOSTITUZIO-
NE 6 = 6(t), DOVE 6(t) E LA STESSA

FUNZIONE CHE COMPARE NELLA PARA-
METRIZZAZIONE DI 7y, SI CONCLUDE CHE

0B
Ll > / B L

9, sent B

t

Llv]

COME VOLEVASI DIMOSTRARE.
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EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI



INTEGRALI MULTIPLI

IL. FUNZIONALE DI DIRICHLET

/Q|Vu(a:)\2dx

ED IL FUNZIONALE DELL’AREA

/ V14 |Vu(x)|]? do
0

SONO FUNZIONALI DEL TIPO

F[u]:Af(x,u(x),Vu(x))dx

DOVE IL DOMINIO DI INTEGRAZIONE E
UN APERTO LIMITATO 2 C RY, coNn N
SOLITAMENTE > 2.

D1 TALI FUNZIONALI SI CERCA IL MI-
NIMO FRA LE FUNZIONI uw CHE SODDI-
SFANO LA CONDIZIONE AL CONTORNO

u(z) = () PER x € 012, (71)

ESSENDO ¢ UNA FUNZIONE DATA. AN-
CHE PER QUESTO TIPO DI PROBLEMI,
RAGIONANDO COME A PAG. Mc41l, sI
PUO DETERMINARE UNA CONDIZIONE
NECESSARIA CHE LE EVENTUALI MINI-
MANTI DEVONO SODDISFARE:

Yoo af
Z ox; 8ul
0
— a—i(az u(z), Vu(x)),

AVENDO INDICATO CON u;, PER BRE-
VITA, LA DERIVATA PARZIALE Ou/0z;.

yu(z), Vu(z)) — (72)

TALE EQUAZIONE, DETTA ANCORA
DI EULERO-LAGRANGE, E UN’EQUAZIO-
NE ALLE DERIVATE PARZIALI PER LA
QUALE LE POSSIBILITA DI UNA SOLUZIO-
NE ESPLICITA SONO MOLTO PIU RARE-
FATTE RISPETTO AL CASO N =1.

EQUAZIONI NOTEVOLI

SE IL FUNZIONALE DI DIRICHLET, CON

LA CONDIZIONE AL CONTORNO (71), HA

UNA MINIMANTE DI CLASSE C?(Q)), AL-

LORA ESSA DEVE SODDISFARE L'EQUA-
ZIONE DI EULERO-LAGRANGE

0%u

2

i=1 Oz;

DETTA EQUAZIONE DI LAPLACE E SOLI-
TAMENTE SCRITTA NELLA FORMA Au =
0 OPPURE V2u = 0.

=0

LA NOTAZIONE V? E DOVUTA A SIR
WiLLiAM RowaAN HawmiLTON (1805—
1865) [13, PAG. 123], MENTRE L’USO
DEL SIMBOLO A SI DEVE A ROBERT
MURPHY [14, PARAGRAFO 32.5].

LE SOLUZIONI DELL’EQUAZIONE DI
LAPLACE SI DICONO FUNZIONI ARMO-
NICHE, TERMINE INTRODOTTO DA WIL-
LIAM THOMSON (LORD KELVIN, 1824-
1907) [14, pAG. 799].

LE FUNZIONI ARMONICHE GODONO
DI MOLTE PROPRIETA NOTEVOLI IL CUI
STUDIO FORMA L'OGGETTO DELLA TEO-
RIA DEL POTENZIALE [13, 20].

L’EQUAZIONE DI EULERO DEL FUN-
ZIONALE DELL’AREA E, INVECE,

w; () B
; Oz \/1+ [Vu(@)?

DETTA PERCIO EQUAZIONE DELLE SU-
PERFICI MINIME.

L’ESPRESSIONE AL PRIMO MEMBRO,
DIVISA PER N, ESPRIME LA CURVATURA
MEDIA DEL GRAFICO DI w NEL PUNTO
2, E DEFINISCE L’OPERATORE CHIAMA-
TO PER L’APPUNTO OPERATORE DELLA
CURVATURA MEDIA.
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PROBLEMI CONNESSI

LA DIFFICOLTA DI RISOLVERE LE EQUA-
ZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI HA STI-
MOLATO PROFONDI STUDI, RIVOLTI, A
TITOLO DI ESEMPIO:

e A DIMOSTRARE L’ESISTENZA DI UNA
SOLUZIONE;

e A CAPIRE LA REGOLARITA DELLE
SOLUZIONI;

e A STABILIRE LE EVENTUALI SIMME-
TRIE, O ALTRE PROPRIETA GEOME-
TRICHE DELLE SOLUZIONI.

ROVESCIAMENTO DEL PUNTO
DI VISTA

STANTE LA DIFFICOLTA DI RISOLVE-
RE LE EQUAZIONI ALLE DERIVATE PAR-
ZIALI, RISULTA TALVOLTA PIU AGEVOLE
DIMOSTRARE L’ESISTENZA DEL MINIMO
DI UN FUNZIONALE PER ALTRA VIA.

SE SI RIESCE IN TALE INTENTO, RI-
SULTA DIMOSTRATA DI CONSEGUENZA
L'ESISTENZA DI UNA SOLUZIONE DEL-
L’EQUAZIONE (72).

E QUESTO IL COSIDDETTO METODO
VARIAZIONALE PER DIMOSTRARE L’ESI-
STENZA DELLE SOLUZIONI DELLE EQUA-
ZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI.

FRA I VARI METODI PER DIMOSTRA-
RE L’ESISTENZA DEL MINIMO DI UN FUN-
ZIONALE, NESSUNO DEI QUALI EFFICA-
CE IN GENERALE, ACCENNEREMO NEL-
L’ULTIMA PARTE DEL CORSO AL COSID-
DETTO METODO DIRETTO DEL CALCOLO
DELLE VARIAZIONI.
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APPENDICE



SUCCESSIONE DI TRIANGOLI
ISOPERIMETRICI

PARTIAMO DA UN TRIANGOLO ISO-
SCELE 1), DI PERIMETRO L RAZIONALE,
I CUI LATI ABBIANO LUNGHEZZE IRRA-
ZIONALI COME AD ESEMPIO ay = V2 E

bOZCOI%(S—ﬂ).

COSTRUIAMO UNA SUCCESSIONE DI
TRIANGOLI ISOSCELI ISOPERIMETRICI IN
MODO RICORSIVO, PRENDENDO COME
BASE DEL TRIANGOLO 1,1, n € N, UNO
DEI DUE LATI UGUALI DEL TRIANGOLO
T,.

IN PARTICOLARE, SE Tj E COME NEL-
L’ESEMPIO SOPRA CITATO ALLORA IL
TRIANGOLO 7T} HA LATI IRRAZIONALI
ai,bi,c;1 DATI DA by = by E a1 = ¢ =

5 (3—11).

IN GENERALE, TUTTI I TRIANGOLI T},
PER n > 1 HANNO I LATI IRRAZIONALI
PERCHE:

1) UN LATO, CHE INDICHIAMO CON /,,,
E IRRAZIONALE IN QUANTO LATO
DEL TRIANGOLO PRECEDENTE;

2) GLI ALTRI DUE LATI SONO TRRAZIO-
NALI PERCHE MISURANO 1 (L —{,,).

DUNQUE NON SI OTTIENE UN TRIANGO-
LO EQUILATERO IN UN NUMERO FINITO
DI PASSI.

SI PUO TUTTAVIA VERIFICARE CHE

(73)

lim ¢, = %
n—-+0o00

RISULTA INFATTI, COME GIA OSSERVA-
TO,
1
€n+1 = 3 (L - gn);

UGUAGLIANZA CHE CONVIENE RISCRI-
VERE COME

Kn—H_% :%(%_Kn)n

DALLA QUALE SI RICAVA
L _ (=" L
by =5 = 5 (bo— ).

FACENDO TENDERE n ALL'INFINITO SI
GIUNGE ALLA (73).
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COSTRUZIONE DI UN POLIGO-
NO CONVESSO, CON GLI STESSI
LATI, ED AREA MAGGIORE

A PARTIRE DA UN POLIGONO DATO
P, SEMPLICEMENTE CONNESSO, E POS-
SIBILE COSTRUIRE UN POLIGONO CON-
VESSO K AVENTE GLI STESSI LATI DI P
E TALE CHE |P| < |K|.

C10 PUO SERVIRE, AD ESEMPIO, PER
DIMOSTRARE LA DISUGUAGLIANZA ISO-
PERIMETRICA NELLA CLASSE DEI POLI-
GONI AVENTI UN DATO NUMERO DI LATI.

DATO UN POLIGONO P CON N LATI E
PERIMETRO L, DESCRIVIAMO UN POSSI-
BILE PROCEDIMENTO. SE P E CONVES-
SO, PONIAMO K =P E LA PROCEDURA
E CONCLUSA.

SE P NON E CONVESSO, ALLORA HA
UNA RIENTRANZA: ESISTONO CIOE DUE
VERTICI DISTINTI A, B CHE DIVIDONO
IL CONTORNO OP IN DUE POLIGONA-
LI 7;,%Ye, DELLE QUALI 7., INSIEME AL
SEGMENTO AB, DELIMITA UNA PARTE
DI PIANO CHE CONTIENE IL POLIGONO
P COME SOTTOINSIEME PROPRIO.

INDICATA CON 7, LA POLIGONALE SIM-
METRICA DI 7; RISPETTO ALLA RETTA
PER AB, L’UNIONE DI 7, CON 7, DELIMI-
TA UN POLIGONO P; AVENTE GLI STESSI
LATI DI P E TALE CHE |P| < |Py].

ORA SI RIPETE IL RAGIONAMENTO:
SE P; E CONVESSO, SI PONE K = P;
E LA PROCEDURA E CONCLUSA, ALTRI-
MENTI SI EFFETTUA SUL POLIGONO Py
LA COSTRUZIONE ANZIDETTA, E SI OT-
TIENE UN POLIGONO P; AVENTE GLI
STESSI LATI DI P E TALE CHE |[Pj| <
| Ps|.

VOGLIAMO VERIFICARE CHE, PRO-
CEDENDO IN TAL MODO, SI OTTIENE UN
POLIGONO CONVESSO K IN UN NUMERO
FINITO DI PASSI.

VOGLIAMO CIOE ESCLUDERE LA POSSI-
BILITA CHE SI OTTENGA UNA SUCCES-
SIONE DI INFINITI POLIGONI P NON
CONVESSI.

SUPPONIAMO PER ASSURDO CHE CIO
AVVENGA, E MOSTRIAMO CHE SI GIUN-
GE AD UNA CONTRADDIZIONE.

OSSERVIAMO INNANZITUTTO CHE, PER
COSTRUZIONE, LA SUCCESSIONE (P;) E
STRETTAMENTE CRESCENTE NEL SENSO
DELL’ INCLUSIONE INSIEMISTICA, E CIOE

Pr C Pry1 PER OGNI k. (74)

ORA FACCIAMO INTERVENIRE UNA PRO-
PRIETA DI COMPATTEZZA. A TAL FI-
NE, INDICATI CON X1, ..., TpN I VERTICI
DEL POLIGONO P}, NON E RESTRITTIVO
SUPPORRE CHE PER OGNI k IL VERTI-
CE xpny SIA L’ORIGINE: BASTA TRASLA-
RE OPPORTUNAMENTE P;.

MA ALLORA, PER OGNI j =1,..., N,
LA SUCCESSIONE 715, Z24,... DELLE PO-
SIZIONI OCCUPATE DAL j-ESIMO VERTI-
CE BE LIMITATA, DUNQUE LA SUCCES-
SIONE (Pj) HA UNA SOTTOSUCCESSIO-
NE, CHE PER SEMPLIFICARE LA NOTA-
ZIONE DENOTEREMO ANCORA CON (Py),
COSTITUITA DA POLIGONI I CUI VERTI-
CI Zk1,...,TpN CONVERGONO, PER k —
+00, A PUNTI CHE INDICHEREMO CON

V1y...,UN.

SICCOME LE DISTANZE TRA I VERTI-
CI DI P, NON SUPERANO QUELLE TRA I
CORRISPONDENTI VERTICI DI Py, RI-

SULTA vj, 7é Vj, SE N 7é 712.
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INDICHIAMO CON K IL POLIGONO DI
VERTICI v1,...,Uy. ESSENDO LA LUN-
GHEZZA DI UN SEGMENTO UNA FUNZIO-
NE CONTINUA DELLE COORDINATE DE-
GLI ESTREMI, SI HA

K| = L. (75)

VERIFICHIAMO, ORA, CHE IL POLIGONO
I E CONVESSO. RAGIONIAMO PER AS-
SURDO: SE K NON E CONVESSO ALLORA
HA ALMENO UNA RIENTRANZA, INDIVI-
DUATA DA DUE VERTICI A, B E DALLE
DUE POLIGONALI ;, Ye.

CHIAMIAMO PROFONDITA p DELLA
RIENTRANZA LA MASSIMA DISTANZA DEI
VERTICI DI 7; DALLA RETTA PER AB.
PRESO € < p/2, 1 VERTICI DEL POLIGO-
NO P STANNO DEFINITIVAMENTE NEGLI
INTORNI DEI VERTICI DI C DI RAGGIO €.

IN PARTICOLARE, ESSI HANNO UN
VERTICE Ajp VICINO AD A, UN VERTI-
CE Bj VICINO A B, E SONO DELIMITATI
DA POLIGONALI %k, Vet VICINE RISPET-
TIVAMENTE A 7; E Y.

POICHE € < p/2, EFFETTUANDO UNA
RIFLESSIONE SU DI UN TALE POLIGO-
NO P; SI OTTIENE UN POLIGONO Ppiq
NON INCLUSO IN K: MA CIO E ASSURDO
PERCHE, PER EFFETTO DELLA (74), SI
HA P, C I PER OGNI k.

PER ESSERE CERTI CHE LA COSTRU-
ZIONE DI Pj.; COINVOLGA PROPRIO LA
RIENTRANZA CONSIDERATA, POSSIAMO
CONVENIRE CHE Py, SIA SEMPRE CO-
STRUITO OPERANDO SU DI UNA DELLE
RIENTRANZE DI P;, AVENTI LA MASSIMA
PROFONDITA, E RAGIONARE SU DI ESSE.

DUNQUE IL POLIGONO K E CONVES-
SO, COME AFFERMATO.

VERIFICHIAMO, INFINE, CHE P, = K
PER QUALCHE INDICE k, DUNQUE LA
COSTRUZIONE DEI POLIGONI P RAG-
GIUNGE UN POLIGONO CONVESSO IN UN
NUMERO FINITO DI PASSI.

CHIAMIAMO VERTICI PROPRI DI K I
VERTICI ¥1,...,0;,, m < N, NON ALLI-
NEATI CON I DUE VERTICI ADIACENTI.

LA DISTANZA DI OGNI VERTICE PRO-
PRIO DI K DALLA RETTA PASSANTE PER
I DUE VERTICI ADIACENTI (NON NECES-
SARIAMENTE VERTICI PROPRI) E POSI-
TIVA: INDICHIAMO CON dy > 0 IL SUO
VALORE MINIMO.

- do

Figura 1: Distanza dy = ¢/+/2 per K = quadrato

PRESO € < dy/2, ESISTE ky TALE CHE
PER OGNI k > ky I VERTICI DI P;, STAN-
NO NEGLI INTORNI DEI VERTICI DI I DI
RAGGIO e.

IN PARTICOLARE, I VERTICI DI P
VICINI A ¥y,...,U,, NON POSSONO PIU
MUOVERSI PERCHE ¢ < dy/2. E POICHE
ESSI TENDONO A ©y,...,¥;,, DEVONO
COINCIDERE CON ESSI,

TENUTO CONTO DELLA (75) E DEL
FATTO CHE |0P;| = L PER OGNI k, E
POICHE LA LINEA PIU BREVE TRA DUE
VERTICI PROPRI E IL SEGMENTO CHE LI
CONGIUNGE, SI CONCLUDE CHE P, = K
PER OGNI k > kjy, COME VOLEVASI DI-
MOSTRARE.
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RICHIAMI SULLE FUNZIONI
IPERBOLICHE

PER RISOLVERE IL PROBLEMA DELLA
CATENARIA (V. PAG. McC61), COME PU-
RE QUELLO DELLA SUPERFICIE MINIMA
DI ROTAZIONE (ESERCIZI [202]) CON-
VIENE UTILIZZARE LE FUNZIONI IPER-
BOLICHE senht E cosht, CHE SI POSSO-
NO DEFINIRE COME SEGUE:

t t

senht = i,
2

t ot

cosht = %

ELEVANDO AMBO I MEMBRI AL QUA-
DRATO, E SOTTRAENDO LA PRIMA RE-
LAZIONE DALLA SECONDA, SI TROVA

cosh?t — senh?t = 1. (76)

D1 CONSEGUENZA, LA CURVA LE CUI
EQUAZIONI PARAMETRICHE SONO

x(t) = cosht
y(t) = senht

E IL RAMO DELL’IPERBOLE EQUILATERA
DI EQUAZIONE z° — y> = 1 GIACENTE
NEL SEMIPIANO z > (. SI CONSTATA,
INOLTRE, CHE

— senht = cosht,

dt

— cosht = senht.
dt

SI PUO VERIFICARE CHE, PER OGNI
t > 0, L'AREA DELLA FIGURA DELI-
MITATA DALLA SUDDETTA IPERBOLE,
DALL'ASSE = E DALLA RETTA PASSAN-
TE PER L’ORIGINE E PER IL PUNTO
(cosht, senht) VALE £/2, IN ANALOGIA
CON QUANTO AVVIENE CON LE FUNZIO-
NI TRIGONOMETRICHE sent E cost.

;:Ermﬁ 4 %EEJ

LANMed Del SeTTORE (PER—

BoLico & *E/E' (55 f}-f:)‘

MEL, CTALO Sigtoranre (A
SiTud Brone o SiMliE

f,.f"f :I_ﬂ\.\fb:(m{! se. £ }
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CENNI ALLE FUNZIONI IPERBO-
LICHE INVERSE

PARTICOLARMENTE UTILI PER L’IN-
TEGRAZIONE SONO LE FUNZIONI IPER-
BOLICHE INVERSE.

LA FUNZIONE y(t) = senht E INIET-
TIVA, E LA SUA INVERSA SI DENOTA CON
t(y) = settsenhy, x € R. SI TROVA CHE

settsenhy =log(y + vy?2 +1). (77)

LA FUNZIONE z(t) = cosht, RISTRET-
TA AL SEMIASSE ¢t > 0, E INIETTIVA E
LA SUA INVERSA SI DENOTA CON t(x) =
sett coshx, x > 1. SI TROVA CHE

sett coshx = log(z + V22 —1). (78)
DAL TEOREMA DI DERIVAZIONE DELLA
FUNZIONE INVERSA DISCENDE CHE

d 1
T settsenhy = —

Y - senh ¢

1
cosht’
DA CUI, USANDO LA (76), SI RICAVA

d tt senh !
— settsenhy = ————.
dy Vi +1
PROCEDENDO IN MODO ANALOGO SI RI-
CAVA ANCHE

d
— settcoshr = ———,
x 22 —1

E DI CONSEGUENZA
dy
/ N
dx
/\/ x?—1

NOTARE L’ANALOGIA CON

|55

= settsenhy + C,

= sgn(x) sett cosh |z| + C.

= arcseny + C.

PER RICAVARE LA (77) SI PARTE DAL-
L’'UGUAGLIANZA

y= 9

E SI MOLTIPLICANO AMBO I MEMBRI PER
2¢!. SI OTTIENE

(e"? —2ye —1=0

CHE E UN’EQUAZIONE DI SECONDO GRA-
DO NELL’'INCOGNITA e’ > (), DUNQUE LA
SOLUZIONE E

e =y+Vyr+1,

DA CUI DISCENDE LA (77). A QUE-
STO PROPOSITO SI NOTI CHE /12 +1
> \/y%2 >y, E PERCIO LA SOLUZIONE vy

— 42+ 1 <0 E DA SCARTARE.

LA (78) SI RICAVA IN MODO ANALO-
GO: PARTENDO DA
el + et

2
SI OTTIENE UN’EQUAZIONE NELL’INCO-

GNITA €' > 1 LE CUI DUE SOLUZIONI
REALI SONO

Tr =

rEvVaz-1.

SI NOTI CHE PER OGNI z > 1 RISULTA
1—2<0<+v22—-1, DUNQUE

r+vVai—-1>1.

INVECE, MOLTIPLICANDO AMBO I MEM-
BRI PER x — V22 — 1, SI TROVA

r—Var—-1<1.

DEVE PERCIO AVERSI

el =x+4+Va2-1

DA CUI SEGUE LA (78).
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AREA DEL SETTORE IPERBOLI-
CO

FISSIAMO UN PUNTO P = (z,y), CON
x,y > 0, SULL'IPERBOLE DI EQUAZIONE

? -yt =1 (79)

E PONIAMO @ = (z,—y). CONSIDERIA-
MO LA FIGURA PIANA DELIMITATA DAI
SEGMENTI OP ED OQ E DALL’ARCO P()
DELLA SUDDETTA IPERBOLE: TALE FI-
GURA E UN “SETTORE IPERBOLICO”, E
LA SUA AREA A E DATA DA

A = settcoshzx (80)
= settsenhy. (81)

INFATTI L’AREA A SI PUO RICAVARE
DALL’AREA zy DEL TRIANGOLO ISOSCE-
LE DI VERTICI OP(Q: PER IL SIGNIFI-
CATO GEOMETRICO DELL’INTEGRALE SI
HA

A:ajy—2/x\/§2—1d§. (82)
1

L’ INTEGRALE SI PUO SVOLGERE PER
PARTI:

[ ve—Tae-eveE-i),

x 2
Y N
1 & —1 :
T 2

AGGIUNGENDO —1+1 AL NUMERATORE
DELLA FRAZIONE, SI OTTIENE

- [ Vet

x 2
1 /& —1 %

_|_

| Ve

E PERCIO

T T 1
2 _ ey - -
2[\& 1 d¢ = ay [ %?jT@.

SOSTITUENDO NELLA (82) SI OTTIENE

x
1
A:/—————%.
1 V& -1
MA POICHE LA FUNZIONE INTEGRANDA

E LA DERIVATA DI sett cosh &, SI GIUNGE
ALLA (80).

A SUA VOLTA LA (80) IMPLICA CHE
coshA = x, E DA QUESTA, USANDO LA
(76) E LA (79), SI RICAVA senh A = y.
DUNQUE VALE LA (81).
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