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Una condizione sufficiente . . . 44

I problemi isoperimetrici . . . . 45

Il metodo dei moltiplicatori . . 46

Applicazione alla brachistocrona

La cicloide . . . . . . . . . . . . 48

Legge oraria del moto . . . . . 48

Equazione di Eulero . . . . . . 49

Il bootstrap . . . . . . . . . . . 49

Soluzione dell’equazione di Eulero 50

Interpretazione ottica . . . . . . 50

Omotetia . . . . . . . . . . . . 51
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Problemi classici



OGGETTO DEL CALCOLO DEL-
LE VARIAZIONI

Il calcolo delle variazioni con-
siste nello studio dei minimi di fun-
zioni il cui dominio è un insieme di...
funzioni!

I problemi più antichi sono stati
il problema della brachistocrona
ed il problema di Newton del cor-
po di minima resistenza.

Vediamo in che cosa consistono
i due problemi suddetti, ad un du-
plice scopo:

1. Precisare meglio l’oggetto del
calcolo delle variazioni;

2. Mostrare le origini di una

branca della matematica, contra-

stando la tesi che attribuisce lo

sviluppo della nostra disciplina
esclusivamente alla volontà di ge-

neralizzare ed organizzare le co-

noscenze precedenti.

Un’interessante introduzione si

può trovare, ad esempio, nel pri-
mo volume del trattato di Tonel-

li [25]. Vedere anche il libro di
Morrey [18], il Courant-Hilbert
[5] e la storia della matematica di
Kline [14].

In particolare, il nome di “calco-
lo delle variazioni” si ispirerebbe

ad un’opera di Eulero del 1764 in-
titolata “Elementa calculi varia-
tionum”: vedere [14, pag. 680].

Una breve sintesi, rivolta agli

studenti, si può trovare in [1] ed
in [19].

IL PROBLEMA DELLA BRACHI-
STOCRONA

Galileo Galilei studiò il piano
inclinato (schematizzabile con un
segmento inclinato) e lo confron-
tò con l’arco di circonferenza,
giungendo alla conclusione che

“brevissimo sopra tutti i tempi sarà quello
della caduta per l’arco”.

Gli studi di Galileo furono este-
si prendendo in considerazione an-
che altre curve.

Il problema della brachistocro-
na fu posto come una sfida ai suoi

colleghi dal matematico Johann
Bernoulli, nel Seicento.

Fissati due punti A e B in un pia-

no verticale, il problema consiste

nel trovare, fra tutte le curve

aventi per estremi i due punti sud-
detti, quella che offre il minimo

tempo di percorrenza (trascuran-

do i rallentamenti derivanti dal-

l’attrito).

Tale curva viene detta brachi-
stòcrona, dal greco bràchistos (il
più breve) e cronos (tempo).

IMPORTANZA DEL PROBLEMA

Il problema della brachistocrona

è ancora attuale perché la sua
formulazione ed i suoi metodi ri-

solutivi si applicano a problemi
apparentemente diversi, come la
propagazione delle onde radio.

Il problema è importante anche
perché ha dato origine al calcolo
delle variazioni.
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UN MODELLO MATEMATICO

Collochiamo l’origine del pia-
no xy nel primo estremo A, e con-
sideriamo una curva piana γ gra-
fico di una funzione u ∈ C1([0, b]),
essendo b > 0 l’ascissa del secondo
estremo B.

Osserviamo, per inciso, che la
lettera u utilizzata per denotare
la funzione incognita è l’iniziale
della parola inglese unknown.

Supponendo u(x) < 0 per x ∈ (0,
b], vogliamo esprimere la durata
del moto di una particella in ca-

duta dal punto A al punto B.

In questa fase non c’è un teo-

rema da dimostrare. Illustriamo,

invece, un tipico modello del pro-
blema considerato.

VELOCITÀ DELLA PARTICELLA

La velocità v durante il moto
si ricava dal principio di conserva-
zione dell’energia:

K + U = cost. (1)

dove K = 1
2 mv

2 è l’energia cineti-
ca, U = mgy l’energia potenziale,
m la massa della particella e g
l’accelerazione di gravità.

Essendo v = 0 nel punto A = (0,
0), si deduce che la costante nel-
la (1) è nulla, e perciò risulta

1
2 mv

2 +mgy = 0

durante tutto il moto. Da qui si

ottiene

v =
√

−2gy =
√

2g |y| . (2)

Indicati con t = 0 e t = T l’istante

iniziale e l’istante finale del mo-

to, pensiamo l’ascissa curvilinea s

lungo la curva γ come una funzio-
ne del tempo t di classe C1([0, T ]) la
cui derivata v = ds/dt è data dal-

la (2).

La (2) mostra che ds/dt > 0 nei
punti di γ dove y < 0, cioè in tutti
i punti tranne A.

Perciò, per il teorema della

funzione inversa, la variabile t è
una funzione di s tale che

dt

ds
=

1√
2g |y|

per s > 0. (3)
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TEMPO DI TRANSITO

L’ascissa curvilinea s è la lun-
ghezza della parte di γ tra il pri-
mo estremo A ed il generico punto
P = (x, u(x)) del grafico di u.

Sappiamo che s è una funzione
di x soddisfacente la relazione

ds

dx
=

√
1 + (u′(x))2 .

Ricordando la (3), ed essendo y =
u(x), si deduce che la derivata del-
la funzione composta t(s(x)) è data
da

dt

dx
=

√
1 + (u′(x))2√
2g |u(x)|

per x > 0,

e perciò, per il teorema fonda-

mentale del calcolo integrale, il
tempo di transito T è dato da

T =

∫ b

0

√
1 + (u′(x))2√
2g |u(x)|

dx. (4)

Il tempo di transito T dipende dal-

la funzione u, perciò si può scri-
vere come T (u), o anche T [u] per

evitare confusione con la funzio-
ne composta di due funzioni di va-

riabile reale.

MODELLIZZAZIONE DEL PRO-
BLEMA DELLA BRACHISTO-
CRONA

Il problema della brachistocro-
na si traduce nel trovare, fra
tutte le funzioni u ∈ C1([0, b]) tali

che: u(x) < 0 per x ∈ (0, b], u(0) = 0
e u(b) = l’ordinata del secondo
estremo B, quella funzione u0 (se
esiste) tale che

T [u0] ≤ T [u] per ogni u. (5)

NOTAZIONE DI LEIBNIZ

Solitamente l’espressione (4) del
tempo di transito T si ricava con
più disinvoltura e meno calcoli.
Scriviamo la (2) come

ds

dt
=

√
2g |u(x)| .

Trattando i differenziali come se
fossero quantità algebriche, ri-
caviamo

dt =
ds√

2g |u(x)|
. (6)

Per il teorema di Pitagora, si ha

ds =
√
dx2 + dy2 . Da qui, essendo

y = u(x), segue ds =
√

1 + (u′(x))2 dx.
Sostituendo nella (6) otteniamo

dt =

√
1 + (u′(x))2 dx√

2g |u(x)|
.

Infine, integrando ambo i membri

si ricava la (4).

L’efficacia di procedimenti co-
me questo sta alla base del suc-
cesso della notazione di Leibniz.

Allo stesso tempo, la debolez-
za di tali procedimenti sul piano
del rigore ha motivato lo svilup-
po della teoria.

Ad esempio, l’integrale nella

(4) si può esprimere come un inte-
grale curvilineo di prima specie:

T =

∫
γ

ds

v
.

Lo si vede applicando la definizio-
ne di quest’ultimo integrale.
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LA CONVERGENZA DEL-
L’INTEGRALE (4)

L’integrale (4), che esprime il
tempo di transito T , non può esse-
re inteso nel senso di Riemann se
la funzione u ∈ C1([0, b]), che sta al
denominatore, si annulla nell’ori-
gine.

Tuttavia, essendo la funzione
integranda continua e non nega-
tiva in (0, b], l’integrale (4) è ben
definito nel senso improprio, det-
to anche generalizzato.

Inoltre l’integrale (4) è ben

definito anche nel senso di Le-

besgue, ed il suo valore coincide
con quello dell’integrale impro-

prio.

Affinché l’integrale (4) abbia

un valore finito, è sufficiente che

u′(0) < 0. In tal caso, infatti, pos-

siamo definire ε0 = |u′(0)|/2 > 0 e
poiché

lim
x→0+

u(x)

x
= u′(0)

esiste r > 0 tale che per ogni x ∈
(0, r) abbiamo

|u(x)|
x

> ε0. (7)

Perciò scriviamo innanzitutto

T =

∫ r

0

√
1 + (u′(x))2√
2g |u(x)|

dx

+

∫ b

r

√
1 + (u′(x))2√
2g |u(x)|

dx

e da qui, posto Mr = max
[0,r]

|u′(x)|, ot-
teniamo

T ≤
∫ r

0

√
1 +M 2

r√
2g ε0 x

dx

+

∫ b

r

√
1 + (u′(x))2√
2g |u(x)|

dx.

Ora l’ultimo integrale può inten-
dersi nel senso di Riemann, mentre
il precedente è un noto integrale
improprio convergente.

Per il teorema del confronto,
concludiamo che T < +∞.

Alla stessa conclusione si per-
viene anche se u non è derivabile

nell’origine, purché esistano ε0 > 0
ed r > 0 tali che valga la (7) nel-

l’intervallo (0, r).

Se, invece, u′(0) = 0, l’integra-

le (4) può ancora avere un valore

finito, come ad esempio nel caso in

cui |u(x)| = x3/2 per x vicino a 0.

In questo caso, però, il punto

materiale, collocato nell’origine

a riposo, si trova in equilibrio e
perciò non si mette in moto.

Per mantenere il significato fi-
sico del problema, possiamo con-

siderare funzioni u ∈ C1([0, b]) tali
che: u(x) < 0 per x ∈ (0, b], u′(0) < 0,
u(0) = 0 e u(b) = l’ordinata del se-
condo estremo B.

Vedremo più avanti che il pro-
blema non ammette soluzione in
tale classe: una funzione u0 sod-
disfacente la (5) si potrà trovare
sostituendo lo spazio C1([0, b]) con

C1((0, b]) ∩ C0([0, b]) (pag. Mc51).
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IL PROBLEMA DI NEWTON DEL
CORPO DI MINIMA RESISTENZA

Nei Principia Newton si pose il
problema di trovare la forma da
dare all’estremità di un solido di
rotazione per minimizzare la resi-
stenza all’avanzamento in un flui-
do.

Esaminiamo un modello matema-
tico del suddetto problema per
gli scopi indicati a pag. Mc5 con il
n. 1 e 2, senza la pretesa di trarre
indicazioni costruttive valide per
l’industria moderna.

Utilizzeremo un sistema di riferi-

mento solidale con il corpo, la cui

superficie d’impatto sarà rappre-
sentata come una superficie rego-

lare a pezzi e grafico di una fun-

zione radiale u(ρ), ρ =
√
x2 + y2 .

Inizialmente, rappresentiamo il

fluido intorno al corpo come un
insieme di particelle in moto ret-

tilineo uniforme nella direzione
dell’asse del corpo stesso.

Infine passeremo ad un model-
lo continuo, ottenendo la classi-
ca espressione (11).

Le leggi fisiche alla base del ra-
gionamento sono la seconda legge
della dinamica newtoniana (o me-
glio il teorema dell’impulso) e la
legge di Snell della riflessione.

URTO DI UNA SINGOLA PARTI-
CELLA

Consideriamo il caso di una super-
ficie piana e limitata nello spazio
xyz, urtata da una singola parti-
cella di massa m che procede con
velocità v = v k̂, essendo k̂ il ver-
sore dell’asse z, e v > 0 una co-
stante.

6

•

A
A
A
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A
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AU
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v′
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���
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��
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HHH

α

La variazione ∆p della quantità

di moto della particella a seguito

dell’urto è data da ∆p = m (v′−v),
essendo v′ la velocità della stes-
sa dopo l’urto.

Per la legge di Snell della ri-

flessione, il vettore v′ − v è per-
pendicolare alla superficie.

Indicato con n il versore nor-
male avente verso opposto a v′−v,
e con α ∈ [0, π2 ) l’angolo tra n e la

verticale, cosicché cosα = n · k̂ > 0,
risulta

∥v′ − v∥ = 2 v cosα

e perciò la componente verticale
∆pvert di ∆p = −2mvn cosα è

∆pvert = −2mv k̂ cos2 α. (8)

Passiamo ora a considerare gli ur-
ti delle altre particelle.
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GLI URTI NELL’INTERVALLO ∆t

La massa M di tutte le par-
ticelle che urtano la superficie
nell’intervallo di tempo ∆t è

M = µAv∆t, (9)

essendo µ la densità del fluido ed
A l’area della proiezione della su-
perficie stessa sul piano orizzon-
tale.

Per vederlo, consideriamo il caso
in cui le particelle sono libere di
passare attraverso la superficie,
grafico di una funzione z = w(x, y)
per (x, y) ∈ A.

In tal caso, nell’intervallo di

tempo ∆t esse riempiono il solido

Ω = { (x, y, z) | (x, y) ∈ A, w(x, y) < z <

w(x, y) + v∆t }, il cui volume è

|Ω| =

∫∫
A

(
w(x, y) + v∆t

)
dx dy

−
∫∫

A

w(x, y) dx dy = Av∆t,

come si può anche ottenere invo-
cando il principio di Cavalieri. Es-
sendo M = µ |Ω| si verifica la (9).

Sostituendo M al posto di m
nella (8) si trova la componente

verticale ∆P vert della variazione
della quantità di moto di tutte
le particelle che urtano la super-
ficie piana nell’intervallo ∆t:

∆P vert = −2Mv k̂ cos2 α

= −2µAv2∆t k̂ cos2 α.(10)

DALLA SUPERFICIE PIANA
A QUELLA DI ROTAZIONE

Trasportiamo l’espressione (10)
al caso di una superficie di rota-
zione, grafico di una funzione ra-
diale w(x, y) = u(ρ), ρ =

√
x2 + y2 ,

di classe C1 nel disco chiuso BR

centrato nell’origine e di raggio
R > 0.

Sostituendo l’area A nella (10)
con l’elemento d’area dx dy e inte-
grando, si ottiene

∆P vert = −2µv2∆t k̂

∫
BR

(cos2 α) dx dy.

Data la simmetria della super-

ficie, la componente orizzontale
del vettore ∆P si considera nul-

la perché i contributi orizzontali

degli urti delle diverse particelle

si annullano sommandosi tra loro,
dunque ∆P = ∆P vert.

Per l’identità cos2 α = (1 + tg2 α)−1,

e poiché per il significato geome-
trico della derivata si ha |u′(ρ)| =
| tgα|, passando a coordinate pola-

ri possiamo scrivere

∆P = −2µv2∆t k̂

∫
BR

dx dy

1 + (u′(ρ))2

= −4π µv2∆t k̂

∫ R

0

ρ dρ

1 + (u′(ρ))2
.

Per la seconda legge della dina-
mica, la forza costante F da ap-
plicare al corpo per mantenerlo

in movimento a velocità v è data
da F = ∆P /∆t, e cioè

F = −4π µv2 k̂

∫ R

0

ρ dρ

1 + (u′(ρ))2
. (11)
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IL PROBLEMA VARIAZIONALE
DI NEWTON

Mentre la densità µ e la ve-
locità v si considerano costanti,
l’integrale nella (11) dipende dal-
la funzione u: esso viene detto
“fattore di forma”, e lo indiche-
remo con G[u]. Poniamo dunque

G[u] =

∫ R

0

ρ dρ

1 + (u′(ρ))2
. (12)

Fra tutte le funzioni u ∈ C1([0, R]),
ci domandiamo se ne esiste una,
che indichiamo con u0, tale che

G[u0] ≤ G[u] per ogni u.

Lo studente può fare qualche os-

servazione in merito svolgendo gli

esercizi guidati della serie [101].

NOTE SUL PROBLEMA DI NEW-
TON

Nel modello testé sviluppato si
presuppone che ciascuna particel-
la del fluido urti il corpo non più
di una volta.

Occorre dunque che la densità
µ del fluido sia sufficientemente
piccola (fluido rarefatto).

Resta escluso, inoltre, il caso
di corpi con una rientranza sulla
punta.

Quest’ultima condizione si tra-
duce matematicamente con la ri-

chiesta che la funzione u(ρ) nella

(12) sia monotona non decrescen-

te.

In ogni caso il modello di New-
ton non tiene conto dei fenome-

ni di vorticità che si manifestano

sulla parte posteriore del corpo.

La finalità dello studio del sud-

detto modello sono quelle elen-
cate a pag. Mc5 con i nn. 1 e 2.
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I FUNZIONALI

Il problema della brachistocrona
ed il problema di Newton del cor-
po di minima resistenza consistono
nel minimizzare un’opportuna fun-
zione F [u] espressa tramite un in-
tegrale del tipo

F [u] =

∫ b

a

f(x, u(x), u′(x)) dx,

dove f è una funzione data detta
talvolta “lagrangiana”.

In questo tipo di problemi l’in-
cognita è una funzione, anziché un

numero come per le equazioni al-
gebriche.

Inoltre la funzione obiettivo

F [u], cioè la funzione da minimiz-

zare, prende come argomento una

funzione u, e non una variabile
reale.

Perciò F si chiama “funzionale”

(ingl. “functional”), o “funziona-

le integrale del calcolo delle

variazioni”, oppure ancora “inte-
grale variazionale” (ingl. “varia-
tional integral”).
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IL PROBLEMA ISOPERIME-
TRICO

Una delle proprietà più note-
voli del cerchio è quella di esse-
re la figura piana con l’area più
grande a parità di perimetro.

Tale proprietà, notata fin dal-
l’antichità, è stata dimostrata so-
lo nella prima metà del Novecen-
to.

Fra le diverse formulazioni ma-
tematiche del problema, una del-
le più semplici consiste nel consi-
derare sottoinsiemi Ω ⊂ R2 il cui

contorno ∂Ω è una curva regola-

re, semplice, chiusa, di lunghez-
za L fissata, espressa in forma pa-

rametrica da{
x = x(s)

y = y(s)
(13)

dove s ∈ [0, L] è l’ascissa curvili-

nea. In particolare, Ω è semplice-

mente connesso.

Per il teorema della divergen-
za nel piano, l’area |Ω| si può espri-

mere come segue:

|Ω| =
1

2

∫
Ω

div r dx dy

=
1

2

∫ L

0

r · n ds, (14)

dove r è dato da r(x, y) = x ı̂ +
y ȷ̂, e n denota il versore norma-
le uscente lungo la frontiera ∂Ω.

Se ammettiamo che il verso di
percorrenza della curva ∂Ω de-
terminato dalle (13) sia quello
antiorario, possiamo scrivere n(x,
y) = y′(s) ı̂− x′(s) ȷ̂.

Perciò, vista la (14), siamo con-
dotti al problema di massimizzare
il funzionale

F [r] =
1

2

∫ L

0

(
x(s) y′(s)− y(s)x′(s)

)
ds

fra tutte le applicazioni r : [0, L]
→ R2 di classe C1([0, L]) tali che
r(0) = r(L) e

(x′(s))2 + (y′(s))2 = 1 per s ∈ [0, L].

IL PROBLEMA DI DIDONE

Strettamente legato al problema
isoperimetrico è il problema di Di-

done, cos̀ı chiamato perché legato

alla leggendaria fondazione del-

la città di Cartagine da parte del-
la regina fenicia.

Consideriamo una curva sempli-

ce e regolare γ, rappresentata in

forma parametrica dalle (13) ri-
spetto all’ascissa curvilinea s ∈ [0,
π] e tale che

y(0) = y(π) = 0,

y(s) > 0 per s ∈ (0, π).

Riguardo l’orientazione di γ, sup-
poniamo che x(π) < x(0).

Il problema consiste nel massi-

mizzare l’area della figura piana
Ω delimitata dalla curva γ e dal-
l’asse x, espressa dal funzionale

F [r] = |Ω|

=
1

2

∫ π

0

(
x(s) y′(s)− y(s)x′(s)

)
ds.
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AREA DI UN POLIGONO SEM-
PLICEMENTE CONNESSO

Applichiamo la formula (14) al
caso in cui Ω è un poligono P sem-
plicemente connesso di vertici P1,
. . . , PN , enumerati procedendo in
verso antiorario. Posto P0 = PN ,
si trova

|P| = 1

2

N∑
j=1

(xj−1 yj − xj yj−1) (15)

dove (xj, yj) = Pj. Infatti il con-
torno γ del poligono P è costi-
tuito dagli N segmenti γj che van-
no dal vertice Pj−1 al vertice Pj,

j = 1, . . . , N , dunque∫
γ

r · n ds =
N∑
j=1

∫
γj

rj · nj ds. (16)

Il segmento γj può essere parame-

trizzato come segue:

rj(t) = Pj−1 + (Pj − Pj−1) t,

con t ∈ [0, 1], e la normale uscente
nj lungo γj è data da

nj =
(yj − yj−1, xj−1 − xj)

∥Pj − Pj−1∥
.

Tenendo conto che (Pj −Pj−1) ·nj =
0, e ds = ∥Pj − Pj−1∥ dt, si trova∫

γj

rj · nj ds =

∫
γj

Pj−1 · nj ds

= xj−1 (yj − yj−1) + yj−1 (xj−1 − xj)

= xj−1 yj − xj yj−1.

Sostituendo nella (16) ed appli-
cando il teorema della divergen-
za nel piano si ottiene la (15).

INTERPRETAZIONE GEOME-
TRICA

Indicato con × il prodotto vet-
toriale, la formula (15) si può ri-
scrivere come segue:

|P| = 1

2

N∑
j=1

Pj−1 × Pj · k̂.

Esaminiamo la formula supponen-
do, per semplicità, P0 = PN = O.

Nel caso N = 3 la (15) si riduce a

|P| =
1

2
(x1 y2 − x2 y1)

=
1

2
P1 × P2 · k̂

in accordo con il significato geo-

metrico del prodotto vettoriale.

Nel caso N > 3, se risulta Pj−1×
Pj · k̂ > 0 per ogni j = 2, . . . , N −1 al-

lora il poligono P si è costituito
dagli N − 2 triangoli Tj = OPj−1Pj,

e la (15) esprime il fatto che

|P| =
N−1∑
j=2

|Tj|.

Se poi risulta Pj0−1 × Pj0 = 0 per
qualche j0 ∈ { 2, . . . , N − 1 }, il ri-
sultato continua a valere perché
|Tj0| = 0.

Se, infine, Pj0−1 × Pj0 · k̂ < 0 per
qualche j0 ∈ { 2, . . . , N−1 }, compaio-
no nella (15) termini negativi che
tuttavia vengono neutralizzati da
termini positivi ridondanti.

Si noti che, nel caso particola-

re in cui P è un poligono convesso,
la (15) è valida. Se inoltre P0 =
PN = O, si ha anche Pj−1 × Pj · k̂ > 0
per ogni j = 2, . . . , N − 1.
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IL PROBLEMA DELLA CATENA-
RIA

Il classico problema della ca-
tenaria consiste nel trovare la
forma che un filo omogeneo e ine-
stensibile γ (catena) assume per
effetto della forza peso quando
viene sospeso per gli estremi.

Si suole rappresentare la cate-
na γ come il grafico di una fun-
zione u ∈ C1([a, b]), nel qual caso
la sua lunghezza è data da

L =

∫
γ

ds

=

∫ b

a

√
1 + (u′(x))2 dx. (17)

Indicata con µ (costante) la den-

sità lineare di massa, la posizione

di equilibrio della catena si trova
minimizzando l’energia potenziale

U data da

U [u] =

∫
γ

µgy ds

= µg

∫ b

a

√
1 + (u′(x))2 u(x) dx.

Anche questo problema viene det-

to isoperimetrico perché le fun-
zioni ammissibili u devono soddisfa-
re la condizione (17) con L dato.

Si noti che l’ordinata yG del ba-
ricentro di γ è data da

yG =
1

M

∫
γ

µy ds

=
1

Mg
U [u],

dove M = µL è la massa della ca-
tena, dunque minimizzare U [u] equi-
vale a minimizzare yG.

Metodi classici del calcolo delle variazioni - pag. Mc15



IL PROBLEMA DI PLATEAU

Nel celebre problema di Pla-
teau si considera l’insieme delle
superfici nello spazio aventi per
bordo una data curva chiusa γ0.

Fra tutte le superfici Σ tali
che ∂Σ = γ0 si vuole sapere se ne
esiste almeno una, che indichiamo
con Σ0, la cui area |Σ0| sia la più
piccola possibile, tale cioè che

|Σ0| ≤ |Σ| per ogni Σ.

Per precisare i termini della que-
stione, ci riferiamo al caso in cui
le superfici Σ sono grafici di fun-
zioni.

PROBLEMA DI PLATEAU NON
PARAMETRICO

Dato un dominio piano Ω limi-

tato e regolare, sappiamo che il

grafico di una funzione u ∈ C1(Ω)
è una superficie regolare Σ la cui
area è data da

F [u] = |Σ| (18)

=

∫
Ω

√
1 + |∇u(x, y)|2 dx dy.

Fissata una funzione φ ∈ C1(Ω), vo-
gliamo sapere se esiste una funzio-
ne u0 ∈ C1(Ω) soddisfacente la disu-
guaglianza

F [u0] ≤ F [u]

per ogni funzione u ∈ C1(Ω) tale

che u(x, y) = φ(x, y) ogniqualvolta
(x, y) ∈ ∂Ω.

In questo caso, la curva γ0 fis-
sata nello spazio è l’immagine del
contorno ∂Ω tramite la funzione

data φ.

IL FUNZIONALE DI DIRICHLET

Si può pensare che se il gra-
diente ∇φ della funzione data φ è
piccolo, la ricerca della funzione
u0 si possa restringere all’insieme
delle funzioni u aventi gradiente
piccolo.

Sapendo che
√
1 + t = 1+ 1

2 t+o(t)
per t → 0, si può considerare, al
posto del funzionale F nella (18),
il funzionale F̃ dato da

F̃ [u] =

∫
Ω

(
1 + 1

2 |∇u(x, y)|
2
)
dx dy

= |Ω|+ 1

2

∫
Ω

|∇u(x, y)|2 dx dy.

Il funzionale F̃ è diverso dal fun-

zionale F , e la funzione che mini-

mizza l’uno è diversa, in generale,
da quella che minimizza l’altro.

Tuttavia il funzionale F̃ è più

semplice da trattare. In partico-

lare, essendo l’area |Ω| una co-

stante, si è condotti al problema
di minimizzare il funzionale∫

Ω

|∇u(x, y)|2 dx dy. (19)

A quest’ultimo funzionale, detto
di Dirichlet, si giunge anche par-
tendo da problemi completamente
diversi.

Esso è probabilmente il funzio-
nale più importante del calcolo
delle variazioni.
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IL PROBLEMA DELLE GEODETI-
CHE

Consideriamo la superficie Σ0

grafico di una funzione regolare
φ(x, y) avente per dominio un aper-
to connesso Ω ⊂ R2.

Fissati due punti P,Q ∈ Σ0 vo-
gliamo trovare, se esiste, una cur-
va regolare γ0 ⊂ Σ0 avente per
estremi i punti P e Q e la cui lun-
ghezza sia la più piccola possibile.
Posto

P = (xP , yP , φ(xP , yP ))

Q = (xQ, yQ, φ(xQ, yQ))

Consideriamo le curve regolari γ

⊂ Σ0 aventi equazioni parametri-

che 
x = x(t),

y = y(t),

z = φ(x(t), y(t)),

t ∈ [0, 1],

e tali che

(x(0), y(0)) = (xP , yP ),

(x(1), y(1)) = (xQ, yQ).

Il problema si traduce nel minimiz-
zare il funzionale J [γ] dato da

J [γ] =

∫ 1

0

|v(t)| dt

dove v(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)) è il vet-
tore velocità della curva γ, e la
terza componente z′(t) ha la se-
guente espressione:

z′(t) =
∂φ

∂x

(
x(t), y(t)

)
x′(t)

+
∂φ

∂y

(
x(t), y(t)

)
y′(t).
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DEFINIZIONI

Visto il tipo di problemi studia-
ti nel calcolo delle variazioni, so-
no essenziali le definizioni di:

maggiorante e minorante
funzione limitata
massimo e minimo
estremo inferiore
estremo superiore

Tali definizioni si applicano ad una
funzione F : X → R indipendente-
mente dalla natura del dominio X.

In particolare, se F è un fun-

zionale allora il dominio X è un
insieme di funzioni. Se invece, F è

una funzione di una variabile rea-

le, allora X è solitamente un in-

tervallo.

Il corso di Analisi Superiore 2

è un’occasione per consolidare la

conoscenza di questi concetti, il

cui ambito di applicazione è molto
più vasto.

MAGGIORANTI E MINORANTI

Si dice minorante di una funzio-
ne F : X → R un qualunque numero
reale m (ammesso che esista) tale

che

m ≤ F (x) per ogni x ∈ X.

Similmente, si dice maggiorante di
F un qualunque numero reale M

(ammesso che esista) tale che

F (x) ≤M per ogni x ∈ X.

FUNZIONI LIMITATE

Se esiste almeno un minorante
per una data funzione F : X → R,
allora ne esistono infiniti e la
funzione F si dice inferiormente
limitata.

Similmente, se esiste almeno un
maggiorante per F allora ne esi-
stono infiniti e la funzione F si di-
ce superiormente limitata.

Una funzione F : X → R si dice
limitata se esistono due opportuni
numeri reali, che indichiamo con m
ed M , tali che

m ≤ F (x) ≤M per ogni x ∈ X.

MASSIMI E MINIMI

Un eventuale punto x0 ∈ X tale

che

F (x0) ≤ F (x) per ogni x ∈ X

si dice punto di minimo, o anche

punto di minimo assoluto. Se esi-

ste almeno un tale punto, allora
si definisce il minimo di F , detto
anche valore minimo, ponendo

min
x∈X

F (x) = F (x0).

Similmente, un eventuale punto x0
∈ X tale che

F (x0) ≥ F (x) per ogni x ∈ X

si dice punto di massimo, o anche
punto di massimo assoluto. Se esi-
ste almeno un tale punto, allora

si definisce il massimo di F , detto
anche valore massimo, ponendo

max
x∈X

F (x) = F (x0).
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ESTREMO INFERIORE

Se una funzione F : X → R è in-
feriormente limitata, dunque am-
mette almeno un minorante m, al-
lora tutti i numeri m′ < m sono mi-
noranti perché soddisfano la defi-
nizione.

Ne segue che l’insieme A di tutti
i minoranti, ed il suo complemen-
tare B = R \ A, costituiscono una
sezione (A,B) (nel senso di Dede-
kind) del campo dei numeri reali.

Per la completezza dell’insieme
R, la sezione (A,B) ha uno ed un

solo elemento separatore λ.

L’elemento separatore λ è un

minorante di F : infatti, se cos̀ı
non fosse, cioè se esistesse un pun-

to x0 ∈ X tale che F (x0) < λ, al-

lora il valor medio µ di F (x0) e λ

soddisferebbe le disuguaglianze

F (x0) < µ =
F (x0) + λ

2
< λ.

Dunque avremmo trovato un valo-
re µ < λ, ovvero µ ∈ A, che non
è un minorante perché µ > F (x0),
contro la definizione della clas-

se A.

In conclusione, se F è inferior-
mente limitata allora esiste un mi-
norante λ che è più grande di tut-
ti gli altri: lo si chiama estremo

inferiore di F e lo si denota con

inf
x∈X

F (x).

Se, invece, F non è limitata infe-
riormente, allora si pone, per de-
finizione, sup

x∈X
F (x) = −∞.

ESTREMO SUPERIORE

Con un ragionamento analogo
al precedente si dimostra che se
F è limitata superiormente allo-
ra esiste un maggiorante M0 che è
più piccolo di tutti gli altri: lo
si chiama estremo superiore di F e
lo si denota con

sup
x∈X

F (x).

Se, invece, F non è limitata supe-
riormente, allora si pone, per de-
finizione, sup

x∈X
F (x) = +∞.

PROPRIETÀ FONDAMENTALE

I problemi richiamati nelle pa-

gine precedenti consistono nella

determinazione del minimo di cer-

ti funzionali.

Mentre tutte le funzioni hanno
un estremo inferiore, non tutte

hanno minimo. Se, però, una fun-

zione F ammette minimo, allora ri-

sulta
minF = inf F.

Più precisamente, vale la seguen-
te fondamentale proprietà: una
funzione F : X → R ammette mini-

mo se e solo se esiste almeno un
punto x0 ∈ X tale che

F (x0) = inf
x∈X

F (x). (20)

In pratica, quando si ricerca l’e-
ventuale minimo di una funzione
F , si può partire considerando il
suo estremo inferiore, che esiste
certamente, e poi cercare di di-

mostrare l’esistenza di un punto
x0 ∈ X soddisfacente la (20).
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MASSIMANTI E MINIMANTI

Quando la funzione obiettivo
F : X → R è un funzionale del cal-
colo delle variazioni, e quindi X
un insieme di funzioni, le eventua-
li funzioni u ∈ X tali che

F [u] = minF

si dicono “minimanti”. Similmente,
le eventuali funzioni u ∈ X tali
che

F [u] = maxF

si dicono “massimanti”. Minimanti
e massimanti si dicono, in genera-

le, estremanti del funzionale F .

TEOREMA DI FERMAT

Da diversi anni è invalso l’uso
di attribuire al giurista francese
Pierre de Fermat il merito della
scoperta del seguente teorema:

Se una funzione derivabile f : (a,
b) → R ammette minimo, allora, in-
dicato con x0 un qualunque punto
di minimo, risulta f ′(x0) = 0. Un ri-
sultato analogo vale se f ammet-
te massimo.

I metodi classici del calcolo
delle variazioni si fondano su di
un’estensione di questo teorema

al caso in cui la funzione obietti-

vo è un funzionale integrale.

Prima di procedere in tal sen-
so, ci soffermiamo sugli equivoci

più comuni riguardanti lo studio

dei massimi e dei minimi delle fun-

zioni di una variabile reale.

EQUIVOCO 1

Lo studio dei massimi e dei minimi di
una funzione f consiste nella riso-
luzione dell’equazione f ′(x) = 0.

EQUIVOCO 2

Se l’equazione f ′(x) = 0 non ha
soluzioni, la funzione f non ha né
massimi né minimi.

Per rendersi conto che si trat-
ta di errori, basta esaminare al-

cuni semplici esempi.
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ESEMPIO 1

La funzione f(x) = |x| assume il
minimo nel punto x0 = 0: per veri-
ficarlo, basta applicare la defini-
zione.

Tuttavia il punto x0 = 0 non ri-
solve l’equazione f ′(x) = 0 perché
la funzione f(x) = |x| non è deriva-
bile in tale punto.

ESEMPIO 2

La funzione f(x) =
√
x assume il

minimo nel punto x0 = 0: per veri-
ficarlo, basta applicare la defini-

zione.

Tuttavia il punto x0 = 0 non ri-

solve l’equazione f ′(x) = 0 perché

la funzione f(x) =
√
x non è deri-

vabile in tale punto.

ESEMPIO 3

Consideriamo la funzione f(x) =
x3. Il punto x0 = 0 soddisfa l’equa-

zione f ′(x) = 0, ma non è né un pun-
to di massimo, né un punto di mini-

mo.

TEOREMA DI WEIERSTRASS

Il teorema di Weierstrass af-
fronta una questione più sfuggen-
te rispetto al teorema di Fermat,
messa a fuoco secoli dopo: la que-
stione dell’esistenza dei massimi e
dei minimi.

Inizialmente, il problema del-
l’esistenza dei massimi e dei mini-
mi fu sottovalutato. Nei casi con-
creti, l’esistenza appariva ovvia e
veniva data per scontata.

Il teorema di Weierstrass enuncia
rigorosamente una condizione suf-

ficiente per l’esistenza del massi-

mo e dei minimo:

Se una funzione f : [a, b] → R,
avente per dominio un intervallo
chiuso e limitato [a, b], è continua

in tutti i punti di tale intervallo,

allora ammette sia massimo che

minimo.

La stessa conclusione vale nel

caso in cui il dominio di f è un sot-

toinsieme chiuso e limitato di RN ,
N ≥ 1, ed f è continua in tutti i
punti.

Cos̀ı come i metodi classici si
basano sul teorema di Fermat, i

metodi diretti si basano su di una
generalizzazione del teorema di
Weierstrass.
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IL PROBLEMA ISOPERIMETRI-
CO NELLA CLASSE DEI TRIAN-
GOLI

Fissato L ∈ (0,+∞), consideria-
mo l’insieme X di tutti i triango-
li T ⊂ R2 di perimetro L. Voglia-
mo sapere se ne esiste almeno uno,
che indicheremo con T0, tale che

|T0| ≥ |T | per ogni T ∈ X. (21)

La risposta è affermativa: esisto-
no infiniti triangoli T0 che risol-
vono il problema, e sono i trian-
goli equilateri di lato L/3. Non
esistono altre soluzioni all’infuo-
ri di queste.

Per verificarlo, applichiamo un’i-

dea attribuita da U. Stammbach
[22] a H. A. Schwarz, e ripresa an-

che in [12, 6].

Consideriamo un triangolo T ∈
X e siano a ≤ b ≤ c i suoi lati. Es-

sendo L = a+ b+ c ≥ 3a, deve aversi

L/3 ≥ a.

Analogamente si trova c ≥ L/3, e
quindi a+ c > L/3, da cui segue

b = L− a− c < 2L/3.

Il triangolo T ′ ∈ X di lati a′ = L/3
≥ a, b′ = b, e c′ = L− a′ − b′ soddisfa

|T ′| ≥ |T |. (22)

Lo si vede prendendo b come base
comune, ed osservando che l’altez-
za h′ di T ′ soddisfa h′ ≥ h, essendo

h l’altezza di T .

A tal fine può essere utile osser-

vare che la condizione a′+ c′ = a+ c

= k (costante) si può ricondurre
alla definizione sintetica dell’el-
lisse.

In coordinate polari (ρ, ϑ), l’equa-
zione delle ellissi i cui fuochi sono
in (0, 0) ed in (xF , 0), con xF > 0, è

ρ =
k2 − x2F

2 (k − xF cosϑ)

dove k > xF . L’equazione mostra
che ρ decresce al crescere di ϑ ∈
[0, π].

Con riferimento alla figura, e
siccome a ≤ L/3 = a′, il vertice B

andrà riposizionato in un opportu-

no punto B′ lungo l’arco ellittico

colorato in rosso: perciò h′ ≥ h.

Si può osservare che i punti B e
B′ stanno in uno stesso semipiano
delimitato dall’asse del lato b se

e solo se b ≤ L/3.

Ora per dimostrare la (21) basta
osservare che il triangolo equila-
tero T0 di lati a0 = b0 = c0 = L/3, es-
sendo anche isoscele e con la base

a0 = a′, soddisfa

|T0| ≥ |T ′|.

Ricordando la (22), la (21) segue
per la proprietà transitiva della
disuguaglianza.
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IL PROBLEMA ISOPERIMETRI-
CO NELLA CLASSE DEI RET-
TANGOLI

Fissato L ∈ (0,+∞), consideria-
mo l’insieme X di tutti i rettango-
li R ⊂ R2 di perimetro L. Voglia-
mo sapere se ne esiste almeno uno,
che indicheremo con R0, tale che

|R0| ≥ |R| per ogni R ∈ X.

La risposta è affermativa: esisto-
no infiniti rettangoli R0 che risol-
vono il problema, e sono i quadra-
ti di lato L/4. Non esistono altre
soluzioni all’infuori di queste.

Il problema viene periodicamente

riproposto all’esame di Stato dei

licei scientifici.

DISUGUAGLIANZA DI CAUCHY

Fra le tante possibili dimostra-
zioni, ne riportiamo una che si ba-

sa sulla disuguaglianza di Cauchy:

risulta
a2 + b2 ≥ 2ab

per ogni a, b ∈ R, e l’uguaglianza

sussiste se e solo se a = b. Lo si ve-
de partendo dalla disuguaglianza

(a− b)2 ≥ 0

e svolgendo il quadrato.

SOLUZIONE DEL PROBLEMA

Consideriamo un rettangolo R ∈
X e indichiamo con a e b le lun-
ghezze di due lati consecutivi. Al-
lora

L

2
= a+ b.

Elevando ambo i membri al qua-
drato, ed usando la disuguaglian-
za di Cauchy, si ottiene

L2

4
= a2 + b2 + 2ab

≥ 4ab = 4 |R|,

dunque possiamo scrivere

|R| ≤ |∂R|2

16
(23)

per ogni rettangolo R, e l’ugua-
glianza vale se e solo se a = b, dun-

que se e solo se R è un quadrato.

Ciò giustifica la risposta al pro-

blema iniziale.

Disuguaglianze come la (23) si
dicono disuguaglianze isoperime-

triche.
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IL PROBLEMA ISOPERIMETRI-
CO NELLA CLASSE DEGLI EN-
NAGONI

Fissati N0 ∈ { 3, 4, 5, . . . } ed L ∈
(0,+∞), consideriamo l’insieme X
di tutti i poligoni P ⊂ R2 con N0

lati e perimetro |∂P| = L.

Vogliamo sapere se ne esiste al-
meno uno, che indicheremo con P0,
tale che

|P0| ≥ |P| per ogni P ∈ X. (24)

La risposta è affermativa: esisto-
no infiniti poligoni P0 che risol-

vono il problema, e sono i poli-
goni regolari di lato L/N0. Non

esistono altre soluzioni all’infuo-

ri di queste.

Per la dimostrazione, studiamo
inizialmente il sottoinsieme K ⊂ X

di tutti i poligoni P ∈ X che sono

convessi.

Cominceremo col dimostrare la

sola esistenza di almeno un poli-
gono convesso P0 tale che

|P0| ≥ |P| per ogni P ∈ K. (25)

A tal fine applicheremo il teore-
ma di Weierstrass alla funzione

f(P) = |P| (area del poligono P).
Serve dunque che f sia continua,
ed il suo dominio sia compatto.

In un secondo momento verifi-
cheremo che i poligoni P0 che sod-
disfano la (25) sono regolari.

L’INVILUPPO CONVESSO

Per passare dalla classe K al-
la classe X, cioè per rimuovere
l’ipotesi di convessità, ci serviamo
dell’inviluppo convesso.

L’inviluppo convesso di un poli-
gono P è il più piccolo poligono
convesso che lo contiene, e si de-
nota con P∗. Risulta

|P∗| ≥ |P|,

|∂P∗| ≤ |∂P|

e le uguaglianze valgono se e solo
se P è convesso, dunque se e solo
se P = P∗.

A partire da un poligono qualun-

que P, con N lati, si può costruire
un poligono convesso Pc con Nc ≤
N lati tale che

|Pc| ≥ |P|,

|∂Pc| = |∂P|.

Basta porre

Pc =
|∂P|
|∂P∗|

P∗ (26)

=

{
(x, y)

∣∣∣∣ |∂P∗|
|∂P|

(x, y) ∈ P∗
}
.

Supponiamo ora di aver già dimo-
strato la (25). Preso un poligono

P di perimetro L, risulta |∂Pc| = L
e perciò per la (25) si ha

|P0| ≥ |Pc|.

Ma poiché |Pc| ≥ |P|, per la pro-
prietà transitiva della disugua-

glianza si ottiene la (24).
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LIMITATEZZA

Vediamo ora come dimostrare
la (25).

Poiché l’area ed il perimetro
sono invarianti per traslazioni, ci
concentriamo sull’insieme K0 ⊂ K
di tutti i poligoni convessi P con
N0 lati, perimetro L, ed un verti-
ce nell’origine.

Conveniamo di enumerare i ver-
tici P1, . . . , PN0

dei poligoni conside-
rati procedendo in senso antiora-
rio. Conveniamo inoltre che PN0

=
O e definiamo P0 = PN0

.

Un poligono P ∈ K0 si può rap-

presentare con il punto i(P) = (P1,

. . . , PN0
) ∈ R2 × . . . × R2 = R2N0. Con

la convenzione che PN0
= O, que-

sta rappresentazione è univoca.

L’insieme i(K0) dei punti di R2N0

che corrispondono a poligoni P ∈
K0 è limitato perché, essendo PN0

=
O, risulta |Pj| < L per ogni j =
1, . . . , N0.

CHIUSURA

Diremo che una successione di
poligoni (Pn)n∈Z+ di K0 converge se
i punti xn = i(Pn) convergono in
R2N0 ad un punto che indicheremo
con x0.

Talvolta il punto limite x0 rap-
presenta ancora un poligono di
K0, può però accadere che x0 rap-
presenti un poligono convesso con
N < N0 lati.

Ciò accade, ad esempio, se due
vertici consecutivi del poligono
Pn convergono ad uno stesso pun-

to del piano.

Può anche succedere che il li-

mite del j-esimo vertice di Pn ap-

partenga al segmento avente per
estremi i limiti dei vertici j − 1-
esimo e j + 1-esimo. In ogni caso,

poiché il perimetro

|∂P| =
N0∑
j=1

√
(xj − xj−1)2 + (yj − yj−1)2

di un poligono P è una funzione
continua delle coordinate (xj, yj)
dei suoi vertici, il poligono limite
P0 soddisfa |∂P0| = L.

Infine, la successione Pn può con-
vergere nel senso sopra indicato
ad un segmento di lunghezza L/2
avente un estremo nell’origine.

Indicheremo con K0 l’insieme otte-
nuto aggiungendo a K0 i limiti del-
le successioni convergenti di poli-
goni di K0.
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ESISTENZA

Per la (15), la funzione f(P) =
|P| è continua per ogni P ∈ K0.

Poiché il dominio K0 è chiuso e
limitato, per il teorema di Weier-
strass esiste almeno un elemento
P0 ∈ K0 tale che

|P0| ≥ |P| per ogni P ∈ K0. (27)

Quindi, a maggior ragione, P0 sod-
disfa la (25) e di conseguenza an-
che la (24).

P0 è un poligono convesso, e

non un segmento, perché i segmen-

ti hanno area nulla.

Non sappiamo, per il momento,
se P0 ∈ K0 o se P0 ∈ K0 \ K0, nel

qual caso, indicato con N il nume-

ro dei vertici di P0, risulta N < N0.

LATI UGUALI

Vogliamo dimostrare che i poligo-
ni P0 ∈ K0 soddisfacenti la (27) so-
no tutti e soli i poligoni regolari
di lato L/N0.

Consideriamo dunque un tale
poligono P0 ∈ K0, e cominciamo
col verificare che è equilatero.

Se per assurdo P0 avesse due la-
ti consecutivi AB e BC di diver-
sa lunghezza, allora, procedendo
come nell’esercizio 1 della serie
[104], potremmo costruire un po-
ligono P con N vertici, perimetro

L, ed area maggiore.

Passando da P al poligono con-

vesso Pc come nella (26) si ha

|Pc| ≥ |P| > |P0|.

Ma poiché Pc è un poligono con-
vesso di perimetro L e con Nc ≤ N

lati, risulta Pc ∈ K0 a meno di una

traslazione che porti un vertice

nell’origine.

Ciò contraddice la (27), dun-
que P0 è un poligono equilatero,
come volevasi dimostrare.
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IL VERTICE CONTRAPPOSTO
ALL’ORIGINE

Il poligono P0 introdotto a pa-
gina Mc28 non solo è equilatero,
ma è anche un poligono regolare
perché è inscrivibile in un cerchio.

Proseguiamo la dimostrazione
supponendo che N0 sia pari. Ciò si
rivela sufficiente per risolvere il
problema isoperimetrico enuncia-
to a pag. Mc13.

Il caso in cui N0 è dispari è trat-
tato più avanti.

Indichiamo con Q il punto del
contorno ∂P0 che, insieme all’ori-

gine O, divide il contorno stesso

in due poligonali γ1 e γ2 di uguale

lunghezza L/2.

Si noti che se anche una sola
delle due poligonali γ1, γ2 coinci-

desse con un segmento di lunghez-

za L/2, allora si avrebbe γ1 = γ2
e di conseguenza P0 si ridurrebbe
ad un segmento, ma ciò è escluso

perché |P0| > 0.

Inoltre se il numero N ≤ N0 dei

vertici di P0 è pari, allora Q è pre-
cisamente il vertice N

2 -esimo che si
incontra percorrendo ∂P0 a parti-
re dall’origine.

Se, invece, N è dispari, dunque
N < N0, allora il punto Q definito
come sopra risulta il punto medio
di un lato.

DIVISIONE A METÀ

Disponiamo il sistema di riferi-
mento in modo tale che il punto
Q giaccia sul semiasse delle x > 0,
e verifichiamo che il segmento OQ
divide il poligono P0 in due parti
aventi la stessa area.

A tal fine supponiamo per as-
surdo che una delle due parti ab-
bia area maggiore dell’altra.

Allora la parte più grande, uni-
ta con la sua immagine speculare
rispetto all’asse x, forma un po-
ligono che denotiamo con P tale

che |∂P| = L.

Operando come nella (26) otte-

niamo un poligono convesso Pc con
al più N0 lati, dunque Pc ∈ K0, e ta-

le che |Pc| > |P0|.

Poiché ciò contraddice la (27),

il segmento OQ deve dividere il

poligono P0 in due parti di ugua-
le area, come affermato.
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OSSERVAZIONE

Lo stesso ragionamento mostra
che P0 è incluso nella striscia S =
{ (x, y) | 0 ≤ x ≤ xQ }, essendo xQ l’a-
scissa del punto Q.

Supponiamo infatti che P0 abbia
un vertice P fuori di tale striscia,
e supponiamo inoltre, senza ledere
la generalità, che P giaccia nel
semipiano y > 0.

Allora l’intersezione P+
0 = P0 ∩

{ (x, y) | y ≥ 0 }, unita con la sua im-
magine speculare rispetto all’asse
x, individua un poligono P avente

area |P| = |P0| e perimetro L.

Poiché per assurda ipotesi P ̸∈
S, il poligono P non è convesso,
e quindi il poligono convesso Pc

ottenuto come nella (26) ha area

maggiore di P e non più di N0 lati.

Pertanto risulta Pc ∈ K0 a me-

no di una traslazione che porti un
vertice nell’origine, e questo con-
traddice la (27).

Dunque deve aversi P0 ⊂ S, co-
me volevasi dimostrare.

MANOVRA DI STEINER

Per dimostrare che il poligono
P0, che è equilatero, è anche rego-
lare, verifichiamo che i suoi verti-
ci giacciono sulla circonferenza γ
di diametro OQ.

A tal fine, indicato con P un
qualunque vertice di P0, distinto
dai punti O e Q che ovviamente
giacciono su γ, verifichiamo che
l’angolo OP̂Q è un angolo retto.

Senza ledere la generalità pren-
diamo P nel semipiano R2

+.

Se per assurdo l’angolo OP̂Q non

è un angolo retto, allora consi-
deriamo la parte di P+

0 delimitata

dal bordo ∂P0 e dal segmento OP

alla stregua di un corpo rigido,

come pure la parte di P+
0 delimita-

ta da ∂P0 e dal segmento PQ.

Muoviamo la seconda parte ri-

spetto alla prima come se fosse in-

cernierata nel punto P , portando
il punto Q nella posizione Q′ tale
che l’angolo OP̂Q′ sia un angolo

retto.

Cos̀ı facendo, mentre le aree
delle due parti rigide non cambia-
no, l’area del triangolo OPQ′ è
maggiore di quella del triangolo

OPQ (v. esercizio 2, serie [104]).

La figura cos̀ı ottenuta, unita
con la sua immagine speculare ri-
spetto al segmento OQ′, individua
un poligono P di perimetro L e
area |P| > |P0|.
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A questo punto interviene l’i-
potesi che N0 è pari.

Infatti, se anche N (i lati di P0)
è pari, allora il punto Q è un ver-
tice di P0 e di conseguenza il poli-
gono P ha, in generale, N ≤ N0 la-
ti, oppure soltanto N −1 lati qua-
lora i due lati uscenti da Q′ risul-
tino allineati.

Se, invece, N è dispari, allora
deve aversi

N < N0. (28)

In questo caso Q è il punto medio

di un lato di P0, ed il poligono P
costruito come sopra ha, in gene-

rale N +1 lati, oppure soltanto N

lati qualora i due lati uscenti da

Q′ risultino allineati.

Grazie alla (28), il numero di

lati di P non supera in ogni caso

N0. Perciò il poligono convesso Pc

ottenuto come nella (26) a parti-

re da P appartiene alla classe K0.

Ma siccome |Pc| ≥ |P| > |P0|, si

giunge ad una contraddizione con
la (27).

Dunque l’angolo OP̂Q dev’esse-
re un angolo retto, e di conse-
guenza il vertice P sta sulla cir-
conferenza γ di diametro OQ, co-

me volevasi dimostrare.

CONCLUSIONE

Abbiamo appurato che esistono
poligoni P0 soddisfacenti la (27), e
di conseguenza la (25) e la (24).

Sappiamo inoltre che tali poli-
goni sono regolari ed hanno N ≤
N0 lati.

Poiché l’area AN dell’ennagono
regolare di perimetro L, data da

AN =
L2

4π

π
N

tg π
N

è strettamente crescente rispet-
to al numero N dei lati (v. esercizi
3 e 4 della serie [104]), si conclu-

de che P0 ha esattamente N0 lati.

Possiamo esprimere il risultato

dicendo che si ha

|P| ≤ |∂P|2

4π

π
N0

tg π
N0

(29)

per ogni poligono P avente N ≤ N0

lati. Disuguaglianze come la (29)

si dicono disuguaglianze isoperi-
metriche.
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IL CASO IN CUI N0 È DISPARI

Abbiamo dimostrato che l’enna-
gono di area massima e perimetro
assegnato L è l’ennagono regola-
re, purché il numero N0 dei suoi la-
ti sia un numero pari.

Il risultato continua a valere
anche se N0 è dispari.

Per verificarlo, usiamo il me-
todo dei moltiplicatori di Lagran-
ge. Questo metodo si può appli-
care indipendentemente dal fatto
che N0 sia pari o dispari.

Ragionando come nelle pagine

precedenti, si dimostra che esiste

un poligono P0 di area massima

fra tutti quelli di perimetro L ed
aventi N ≤ N0 lati.

Si dimostra anche che il poli-

gono P0 è equilatero. Verifichia-

mo ora che i suoi angoli interni
α1, . . . , αN sono tutti uguali.

Poiché il poligono P0 rende massi-

ma la funzione

f(x1, y1, . . . , xN , yN)=
N∑
j=1

(xj−1 yj −xj yj−1)

sotto il vincolo g(x1, y1, . . . , xN , yN)
= L, dove g è data da

g(x1, y1, . . . , xN , yN)

=
N∑
j=1

√
(xj − xj−1)2 + (yj − yj−1)2 ,

esiste uno scalare λ, detto molti-
plicatore di Lagrange, tale che

∇k f(P1, . . . , PN) = λ∇k g(P1, . . . , PN)
(30)

per ogni k = 1, . . . , N .

Si precisa che nel definire f e
g si è inteso, come di consueto,
xN = x0 e yN = y0, e P1, . . . , PN = P0

sono i vertici di P0 enumerati in
senso antiorario. Per abbreviare
le formule, il simbolo ∇k denota
l’operatore

∇k =
( ∂

∂xk
,

∂

∂yk

)
.

Poniamo inoltre vk = Pk − Pk−1 e

nk =
(yk − yk−1, xk−1 − xk)

ℓ
.

Con ℓ = ∥vk∥ si denota la lunghez-
za di ciascun lato. Posto nN+1 =
n1 e vN+1 = v1, derivando le fun-

zioni f e g troviamo

∇k f(P1, . . . , PN) = ℓ (nk+1 + nk),

∇k g(P1, . . . , PN) = (vk − vk+1)/ℓ.

Sostituendo nella (30) si ottiene

ℓ2 (nk+1 + nk) = λ (vk − vk+1).

Moltiplicando scalarmente ambo i
membri per il versore

ek =
nk+1 + nk

∥nk+1 + nk∥
,

e poiché

∥nk+1 + nk∥ = 2 sen
αk

2

vk − vk+1 = 2 ℓ ek cos
αk

2
,

troviamo

ℓ sen
αk

2
= λ cos

αk

2
per ogni k.

Dunque gli angoli interni αk del
poligono P0 sono tutti uguali fra
loro, come volevasi dimostrare.
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LA DISUGUAGLIANZA ISOPERI-
METRICA NELLA CLASSE DEL-
LE FIGURE PIANE REGOLARI A
TRATTI

Consideriamo le figure piane Ω
⊂ R2, limitate, la cui frontiera ∂Ω
è costituita da una curva chiusa γ,
semplice (cioè priva di autointer-
sezioni) e regolare a tratti. Ve-
rifichiamo che

|Ω| ≤ |∂Ω|2

4π
. (31)

La (31) è la disuguaglianza isope-
rimetrica nel piano, e la si può

estendere a figure meno regolari

a patto di definire opportunamen-

te il perimetro |∂Ω|.

Per dimostrare la (31) per Ω
regolare a tratti basta osservare

che esiste una successione di poli-

gonali γn, semplici e chiuse, fron-

tiere di poligoni Pn tali che

lim
n→+∞

|Pn| = |Ω|;

lim
n→+∞

|∂Pn| = |∂Ω|.

Indicato con Nn il numero dei la-
ti di Pn, aggiungendo se necessario

dei vertici lungo la frontiera γn,
e cioè dividendo qualche lato in
due, possiamo far s̀ı che Nn sia pa-
ri e tale che Nn ≥ n per ogni n.

Scrivendo allora Pn al posto di
P nella (29), e Nn al posto di N0,

la (31) si ottiene facendo tendere
n all’infinito.

IL CASO DELL’UGUAGLIANZA

Se Ω è un cerchio di raggio r, al-
lora sostituendo |Ω| = πr2 e |∂Ω| =
2πr nella (31) si constata che vale
l’uguaglianza.

Verifichiamo che le uniche figure
piane regolari a tratti che soddi-
sfano la (31) con l’uguaglianza so-
no i cerchi.

Sia dunque Ω0 una figura pia-
na incognita, regolare a tratti e
soddisfacente la (31) con l’ugua-
glianza.

Osserviamo che Ω0 è una figura
convessa perché, se cos̀ı non fos-

se, l’inviluppo convesso Ω∗
0 soddi-

sferebbe

|Ω∗
0| > |Ω0|

|∂Ω∗
0| < |∂Ω0|

contraddicendo la (31). Per veri-

ficare che Ω0 è un cerchio, effet-
tuiamo la manovra di Steiner.

PUNTI CONTRAPPOSTI

Collochiamo innanzitutto l’o-
rigine del sistema di riferimento
in un punto O ∈ ∂Ω0, e indichiamo
con Q ∈ ∂Ω0 il punto tale che la
curva γ = ∂Ω risulti divisa in due
parti γ1, γ2 di uguale lunghezza.

Posizioniamo l’asse x in modo
tale che il punto Q si trovi sul

semiasse delle x > 0.

Né γ1 né γ2 può coincidere col

segmento OQ perché, se cos̀ı fosse,
si avrebbe γ1 = γ2 = OQ e di conse-
guenza |Ω0| = 0.
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DIVISIONE A METÀ

Osserviamo poi che il segmento
OQ divide Ω0 in due parti di uguale
area.

Se cos̀ı non fosse, allora la parte
di area maggiore, unita con la sua
immagine speculare rispetto alla
retta per OQ, darebbe una figura
dal bordo regolare a tratti, iso-
perimetrica e di area maggiore di
Ω0, contro la (31).

MANOVRA DI STEINER

Infine, verifichiamo che tutti i

punti della frontiera ∂Ω0 giaccio-
no sulla circonferenza di diame-

tro OQ.

Preso arbitrariamente un pun-
to P ∈ ∂Ω0, diverso dai punti O e

Q per i quali la tesi è banale, ve-

rifichiamo che l’angolo OP̂Q è un

angolo retto.

Senza ledere la generalità, sup-
poniamo che P giaccia nel semipia-

no y > 0, e supponiamo per assurdo
che l’angolo OP̂Q non sia un an-
golo retto.

Il segmento OP divide la figu-
ra Ω0 in due parti, una delle quali
giacente nel semipiano y ≥ 0: la in-
dicheremo con Ω1.

Analogamente, il segmento PQ
divide la figura Ω0 in due parti:

quella giacente nel semipiano y ≥
0 sarà indicata con Ω2.

Indichiamo con Ω′
2 la figura ot-

tenuta ruotando Ω2, come un cor-
po rigido, intorno al punto P fi-
no a quando il punto Q raggiunge
la posizione Q′ tale che l’angolo
OP̂Q′ è un angolo retto.

Il triangolo rettangolo T ′ =
OPQ′ ha area maggiore del trian-
golo T = OPQ (v. esercizio 2 della
serie [104]).

Perciò l’unione Ω1∪T ′∪Ω′
2, insie-

me alla sua immagine speculare ri-
spetto alla retta per OQ′, indivi-
dua una figura isoperimetrica ri-
spetto ad Ω0 ma di area maggiore,
contro la (31).

Questa contraddizione mostra
che l’angolo OP̂Q dev’essere un

angolo retto, dunque P giace sul-

la circonferenza di diametro OQ,

come volevasi dimostrare.

UN PRESUPPOSTO DELLA MA-

NOVRA DI STEINER

Fissato un vettore rQ ̸= 0, e po-
sto rC = 1

2 rQ, vogliamo verificare
che se un vettore rP è perpendico-
lare alla differenza rQ−rP , allo-
ra

∥rP − rC∥ = ∥rC∥.
Si ha infatti

∥rP − rC∥2 = (rP − rC) · (rP − rC)

= ∥rP∥2 − 2 rP · rC + ∥rC∥2

e l’ipotesi che rP ·(rQ−rP ) = 0 equi-

vale a

2 rP · rC = ∥rP∥2.

La tesi segue.
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LA SOLUZIONE DI PETER LAX

Nel 1995 uno dei più famosi mate-
matici contemporanei, Peter Lax,
pubblicò su di una rivista divul-
gativa (The American Mathemati-
cal Monthly) la seguente soluzio-
ne del problema di Didone.

Consideriamo l’insieme delle cur-
ve piane γ di equazioni parametri-
che {

x = x(s),

y = y(s),
s ∈ [0, π],

con funzioni x(s) e y(s) di classe
C1([0, π]) e soddisfacenti per ogni

s ∈ [0, π] la condizione

(x′(s))2 + (y′(s))2 = 1. (32)

Richiediamo inoltre che le curve

γ abbiano gli estremi sull’asse x, e

più precisamente che

x(0) ≥ x(π);

y(0) = y(π) = 0.

Ci proponiamo di dimostrare che il

funzionale

F [γ] = −
∫ π

0

x′(s) y(s) ds

ammette massimo nel suddetto in-
sieme di curve, e di individuare le
curve massimanti.

Per la formula di Gauss dell’a-
rea, ovvero per il teorema della
divergenza nel piano, il valore nu-
merico di F [γ] esprime l’area della
regione piana delimitata da γ e dal
segmento che ne unisce gli estre-

mi, purché γ non si autointersechi
e giaccia nel semipiano y ≥ 0.

Per la disuguaglianza di Cau-
chy: ab ≤ 1

2 (a
2 + b2), si ha

−x′(s) y(s) ≤ 1

2

(
(x′(s))2 + y2(s)

)
(33)

con uguaglianza se e solo se −x′(s)
= y(s). Tenendo conto anche del-
la (32), possiamo scrivere

F [γ] ≤ 1

2

∫ π

0

(
(x′(s))2 + y2(s)

)
ds

=
1

2

∫ π

0

(
1− (y′(s))2 + y2(s)

)
ds.

Ora introduciamo la funzione

φ(s) =


y(s)
sen s , s ∈ (0, π),

y′(0), s = 0,

−y′(π), s = π.

Con la regola di de l’Hôpital si

vede che φ ∈ C0([0, π]), mentre non
è detto che φ sia derivabile agli

estremi. Effettuando le sostitu-

zioni

y(s) = φ(s) sen s, s ∈ [0, π];

y′(s) = φ′(s) sen s

+ φ(s) cos s, s ∈ (0, π),

si trova

F [γ] ≤ 1

2

∫ π

0

(
1− (φ′(s))2 sen2 s

− φ(s)φ′(s) sen 2s− φ2(s) cos 2s
)
ds.

Integrando per parti si nota che∫ π

0

φ2(s) cos 2s ds =

−
∫ π

0

φ(s)φ′(s) sen 2s ds.

A questo proposito si osservi che
il prodotto φ′(s) sen s = y′(s) − φ(s)
cos s è prolungabile per continuità
agli estremi, quindi lo è anche il

prodotto φ′(s) sen 2s.
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Dunque possiamo semplicemente
scrivere

F [γ] ≤ 1

2

∫ π

0

(
1− (φ′(s))2 sen2 s

)
ds

≤ 1

2

∫ π

0

ds =
π

2
. (34)

Poiché l’uguaglianza viene assun-
ta nel caso in cui γ è la semicir-
conferenza di equazioni{

x = cos s,

y = sen s,
s ∈ [0, π],

concludiamo che

max
γ

F [γ] =
π

2
.

Per individuare tutte le curve

massimanti, indichiamo ora con γ

una curva incognita tale che F [γ]
= π

2 .

Poiché vale l’uguaglianza nel-

la (34), φ′ deve essere identica-

mente nulla. Dunque φ(s) = k (co-
stante reale) e y(s) = k sen s, da cui

y′(s) = k cos s.

Inoltre, poiché vale l’uguaglian-

za nella (33), si ha x′(s) = −y(s) =
−k sen s. Ricordando la (32) si de-
duce che k = ±1.

Ricordando infine che γ giace
nel semipiano y ≥ 0, si conclude
che k = 1, e le curve che massimiz-
zano F [γ] sono quelle di equazioni
parametriche{

x = xC + cos s,

y = sen s,
s ∈ [0, π],

con xC un parametro in R. Sono
cioè semicirconferenze di raggio 1
il cui centro ha coordinate (xC , 0).

IL CASO N-DIMENSIONALE

La disuguaglianza isoperimetrica
per insiemi N-dimensionali Ω ⊂ RN

ha la seguente forma:

|Ω| ≤ cN |∂Ω|
N

N−1 , (35)

dove cN è un’opportuna costante
che dipende dalla dimensione N .

Il valore di cN è tale che, quan-
do Ω è una palla N-dimensionale,
il primo ed il secondo membro del-
la (35) sono uguali fra loro. Ad
esempio:

c2 =
1

4π

c3 =
1

6
√
π

Una dimostrazione della (35), va-

lida in dimensione N = 3 e per soli-

di dalla superficie analitica a pez-
zi, si trova in un articolo di H. A.

Schwarz del 1884 [21].

Dimostrazioni più generali si pos-
sono trovare, ad esempio, nel li-
bro di Federer [8] e negli articoli

di De Giorgi [7] e di Talenti [23].
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Metodi classici



PREMESSA

Non si conosce un metodo gene-
rale per trovare il minimo di qua-
lunque funzionale.

In queste pagine si accenna a
qualcuno dei principali metodi che
si possono utilizzare, senza garan-
tirne il successo incondizionato.
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CHE COS’È L’EQUAZIONE DI
EULERO-LAGRANGE

L’equazione di Eulero-Lagrange
esprime una condizione necessaria
che una funzione u0 deve soddi-
sfare per essere estremante di un
funzionale dato.

Più precisamente, consideriamo
il funzionale

F [u] =

∫ b

a

f(x, u(x), u′(x)) dx,

dove (a, b) è un intervallo limitato
e la funzione f , per semplicità, è
di classe C2(R3).

Cerchiamo il minimo di F nella

classe X = {u ∈ C1([a, b]) | u(a) =
ua, u(b) = ub }, essendo ua, ub due pa-

rametri assegnati.

Supponiamo che esista una mini-

mante u0 ∈ X, e che u0 sia di classe

C2([a, b]). Più avanti rimuoveremo
quest’ultima ipotesi grazie ad un

teorema di regolarità.

Vogliamo dimostrare che, sotto
tali ipotesi, la funzione u0 è una

soluzione della seguente equazio-
ne differenziale ordinaria:

d

dx

∂f

∂u′
(x, u0(x), u

′
0(x)) (36)

=
∂f

∂u
(x, u0(x), u

′
0(x)).

Tale equazione è detta di Eulero,
o di Eulero-Lagrange. Svolte le
derivate ivi indicate, il che è pos-
sibile per le ipotesi di regolarità
su f e su u0, si ottiene un’equazio-

ne del secondo ordine.

COME SI USA L’EQUAZIONE DI
EULERO-LAGRANGE

Si trovano le soluzioni della (36),
dette “estremali” del funzionale
F , soddisfacenti le condizioni

u(a) = ua, u(b) = ub,

chiamate condizioni agli estremi, o
condizioni ai limiti. Poi si cercano
fra le estremali le eventuali mi-
nimanti del funzionale.

Stando a [9, pag. 70], l’appellativo
di “estremali” fu introdotto da
Kneser nel suo “Lehrbuch der Va-
riationsrechnung” (Testo di cal-

colo delle variazioni, 1900).

LE DIFFICOLTÀ INSITE NEL ME-

TODO

Una prima difficoltà sta nel ri-

solvere l’equazione differenziale.

Questa difficoltà è particolar-

mente sentita per funzionali più

complessi, come ad esempio il fun-
zionale di Dirichlet (19), la cui
equazione di Eulero-Lagrange è

un’equazione alle derivate parzia-
li

Una seconda difficoltà sta nel
fatto che le soluzioni dell’equa-
zione di Eulero, ammesso di riusci-

re a trovarle, non è detto che sia-
no estremanti del funzionale.

Questo perché l’equazione esprime
una condizione necessaria ma non
sufficiente in tal senso.
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IL LEMMA FONDAMENTALE
DEL CALCOLO DELLE VARIA-
ZIONI

Per dimostrare la necessità della
condizione (36) ci si serve del se-
guente lemma.

Se una funzione A ∈ C0([a, b]) ha
la proprietà che∫ b

a

A(x) η(x) dx = 0 (37)

per ogni funzione η ∈ C1([a, b]) sod-
disfacente le condizioni η(a) = η(b)
= 0, allora A è identicamente nul-
la.

Per dimostrare il lemma, sup-

poniamo per assurdo che risulti

A(x0) ̸= 0 in un certo punto x0 ∈
(a, b). Senza ledere la generalità,
supponiamo A(x0) > 0.

Per il teorema della permanen-

za del segno, esiste un intorno I0
= (x0−r, x0+r) ⊂ (a, b) nel quale va-

le la disuguaglianza A(x) ≥ 1
2 A(x0).

Prendiamo allora (fra le tante

possibilità)

η(x) =
((
r2 − (x− x0)

2
)+)2

. (38)

Risulta η ∈ C1(R) e η(a) = η(b) = 0,
dunque vale la (37). Tuttavia si
ha anche η > 0 in I0 e η = 0 in R \ I0,
dunque∫ b

a

A(x) η(x) dx =

∫
I0

A(x) η(x) dx

≥ A(x0)

2

∫
I0

η(x) dx

> 0.

Poiché ciò contraddice la (37),
deve aversi A(x0) = 0. Per l’arbi-
trarietà di x0, si deduce che A = 0
in tutto l’intervallo (a, b). Infine,
essendo A continua agli estremi,
si conclude che A = 0 in [a, b], come
volevasi dimostrare.

OSSERVAZIONE 1

Il lemma continua a valere sot-
to l’ipotesi più debole che la (37)
valga per le funzioni η ∈ C∞([a, b])
tali che η(a) = η(b) = 0.

Per verificarlo, basta sostitui-
re la (38) con una funzione η aven-
te le proprietà richieste.

OSSERVAZIONE 2

Il lemma si può estendere a fun-

zioni A(x) discontinue, nonché al

caso in cui la variabile x è un vet-
tore in RN . Un enunciato preciso

si può trovare, ad esempio, nel Co-

rollario IV.24 di [3].

OSSERVAZIONE 3

Se una funzione u ∈ C1([a, b]) sod-
disfa la condizione u(x0) < 0, oppu-
re u′(x0) > 0, la funzione ut(x) =
u(x) + t η(x) soddisfa le stesse di-
suguaglianze nell’intorno I0 pur
di prendere r e t sufficientemen-
te piccoli.

Ciò consente di ricavare l’equa-
zione di Eulero-Lagrange anche

quando la classe delle funzioni
ammissibili è soggetta a vincoli
del tipo u < 0, oppure u′ > 0. Nel
prossimo paragrafo vedremo come
si procede.
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COME SI RICAVA L’EQUAZIONE
DI EULERO-LAGRANGE

L’equazione di Eulero-Lagrange
esprime una condizione necessaria
che una funzione u0 deve soddi-
sfare per essere estremante di un
funzionale dato.

Per verificare tale affermazio-
ne, supponiamo che una certa fun-
zione u0 ∈ C2([a, b]) sia un’estreman-
te del funzionale F nella classe X
(v. pag. Mc39). Per fissare le idee,
supponiamo che

F [u0] = min
u∈X

F [u]. (39)

Vogliamo verificare che la (36) è

soddisfatta.

A tal fine fissiamo una funzione

η ∈ C1([a, b]) tale che η(a) = η(b) = 0,
e studiamo la retta r ⊂ X costi-
tuita dalle funzioni ut ∈ X date da

ut(x) = u0(x) + t η(x).

Si intende che i punti della retta

r sono le funzioni ut sopra defini-
te.

Le funzioni ut sono di classe C1([a,
b]) perché somme di due tali funzio-
ni, e soddisfano ut(a) = ua, ut(b) = ub
perché η si annulla agli estremi.
Si ha, in particolare,

u′t(x) = u′0(t) + t η′(x).

Consideriamo dunque la restrizio-
ne φ del funzionale F : X → R alla
retta r ⊂ X, e cioè la funzione

φ(t) = F [ut]

definita per t ∈ R.

Per effetto della (39) si ha, a
maggior ragione,

φ(0) = min
t∈R

φ(t).

Essendo φ una funzione di una va-
riabile reale, intendiamo applica-
re il teorema di Fermat e scrivere
φ′(0) = 0.

Siamo perciò condotti al pro-
blema di portare sotto il segno di
integrale l’operazione di deriva-
zione nell’espressione

φ′(t) =
d

dt

∫ b

a

f(x, ut(x), u
′
t(x)) dx.

Ciò è possibile perché la funzio-
ne composta f(x, ut(x), u

′
t(x)) è con-

tinua rispetto alla coppia (x, t) in-
sieme alla sua derivata parziale

rispetto a t, data da

∂

∂t
f(x, ut(x), u

′
t(x))

= fu(x, ut(x), u
′
t(x)) η(x)

+ fu′(x, ut(x), u
′
t(x)) η

′(x).

Perciò la condizione φ′(0) = 0 di-
venta∫ b

a

fu(x, u0(x), u
′
0(x)) η(x) dx (40)

+

∫ b

a

fu′(x, u0(x), u
′
0(x)) η

′(x) dx = 0.

Il secondo integrale si può svol-
gere per parti, tenendo conto del
fatto che η(a) = η(b) = 0. Cos̀ı fa-
cendo, si ottiene∫ b

a

(
fu −

d

dx
fu′

)
η(x) dx = 0,

dove si è omesso, per brevità, l’ar-
gomento (x, u0(x), u

′
0(x)) di fu e di fu′.
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Indichiamo con A(x) la funzione
continua

A(x) = fu(x, u0(x), u
′
0(x))

− d

dx
fu′(x, u0(x), u

′
0(x)),

e ricordiamo che η ∈ C1([a, b]) è u-
na funzione arbitraria, nulla agli
estremi.

Dunque, per il lemma fondamen-
tale del calcolo delle variazioni,
si conclude che A è identicamente
nulla.

La condizione A ≡ 0 equivale al-
la (36), e la dimostrazione è con-

clusa.

L’EQUAZIONE IN FORMA INTE-

GRALE

Torniamo a considerare il fun-

zionale F nella classe X come a

pag. Mc39, ma questa volta sotto

l’ipotesi che f ∈ C1(R3). Vogliamo
rimuovere anche l’ipotesi che le

eventuali minimanti siano di clas-

se C2([a, b]).

Più avanti daremo una condizione
sufficiente affinché le minimanti

abbiano tale regolarità.

Supponiamo che una funzione u0
∈ X sia una minimante. Possiamo
procedere di nuovo come a pag.
Mc41 ed arrivare alla (40).

Ora non possiamo svolgere per

parti il secondo integrale perché
fu′(x, u0(x), u

′
0(x)) può non essere de-

rivabile. Poniamo allora

A(x) =

∫ x

a

fu(t, u0(t), u
′
0(t)) dt. (41)

Svolgendo per parti il primo in-
tegrale nella (40) si ottiene∫ b

a

(
A(x)− fu′(x, u0(x), u

′
0(x))

)
η′(x) dx

= 0.

Poiché il coefficiente di η′ è una
funzione continua, possiamo invo-
care il lemma di Du Bois-Reymond
e concludere che

A(x)−fu′(x, u0(x), u
′
0(x)) = cost. (42)

Ma poiché A(x) è di classe C1([a, b])
per la definizione (41), dalla (42)
segue che la funzione composta

fu′(x, u0(x), u
′
0(x))

è di classe C1([a, b]) rispetto alla

variabile x anche se fu′ è soltan-
to continua rispetto alla variabi-

le (x, u, u′), e u′0 è soltanto conti-

nua rispetto alla x.

Dunque è legittimo derivare ambo

i membri della (42). Cos̀ı facendo,

si ottiene nuovamente la (36).

Questa volta però non sarà possi-
bile, in generale, svolgere la de-

rivata indicata nella (36) median-
te la regola di derivazione della
funzione composta.

Concludiamo con l’osservare che
la (42), scritta nella forma∫ x

a

fu(t, u0(t), u
′
0(t)) dt (43)

= fu′(x, u0(x), u
′
0(x)) + cost.

viene detta equazione di Eulero-
Lagrange in forma integrale.
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UN TEOREMA DI REGOLARITÀ

Consideriamo ancora una volta
il funzionale F nella classe X co-
me a pag. Mc39, con f ∈ C2(R3). Vo-
gliamo dimostrare che se per ogni
(x, u, u′) risulta

fu′u′(x, u, u′) > 0

allora le eventuali minimanti so-
no di classe C2((a, b)).

Consideriamo dunque una mini-
mante u0 ∈ X. Procedendo come a
pag. Mc42 arriviamo all’equazione
di Eulero-Lagrange (43) in forma
integrale.

Per ipotesi, la derivata parzia-

le
∂

∂u′
fu′(x, u, u′)

è positiva, e perciò possiamo ap-
plicare alla (42) il teorema del-

la funzione implicita, detto anche

teorema del Dini in onore di Ulis-

se Dini (1845–1918).

Fissato un punto x0 ∈ (a, b), es-
sendo la funzione

A(x)− fu′(x, u0(x), p)

di classe C1 rispetto alla variabi-
le congiunta (x, p), esiste un’unica
funzione p = g(x) tale che

A(x)− fu′(x, u, g(x)) = cost.

in un opportuno intorno di x0.

Inoltre g(x) è di classe C1, quin-
di anche u′0(x) (= g(x) per l’unicità)
è di classe C1 in un intorno di x0.

Per l’arbitrarietà di x0, ne se-
gue che u0 ∈ C2((a, b)), come vole-
vasi dimostrare.
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UNA CONDIZIONE SUFFICIEN-
TE

Supponiamo di aver trovato un’e-
stremale u0 ∈ C2((a, b)) del funzio-
nale F nella classe X definita a
pag. Mc39.

Verifichiamo che se per ogni x ∈
(a, b) la lagrangiana f(x, u, u′), che
supponiamo di classe C2(R3), è con-
vessa rispetto alla variabile (u,
u′), allora la funzione u0 è una mi-
nimante.

Per la convessità di f , possiamo
scrivere

f(x, u, u′) ≥ f(x, u0, u
′
0) (44)

+ fu(x, u0, u
′
0) (u− u0)

+ fu′(x, u0, u
′
0) (u

′ − u′0)

per ogni x ∈ [a, b] ed ogni (u, u′) ∈
R2.

Presa arbitrariamente una fun-

zione u ∈ X, sostituiamo nella (44)
u = u(x), u′ = u′(x), u0 = u0(x) e u′0 =
u′0(x). Integrando ambo i membri si

trova

F [u] ≥ F [u0]

+

∫ b

a

fu(x, u0(x), u
′
0(x)) (u(x)− u0(x)) dx

+

∫ b

a

fu′(x, u0(x), u
′
0(x)) (u

′(x)− u′0(x)) dx.

Svolgendo per parti l’ultimo in-
tegrale, tenuto conto del fatto
che u e u0 coincidono agli estremi
si ha

F [u] ≥ F [u0] (45)

+

∫ b

a

(
fu −

d

dx
fu′

)
(u(x)− u0(x)) dx

dove si è omesso, per brevità, l’ar-
gomento (x, u0(x), u

′
0(x)) di fu e di fu′.

Ma siccome u0 è un’estremale del
funzionale F , dunque soddisfa l’e-
quazione (36), la (45) mostra che

F [u] ≥ F [u0].

Da qui, essendo u arbitraria, pos-
siamo concludere che u0 è una mi-

nimante, come volevasi dimostra-

re.
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I PROBLEMI ISOPERIMETRICI

Consideriamo ora alcuni problemi
detti isoperimetrici (per estensio-
ne di linguaggio).

Si tratta di minimizzare il fun-
zionale F di pag. Mc39 nella classe
XG delle funzioni u ∈ C1(([a, b])) ta-
li che u(a) = ua, u(b) = ub (dati) e
soddisfacenti la condizione

G[u] = 0, (46)

essendo G il funzionale dato da

G[u] =

∫ b

a

g(x, u(x), u′(x)) dx.

Si considerano dunque due funzio-

nali: uno (F ) da minimizzare, l’al-

tro (G) che interviene nella con-
dizione (46).

La (46) si dice condizione isope-

rimetrica perché nel caso partico-

lare in cui

g(x, u, u′) =
√

1 + (u′)2 − L
b−a ,

la (46) diventa∫ b

a

√
1 + (u′(x))2 dx = L (dato),

e quindi esprime la condizione che
il grafico di u abbia lunghezza L.

RIDUZIONE AL CASO BIDIMEN-
SIONALE

Cerchiamo di ricavare una con-
dizione necessaria, analoga alla
(36), che un’eventuale minimante
u0 deve soddisfare.

Il ragionamento svolto a pag.
Mc41 non si può ripetere perché la
funzione ut = u0 + t η non soddisfa,
in generale, la condizione (46) per
t ̸= 0.

Procediamo quindi come segue.
Fissate due funzioni η1, η2 ∈ C1([a,
b]), nulle agli estremi, definiamo

le funzioni φ, ψ delle due variabili

reali (s, t) ponendo

φ(s, t) = F [u0 + s η1 + t η2],

ψ(s, t) = G[u0 + s η1 + t η2].

Se esiste una minimante u0 del fun-

zionale F nella classe XG, allora
il punto (s0, t0) = (0, 0) è un punto di

minimo assoluto per la funzione φ
nell’insieme dei punti (s, t) ∈ R2 ta-

li che
ψ(s, t) = 0.

Essendoci ricondotti ad un pro-
blema di minimo vincolato per la
funzione di due variabili φ(s, t), ap-
plichiamo il metodo dei moltipli-
catori di Lagrange.
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IL METODO DEI MOLTIPLICA-
TORI DI LAGRANGE

Sappiamo che se φ e ψ sono di
classe C1, e se il gradiente ∇ψ(0, 0)
non si annulla, allora esiste uno
scalare λ, detto moltiplicatore di
Lagrange, tale che

∇φ(0, 0) = λ∇ψ(0, 0). (47)

Verifichiamo che φ e ψ sono di
classe C1 supponendo, per sempli-
cità, che f, g ∈ C2(R3) e che u0 ∈
C2([a, b]).

Ragionando come a pag. Mc41 si

vede che ψ ∈ C1(R2), e in partico-

lare la sua derivata ψt(0, 0) è data

da ψt(0, 0) =∫ b

a

gu(x, u0(x), u
′
0(x)) η2(x) dx

+

∫ b

a

gu′(x, u0(x), u
′
0(x)) η

′
2(x) dx.

Svolgendo per parti il secondo in-

tegrale possiamo anche scrivere

ψt(0, 0) =

∫ b

a

(
gu −

d

dx
gu′

)
η2(x) dx

dove si è omesso, per brevità, l’ar-
gomento (x, u0(x), u

′
0(x)) di gu e di gu′.

Per soddisfare la condizione ∇ψ(0,
0) ̸= 0 del metodo dei moltiplica-
tori è sufficiente prendere η2, che
è arbitraria, in modo tale che∫ b

a

(
gu −

d

dx
gu′

)
η2(x) dx ̸= 0. (48)

Il lemma fondamentale del calco-
lo delle variazioni garantisce l’e-
sistenza di almeno una funzione η2

soddisfacente la (48) a condizione
che la funzione continua

gu(x, u0(x), u
′
0(x))−

d

dx
gu′(x, u0(x), u

′
0(x))

non sia identicamente nulla. Il
presente ragionamento si può dun-
que portare avanti sotto l’ipotesi
che la minimante u0 non sia un’e-
stremale del funzionale G.

Sotto tale ipotesi, scegliamo (in
teoria) una particolare funzione
η2 soddisfacente la (48).

Poiché anche φ, come ψ, è di
classe C1(R2), possiamo applicare
il metodo dei moltiplicatori e di-
re che vale la (47).

La tesi (47) implica che φs(0, 0) =
λψs(0, 0). E siccome

φs(0, 0) =

∫ b

a

(
fu −

d

dx
fu′

)
η1(x) dx,

ψs(0, 0) =

∫ b

a

(
gu −

d

dx
gu′

)
η1(x) dx,

concludiamo che∫ b

a

(
Lu −

d

dx
Lu′

)
η1(x) dx = 0,

avendo posto, per brevità, L(x, u,
u′) = f(x, u, u′)− λ g(x, u, u′). Essendo
η1 arbitraria, ne segue che condi-
zione necessaria affinché una fun-
zione u0 ∈ C2((a, b)), che non sia
un’estremale del funzionale G, mi-
nimizzi il funzionale F nella clas-
se XG, è che risulti

d

dx

∂L
∂u′

(x, u0(x), u
′
0(x)) (49)

=
∂L
∂u

(x, u0(x), u
′
0(x))

per ogni x ∈ (a, b).
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Applicazione alla brachistocrona



LA CICLOIDE

Johann Bernoulli, e gli altri
matematici che nel Seicento risol-
sero il problema della brachisto-
crona, scoprirono che la curva di
minimo tempo di transito è una ci-
cloide.

Ricaviamo le equazioni parametri-
che della cicloide descritta da un
punto P fissato su di una circon-
ferenza di raggio R quando tale
circonferenza rotola senza stri-
sciare sotto l’asse x.

Supponiamo che il punto P si

trovi inizialmente nell’origine.

Indicato con ϑ l’angolo tra la

retta OP e l’asse y, l’assenza di

strisciamento si esprime mediante
l’uguaglianza

a = xC

essendo xC l’ascissa del centro C

della circonferenza, e a = Rϑ l’ar-
co che è venuto a contatto con
l’asse x durante il movimento.

Le coordinate (x, y) del punto P
sono legate alle coordinate (xC ,
yC) del centro C dalle relazioni{

x = xC −R senϑ,

y = yC +R cosϑ.

Poiché yC ≡ −R, le equazioni para-
metriche della cicloide sono{

x = R (ϑ− senϑ),

y = R (−1 + cosϑ).
(50)

LEGGE ORARIA DEL MOTO

La legge oraria del moto di un
punto materiale P che, colloca-
to a riposo in O, scivola senza at-
trito lungo la cicloide (50) ha la
forma{

x = R (ϑ(t)− senϑ(t)),

y = R (−1 + cosϑ(t)).

Determiniamo la funzione ϑ(t). Ri-
cordiamo che la velocità di P è

v =
√

2g |y|

(v. pag. Mc6). Sostituendo |y| = R
(1− cosϑ) si ottiene

v =
√

2gR (1− cosϑ) . (51)

D’altro canto, derivando le equa-

zioni (50), troviamo
dx
dϑ = R (1− cosϑ),

dy
dϑ = −R senϑ

(52)

e di conseguenza∣∣∣∣ dPdϑ
∣∣∣∣ =

√(
dx
dϑ

)2
+
(
dy
dϑ

)2
= R

√
2 (1− cosϑ) .

Poiché, derivando la funzione com-
posta P (ϑ(t)), si trova

v =

∣∣∣∣ dPdt
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ dPdϑ
∣∣∣∣ dϑdt ,

per confronto con la (51) si dedu-
ce che

dϑ

dt
=

√
g

R
,

e pertanto

ϑ =

√
g

R
t.
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L’EQUAZIONE DI EULERO DEL-
LA BRACHISTOCRONA

Consideriamo il funzionale tempo
di transito ricavato a pag. Mc7, e
cioè

F [u] =

∫ b

0

√
1 + (u′(x))2√
2g |u(x)|

dx. (53)

La sua equazione di Eulero è

d

dx

|u(x)|− 1
2 u′(x)√

1 + (u′(x))2
=

√
1 + (u′(x))2

2u(x) |u(x)| 12
.

Nello svolgere la derivata al pri-
mo membro si tenga presente che

d

dx
|u(x)|−

1
2 =

u′(x)

2 |u(x)| 32

perché |u(x)| = −u(x). Effettuate

le semplificazioni del caso, l’equa-

zione si riduce a

2u′′(x)

1 + (u′(x))2
=

1

|u(x)|
, (54)

da cui si vede che u′′ > 0. Molti-

plicando ambo i membri della (54)

per u′(x) ed integrando, si ottiene
l’integrale primo

1 + (u′(x))2 =
C

|u(x)|
(55)

dove C è una costante arbitraria,
evidentemente positiva.

OSSERVAZIONE

Le funzioni costanti u(x) = ±C
soddisfano banalmente la (55) ma
non soddisfano la (54).

Tali soluzioni sono state intro-
dotte moltiplicando ambo i mem-

bri della (54) per u′(x).

IL BOOTSTRAP

Usando l’equazione di Eulero-
Lagrange in forma integrale (pag.
Mc42) possiamo affermare che se
il funzionale F nella (53) ha una
minimante u0 nella classe X delle
funzioni u ∈ C1((0, b)) ∩ C0([0, b]) ta-
li che u(0) = 0, u(x) < 0 per ogni
x ∈ (0, b), e u(b) = ub ≤ 0, allora la
funzione

φ(x) =
|u0(x)|−

1
2 u′0(x)√

1 + (u′0(x))
2

(56)

appartiene a sua volta alla classe
C1((0, b)), e si ha

φ′(x) =

√
1 + (u′0(x))

2

2u0(x) |u0(x)|
1
2

. (57)

Verifichiamo per induzione che u0
∈ C∞((0, b)). È sufficiente verifica-
re che, se u0 ∈ Ck((0, b)) per qual-

che k ≥ 1, allora u0 ∈ Ck+1((0, b)).

Se u0 ∈ Ck((0, b)), la (57) ci dice

che anche φ ∈ Ck((0, b)). Scriviamo
allora la (56) nella forma

u′0(x)√
1 + (u′0(x))

2
= |u0(x)|

1
2 φ(x),

da cui ricaviamo

u′0(x) =
|u0(x)|

1
2 φ(x)√

1− |u0(x)|φ2(x)

e da qui deduciamo che u′0 ∈ Ck((0,
b)), dunque u0 ∈ Ck+1((0, b)), come
volevasi dimostrare.

L’uso ricorsivo di un’equazione
differenziale per dimostrare mag-
giore regolarità della soluzione
si denota col termine anglosas-
sone “bootstrap” (allacciamento

dello stivale).
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SOLUZIONE DELL’EQUAZIONE
DI EULERO

Posto α = arctg(u′(x)) ∈ (−π
2 ,

π
2 )

(interpretazione geometrica del-
la derivata), la (55) diventa

|u(x)| = C cos2 α

= C sen2 i (58)

= R (1− cosϑ), (59)

essendo i = α + π
2 ∈ (0, π) l’angolo

fra il grafico di u e la verticale,
R = C/2, e ϑ = 2i. Dall’uguaglian-
za

i = arccotg(−u′(x))
segue che l’angolo i(x) è una fun-
zione di classe C∞((0, b)). Svolgen-

do la derivata e usando la (54) si

trova
di

dx
=

u′′(x)

1 + (u′(x))2

=
1

2 |u(x)|
> 0.

Per il teorema della funzione in-

versa, si può dunque scrivere x in
funzione di i e, vista la (58), risul-

ta
dx

di
= 2C sen2 i.

Ponendo u(0) = 0, e usando la (58),
possiamo scrivere i(0) = 0 (prolun-

gamento per continuità). Dunque

x(i) =

∫ i

0

2C sen2β dβ

= C

∫ i

0

(1− cos 2β) dβ

= R (ϑ− senϑ). (60)

La (59) e la (60) conducono, in-
fine, alle equazioni parametriche
(50) della cicloide.

INTERPRETAZIONE OTTICA

Johann Bernoulli risolse il pro-
blema della brachistocrona me-
diante un’analogia con il proble-
ma della rifrazione [14, pag. 671].

In sintesi, la cicloide è la tra-
iettoria di un raggio di luce che
attraversa un mezzo il cui indice
di rifrazione n = 1/v è inversamen-
te proporzionale a

√
|y| .

Per vederlo, partiamo dalla leg-
ge di Snell della rifrazione

sen i1
sen i2

=
v1
v2

che riscriviamo nella forma

v1
sen i1

=
v2

sen i2
.

Quando l’indice di rifrazione n =
1/v varia con l’ordinata y, la leg-
ge diventa

v

sen i
= cost. (61)

Ponendo v =
√

2g |u(x)| , si constata
che la (61) equivale alla (58).
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OMOTETIA

Al variare della costante R ∈
(0,+∞), le equazioni parametriche
(50) rappresentano una famiglia di
cicloidi γR.

Inoltre la cicloide γR si ottie-
ne dalla cicloide γ1, di equazioni{

x = ϑ− senϑ,

y = −1 + cosϑ,

mediante una dilatazione di coef-
ficiente R.

Tenuto conto della convessità
di γR, ne segue che per ogni punto
B = (b, ub) con b > 0 e ub ≤ 0 esiste

una ed una sola cicloide γR passan-
te per B.

UNICITÀ

Supponiamo per assurdo che u0, u1
siano due soluzioni distinte dell’e-

quazione (54) tali che uk(0) = 0,
uk(b) = ub, uk < 0 in (0, b] per k = 0, 1.

Se la differenza w(x) = u1(x) −
u0(x) è positiva in qualche punto di

(0, b), allora w ha un punto di mas-
simo x0 dove risulta

w(x0) = u1(x0)− u0(x0) > 0;

w′(x0) = u′1(x0)− u′0(x0) = 0;

w′′(x0) = u′′1(x0)− u′′0(x0) ≤ 0,

quindi

1

−u0(x0)
<

1

−u1(x0)
=

2u′′1(x)

1 + (u′1(x))
2

≤ 2u′′0(x)

1 + (u′0(x))
2
=

1

−u0(x0)
,

il che è assurdo. Similmente si ot-
tiene una contraddizione se w(x) è
negativa in qualche punto.

CONDIZIONI SUFFICIENTI

È noto che, fissati b > 0 e ub < 0,
il funzionale (53) ammette una e
una sola minimante u0 nella classe
delle funzioni u ∈ C1((0, b])∩C0([0, b])
tali che u(x) < 0 in (0, b], u(0) = 0 e
u(b) = ub.

La minimante è la funzione u0(x)
il cui grafico è quell’unica cicloi-
de di equazioni parametriche (50)
che passa per il punto B = (b, ub).

Ciò non discende dal solo fat-
to che u0 soddisfa l’equazione di
Eulero-Lagrange (54), ma richie-

de un’apposita motivazione.

Si può usare, ad esempio, il me-

todo di Weierstrass del campo di

estremali, come in [9, vol. I, pagg.
362–372].

In alternativa si può usare il

metodo diretto del calcolo delle

variazioni, come in [11]. I presup-
posti del metodo sono accennati

nella rimanente parte del corso.

In questa sede svolgiamo inve-

ce una dimostrazione basata sul-
la convessità della lagrangiana,
valida nel caso particolare in cui
u′0(b) < 0.
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UN FUNZIONALE CONVESSO

Fissati b > 0 e ub < 0, indichiamo
con u0(x) la funzione il cui grafico
è quell’unica cicloide di equazioni
parametriche (50) passante per il
punto B = (b, ub).

Supponendo che u′0(b) < 0, ov-
vero ub/b < −2/π, vogliamo dimo-
strare che la funzione u0 risolve
il problema della brachistocro-
na nella classe delle funzioni u ∈
C1((0, b])∩C0([0, b]) tali che: u(0) = 0,
u(b) = ub, e aventi un’inversa v di
classe C1([ub, 0]).

Osserviamo che supporre u′0(b)
< 0 equivale a supporre u′0(x) < 0
per ogni x ∈ (0, b], dunque la fun-
zione u0, ristretta all’intervallo

[0, b], ha un’inversa che indichere-

mo con x = v0(y) e che è di classe

C1([ub, 0]).

Il tempo di transito lungo una

curva γ, grafico di una funzione
x = v(y) di classe C1([ub, 0]), è dato
da

T [v] =

∫
γ

ds√
2g |y|

=

∫ 0

ub

√
1 + (v′(y))2√

2g |y|
dy

la cui equazione di Eulero ammet-
te l’integrale primo

1 + (v′(x))2

(v′(x))2
=

C

|y|
.

Ragionando come a pag. Mc50 si
constata che v0 soddisfa questa
equazione.

Ma siccome la lagrangiana del
funzionale T è strettamente con-
vessa rispetto alla variabile v′, il
metodo descritto a pag. Mc44 mo-
stra che v0 è una minimante (l’uni-
ca, per la precisione), come vole-
vasi dimostrare.
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Applicazione al problema di Newton



LE FUNZIONI AMMISSIBILI

Sulla base degli esercizi della se-
rie [101], cerchiamo una miniman-
te del funzionale G nella classe
delle funzioni u ∈ C1([0, R]) soddi-
sfacenti, per ogni ρ ∈ [0, R], la con-
dizione 0 ≤ u(ρ) ≤ h (costante posi-
tiva, assegnata).

Verifichiamo che il funzionale
G definito nella (12) non ammette
minimo nella classe di cui sopra, e
che il suo estremo inferiore è ze-
ro.

A tal fine è sufficiente definire

una successione di funzioni un ap-
partenenti alla classe suddetta e

tali che

lim
n→+∞

G[un] = 0. (62)

Per ogni n ∈ Z+, dividiamo l’inter-

vallo [0, R] in 2n parti uguali me-

diante i punti ρk = kR/(2n), k = 0,
. . . , 2n. Posto µn = R/(4n), definia-
mo un(ρ) =

h

2

(ρ− µn)
2

µ2n
, ρ ∈ [0, ρ1);

h− h

2

(ρ− 3µn)
2

µ2n
, ρ ∈ [ρ1, ρ2).

Si verifica per sostituzione che
un(0) = h/2 = un(ρ

−
2 ), e che un(ρ

−
1 )

= h/2 = un(ρ1), dunque l’estensione
di un fatta per periodicità all’in-

tervallo [0, R] è continua. Inoltre
la derivata di un è data da

u′n(ρ) =


h
ρ− µn
µ2n

, ρ ∈ [0, ρ1);

−h ρ− 3µn
µ2n

, ρ ∈ (ρ1, ρ2),

e si verifica per sostituzione che
u′(0) = −h/µn = u′n(ρ

−
2 ) e u′(ρ−1 ) =

h/µn = u′(ρ+1 ). Quindi l’estensione
di un fatta per periodicità all’in-
tervallo [0, R] è di classe C1([0, R]).

Indichiamo ancora con un, per
semplicità, la funzione periodica
di periodo T = R/n ottenuta co-
me sopra, e osserviamo che

G[un] ≤ R

∫ R

0

dρ

1 + (u′n(ρ))
2
.

Inoltre la funzione |u′n(ρ)| è perio-
dica di periodo T/2, quindi∫ R

0

dρ

1 + (u′n(ρ))
2
= 2n

∫ ρ1

0

dρ

1 + (u′n(ρ))
2

e quest’ultimo integrale si calco-

la elementarmente: posto an = µ2n/

h, si trova che esso vale

an

[
arctg

ρ− µn
an

]ρ1
0
= 2an arctg

µn
an

< πan.

In definitiva si ottiene

G[un] < 2nRπ an = 2nRπ
µ2n
h

=
R3π

8hn
→ 0

e la (62) segue. Questo fatto si
aggiunge alle considerazioni di ti-
po fisico che portano a restringe-
re ulteriormente la classe delle
funzioni ammissibili.

Nel prossimo paragrafo conside-

riamo il funzionale G nella classe
delle funzioni u ∈ C1([0, R]) tali che
0 ≤ u(ρ) ≤ h e u′(ρ) ≥ 0 in [0, R].

Metodi classici del calcolo delle variazioni - pag. Mc54



VALORI AGLI ESTREMI

Consideriamo il funzionale G
dato dalla (12) nella classe del-
le funzioni u ∈ C1([0, R]) tali che
0 ≤ u(ρ) ≤ h e u′(ρ) ≥ 0 in [0, R].

Le uniche funzioni della sud-
detta classe tali che u(R) = u(0)
sono le costanti, le quali rea-
lizzano il massimo di G e non il
minimo, quindi possiamo senz’altro
scartarle.

Invece, per ogni funzione u di tale
classe che soddisfa 0 < u(R)−u(0) <
h, possiamo considerare la funzio-

ne

ũ(ρ) = h
u(ρ)− u(0)

u(R)− u(0)
,

che sta nella stessa classe e sod-

disfa ũ(0) = 0, ũ(R) = h. Inoltre

ũ′(ρ) =
h

u(R)− u(0)
u′(ρ) > u′(ρ),

e quindi G[ũ] < G[u]. Perciò, nella

ricerca del minimo, non è restrit-

tivo limitarsi alla classe delle
funzioni u ∈ C1([0, R]) tali che u(0)
= 0, u(R) = h, e u′(ρ) ≥ 0 in [0, R].

Si noti che, per monotonia, le

funzioni di questa classe soddisfa-
no anche la limitazione 0 ≤ u(ρ) ≤ h
in [0, R].

EQUAZIONE DI EULERO-
LAGRANGE

Cerchiamo una minimante del
funzionale G nella classe delle
funzioni u ∈ C1([0, R]) tali che: u′ ≥
0 in [0, R], u(0) = 0 e u(R) = h (co-
stante positiva, assegnata).

Per ogni funzione u in tale clas-
se esiste almeno un punto ξ ∈ (0,
R) tale che, per il teorema di La-
grange, u′(ξ) = h/R > 0.

Per il teorema della permanen-
za del segno, il punto ξ ha un in-
torno in cui u′ è positiva: indichia-
mo con (a, b) ⊂ [0, R] il più grande
intervallo aperto contenente ξ e
nel quale u′ > 0.

Se u è una minimante del funzio-
nale G nella (12), allora, per il
lemma di Du Bois-Reymond, de-
ve soddisfare nell’intervallo (a, b)
l’equazione di Eulero-Lagrange

d

dρ

ρ u′(ρ)(
1 + (u′(ρ))2

)2 = 0,

la quale implica

ρ u′(ρ)(
1 + (u′(ρ))2

)2 = C (cost.). (63)

Essendo u′(ρ) > 0 in (a, b), deve

aversi C > 0: ciò esclude che il
primo estremo a possa essere nul-

lo, perché, se cos̀ı fosse, il primo
membro della (63) tenderebbe a
zero per ρ→ a+.

D’altro canto, nel caso a > 0, si
ha u′(a) = 0 perché, se fosse u′(a) >
0, si avrebbe anche u′ > 0 in un in-
torno (a − δ, a) e di conseguenza

u′ > 0 in (a − δ, b) contro la defi-
nizione dell’intervallo (a, b).

Ma allora il primo membro del-
la (63) tende ancora a zero per ρ
→ a+, e l’uguaglianza non può sus-

sistere: dunque G non ha minimo
nella classe considerata.
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ESISTENZA DELLA SOLUZIONE

Stando a [4, pag. 9] la prima dimo-
strazione rigorosa dell’esistenza
di una soluzione del problema di
Newton fu data da Kneser [15] nel
1902: il metodo è quello del cam-
po di estremali.

Altre dimostrazioni di esisten-
za, basate sul metodo diretto del
calcolo delle variazioni, si trova-
no in [17, Corollario 5.10] ed in
[11, Teorema 1.3].

In particolare si può dimostra-
re che il funzionale G della (12)

ammette minimo nella classe del-

le funzioni u ∈ C0([0, R]) aventi la

derivata u′ continua a tratti, non

decrescenti, e tali che u(0) = 0 e
u(R) = h (costante positiva, asse-

gnata).

Inoltre, indicata con u0 una qua-

lunque minimante nella suddetta

classe, si trova che u0 è convessa

ed esiste ρ0 ∈ (0, R) tale che u0 = 0
in [0, ρ0] e u0 > 0 in (ρ0, R]. Inoltre

u0 ∈ C1([ρ0, R]).

CONDIZIONE DI TRASVERSA-

LITÀ

È chiaro che u′0(ρ
−
0 ) = 0. In que-

sta sede vogliamo verificare che
u′0(ρ

+
0 ) = 1: un risultato stabilito

in [2].

Considereremo il punto ρ0, che
separa l’intervallo dove u0 = 0
dall’intervallo dove u0 è positiva,
come un’incognita di un problema

di minimo.

In altri termini, forti del ri-
sultato di esistenza sopra citato,
cercheremo il minimo del funzio-
nale

G0[u] =
ρ20
2

+

∫ R

ρ0

ρ dρ

1 + (u′(ρ))2
. (64)

L’uguaglianza u′0(ρ
+
0 ) = 1, che an-

diamo a dimostrare, è una condi-
zione detta “di trasversalità” e
trattata in generale in [1, pagi-
na 555].

CAMBIAMENTO DI VARIABILE

Nell’intervallo (ρ0, R) si dimo-

stra, come di consueto, che la

minimante u0 soddisfa l’equazione
di Eulero-Lagrange (63), e perciò

u′0 > 0.

Dunque, facendo variare ρ0 ∈ (0,
R), cerchiamo il minimo del funzio-

nale G0 nella classe delle funzio-

ni u nulle in [0, ρ0], positive in (ρ0,
R], aventi la derivata continua e

crescente in [ρ0, R], e soddisfacen-

ti u(R) = h.

Ogni u in tale classe è inverti-

bile nell’intervallo [ρ0, R] e possia-
mo indicare con v : [0, h] → [ρ0, R] la
sua funzione inversa.

Per il teorema della funzione
inversa, v è derivabile e si ha v′ =
1/u′, inoltre v è concava, e v′ è po-

sitiva in [0, h) e decrescente. Ma
allora, con il cambiamento di va-
riabile y = u(ρ), si trova che G0[u] =
F [v], essendo

F [v] =
v2(0)

2
+

∫ h

0

v(y) (v′(y))3

1 + (v′(y))2
dy.
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GENERALIZZAZIONE DEL ME-
TODO CLASSICO

Osserviamo innanzitutto che, co-
me sappiamo, una minimante v0 del
funzionale F nella classe delle
funzioni v ∈ C1([0, h]) soddisfacen-
ti v′ > 0 in [0, h) e v(h) = R deve
soddisfare l’equazione di Eulero-
Lagrange:

d

dy
fp(v0(y), v

′
0(y)) = fv(v0(y), v

′
0(y))

dove f(v, p) = vp3/(1 + p2).

Adesso però generalizziamo il
metodo seguito a pagina Mc41: qui
utilizzeremo una η ∈ C1([0, h]) che si

annulla in un intorno del secondo
estremo h ma è positiva per y = 0.

Nel presente caso poniamo vt(y)
= v0(y) + t η(y), quindi φ(t) = F [vt] =

(v0(0) + t η(0))2

2
+

∫ h

0

f(vt(y), v
′
t(y)) dy

e calcoliamo la derivata φ′(0). Do-
po aver integrato per parti, come

di consueto, troviamo 0 = φ′(0) =

v0(0) η(0) +
[
fp(v0(y), v

′
0(y)) η(y)

]h
0

+

∫ h

0

( d

dy
fp − fv

)
η(y) dy

dove l’argomento di fp e di fv è

stato omesso, per brevità, sotto
il segno di integrale.

L’integrale è nullo perché la

funzione integranda è nulla. In-
vece, questa volta, il termine di
bordo non è nullo: si ottiene, in-
fatti(

v0(0)− fp(v0(0), v
′
0(0))

)
η(0) = 0.

Poiché possiamo prendere η(0) >
0, se ne deduce che v(0) = fp(v0(0),
v′0(0)). Ma siccome

fp(v, p) = vp2
3 + p2

(1 + p2)2
,

semplificando il fattore v(0) giun-
giamo all’equazione

p20
3 + p20

(1 + p20)
2
= 1,

dove si è posto, per brevità, p0 =
v′0(0). La suddetta equazione si può
riscrivere

3p20 + p40 = (1 + p20)
2,

la quale si riduce a p20 = 1. Ricor-

dando che p0 = v′0(0) > 0, si trova

infine v′0(0) = 1 e quindi u′(ρ+0 ) = 1,
come volevasi dimostrare.

REGOLARITÀ DELLA SOLUZIO-
NE

L’informazione che u′0(ρ
+
0 ) = 1,

unita alla convessità di u0, impli-

ca che u′0 ≥ 1 in [ρ0, R].

Ciò permette di sfruttare me-
glio l’equazione (63): vediamo co-

me.

La funzione q(p) = p/(1+p2)2 sod-
disfa q′(p) < 0 per p ∈ (1/

√
3 , +∞) e

quindi, su tale intervallo, ha una
inversa che indicheremo con p(q) e
che soddisfa p′(q) < 0.

Sapendo che u′(ρ) ≥ 1 > 1/
√
3 ,

dalla (63) possiamo ricavare u′0(ρ)
= p(C/ρ) in [ρ0, R], e quindi u′′0 esiste
in [ρ0, R] ed è data da

u′′0(ρ) = −C p′(C/ρ)

ρ2
> 0.
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ESPRESSIONE DELLA SOLUZIO-
NE

Utilizzando le informazioni sin
qui raccolte, possiamo rappresen-
tare in forma parametrica il gra-
fico della soluzione u0(ρ) del pro-
blema di Newton.

Sappiamo che u0 è nulla in un
certo intervallo [0, ρ0], e soddisfa
u′0(ρ

+
0 ) = 1 e u′′0 > 0 in [ρ0, R].

Indichiamo ora con p(ρ) la fun-
zione p(ρ) = u′0(ρ). Per quanto ap-
pena visto, p(ρ) è derivabile con
continuità in [ρ0, R] ed ha deriva-

ta positiva, dunque ammette un’in-

versa ρ(p) definita per p ∈ [1, u′0(R)].

L’espressione di ρ(p) si ricava im-
mediatamente dalla (63), ed è

ρ(p) = C
(1 + p2)2

p
da cui segue

ρ′(p) = C
(1 + p2) (3p2 − 1)

p2
.

Per ricavare u0(ρ(p)), partiamo da

d

dp
u0(ρ(p)) = u′0(ρ(p)) ρ

′(p).

Per la definizione di ρ(p), si ha

u′0(ρ(p)) = p. Usando l’espressione
di ρ′(p) appena trovata, si giunge a

d

dp
u0(ρ(p)) = C

(1 + p2) (3p2 − 1)

p

= C
(
3p3 + 2p− 1

p

)
.

Integrando quest’ultima a partire
da p = 1, e sapendo che u0(ρ(1)) = 0,
si ottiene infine

u0(ρ(p)) = C
( 3

4
p4 + p2 − 7

4
− log p

)
.

Dunque il grafico della fun-
zione u0(ρ) si può rappresentare in
forma parametrica nel piano ρy
mediante

ρ = C
(1 + p2)2

p
,

y = C
( 3

4
p4 + p2 − 7

4
− log p

)
.

UNICITÀ DELLA SOLUZIONE

Le curve rappresentate in for-
ma parametrica come sopra dipen-
dono dal parametro C e sono omo-
tetiche (sono simili) l’una all’al-

tra.

Sappiamo inoltre che sono stret-

tamente convesse. Quindi esiste
uno ed un solo valore della co-

stante C tale che la corrispon-

dente curva passa per il punto as-

segnato di coordinate (R, h).

Pertanto la soluzione del pro-
blema di Newton è unica, ed è

quella che si ottiene come sopra.
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Applicazione alla catenaria



L’EQUAZIONE DI EULERO DEL-
LA CATENARIA

Applichiamo il metodo dei mol-
tiplicatori di Lagrange al proble-
ma di minimizzare il funzionale

F [u] =

∫ r0

−r0

√
1 + (u′(x))2 u(x) dx

nella classe XL delle funzioni u ∈
C1([−r0, r0]) tali che u(−r0) = u(r0) =
0 e soddisfacenti la condizione∫ r0

−r0

√
1 + (u′(x))2 dx = L (65)

con r0 > 0 e L > 2r0 assegnati. Il

metodo si può applicare a patto

che le minimanti cercate non siano
allo stesso tempo estremali del

funzionale nella (65).

Poiché l’equazione di Eulero di

quel funzionale è u′′ = 0, l’unica

estremale soddisfacente u(−r0) =
u(r0) = 0 è la costante nulla.

A sua volta il grafico della co-

stante nulla è un segmento di lun-
ghezza 2r0, e perciò la (65) non è
soddisfatta.

Possiamo quindi affermare che
le eventuali minimanti u0 ∈ C2([−r0,
r0]) devono soddisfare l’equazione
di Eulero (49), con

L(u, u′) = (u− λ)
√

1 + (u′)2 .

Effettuate le semplificazioni del
caso, l’equazione di Eulero diven-

ta

(u(x)− λ)u′′(x) = 1 + (u′(x))2. (66)

CONVESSITÀ

Cominciamo con l’osservare che,
essendo il secondo membro della
(66) positivo, le funzioni u(x) − λ
e u′′(x) non si annullano, e per
continuità mantengono lo stesso
segno per ogni x ∈ [−r0, r0].

Osserviamo poi che una funzio-
ne u0 ∈ XL tale che u′′0 < 0 non
può minimizzare il funzionale F
perché, posto u(x) = −u0(x) (rifles-
sione rispetto all’asse x), la (65)
vale ancora, e risulta F [u] < F [u0].

Proseguiamo quindi consideran-

do u(x)−λ, u′′(x) > 0 per x ∈ [−r0, r0].

SIMMETRIA

Per il teorema di Rolle esi-
ste un punto x0 ∈ (−r0, r0) tale che

u′(x0) = 0. Allora la funzione u0(x)
si può vedere come l’unica solu-

zione del problema di Cauchy
u′′ = 1+(u′)2

u−λ ,

u(x0) = u0(x0),

u′(x0) = 0.

(67)

Per sostituzione si vede che anche
la funzione u(x) = u0(2x0 − x), sim-
metrica di u0 rispetto alla retta
x = x0, risolve il problema (67).

Per l’unicità, deve risultare u0(2x0
− x) = u0(x), dunque u0 è simmetri-
ca rispetto alla retta x = x0.

Essendo u′0(x0) = 0, e ricordan-
do che u′′0 > 0 in [−r0, r0], si deduce
che u0(x) è decrescente per x < x0,

crescente per x > x0. E siccome
u(−r0) = u(r0), ne segue che x0 = 0.
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INTEGRAZIONE DELL’EQUA-
ZIONE DI EULERO-LAGRANGE

Scritta l’equazione (66) nella
forma

u′(x)u′′(x)

1 + (u′(x))2
=

u′(x)

u(x)− λ
,

integrando ambo i membri giungia-
mo all’integrale primo√

1 + (u′(x))2 = C (u(x)− λ),

con C costante positiva. Tenendo
conto che u′(x) ha il segno di x, e
si annulla se e solo se x = 0, pos-
siamo ricavare

u′(x)√
C2 (u(x)− λ)2 − 1

= sgn(x), x ̸= 0.

Posto

t(x) = sett cosh
(
C (u(x)− λ)

)
= sett cosh

(√
1 + (u′(x))2

)
,

l’equazione si può riscrivere come

t′(x) = C sgn(x), x ̸= 0,

che si integra immediatamente, te-
nendo conto del fatto che

t(0) = sett cosh
(√

1 + (u′(0))2
)

= 0.

Cos̀ı facendo si trova t(x) = C |x|,
e siccome C (u(x) − λ) = cosh t(x), si
conclude che

u(x) =
1

C
cosh(Cx) + λ,

dunque la catena sospesa per gli
estremi assume la forma del gra-
fico della funzione coseno iperbo-
lico, a parte le costanti C e λ che
si ricavano da L ed r0 con i metodi
dell’analisi numerica.
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Applicazione al problema isoperimetrico



FORMULAZIONE DEL PROBLE-
MA

Fissata una costante L ∈ (2, π)
dimostriamo, usando il metodo de-
scritto in [24], che esiste una fun-
zione u0 ∈ C1([−1, 1]) che rende mas-
simo l’integrale

F [u] =

∫ 1

−1

u(x) dx

nella classe XL di tutte le fun-
zioni u ∈ C1([−1, 1]) tali che u(−1) =
u(1) = 0 e soddisfacenti J [u] = L,
dove

J [u] =

∫ 1

−1

√
1 + (u′(x))2 dx.

UN PROBLEMA AUSILIARIO

Indicata con R > 2 la soluzio-

ne dell’equazione 2R arcsen 1
R = L,

che si può eventualmente stimare

con i metodi dell’analisi numerica,
consideriamo la funzione

u0(x) =
√
R2 − x2 −

√
R2 − 1

questa volta come elemento della
classe X di tutte le u ∈ C1([−1, 1])
tali che u(−1) = u(1) = 0.

La suddetta funzione u0 è un’e-
stremale del funzionale I : X → R
dato da

I[u] =

∫ 1

−1

L(u(x), u′(x)) dx

=

∫ 1

−1

(
u(x)−R

√
1 + (u′(x))2

)
dx.

Poiché la lagrangiana L(u, u′) =
u− R

√
1 + (u′)2 è concava rispetto

alla coppia (u, u′), l’estremale u0 è
anche una massimante di I[u] nel-
la classe X (v. pag. Mc44).

CONCLUSIONE

Stante l’uguaglianza I[u] = F [u] −
RJ [u], e poiché J [u0] = L, il risul-
tato appena stabilito si può espri-
mere scrivendo che

F [u]−RJ [u] ≤ F [u0]−RJ [u0]

= F [u0]−RL (68)

per ogni u ∈ X. Siccome XL ⊂ X,
la (68) vale a maggior ragione per
ogni u ∈ XL, nel qual caso, essen-
do J [u] = L, la (68) si riduce a

F [u] ≤ F [u0].

Dunque u0 massimizza il funzionale

F nella classe XL, come volevasi

dimostrare.
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Applicazione al probl. delle geodetiche



IL SEMIPIANO IPERBOLICO

Consideriamo il semipiano H2 =
R× (0,+∞) con la metrica data da

ds2 =
dx2 + dy2

y2
.

LUNGHEZZA DI UNA CURVA

Indichiamo con γ ⊂ H2 una cur-
va regolare di equazioni parame-
triche {

x = x(t)

y = y(t)

per t ∈ [a, b]. La sua lunghezza nel-

la metrica iperbolica è espressa
da

L[γ] =

∫ b

a

(x′(t))2 + (y′(t))2

y(t)
dt.

La lunghezza, come sappiamo, non
dipende dalla parametrizzazione:

infatti se poniamo τ = τ(t) con τ ′(t)
continua e positiva, possiamo rica-

vare t = t(τ) e rappresentare la
medesima curva tramite{

x = x(t(τ))

y = y(t(τ))

per τ ∈ [τ(a), τ(b)]. Ora, essendo dt

= t′(τ) dτ , per sostituzione si con-
stata che∫ b

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2

y(t)
dt =

∫ τ(b)

τ(a)

dτ

y(t(τ))√( d

dτ
x(t(τ))

)2
+
( d

dτ
y(t(τ))

)2
,

dunque il valore di L[γ] è indipen-
dente dalla parametrizzazione.

SCELTA DEL PARAMETRO

Supponiamo che una curva re-
golare γ0 ⊂ H2, avente per estremi
due punti distinti A = (xA, yA) e B
= (xB, yB), minimizzi L[γ] fra tutte
le curve regolari γ ⊂ H2 aventi gli
stessi estremi.

A partire da una rappresenta-
zione di γ0 mediante un qualunque
parametro t ∈ [a, b], possiamo defi-
nire l’ascissa curvilinea euclidea τ
ponendo

τ(t) =

∫ t

a

√
(x′(λ))2 + (y′(λ))2 dλ.

Utilizzando il particolare para-

metro τ , la curva γ0 sarà data da{
x = x0(τ)

y = y0(τ)

per τ ∈ [0, LE] essendo LE la lun-
ghezza euclidea di γ0. La lunghez-

za iperbolica di γ0 è invece data da

L[γ0] =

∫ LE

0

dτ

y0(τ)
.

In generale, qualunque curva re-
golare γ ⊂ H2 avente per estremi i
punti A e B si può parametrizzare
con un parametro τ ∈ [0, LE] con lo
stesso LE di cui sopra, e si ha che

L[γ] =

∫ LE

0

√
(x′(τ))2 + (y′(τ))2

y(τ)
dτ.

Quindi l’ipotesi fatta all’inizio si
può esprimere dicendo che γ0 mini-
mizza questo funzionale integra-
le.
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EQUAZIONI DI EULERO-
LAGRANGE

Le equazioni di Eulero-Lagrange
del funzionale anzidetto sono

d

dτ

x′0(τ)

y0(τ)
= 0,

d

dτ

y′0(τ)

y0(τ)
=

−1

y20(τ)
.

La semplicità di questo sistema,
dovuta al fatto che

(x′0(τ))
2 + (y′0(τ))

2 = 1, (69)

motiva la scelta di τ per parame-
trizzare la curva γ0.

GEODETICHE DEL SEMIPIANO

IPERBOLICO (Cfr. [10, pag. 191])

Risolviamo le equazioni di Eule-

ro-Lagrange. La prima delle due

implica
x′0(τ)

y0(τ)
= C (70)

con C costante reale. Perciò di-

stinguiamo due casi.

Il caso C = 0

In questo caso risulta x′0(τ) = 0,
dunque x0(τ) = xA = xB per ogni τ .

Inoltre dalla (69) ricaviamo y′0(τ)
= ±1, integrando la quale trovia-

mo la soluzione y0(τ) = yA + τ se
yA < yB, e y0(τ) = yA − τ se yA > yB.

Il caso C ̸= 0

In questo caso troviamo x′0(τ) ̸=
0 per ogni τ . Senza ledere la gene-
ralità possiamo supporre x′0(τ) > 0,
perché se fosse x′0(τ) < 0 potrem-
mo prendere come parametro t =
LE − τ ed avere dx0/dt > 0.

Indichiamo allora con α(τ) l’an-
golo tra il vettore velocità di γ0
e l’asse x:

α(τ) = arctg
(y′0(τ)
x′0(τ)

)
∈
(
− π

2
,
π

2

)
.

Farà comodo anche l’angolo θ(τ) =
α(τ)+π/2 ∈ (0, π) fra la normale su-
periore e l’asse x. Poniamo inol-
tre R = 1/C > 0.

Essendo x′0(τ) = cosα(τ), la (70)
porge y0(τ) = R cosα(τ). D’altro
canto, posto

φ(τ) =
senα(τ)

y0(τ)
,

la seconda equazione si può scri-

vere φ′(τ) = −1/y20(τ), e derivando

α(τ) = arcsen(y0(τ)φ(τ)) si trova

α′(τ) = − cosα(τ)

y0(τ)
= − x′0(τ)

y0(τ)

= − 1

R
< 0.

Perciò è legittimo prendere come

variabile indipendente α al posto

di τ e scrivere semplicemente y0 =
R cosα, ovvero

y0 = R sen θ.

Adesso, per la regola di derivazio-

ne della funzione composta, pos-
siamo scrivere

x′0(τ) = − 1

R

dx0
dα

.

Ricordando che x′0(τ) = cosα, giun-
giamo all’equazione

dx0
dα

= −R cosα.

Da quest’ultima ricaviamo x0 = xC
− R senα, con xC costante di inte-

grazione. Quindi otteniamo infine

x0 = xC +R cos θ.
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CURVE DI MINIMA LUNGHEZZA

Verifichiamo che le curve ottenu-
te nel paragrafo precedente han-
no la minima lunghezza fra tutte
quelle aventi gli stessi estremi.

Consideriamo due punti distinti
A = (xA, yA) e B = (xB, yB) nel semi-
piano iperbolico H2 = R× (0,+∞), e
distinguiamo due casi.

Il caso xA = xB

Se xA = xB, esiste un unico seg-
mento verticale avente per estre-
mi A e B. Poiché la metrica iper-
bolica è invariante per traslazio-

ni orizzontali, senza ledere la ge-

neralità possiamo supporre che xA
= xB = 0.

Per fissare le idee, supponiamo
che yA < yB e indichiamo con γ0 il

segmento parametrizzato da{
x = 0;

y = yA + τ,
τ ∈ [0, LE],

dove LE = yB − yA. Indicata con
γ ⊂ H2 una qualunque curva rego-
lare avente per estremi i punti A
e B, possiamo parametrizzarla me-

diante due funzioni{
x = x(τ);

y = y(τ),
τ ∈ [0, LE],

dove LE è lo stesso di prima. La
lunghezza iperbolica di γ è allora

L[γ] =

∫ LE

0

√
(x′(τ))2 + (y′(τ))2

y(τ)
dτ

≥
∫ LE

0

|y′(τ)|
y(τ)

dτ.

Effettuando il cambiamento di va-
riabile y = y(τ), dove y(τ) è la stes-
sa funzione che compare nella pa-
rametrizzazione di γ, si conclude
che

L[γ] ≥
∫ LE

0

y′(τ)

y(τ)
dτ =

∫ yB

yA

dy

y
= L[γ0].

Il caso xA ̸= xB

Se xA ̸= xB, esiste un’unica cir-
conferenza centrata sull’asse x e
passante per A e B: l’ascissa xC
del suo centro si ricava dall’equa-
zione

(xA − xC)
2 + y2A = (xB − xC)

2 + y2B.

Poiché la metrica iperbolica è in-

variante per traslazioni orizzon-

tali, senza ledere la generalità
possiamo supporre che xC = 0.

Per fissare le idee, supponiamo

che xA > xB e indichiamo con γ0
l’arco parametrizzato da{

x = R cos θ;

y = R sen θ,
θ ∈ [θA, θB]

dove (R, θA) e (R, θB) sono le coor-

dinate polari di A e B. Essendo
dx/dθ = −R sen θ e dy/dθ = R cos θ, si
trova che la lunghezza iperbolica

di γ0 non dipende da R ed è data da

L[γ0] =

∫ θB

θA

dθ

sen θ
.

Indicata ora con γ ⊂ H2 una qua-
lunque curva regolare avente per

estremi i punti A e B, possiamo pa-
rametrizzarla mediante{

x = x(t);

y = y(t),
t ∈ [θA, θB].
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Passando alle coordinate polari
(ρ, θ) avremo due funzioni ρ(t), θ(t)
con le quali potremo scrivere{

x(t) = ρ(t) cos θ(t);

y(t) = ρ(t) sen θ(t),
t ∈ [θA, θB].

Tali funzioni si possono ricavare
elementarmente da x(t), y(t): infat-
ti sono date daρ(t) =

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 ;

θ(t) = arccotg(x(t)/y(t)).

Per scrivere la lunghezza iperbo-
lica di γ, calcoliamox

′(t)=ρ′(t) cos θ(t)− ρ(t)θ′(t) sen θ(t),

y′(t)=ρ′(t) sen θ(t) + ρ(t)θ′(t) cos θ(t),

quindi

L[γ] =

∫ θB

θA

√
(ρ′(t))2 + (ρ(t) θ′(t))2

ρ(t) sen θ(t)
dt

≥
∫ θB

θA

|θ′(t)| dt
sen θ(t)

≥
∫ θB

θA

θ′(t) dt

sen θ(t)
.

Infine, effettuando la sostituzio-
ne θ = θ(t), dove θ(t) è la stessa

funzione che compare nella para-

metrizzazione di γ, si conclude che

L[γ] ≥
∫ θB

θA

dθ

sen θ
= L[γ0]

come volevasi dimostrare.
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Equazioni alle derivate parziali



INTEGRALI MULTIPLI

Il funzionale di Dirichlet∫
Ω

|∇u(x)|2 dx

ed il funzionale dell’area∫
Ω

√
1 + |∇u(x)|2 dx

sono funzionali del tipo

F [u] =

∫
Ω

f(x, u(x),∇u(x)) dx

dove il dominio di integrazione è
un aperto limitato Ω ⊂ RN , con N
solitamente ≥ 2.

Di tali funzionali si cerca il mi-

nimo fra le funzioni u che soddi-

sfano la condizione al contorno

u(x) = φ(x) per x ∈ ∂Ω, (71)

essendo φ una funzione data. An-

che per questo tipo di problemi,

ragionando come a pag. Mc41, si
può determinare una condizione

necessaria che le eventuali mini-
manti devono soddisfare:

N∑
i=1

∂

∂xi

∂f

∂ui
(x, u(x),∇u(x)) (72)

=
∂f

∂u
(x, u(x),∇u(x)),

avendo indicato con ui, per bre-
vità, la derivata parziale ∂u/∂xi.

Tale equazione, detta ancora
di Eulero-Lagrange, è un’equazio-
ne alle derivate parziali per la
quale le possibilità di una soluzio-
ne esplicita sono molto più rare-
fatte rispetto al caso N = 1.

EQUAZIONI NOTEVOLI

Se il funzionale di Dirichlet, con
la condizione al contorno (71), ha
una minimante di classe C2(Ω), al-
lora essa deve soddisfare l’equa-
zione di Eulero-Lagrange

N∑
i=1

∂2u

∂x2i
= 0

detta equazione di Laplace e soli-
tamente scritta nella forma ∆u =
0 oppure ∇2u = 0.

La notazione ∇2 è dovuta a sir
William Rowan Hamilton (1805–
1865) [13, pag. 123], mentre l’uso

del simbolo ∆ si deve a Robert

Murphy [14, paragrafo 32.5].

Le soluzioni dell’equazione di
Laplace si dicono funzioni armo-

niche, termine introdotto da Wil-

liam Thomson (lord Kelvin, 1824–

1907) [14, pag. 799].

Le funzioni armoniche godono
di molte proprietà notevoli il cui

studio forma l’oggetto della teo-

ria del potenziale [13, 20].

L’equazione di Eulero del fun-
zionale dell’area è, invece,

N∑
i=1

∂

∂xi

ui(x)√
1 + |∇u(x)|2

= 0

detta perciò equazione delle su-
perfici minime.

L’espressione al primo membro,
divisa per N , esprime la curvatura
media del grafico di u nel punto
x, e definisce l’operatore chiama-
to per l’appunto operatore della

curvatura media.
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PROBLEMI CONNESSI

La difficoltà di risolvere le equa-
zioni alle derivate parziali ha sti-
molato profondi studi, rivolti, a
titolo di esempio:

• A dimostrare l’esistenza di una
soluzione;

• A capire la regolarità delle
soluzioni;

• A stabilire le eventuali simme-
trie, o altre proprietà geome-
triche delle soluzioni.

ROVESCIAMENTO DEL PUNTO

DI VISTA

Stante la difficoltà di risolve-
re le equazioni alle derivate par-

ziali, risulta talvolta più agevole

dimostrare l’esistenza del minimo

di un funzionale per altra via.

Se si riesce in tale intento, ri-
sulta dimostrata di conseguenza
l’esistenza di una soluzione del-

l’equazione (72).

È questo il cosiddetto metodo
variazionale per dimostrare l’esi-
stenza delle soluzioni delle equa-

zioni alle derivate parziali.

Fra i vari metodi per dimostra-
re l’esistenza del minimo di un fun-
zionale, nessuno dei quali effica-
ce in generale, accenneremo nel-
l’ultima parte del corso al cosid-

detto metodo diretto del calcolo
delle variazioni.
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Appendice



SUCCESSIONE DI TRIANGOLI
ISOPERIMETRICI

Partiamo da un triangolo iso-
scele T0, di perimetro L razionale,
i cui lati abbiano lunghezze irra-
zionali come ad esempio a0 =

√
2 e

b0 = c0 =
1
2 (3−

√
2 ).

Costruiamo una successione di
triangoli isosceli isoperimetrici in
modo ricorsivo, prendendo come
base del triangolo Tn+1, n ∈ N, uno
dei due lati uguali del triangolo
Tn.

In particolare, se T0 è come nel-

l’esempio sopra citato allora il

triangolo T1 ha lati irrazionali

a1, b1, c1 dati da b1 = b0 e a1 = c1 =
1
2 (3− b1).

In generale, tutti i triangoli Tn
per n ≥ 1 hanno i lati irrazionali

perché:

1) un lato, che indichiamo con ℓn,

è irrazionale in quanto lato

del triangolo precedente;

2) gli altri due lati sono irrazio-
nali perché misurano 1

2 (L− ℓn).

Dunque non si ottiene un triango-

lo equilatero in un numero finito
di passi.

Si può tuttavia verificare che

lim
n→+∞

ℓn = L
3 . (73)

Risulta infatti, come già osserva-
to,

ℓn+1 =
1
2 (L− ℓn),

uguaglianza che conviene riscri-
vere come

ℓn+1 − L
3 = 1

2 (
L
3 − ℓn),

dalla quale si ricava

ℓn − L
3 = (−1)n

2n (ℓ0 − L
3 ).

Facendo tendere n all’infinito si
giunge alla (73).
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COSTRUZIONE DI UN POLIGO-
NO CONVESSO, CON GLI STESSI
LATI, ED AREA MAGGIORE

A partire da un poligono dato
P, semplicemente connesso, è pos-
sibile costruire un poligono con-
vesso K avente gli stessi lati di P
e tale che |P| ≤ |K|.

Ciò può servire, ad esempio, per
dimostrare la disuguaglianza iso-
perimetrica nella classe dei poli-
goni aventi un dato numero di lati.

Dato un poligono P con N lati e
perimetro L, descriviamo un possi-

bile procedimento. Se P è conves-

so, poniamo K = P e la procedura

è conclusa.

Se P non è convesso, allora ha

una rientranza: esistono cioè due

vertici distinti A,B che dividono
il contorno ∂P in due poligona-

li γi, γe, delle quali γe, insieme al

segmento AB, delimita una parte

di piano che contiene il poligono
P come sottoinsieme proprio.

Indicata con γ′i la poligonale sim-

metrica di γi rispetto alla retta
per AB, l’unione di γ′i con γe delimi-
ta un poligono P1 avente gli stessi

lati di P e tale che |P| < |P1|.

Ora si ripete il ragionamento:
se P1 è convesso, si pone K = P1

e la procedura è conclusa, altri-

menti si effettua sul poligono P1

la costruzione anzidetta, e si ot-

tiene un poligono P2 avente gli
stessi lati di P e tale che |P1| <
|P2|.

Vogliamo verificare che, pro-
cedendo in tal modo, si ottiene un
poligono convesso K in un numero
finito di passi.

Vogliamo cioè escludere la possi-
bilità che si ottenga una succes-
sione di infiniti poligoni Pk non
convessi.

Supponiamo per assurdo che ciò
avvenga, e mostriamo che si giun-
ge ad una contraddizione.

Osserviamo innanzitutto che, per
costruzione, la successione (Pk) è
strettamente crescente nel senso

dell’inclusione insiemistica, e cioè

Pk ⊊ Pk+1 per ogni k. (74)

Ora facciamo intervenire una pro-

prietà di compattezza. A tal fi-

ne, indicati con xk1, . . . , xkN i vertici

del poligono Pk, non è restrittivo
supporre che per ogni k il verti-

ce xkN sia l’origine: basta trasla-

re opportunamente Pk.

Ma allora, per ogni j = 1, . . . , N ,
la successione x1j, x2j, . . . delle po-

sizioni occupate dal j-esimo verti-

ce è limitata, dunque la succes-
sione (Pk) ha una sottosuccessio-
ne, che per semplificare la nota-
zione denoteremo ancora con (Pk),
costituita da poligoni i cui verti-
ci xk1, . . . , xkN convergono, per k →
+∞, a punti che indicheremo con
v1, . . . , vN .

Siccome le distanze tra i verti-
ci di Pk non superano quelle tra i
corrispondenti vertici di Pk+1, ri-

sulta vj1 ̸= vj2 se j1 ̸= j2.
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Indichiamo con K il poligono di
vertici v1, . . . , vN . Essendo la lun-
ghezza di un segmento una funzio-
ne continua delle coordinate de-
gli estremi, si ha

|∂K| = L. (75)

Verifichiamo, ora, che il poligono
K è convesso. Ragioniamo per as-
surdo: se K non è convesso allora
ha almeno una rientranza, indivi-
duata da due vertici A,B e dalle
due poligonali γi, γe.

Chiamiamo profondità p della
rientranza la massima distanza dei

vertici di γi dalla retta per AB.

Preso ε < p/2, i vertici del poligo-

no Pk stanno definitivamente negli
intorni dei vertici di K di raggio ε.

In particolare, essi hanno un

vertice Ak vicino ad A, un verti-

ce Bk vicino a B, e sono delimitati
da poligonali γik, γek vicine rispet-

tivamente a γi e γe.

Poiché ε < p/2, effettuando una
riflessione su di un tale poligo-

no Pk si ottiene un poligono Pk+1

non incluso in K: ma ciò è assurdo
perché, per effetto della (74), si
ha Pk ⊂ K per ogni k.

Per essere certi che la costru-

zione di Pk+1 coinvolga proprio la
rientranza considerata, possiamo
convenire che Pk+1 sia sempre co-
struito operando su di una delle
rientranze di Pk aventi la massima
profondità, e ragionare su di esse.

Dunque il poligono K è conves-
so, come affermato.

Verifichiamo, infine, che Pk = K
per qualche indice k, dunque la
costruzione dei poligoni Pk rag-
giunge un poligono convesso in un
numero finito di passi.

Chiamiamo vertici propri di K i
vertici v̄1, . . . , v̄m, m ≤ N , non alli-
neati con i due vertici adiacenti.

La distanza di ogni vertice pro-
prio di K dalla retta passante per
i due vertici adiacenti (non neces-
sariamente vertici propri) è posi-
tiva: indichiamo con d0 > 0 il suo
valore minimo.

d0

ℓ

Figura 1: Distanza d0 = ℓ/
√
2 per K = quadrato

Preso ε < d0/2, esiste k0 tale che
per ogni k ≥ k0 i vertici di Pk stan-
no negli intorni dei vertici di K di

raggio ε.

In particolare, i vertici di Pk

vicini a v̄1, . . . , v̄m non possono più
muoversi perché ε < d0/2. E poiché
essi tendono a v̄1, . . . , v̄m, devono
coincidere con essi.

Tenuto conto della (75) e del
fatto che |∂Pk| = L per ogni k, e

poiché la linea più breve tra due
vertici propri è il segmento che li
congiunge, si conclude che Pk = K
per ogni k ≥ k0, come volevasi di-
mostrare.
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RICHIAMI SULLE FUNZIONI
IPERBOLICHE

Per risolvere il problema della
catenaria (v. pag. Mc61), come pu-
re quello della superficie minima
di rotazione (esercizi [202]) con-
viene utilizzare le funzioni iper-
boliche senh t e cosh t, che si posso-
no definire come segue:

senh t =
et − et

2
,

cosh t =
et + et

2
.

Elevando ambo i membri al qua-

drato, e sottraendo la prima re-

lazione dalla seconda, si trova

cosh2 t− senh2 t = 1. (76)

Di conseguenza, la curva le cui

equazioni parametriche sono{
x(t) = cosh t

y(t) = senh t

è il ramo dell’iperbole equilatera

di equazione x2 − y2 = 1 giacente
nel semipiano x > 0. Si constata,
inoltre, che

d

dt
senh t = cosh t,

d

dt
cosh t = senh t.

Si può verificare che, per ogni
t > 0, l’area della figura deli-
mitata dalla suddetta iperbole,
dall’asse x e dalla retta passan-
te per l’origine e per il punto
(cosh t, senh t) vale t/2, in analogia
con quanto avviene con le funzio-
ni trigonometriche sen t e cos t.
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CENNI ALLE FUNZIONI IPERBO-
LICHE INVERSE

Particolarmente utili per l’in-
tegrazione sono le funzioni iper-
boliche inverse.

La funzione y(t) = senh t è iniet-
tiva, e la sua inversa si denota con
t(y) = sett senh y, x ∈ R. Si trova che

sett senh y = log(y +
√
y2 + 1 ). (77)

La funzione x(t) = cosh t, ristret-
ta al semiasse t ≥ 0, è iniettiva e
la sua inversa si denota con t(x) =
sett coshx, x ≥ 1. Si trova che

sett coshx = log(x+
√
x2 − 1 ). (78)

Dal teorema di derivazione della

funzione inversa discende che

d

dy
sett senh y =

1
d
dt senh t

=
1

cosh t
,

da cui, usando la (76), si ricava

d

dy
sett senh y =

1√
y2 + 1

.

Procedendo in modo analogo si ri-

cava anche

d

dx
sett coshx =

1√
x2 − 1

,

e di conseguenza∫
dy√
y2 + 1

= sett senh y + C,∫
dx√
x2 − 1

= sgn(x) sett cosh |x|+ C.

Notare l’analogia con∫
dy√
1− y2

= arcsen y + C.

Per ricavare la (77) si parte dal-
l’uguaglianza

y =
et − e−t

2

e si moltiplicano ambo i membri per
2 et. Si ottiene

(et)2 − 2y et − 1 = 0

che è un’equazione di secondo gra-
do nell’incognita et > 0, dunque la
soluzione è

et = y +
√
y2 + 1 ,

da cui discende la (77). A que-
sto proposito si noti che

√
y2 + 1

>
√
y2 ≥ y, e perciò la soluzione y

−
√
y2 + 1 < 0 è da scartare.

La (78) si ricava in modo analo-

go: partendo da

x =
et + e−t

2

si ottiene un’equazione nell’inco-
gnita et ≥ 1 le cui due soluzioni

reali sono

x±
√
x2 − 1 .

Si noti che per ogni x ≥ 1 risulta
1− x ≤ 0 ≤

√
x2 − 1 , dunque

x+
√
x2 − 1 ≥ 1.

Invece, moltiplicando ambo i mem-
bri per x−

√
x2 − 1 , si trova

x−
√
x2 − 1 ≤ 1.

Deve perciò aversi

et = x+
√
x2 − 1

da cui segue la (78).
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AREA DEL SETTORE IPERBOLI-
CO

Fissiamo un punto P = (x, y), con
x, y > 0, sull’iperbole di equazione

x2 − y2 = 1 (79)

e poniamo Q = (x,−y). Consideria-
mo la figura piana delimitata dai
segmenti OP ed OQ e dall’arco PQ
della suddetta iperbole: tale fi-
gura è un “settore iperbolico”, e
la sua area A è data da

A = sett coshx (80)

= sett senh y. (81)

Infatti l’area A si può ricavare

dall’area xy del triangolo isosce-
le di vertici OPQ: per il signifi-

cato geometrico dell’integrale si

ha

A = xy − 2

∫ x

1

√
ξ2 − 1 dξ. (82)

L’integrale si può svolgere per

parti:∫ x

1

√
ξ2 − 1 dξ = ξ

√
ξ2 − 1

]x
1

−
∫ x

1

ξ2√
ξ2 − 1

dξ

= xy −
∫ x

1

ξ2√
ξ2 − 1

dξ.

Aggiungendo −1+1 al numeratore
della frazione, si ottiene∫ x

1

ξ2√
ξ2 − 1

dξ =

∫ x

1

√
ξ2 − 1 dξ

+

∫ x

1

1√
ξ2 − 1

dξ

e perciò

2

∫ x

1

√
ξ2 − 1 dξ = xy−

∫ x

1

1√
ξ2 − 1

dξ.

Sostituendo nella (82) si ottiene

A =

∫ x

1

1√
ξ2 − 1

dξ.

Ma poiché la funzione integranda
è la derivata di sett cosh ξ, si giunge
alla (80).

A sua volta la (80) implica che
coshA = x, e da questa, usando la
(76) e la (79), si ricava senhA = y.
Dunque vale la (81).
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