Analisi Matematica 11

prof. Antonio Greco

Alcune domande rivolte agli studenti in sede d’esame
Appelli dal 22-01-2013 al 20-02-2014
Equazioni differenziali
. Spiegare che cosa si intende per “equazione differenziale lineare”.

. Spiegare che cosa si intende per “forma mormale” di un’equazione
differenziale.

. Hlustrare il teorema di Cauchy per un’equazione differenziale del primo
ordine in forma normale.

. Ilustrare la struttura dello spazio delle soluzioni dell’equazione diffe-
renziale y” + by 4+ cy = f(t), dove b e ¢ sono costanti assegnate e f(t)
e una data funzione continua.

. Trovare le soluzioni dei seguenti problemi di Cauchy:

y=2-y y=2-y y =1+y?
y(1) =3 y(0) =3 y(0) =0

y=y+1 [azy = {y—y {y’=\/§ {y’Z\/m
y(0)

y(0) =0 ( y()=1 |y(0)=0 =0
y" —y y”+3y—0 y'+y=0 y' = —4dy
y(0 y(0)=0 y(0) =0
y'(0) = u y'(0)=1 y'(0) =2

y" + 4y = —8 cos*t

y(0) = -2

y'(0)=0

6. Determinare I'integrale generale delle seguenti equazioni:

Y=y y=1+y" ¥ =l



10.

11.

12.

13.

14.

15.

y' +w?y =0, essendo w > 0

vV'=y Y +y=0  y+iy+y=0

Spiegare che cosa si intende per “determinante wronskiano”.

. Fra tutte le soluzioni dell’equazione y” = 3/, determinare quelle il cui

grafico passa per l'origine.

Rappresentazione parametrica delle curve

. Tracciare il sostegno della curva data da

z(t) =t
y(t) =t
Trovare la velocita della curva data da
x(t) = t?
y(t) =t

Trovare la lunghezza dell’arco della curva precedente descritto al variare
di ¢t nell'intervallo [0, 1].

Limiti e continuita

Dare la definizione di limite per una funzione f(z,y) di due variabili
reali.

Dare la definizione di continuita per una funzione f(z,y) di due varia-
bili reali.

Stabilire se la funzione f(z,y) = 2? — x + 3 & continua.

Stabilire se le seguenti funzioni sono prolungabili con continuita nell’o-
rigine:

2

_ vy
f(xuy>_ $2+y2

x Ty

f(x7y>:x2—+y2 f(f”vwzm
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Calcolare i seguenti limiti:

22 2 Va4 —ax?—y? =2

lim lim

(@.)=(0,0) /22 + 32 (z,9)—(0,0) vVt +y?

Calcolo differenziale
Spiegare che cosa sono le derivate parziali.

Stabilire se 'esistenza delle derivate parziali implica la continuita della
funzione considerata.

Stabilire se la continuita di una funzione implica I'esistenza delle sue
derivate parziali.

Spiegare in che cosa consiste la proprieta di differenziabilita di una
funzione.

Stabilire se I'esistenza delle derivate parziali implica la differenziabilita.

Stabilire se le funzioni

0 seazy=0; 0 se x =y = 0;
flz,y) = flz,y) = z?y? 2 2
1 seaxy#0 \/m;/Tzﬂ se x°+ 1y >0

possiedono le derivate parziali prime nel punto (0, 0).
Stabilire se le funzioni precedenti sono differenziabili nel punto (0, 0).
Dimostrare che la differenziabilita implica la continuita.

Trovare i punti del piano xy nei quali la funzione f(z,y) = 1—y/x? + y?
e differenziabile.

Spiegare che cos’e e che informazioni da il gradiente.
[lustrare la relazione che intercorre fra gradiente e linee di livello.

Mlustrare lo sviluppo di Taylor di ordine 2 di una funzione f(x,y).
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Grafici di funzioni

Trovare il dominio della funzione f(z,y) = \/4 — 22 — y2.

Trovare le linee di livello della funzione f(x,y) = xy.

Definire il piano tangente al grafico di una funzione f(x,y).

Determinare il piano tangente al grafico della funzione f(z,y) = z%+y>

nel punto (1, 1).

Determinare il piano tangente al grafico della funzione f(z,y) = 2?+y?

nel punto (0, 0).

Determinare il piano tangente al grafico della funzione

fla,y) =
nel punto (0, 0).

4 —

2 2

==y

Tracciare il grafico delle seguenti funzioni:

f($ay):x2+y2

flay) = Vad—a?—y?
flay) =1—-va?+y

flz,y)=h— g Va2 +y?, essendo h,r >0

Massimi e minimi

Trovare gli eventuali punti critici della funzione f(z,y) = 2% — x + 3.

Determinare gli eventuali punti di massimo assoluto, gli eventuali pun-
ti di minimo assoluto, gli eventuali punti di massimo relativo, e gli

eventuali punti di minimo relativo delle seguenti funzioni:
flay)=zy  flz,y)=3Va>+y>  f(z,y) =2"+y*

flay)=a*—y  flay ="y flay=2"-z+y

flry) = V1—a?—y?

flay) = va—au?—y?
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Integrali multipli

Trovare I'area della superficie costituita dal grafico della funzione f(z,

y) = /4 — 2% — 2.

Calcolare i seguenti integrali doppi:

/ / xy dx dy

B300(0,0)

// (2% +y?) dx dy
B1(0,0)

2,2
/ / Y grdy
B1(0,0) \/ 2%+ y?

// Va?+y? dedy

B1(0,0)

// (1—\/x2+y2>dxdy
B1(0,0)

// (h—ﬁ\/a:2+y2)dxdy, essendo h,r >0
#(0,0)

”
// Va4 — 2?2 —y? dedy
B(0,0)
// (2% + y?) dx dy, essendo Q = [0,1] x [0, 1]
Q

/ / (#* — 2 +y*) dw dy, essendo @ come sopra
Q

[Mlustrare 'interpretazione geometrica dell’integrale doppio.

Trovare il volume del cono delimitato dal piano xy e dal grafico della

funzione f(x,y) =1— /2% + 2.

Trovare il volume del solido delimitato dal piano z = 1 e dal grafico
della funzione f(z,y) = 2 + y*

Trovare il volume del sottografico della funzione

fl,y) = V9 —a? =y

Trovare il volume del solido €2 delimitato dalla superficie generata dalla
rotazione del grafico della funzione y = sen x intorno all’asse x.
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Calcolare l'integrale triplo

/// (x +y)drdydz
B3(0,0)

Verificare che il seguente limite:

lim / / % dx dy
£=0% ) /B, (0,0\B:(0,0) T+ Y

ha un valore finito, e poi calcolare il seguente integrale doppio:

X
R —
//Bl<070>\85<0,0) 2 4y

Campi conservativi
Spiegare che cos’e@ un campo vettoriale.
Spiegare che cosa si intende per “campo conservativo”.
Fare un esempio di campo conservativo.
Spiegare che cos’e un dominio semplicemente connesso.
Spiegare che cosa si intende per “campo irrotazionale”.

Spiegare la relazione che sussiste fra campi conservativi e campi irro-
tazionali.

Dire se esiste un campo irrotazionale e non conservativo.

Scrivere le componenti di un campo vettoriale irrotazionale e non con-
servativo.

Stabilire se il campo 2 € conservativo, e, in caso affermativo, trovare un
potenziale.

Stabilire se il campo k € conservativo, e, in caso affermativo, trovare
un potenziale.

Stabilire se il campo F' = 2 + k ¢ conservativo, e, in caso affermativo,
trovare un potenziale.
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Stabilire se il campo F' = x 7+ y j € conservativo, e calcolare 'integrale
curvilineo di seconda specie

F -dr
+v

dove +7 € un segmento orientato uscente dall’origine.

Stabilire se il campo F = —x%1 — yj — 2z k e conservativo, e, in caso
affermativo, trovare un potenziale.

Stabilire se il campo F' dato da

L
$2+y2 $2+y2

e irrotazionale.
Stabilire se il campo precedente & conservativo.
Determinare un potenziale locale per il suddetto campo.

Calcolare il rotore del campo B(z,y, z) dato da

B to (—y,,0)
=
dove 1y € una costante positiva.

Verificare che il campo B(x,y, z) indicato sopra non & conservativo.

Teorema di Stokes
Scrivere le formule di Gauss-Green.
Dimostrare le formule di Gauss-Green.

Trovare il flusso del campo F' = x % + y j + z k uscente dalla superficie
sferica centrata nell’origine e di raggio 1.

Trovare il flusso del suddetto campo uscente dalla superficie sferica
centrata nell’origine e di raggio 2.

Enunciare il teorema di Stokes.
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Trovare il rotore del campo k.

Applicare il teorema di Stokes al caso in cui la superficie considerata e

il grafico della funzione z = /1 — 22 — y2, ed il campo & F = k.

Applicare il teorema di Stokes al caso in cui la superficie considerata e il
grafico della funzione z = /4 — 22 —y?, ed il campo e F = —yt+2xj.

Trovare il gradiente Vf della funzione

1

e poi il flusso del campo Vf uscente dalla superficie sferica centrata
nell’origine e di raggio 1.

Calcolare il flusso del versore k attraverso la superficie grafico della

funzione f(x,y) = /1 —a% —y2.

Calcolare il flusso del versore k attraverso la superficie grafico della
funzione f(x,y) = /4 — 2% —y2.

Trovare un campo di vettori normali n alla superfice 02 bordo del
sottografico Q) della funzione f(x,y) =1 — /x> + 2.

Trovare un campo di vettori normali n alla superfice data da

z(p,9) = R sen ¢ cos
y(p,¥) = R sen sen?
2(¢,V) = R cos g

dove R e una costante positiva.

Trovare un campo di vettori normali n al grafico della funzione

fla,y) =a* + 9%
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