Integrale particolare con il metodo della variazione delle costanti

Se y1(x), y2(x), y3(x), ... ....., ¥, (x) sono soluzioni particolari del’equazione differenziale di ordine n, allora
Iintegrale particolare y; (x) legato al termine b(x) & dato da:

y = C0)yi1(0) + GOy (0) + G()y2(x) + oo +C ()Y (x) (1)

Dove Cy(x),C,(x),C5(x), ....Cn(x) sono funzioni di x e si determinano risolvendo il sistema:

(C'1()y1(x) + C'2(0)y(x) + C(0D)y2(x) + oo v +C ()Y, = 0
C'1()y'1(x) + C'(x)y'2(x) + C'2(x)y" 2 (x) + ... w0 ()Y, =0
< C'1(0)y"1(x) + C'2(x)y"2(x) + C',(x)y",(x) + oee e +C ()Y =0
L€ @Y™, 00 + C2@y2() + o0y D,00 + e 4C @Y™, = b(x)

E un sistema in cui compaiono come incognite C'; (x), C'5(x), C'3(x), ....C',,(x), mentre gli integrali
particolari compaiono con derivata crescente dalla prima riga all’ultima fino alla derivata di ordine n-1.

Nell’'ultima riga a secondo membro si inserisce il termine b(x) nelle precedenti a secondo membro si
inserisce 0.

Per determinare i coefficienti C; (x), C,(x), C3(x), .... C,,(x) siintegrano le C';(x),C'5(x),C'3(x),... C',(x)
soluzioni del sistema

Esempio

Risolvere I'equazione differenziale:

y' =2yt +y'=eX

Scrivo lI'equazione omogenea associata

y"" —2y" +y' = 0 e l'equazione caratteristica > — 2142 + 1 = 0 dalla quale ottengo le soluzioni
A =0,1=1conmolteplicita 2

Per cui

Yo = C; + C,e* + C3xe*

Calcolo ora l'integrale particolare formula (1)
y =C;(x)1+ Cr(x)e* + Cy(x)xe*
Imposto il sistema

C'1()1+ C',(x)e*+C'5(x)xe* =0
C'1(x)0+ C',(x)e* +C'3(x)(x+1De*=0
C'1(x)0+ C',(x)e* +C'5(x)(x + 2)e* =e*



Si calcola il determinante Wronskiano (vedere documento “Determinante di una matrice”)

1 e* xe*

0 e* (x+1)e*
0 e* (x+2)e*

W(x) = =1[(x + 2)e?* — (x + 1De**] =e?* £ 0

Noto il determinante W(x) si calcolano i diversi coefficienti C'; (x), C',(x), C'5(x)

0 e* xe*
0 e* (x+1)e*
, eX eX (x+2)e*l e*[e*(x+ 1) —xe*]
C 1(X) = ez(x ) = ezx — ex

Per cui

Ci(x) = fex dx = e*

1 0 xe”*
0 0 (x+1)e*
0 e* (x+2)e*l 1[-e*(x+1)]

C'r(x) = o2x = o2x =-—x—1

2
Cz(x)zf—x—ldxz—?—x

1 e* 0
0 e* 0 1[e?]
X X e
C,3(x) = 0 22x = e2X =1

C3(x)=jldx=x

2
Percuiy = C;(x)1+ Co(x)e* + C,(x)xe* ossiay = e* + (—x? - x) e* + x%e*

La soluzione complessiva



2
— X

y=yYo+V =C, + C,e*+ C3xe* +e* + <—7—x>ex+xze"
_ 2

y=yo+y =C + Ce* +(xe™ +e* + —xex-l-?ex

2
— X
Y=Yo+¥ =Ci+ (G +De* +(C; — Dxe* + e



