Successioni numeriche

Successioni numeriche

Definizione

Una successione {an} e una funzione che ad ogni
numero naturale n associa un numero reale a,

a,}: n—oa, Es. {l} :

0—a, n
l—>a,

n—a,

n—a,

1—>1

2—>l

n——
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Successioni numeriche
Definizione

1l limite della successione {an} e il numero reale a (si dice

anche che a, converge ad a) e si indica

lima =a (a, > a)

n—>+00

se, qualunque siae>0 3v,: |a,—a/<e Vn>v,.

Successioni numeriche

Es. tramite la definizione dimostriamo che

.1
lim—=0
n>+0 g
Si ha \an—a\:l—021<g = >l
n n &

Quindi basta porre v = 1 esi hache Yn>v liml =0
£

n—+o0
n
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Successioni numeriche

Se il limite della successione {an} e un numero finito
allora la successione si dira convergente (o regolare);

se il limite di {an} e infinito, allora a, sidira divergente
(regolare);

se invece tale limite non esiste, allora {an} si dira
indeterminata (o irregolare);

La definizione di limite infinito per la successione {an}e
i teoremi sui limiti sono analoghi a quelli visti per le
funzioni.

Successioni numeriche

Definizione

limag, =+ <& VK>03IN=N(K): Vn=2N:a >K

n—+o

lim a,=-0 < VH>0IM =M(H): Vn>2M: a,<-H
n—>+00

Teorema dell 'unicita del limite.

Se lima =a = a eunico.

n—>+o0
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Successioni numeriche
Teorema della permanenza del segno
Se lim a,=a>0 (0oa<0)

n—>+o0
Allora a,>0 definitivamente (o a,<0).

Per le successioni, «definitivamentey significa per n

abbastanza grande.

Es. n—10n ¢ definitivamente positiva per n>100

Successioni numeriche

Teorema

Ogni successione {a,} si dice limitata seIM :

<M.

a n

Es. « {an}: (=" e limitata: \a”\ =1 (M=1),

Ma non ha limite, infatti

lima, =1lim(-1)" non esiste

n—>+00 n—>+00

*{a, }=sinn é limitata ma non ammette limite
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Successioni numeriche
Teorema del confronto (o dei due carabinieri)

Siano {a },{b },{c } tre successioni tali che

a <b <c VneN.

Se lim g, = lim ¢, =a,
n—>+00 n—>+00

allora anche la successione b, e convergente e si ha

lim b, =a.
n—+w

Successioni numeriche

Teorema
n—>+0

anche limb = +oo,

n—+w

Se a,<b, definitivamente, e se lima, =+, allora

Analogamente se b, <c, e ¢, — - allora anche b, — —©
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Successioni numeriche

Teorema

Se {a } & una successione limitata e limb =0, allorala

n—>+0

successione prodotto a,-b, — 0.

Es. lim 3™  fim (sinn)t =0
n

n—>+o 7 n—»+oo

in quanto sinn ¢ limitata: sinn|<1 e lim—=0

n—+o0
n
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Successioni numeriche

Successioni infinitesime (cioe convergenti a zero) o infinite
(cioé divergenti) possono essere confrontabili come si e fatto
per le funzioni. Le definizioni sono analoghe.

Si ha, anche per le successioni

Inn<<n’<<a"<<nl<<n", b>0,a>1.

Anche per le successioni valgono le operazioni con i limiti e
le convenzioni con [’x, visti per le funzioni.

12
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Successioni numeriche

Anche i limiti notevoli visti per le funzioni, si adattano alle

successioni
. sint . 1
Es. lim =limnsin—=1

n—+o0 1 n—+0 n

Bl
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Successioni numeriche
Definizione

La successione {a,} si definisce

monotona crescente se a <a., VneN
monotona strettamente crescente se a <a,, VneN
monotona decrescente se a za,, VneN
monotona strettamente decrescente se  a,>a,,, VneN

Ogni successione monotona ammette limite. In particolare
ogni successione monotona limitata e convergente (cioé

ammette limite finito: per es [=sup a, se a, e limitata e
crescente)
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Progressione geometrica

n An+1 qn+1 ] .
a, =q", T = g = q ragione della successione
n q
( Osel|q| <1
im g" = 1se g=1
noeo 1 +ooseq >1
|non esiste seq < —1
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Esercizio. Calcolare il limite:

D) lim Vn+1—-+/n

lim Vn+1-+/n = lim n+1_VQKVn+1+V%)=
n—>+o0 n—>+00 n_i_l_i_\/g

= lim

1
=0
>0 +1+-/n

Inn

2) lim %/n = lim " = lim e " =¢°

n—>+00 n—>+00 n—>+00

1
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