Equazioni differenziali lineari di ordine n

Equaczioni differenziali lineari di ordine n

P +a ()Y +ta, (0 +a,(x)y =b(x)

a;(x) = coefficienti

, Definitiin [ R
b(x) = termine noto} ofinitiin £ <

Se b(x)=0 [’equazione si dice omogenea,
altrimenti non omogenea
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Equaczioni differenziali lineari di ordine n

Teorema.

Se y,(x),...,y,(x), x € I € R, sono soluzioni particolari
dell’equazione differenziale lineare omogenea di ordine n
allora ¢y, +...+c,y, e soluzione

L’integrale generale dell’equazione differenziale lineare
omogenea di ordine n e

Vo) =y (x)+...+¢,p,(x)

V1 (X),.., ¥,(X), sono n soluzioni linearmente
indipendenti

Cy,.--,C,, SONO n costanti arbitrarie

Equaczioni differenziali lineari di ordine n
Definizione
Y1(X),..., ¥, (x), sono funzioni linearmente indipendenti se

oy t+..+c,y,=0=c¢ =c,=...=¢c, =0

n

Condizione necessaria e sufficiente affinche n soluzioni,
di un’equazione differenziale lineare di ordine n, siano
linearmente indipendenti e che il determinante
Wronskiano:

#0
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Equaczioni differenziali lineari di ordine n

Data I’equazione non omogenea

D »" +a ()" ot a, ()Y +a,(x)y = b(x)
e la sua omogenea associata:

2 " +a )y +ta, (0 +a,(x)y =0
’integrale generale di (1) e:

Y(x) =y (x) + y(x)

dove Y (X) ¢ lintegrale generale di (2) e }(x) e un
integrale particolare di (1)

Equazioni differenziali lineari di ordine n

omogenee a coefficienti costanti

y" ray" V. +a,_y +a,y=0

Ay, €R
A tale equazione si associa [ 'equazione caratteristica:

n n—1 _
A'+a Al +...+a, A+a,=0

che, per il teorema fondamentale dell algebra, ha in C
n radici ciascuna contata con la propria molteplicita

26/11/2023



Equazioni differenziali lineari di ordine n

omogenee a coefficienti costanti

y=e™ ésoluzione dell’equazione differenziale lineare
omogenea se & e soluzione dell’equazione caratteristica

ox

Infattise y =™, ¥ = e ey = @™
sostituendo nell equazione differenziale si ha

e“"(a” +aa" +.... +an_1a+an):0

= e™ ésoluzione dell’eq omogenea se & é soluzione
dell’equazione caratteristica

Equaczioni differenziali lineari di ordine n

1° Caso)

L’equazione caratteristica ammette n radici reali e distinte
Ayseees Ay, allora gli n integrali linearmente indipendenti
(dell’equazione omogenea) sono:

_ L Ax _ Aax — ,'n
y=e vy, =e . YV, =€

e l'integrale generale e
y; y! y;
v, =ce +c,e +...+ce™

Es. y"=5y"+6y=0
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o
2" Caso)

L’equazione caratteristica ammette radici reali e multiple
Per es. se A, é di molteplicita m , allora m integrali
particolari (dell’ equazione omogenea) sono:

_ Ax _ Ax _ .m-1_Aqx
y=e,y,=xe, ...,y =x""e
in generale per ogni radice A, di molteplicita my, glin
integrali linearmente indipendenti sono

A A 2 A -1 1
kx’xe kx’x e J X mj J X

e e X K e

b
k=1,..,r, m +m,+..+m. =n

Es. y"+)"=0

Equaczioni differenziali lineari di ordine n
3° Caso)

L’equazione caratteristica ammette radici complesse
coniugate:

A=a+if di molteplicita m
l=a-— if di molteplicita m
allora:

e™ cos fx, xe™ cos fx,.......x" 'e™ cos fx
e™ sin fx, xe™ sin fx,......,x" " e® sin fx

sono soluzioni dell ’equazione omogenea (2m)
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Equaczioni differenziali lineari di ordine n

Si arriva a tali soluzioni considerando gli integrali

xkelotihx — ykolarib)x b —01,..m—1

a cui vengono applicate le formule di Eulero

Es. y42)"+y=0
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