Calcolo integrale per funzioni di una variabile

Calcolo integrale

Integrale definito

Sia f:[a,b]—R, limitata

¢ & 53 54 fs
Xp=a X Xy X, Xy x5=b
Costruiamo la somma di Cauchy-Riemann "=
n b —a &
SnZZf(éj).(xj_xj—l): n Zf(é:j)
= =

Dove la suddivisione dell’intervallo [a,b] e individuata dai

unti ‘ b—a
P (a = x0), X1, Xz, e, Xp—1, Xn="D), X,=a+ jh, h=

n
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Integrale definito

La scelta dei punti
e arbitraria

All’aumentare dei punti della suddivisione di [a,b]
aumenta il numero degli addendi della somma di Cauchy-

Riemann e diminuisce il valore assoluto di tali addend;.

Integrale definito

Definizione

Si dice che la funzione f:[a,b]—R, limitata, e integrabile
secondo Riemann in [a,b], se detta S, una sua qualsiasi
somma di Cauchy-Riemann, esiste finito il limite di S, , per
n —o, e tale limite non dipende dalla scelta dei punti ¢,

Allora si pone

limS, = if(x)dx

n—>x0

Si legge «integrale da a a b in dx»
Ax) si chiama funzione integranda e x e la variabile
d’integrazione ed é una variabile muta:

b b
_[f(f)df ha lo stesso significato di _[f(x)dx
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Integrale definito, interpretazione geometrica

fb foodx, | reas jb f
a 1 a

1= [a,b] é il dominio di integrazione, a e b sono gli estremi
di integrazione.

b
Se f(x) e positiva allora I S (xX)dx  rappresenta

[’area del «sottografico» di f(x).

Infatti la somma S, rappresenta un’approssimazione
dell’area del «trapezoide T » individuato da f:

T:{(x,y)eRZ: a<x<b, OSySf(x)}

Integrale definito, interpretazione geometrica

b
Se >0 :jf(x)dxzarea di T

a b

b
Se in [a,b], fcambia segno allora _[f(x)dx e sempre un

a

numero ma non rappresenta piu [’area del sottografico di f.

b
Osservazione f S(X)dx & un numero, non dipende da x.
a
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Integrale definito, interpretazione geometrica

Se f cambia segno in [a,b],

e si vuole calcolare ’area del

sottografico di f, allora si y=fx)
deve suddividere [’intervallo ﬁz\

in tanti intervalli in cui 4 Vc d N\ I, b
fassume segno costante:

(area del sottograficodi f ) = —j f(x)dx + j' f(x)dx - ji f(x)dx

Integrale definito

L’insieme delle funzioni integrabili secondo Riemann in
1=[a,b] si indica con R(I) o R([a,b]).

R(I) non e vuoto, infatti ogni funzione costante y=c e
integrabile su qualunque intervallo [a,b] e si ha

b
jcdx:c(b—a) y=c

a X1 Xy X3 b
Per qualunque suddivisione di [a,b] si ha

b—
n

Sﬁilf(é,)'(x,,—le): aZn;CZ(b—a)c

ctct...+c (nvolte)
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Integrale definito, classi di funzioni integrabili

Teorema.
Se f:[a,b]—R é continua, allora e integrabile.

Teorema.
Se f:[a,b]—R é monotona e limitata, allora é integrabile.

Teorema.
Se f:[a,b]—R é limitata in [a,b] con un numero finito di
punti di discontinuita, allora e integrabile.

Questo teorema si puo estendere alle funzioni limitate con
una infinita numerabile di punti di discontinuita, cioe i punti
di discontinuita possono essere infiniti ma non devono
essere «troppiy.

La funzione di Dirichlet su [a,b]:

1 sexeQnla,b]

S ()= {0 sexela,b]-0

e limitata e non e integrabile secondo Riemann (i punti di
discontinuita sono «troppiy: tutto [a,b] )
Infatti se si scelgono i punti {; razionali si ha

S, =2 /(E) (5 =x,)= Yl(x,~x,,) = (b—a)

Se invece si scelgono i punti ¢;irrazionali si ha

&=§f@»uﬁmg=gouﬁmg=o
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Integrale definito, proprieta

Siano f'e g integrabili in [a,b), allora:
1. Linearita dell’integrale: se o e B sono costanti la
funzione of(x)+pg(x) e integrabile e si ha

[af (x)+ Bg(x)dx =a f(x)dx + B[ g(x)dx

2. Additivita dell’integrale rispetto all intervallo di integrazione:
Se a<s<b allorafé integrabile anche su [a,s] ¢ [s,b] e:

[ @)y =] £+ [ /(s

11

Integrale definito, proprieta
3. Positivita e monotonia:

fZO:if(x)deO

fzg= [ f(x)dx= [ g(x)dx

In particolare

< [|f(x)|dx

[ f(x)dx

a b
Per convenzione, se a<b si pone If (x)dx = _I S (x)dx
b a

12
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leorema della media integrale
i) Siaf limitata e integrabile secondo Riemann in [a,b]

Allora

1 b
<— dx <M
m <o [/ (x)ds

Dove m=inff e M=supf

[a,b] [a,b]
ii) Se f'é continua su [a,b] Ax, € (a,b):

ﬁjf(x)dﬁf(xo)

(valor medio integrale di f su [a,b])

13

Teorema della media integrale

Dimostrazione
i) Essendo f(x) limitata si ha
m< f(x)<M

Integrando membro a membro su [a,b]:

1 b
<— dx <M
m <o [ /()

1 b
ii) Indichiamo con y, il valore Yo = jff(x)dx
che e un valore compreso tra m ed M.

Essendo f continua, per il teorema dei valori intermed;,
esistera x, € (a,b): fix,)=y, cioé la tesi

14
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y=Ax)

Jtxo)

leorema della media integrale

-
[

Area (A)=area(R)

a

Area C = Area D
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Teorema della media integrale
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