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1. RICHIAMI SUGLI SPAZI DI LEBESGUE

In questa sezione preliminare richiamiamo, per comodita, alcune nozioni relative agli spazi di Lebesgue,
o spazi LP. Nel seguito assumeremo sempre che Q C RY (N > 1) sia un aperto non vuoto dotato
della misura di Lebesgue N-dimensionale, e che p € (1,00) sia un numero reale (per gli altri casi, e
per le dimostrazioni di alcuni risultati, rimandiamo a [2, Chapter 4] e a [10]).

Definizione 1.1. Lo spazio LP(Q) é l'insieme delle funzioni u :  — R misurabili t.c.

/ |ulP do < oo,
Q

definite a meno di un insieme di misura nulla.

L’ultima precisazione della Definizione 1.1 si interpreta come segue: se u,v € LP(Q) soddisfano
u(z) = v(z) per g.o. x € Q, allora poniamo u = v. A rigore, LP(2) & definito come un insieme di
classi di equivalenza, ma qui eviteremo tale descrizione per semplicita. Per ogni u € LP(£2) poniamo

full = ([ ).

Si vede facilmente che || - ||, € una norma su L”(2), che risulta inoltre completo rispetto alla metrica
indotta:

1Negli integrali ometteremo, quando non necessarie, le variabili di integrazione.
1



2 A. TANNIZZOTTO

Teorema 1.2. (Fischer-Riesz) (LP(Q2), || - ||,) € uno spazio di Banach.

Ricordiamo alcune diseguaglianze elementari. Innanzitutto, per ogni p € (1, 00) definiamo I’esponente
coniugato p' € (1,00) t.c.

1 1
p D
Si ha per ogni a,b > 0 la disequaglianza di Young:
p
(1.1) ab< =4 =
p p
Per ogni u € LP(Q), v € L (Q) vale la disequaglianza di Hélder:
(12) | tulde < lull ol
Abbiamo inoltre le due disequaglianze di Clarkson: per ogni u,v € LP(Q2)
utopr  u—ve _ lullp + vl
[ gt < M o
(13) [ < e 2y
/ _ / p p, _1_
(1.4) Hu%—v P +Hu VP < (||qu+Hv||p)p71 (p<2)
2 llp 2 llp 2

Ricordiamo infine la disequaglianza di interpolazione: se p < ¢ <r e u € LP(2) N L"(Q), allora si ha
u € L1(Q) con

1 T 1—17
17
(1.5) \Mbémeh35=5+

r

Osservazione 1.3. Nel caso p = 2, come gia osservato in [6], L2(2) & uno spazio di Hilbert con

prodotto scalare
(u,v) = / uv d.
Q

In tal caso si ha p’ = 2 e le diseguaglianze (1.2), (1.3), (1.4) sono ricondotte alla diseguaglianza di
Cauchy-Schwarz e all’identita del parallelogramma.

Da (1.2) segue che, per ogni v € L¥ (Q), il funzionale lineare

u»—>/uvd:c
Q

¢ continuo in LP(2). Piu interessante ¢ il fatto che tutti i funzionali lineari continui su LP(2) si
possano costruire in questo modo:

Teorema 1.4. (di rappresentazione di Riesz) Sia ¢ € LP(Q)*. Allora esiste un’unica v € LV (Q) t.c.
per ogni u € LP(Q)

() = /qu da.

In virtth del Teorema 1.4 possiamo identificare LP(Q)* ~ LP (Q) (come faremo tacitamente nel
seguito). Usando (1.3) o (1.4), insieme al Teorema di Milman-Pettis [2, Theorem 3.31], si dimostra
il seguente risultato:

Proposizione 1.5. LP(Q) é uniformemente convesso, in particolare riflessivo.
Dalle proprieta della misura di Lebesgue segue inoltre:

Proposizione 1.6. LP(Q2) ¢ separabile.
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Osservazione 1.7. Ricordiamo brevemente i casi estremi p = 1,00. Lo spazio L'(Q) & definito
come nella Definizione 1.1, e similmente la norma || - ||1, esso ¢ separabile ma non riflessivo. D’altra
parte, L>°(2) & 'insieme delle funzioni u : 2 — R misurabili ed ’essenzialmente limitate’, per cui
cioe esiste C' > 0 t.c. |u(x)| < C q.0. in £, con norma

[ullos = inf {C > 0: |u(z)| < C g.0. in Q}.
Questo spazio non € separabile né riflessivo. Si ha inoltre, a meno di isometrie lineari,
LYQ)* = L™(Q), L=(Q)* > LY(Q).

Ricordiamo alcune proprieta della convoluzione. Questa ¢ definita come un’operazione * che a
una coppia di funzioni (u,v) misurabili opportune, definite in R, associa una terza funzione
(uxv) : RN — R misurabile, definita per ogni z € R da

(u)(z) = /R e~ y)on) dy.

Teorema 1.8. (Young) Siano u € L'(RY), v € LP(RN). Allora (uxv) € LP(RN) e
[Cwxv)llp < flullr[oll,

Dimostrazione. Poniamo per ogni (x,y) € RN x RN

F(x,y) = u(z —y)llv(y)l’.
Per q.o. y € RY abbiamo

/ F(z,y) dz = [[ull1[o(y) P,
RN

da cui F(-,y) ¢ integrabile in RY inoltre

(1.6) / / F(z,y) dzdy = [[ulls]|o].
]RN ]RN

Per il Teorema di Tonelli [2, Theorem 4.4] abbiamo F € L*(RY x RY), da cui per il Teorema di
Fubini [2, Theorem 4.5] F(z,-) € L'(RY) per q.o. x € RN. Equivalentemente, per q.o. z € RY la
funzione

y = u(z —y)|7 |o(y)]

1 /
appartiene a LP(R”). D’altra parte, la funzione y + |u(x — y)|»" appartiene a LP (RY). Applicando
(1.2) si ha

/ lu(z —y)[|v(y)| dy = / lu(z — )7 [u(x — y)[7|o(y)] dy
RN RN

< ([ 1w =onan)” ([ e = liea)’

1

=l ([, e~ o) dy)

Integrando in x e usando (1.6), abbiamo

L wro@pdrs [ ([t i) ) e

< [l ([ 1= llop dy) da

-1
= ullf I F Lt @y cryy = ullfllv]5,

da cul la tesi. O
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x+fupp (v)

()

FiGgura 1.

Vediamo adesso alcune proprieta della convoluzione. Per cominciare, per ogni u : RY — R, z € RN
poniamo @(x) = u(—x):

Lemma 1.9. Siano v € L'(RY), v e LP(RN), w € LV (RN). Allora

/RN(u*v)wdx—/RN(a*w)vdx.

Dimostrazione. Poniamo per ogni (x,y) € RN x RN

F(a,y) = u(z - y)o(y)w(z).
Per il Teorema 1.8 e (1.2) si ha

/ F(e,y)| dz dy = / ((urvyw] dz < [fuls o]y,
RN xRN RN

da cui F € L'(RY x RY). Quindi, per il Teorema di Fubini,
L ([ ae=mewdy)u@de= [ ([ Fawdy)ds
RN RN RN RN
= f (L rma)a
N A\ JR

. F(z,y)dx
[ ([ st =yt ) ow)dy
. u(y — x)w

o
L,
L. (x)dr) v(y) dy,
RN \MJR
da cui la tesi. O
Ricordiamo che, per ogni v : RY — R misurabile, il supporto di u & I'insieme

supp(u) = RN \ (U {w c RV : w aperto, u = 0 q.o. in w})

Se u € C(RY), si ha semplicemente supp(u) = {u # 0}. Diremo che u € C.(RY) se u € C(RV) e
supp(u) & compatto”.

Lemma 1.10. Siano u € L'(RN), v € LP(RY). Allora

supp(u xv) C supp(u) + supp(v).

Dimostrazione. Per il Teorema 1.8, per q.o. z € RY si ha

(uxv)(z) = u(z —y)o(y) dy.

/(ﬂﬁ—supp(U))ﬂsupp(v)

Quindi, se x ¢ supp(u) + supp(v) si ricava (u*v)(x) =0 (fig. 1). O

2Useremo altre notazioni dello stesso tipo, come C¥* (RN ), con ovvio significato.
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1 pod

FIiGuraAa 2.

Per il Lemma 1.10, se u e v hanno supporto compatto, anche supp(u % v) € compatto. Osserviamo
ora la relazione fra convoluzione e derivazione:

Lemma 1.11. Siano u € CL(RY), v € LY(RY). Allora (u*v) € CLRY) e
V(uxv) = (Vux*v).

Dimostrazione. Fissiamo i € {1,... N} e denotiamo e; il versore dell’asse #;. Per ogni x € RY, ogni
y € RN e ogni t € (0,1) si ha

ou
8.%

ou
oz, oz, (r—y+7e;)dr —t (x —y)| = olt),

uniformemente rispetto a y. Ne segue

‘u(az—y—l—tei)—u(x—y)—tau(as—y)‘:‘/Ot

‘(u*v)(w +ter) — (uxv)(z) — t(;; *v) (3:)‘

< [ Jute—y+te) = e — ) — 1w = )] jlw)] dy = o) o]
RN

81’2‘
Si ha pertanto per ogni z € R

81 (usv)(@) = (5, *v) (@),

da cui la tesi. O
Le funzioni di LP(2) possono essere estremamente irregolari, tuttavia ¢ possibile approssimarle

mediante successioni di funzioni di classe C°°(R™). Questo procedimento & detto regolarizzazione e
si basa sull’operazione di convoluzione.

Una successione di mollificatori ¢ definita come una successione (p,,) di funzioni t.c. per ogni n € N
si ha p, € C°(RY), pn > 0 in RY, supp(pn) € Byyn, € [lpal1 = 1.

Esempio 1.12. Possiamo facilmente costruire una successione (p,) di mollificatori definendo
dapprima una funzione p € C°(RY) mediante

1
elsP-1  se |z| <1
pl) = !
0 se |z| > 1,
(fig. 2) e poi ponendo per ogni n € N
n™ p(nx)

o) =00

Abbiamo il seguente risultato di regolarizzazione:
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Teorema 1.13. Siano u € LP(RY), (p,) una successione di mollificatori. Allora si ha (p, xu) €
C>®(RY) per ognin € N e (p, xu) — u in LP(RY).

Dimostrazione. Fissiamo n € N. Per il Teorema 1.8 abbiamo (p, x u) € LP(RY). Inoltre p, €

C*(RY), quindi applicando ripetutamente il Lemma 1.11 vediamo che (p, x u) € C®°(RY).

Proviamo ora che (p,*u) — u in LP(R™), procedendo per gradi. Il primo passo consiste nell’effettuare
una troncatura di u, definendo per ogni k € N una funzione uy € L>(R") ponendo per ogni = € By,

-k seu(r) < —k
up(z) = Su(z) se —k <u(x) <k
k se u(x) >k,

e up(z) = 0 per ogni x € R\ By, cosi che supp(ug) C By. Abbiamo uy, — uin RY con |uy| < |u| q.o.
in RY, da cui ug, — u in LP(RY) (Teorema di Lebesgue sulla convergenza dominata, ved. [2, Theorem
4.2]). Fissato € > 0, esiste k € N t.c.

€
(1.7) lu —ukllp, < 5

Procediamo ora approssimando uj con una funzione continua. Infatti, per [2, Theorem 4.3] esiste
v € Co(RY) t.c.

Juk = vl < S (2luklloe)

k 1 6P klloo .

Senza perdita di generalita possiamo assumere ||[v||0o < ||ug|/co. Per (1.2) abbiamo
1 1—1 c

(1.8) g = wllp < fluk = ollf flue = vl ” < -

Adesso regolarizziamo v mediante la convoluzione con i mollificatori. Per i Lemmi 1.10, 1.11, per
ogni n € N si ha (p, xv) € C°(RY). Inoltre, per ogni insieme K C RY compatto, (p, xv) — v
uniformemente su K. Infatti, per il Teorema di Cantor-Heine v & uniformemente continua in K,
quindi si ha uniformemente per ogni z € K

lim max |[v(x — y) —v(z)| = 0.
nolyl<t

Ricordando anche che supp(p,) € By, € ||pall1 = 1, abbiamo allora

(o)) =@ =] [ 0= 9) = o@)puwdy

< max |v(z —y) —v(z)],

lyl<+
e questo tende a 0 uniformemente per ogni z € K. Per concludere, osserviamo che per ogni n € N
dal Lemma 1.10 segue

supp(pn x v) € By, + supp(v) € By + supp(v),

essendo 1'ultimo un insieme compatto indipendente da n. Si ha pertanto (p, xv) — v in LP(RY),
quindi per ogni n € N abbastanza grande

€

3

Infine, ritorniamo alla funzione u. Fissiamo n € N abbastanza grande affinché valga (1.9) e osserviamo
che

(1.9) [(pn * v) = vl <

(P 10) = (pu % (1 = 0)) + (pu % v).
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Da (1.7), (1.8), (1.9) e dal Teorema 1.8 segue allora

[(pn % w) = ully < llon* (w = v)llp + |(pn x v) = vllp + flv = ull

€
< 2||u — + -
Ju—ollp+ 5
€
< 2(Jlw = ugllp + lux = vllp) + 3 <&,
da cui la tesi. 0

Per effetto del Teorema 1.13, vediamo che LP(RV) N C*°(RY) & un sottospazio denso di LP(RY).

Osservazione 1.14. In effetti si pud dimostrare di pit: per ogni aperto @ C RY, C°(Q) & un
sottospazio denso di LP(Q2) (ved. [2, Corollary 4.23]). Torneremo su questi problemi di densita nella
Sezione 3.

Definiamo per ogni h € RY \ {0} un operatore di traslazione Ty, : LP(RY) — LP(R™) ponendo per
ogni u € LP(RN), x € RN

T (u)(z) = u(z + h),
cosi che chiaramente T}, ¢ lineare e continuo (un’isometria lineare in effetti). Poiché dim(LP(Q)) = oo,
un insieme limitato nello spazio LP(R") non & relativamente compatto (nella topologia forte).

Tuttavia, se Q C RY ¢ limitato, si ha il seguente risultato (per la dimostrazione ved. [2, Theorem
4.26)):

Teorema 1.15. (Kolmogorov-Riesz-Fréchet) Sia S C LP(RY) un insieme limitato, t.c. uniforme-
mente per ogni u € S

lim ||Th(uw) — ul|, = 0.

i, 14(u) =
Allora, per ogni Q C RN di misura finita, Uinsieme

S(Q) ={ulg:uesS}

é relativamente compatto in LP(Q).

Il Teorema 1.15 si pud vedere come una versione ’integrale’ del Teorema di Ascoli-Arzela. L’ipotesi
principale va interpretata come segue: per ogni e > 0 esiste 6 > 0 t.c. per ogni uw € S, |h| < 0 si ha

[T (u) —ullp <e.
Esercizio 1.16. Dimostrare I’Osservazione 1.7.
Esercizio 1.17. Dimostrare il Lemma 1.11 sotto I'ipotesi v € LP(R™).

Esercizio 1.18. Provare che la successione (p,) definita nell’Esempio 1.12 & una successione di
mollificatori.

2. DERIVATE DEBOLI E SPAZI DI SOBOLEV

In questa sezione introduciamo lo spazio di Sobolev WP?(Q), dove p € (1,00) e Q C RY (N > 1)
¢ un aperto non vuoto, e le sue proprieta fondamentali. Per i casi N = 1, p = 1, 0o rimandiamo
a [2, Chapters 8, 9]. Le motivazioni per 'introduzione di questo spazio sono legate allo studio delle
equazioni alle derivate parziali, e sono rinviate a [7,8]. Per una trattazione dettagliata sugli spazi di
Sobolev, rimandiamo a [?,3,5,9].

Richiamiamo alcune nozioni di calcolo integrale e differenziale (ved. [5, Appendix B]). Poniamo

Q= {(x’,xN) eRVIxR: |2'], |z n| < 1}, QR+ = {(a:’,xN) €EQ: xy > 0},
Qo={("2ny) €Q: any =0}, Q- ={(2',an) € Q: zy < 0}.
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Q,

FiGcura 3.

Se 2 ¢ RY & un dominio (aperto connesso) di frontiera I' = 92, diremo che Q & di classe C*
(k € N) se per ogni x € I esistono un intorno U € RY di e un C*-diffeomorfismo H : Q — U” t.c.
H(Q+)=UNQ, H(Qy) =UNT (fig. 3). I domini di classe C'! sono anche detti domini regolari.
Se Q C RY ¢ di classe C', allora per ogni « € I' & definito univocamente il versore normale uscente
v(z) € RY rispetto a I' in 2. Richiamiamo la formula di Gauf-Green: se Q@ C RY & un dominio
limitato di classe C', allora per ogni u,v € C'(€) si ha

(2.1) /uc% d:c——/ 8uvda:+/uvyidF,i—l,...N.
o Oz o Ox; r
Inoltre, applicando (2.1) si ha per ogni u,v € C?(f2), e ponendo % =Vu- v,
0
(2.2) /Vu-Vvdm:—/Auvda:+/uvdI‘.
Q Q r Ov

Introduciamo ora il primo spazio di Sobolev:

Definizione 2.1. Lo spazio WP (Q) ¢ linsieme delle funzioni u € LP(Q) con la sequente proprieta:
esistono gi,...gn € LP(Q) t.c. per ogni ¢ € C()

/uf)go dw:—/gigpdaz, i=1,...N.
o Oz Q

La Definizione 2.1 si puo riformulare equivalentemente usando funzioni test ¢ € C}(9). Osserviamo
anche che, per la Definizione 1.1, le funzioni g1, ... gy sono definite in €2 a meno di un insieme di
misura nulla e che in tal senso esse sono uniche.

Se © & un dominio limitato di classe C! e u € C1(Q), da (2.1) segue che u verifica la Definizione 2.1

con g; = g—; (i=1,...N). Per estensione, per ogni u € WHP(Q) le funzioni g; sono dette derivate
deboli di u e denotate g; = 37“ (i=1,...N), inoltre si pone
ou ou
Vu = (——) LP(Q,RN),
3.T1 axN ( )
con norma

vl = ( [ 1vupar)”

Osservazione 2.2. Abbiamo visto sopra che, se € & limitato e regolare, allora si ha C1(Q) C W1P(Q).
Questa inclusione € propria, ovvero esistono funzioni derivabili in senso debole che non sono tali in
senso classico. Una caratterizzazione delle funzioni debolmente derivabili si trova in [4, p. 151], ma
per i nostri fini e sufficiente la seguente condizione, solo sufficiente: Sia u : @ — R una funzione

3Con questa espressione intediamo che H € C* (QU)e H ' e C*U,Q)
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A M
/l u
> I
o x © ;
FiGuraA 4. FiGguraA 5.

lipschitziana, quindi derivabile g.o. in Q", e supponiamo che Ou/dx; € LP(Q) per ognii € {1,... N},
allora w € WHP(Q) con derivate deboli coincidenti g.o. con le derivate classiche.
Vediamo alcuni esempi, tutti relativi al dominio
Q={(z,y) eR?: 2° +y* < 1}.

Esempio 2.3. Poniamo u(z,y) =1 — (22 + yQ)% per ogni (z,y) € Q (fig. 4). La funzione w non &
derivabile in (0,0), mentre per ogni (z,y) € 2\ {(0,0)} abbiamo

ou x ou Y

oo (wy) = ————, Y) =

8:5( ) (22 +y2)2 8y( ) (22 +y2)2
Per I’Osservazione 2.2 abbiamo u € W1P(Q) per ogni p € (1,00).

Esempio 2.4. Fissiamo p > 1e «a € (0,1) t.c. pa < 2, quindi poniamo per ogni (x,y) € Q\ {(0,0)}

(fig. 5) )
wz,y) = ————5.
(z,9) 2108
La funzione u & derivabile in © \ {(0,0)} con
.
dz (22 +42)°3° Oy (22 +42)°3°

Verifichiamo che u € LP(Q):

2 prl 2—pa 11
/ |ulP dz dy = / / p P dpdf = 271[ i } < 0.
Q 0o Jo 2—palo

Verifichiamo che @ € LP(Q):

2m prpoz 1
/ ‘ ‘ dx dy < / / aPpl™ padpd9—27rap[ } < o0.
2 —palo

Poiché u non ¢ lipschitziana, non possiamo applicare 1’Osservazione 2.2, quindi verifichiamo diret-
tamente che le derivate calcolate sopra coincidono con le derivate deboli di u. Per ogni ¢ € (0,1)
poniamo Q. = Q\ B.. Da (2. 1) abbiamo per ogni ¢ € C2°()

/ d:ndy = / cpdxdy+/ upy dI',
. Ox 0B.

4Per il Teorema di Rademacher, ved. [10, Theorem 7.18].
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FI1GURA 6.

dove v = (v1,12) € il versore normale a 0B, orientato verso 'origine. Osserviamo che

’/ ugpvy dT| </ [Pl jp gt
9B 9B &

e questa quantitd tende a 0 per ¢ — 07. Pertanto, passando al limite abbiamo

Oy ou
/Quaxdmdy——/gaxgocmdy.

Similmente si ricava la relazione analoga per %. Quindi v € WP(Q).

Esempio 2.5. Poniamo infine per ogni (z,y) € Q (fig. 6)

w(ey) = 1 se (22 +y?)
Y70 se (72 +y?)

NI= N=
AVAR/AN
[\"m—t [N

Allora u ¢ W1P(Q) per qualunque p € (1,00), come dimostriamo per assurdo. Se u € WhP(Q),
allora si avrebbe Vu = 0 q.0. in © (ved. [2, Comment 4, p. 314]). Fissiamo ¢ € C2°(€2) non costante
in Bj/p. Dalla Definizione 2.1 seguirebbe allora

/ &pdxdy:/ua@dxdy:—/%gpdxdy:(),
31/2 ox Q ox Q('?a:

da cui d¢/0x = 0 q.0. in B;/y. Analoga conclusione per d¢/dy, da cui ¢ sarebbe costante in
By /5, assurdo. Per dare un senso alle derivate di funzioni come u occorre riferirsi alla teoria delle
distribuzioni (ved. [1, p. 18]).

Le derivate deboli si calcolano mediante le stesse formule in uso per le derivate classiche. Cominciamo
con la formula pit semplice (per altri risultati di questo tipo ved. Sezione 3):

Lemma 2.6. Siano u,v € WHP(Q). Allora, per ogni o, 3 € R si ha au+ fv € WHP(Q) e

Ou 4w
8.%1'

oz, (cu+ pv) =«

Dimostrazione. Chiaramente au + fv € LP(2) e per ogni i € {1,... N}

ou L3 ov
aaxi (9$Z'

e LP(Q).
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YAVAVAN

[+]

2\

FIGURA 7.

Per ogni ¢ € C2°(2) si ha
dp . Oy dp
/Q(au—i-ﬁv)axidx—a/guaxidx—l—ﬂ/ﬂvaxidx
ou ov
. dz — d
O‘/anf ’ 5/Qamf !

= [ (g + o7 o

da cui la tesi. O

Per il Lemma 2.6, WP(Q) & uno spazio vettoriale. Su esso definiamo una norma ponendo per ogni
u € WHP(Q)

1.
lull = (lully + [ Vuly) >

Norme equivalenti su W1P(Q) sono le seguenti:

N u
lullp + IVl Tl + D2 |5
i=1 ’

N ey 2
(g 5],
(T 251,

Come si vede, u, — u in WHP(Q) se e solo se u, — u in LP(12) e % — % in LP(Q) (i=1,...N).

k3

Il seguente esempio illustra la topologia di W1P(Q):

Esempio 2.7. Sia ancora
Q={(z,y) eR?: 2” +y* < 1},
e fissiamo p > 1. Per ogni n € N definiamo u,, € W?(Q) ponendo (fig. 7)

Un(xay) =

Si vede facilmente che u,, € W1P(). Inoltre, si ha u, — 0 in LP(2) per n — oo (anzi, u, converge
a 0 uniformemente). Tuttavia, per ogni n € N si ha |Vu,| =1 q.o. in §, da cui

1
IVunlly = ( [ 1dedy)” =

dunque la successione (u;,,) non converge a 0 in WP ().

Esponiamo adesso le proprieta funzionali dello spazio normato (W1(Q), ] - |):

SDenoteremo || - ||, la norma di L?(£2), quando non sia necessario specificare il dominio.
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Teorema 2.8. W1P(Q) ¢ uno spazio di Banach riflessivo e separabile.

Dimostrazione. Proviamo che W1P(Q) & completo. Sia (u,) una successione di Cauchy in WP ().
Allora (uyp), (242) (i = 1,...N) sono successioni di Cauchy in LP(Q). Per il Teorema 1.2 si ha

ox;
U = u, G2 — gi in LP(Q) (i=1,...N). Per ognii € {1,... N}, p € C°(Q) si ha
Oy Ouy,
dx = — dz.
/ axz v Q afEi(p v

Poiché ¢, 5 ag" e LV (), possiamo passare al limite per n — oo e otteniamo

Q 8561 Q

quindi v € W1P(Q) con 887“ =g, (i=1,...N), da cui u, — u in WP(Q). Dunque WHP(Q) & uno
spazio di Banach.
Poniamo X = LP(Q)N*+! dotato della norma

1
oo, er,con)lx = (ol + [ [(wr.e o))
Q

Per il Teorema 1.2 e la Proposizione 1.5, X & uno spazio di Banach riflessivo. Poniamo per ogni

u € WHP(Q)
ou ou
T(u) = (u, 83:1"”6.%]\/) € X.
Si vede immediatamente che T € L(W1P(£2),Y) & un’isometria lineare, pertanto T(W1?()) & un
sottospazio di X, completo (per isometria con W1P(Q2)) e pertanto chiuso. Dunque T(W1P(€)) &
riflessivo [2, Proposition 3.20]. Inoltre, per la Proposizione 1.6 X & separabile, quindi T(WP(Q)) &
separabile [2, Proposition 3.25].

Lo spazio di Banach WP(Q), linearmente isometrico a T(W'P(€2)), gode delle stesse proprieta. [

Osservazione 2.9. Per dimostrare la riflessivita di WP () si puo procedere anche in modo diverso.
Applicando le diseguaglianze (1.3) o (1.4) a u e alle sue derivate deboli, si dimostra che W1P(Q) &
uniformemente convesso, quindi riflessivo per il Teorema di Milman-Pettis [2, Theorem 3.31] (questo
approccio tuttavia risente della scelta di una delle norme equivalenti su W1?(Q)).

Riportiamo una caratterizzazione degli elementi di W1?(Q):

Proposizione 2.10. Sia u € LP(R2). Le sequenti condizioni sono equivalenti:
(i) uw e Whe(Q);
(17) esiste C >0 t.c. per ognii € {1,...N}, p € C2()

| [ u52 da] < Clely

Dimostrazione. Proviamo che (i) implica (ii). Se u € WHP(Q), allora poniamo C = ||Vul|,. Per
ogni ¢ € C(Q) si ha ¢ € L (Q), e per la Definizione 2.1 e (1.2) si ha

dy U
= <
’/Q ox; dac ’/ a%godx‘ = Haxl P

Proviamo che (i7) implica (7). Fissato i € {1,... N}, per ogni ¢ € C2°(§2) poniamo

e
/ 3$z dz.

< C”@Hp"
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Per (ii) e per il Teorema di Hahn-Banach [2, Corollary 1.2], esiste ¥ e LV (Q)* t.c. ¥(p) = ¥(p) per
ogni ¢ € CX(Q) e |(v)| < C|lv|l,y per ogni v € L¥ (Q). Per il Teorema 1.4 esiste g; € LP(Q) t.c.
per ogni v € L (Q)

/ givdz =(v).
Q
Pertanto g; verifica la Definizione 2.1 e concludiamo che u € WHP(Q). 4

Concludiamo questa sezione introducendo le derivate deboli di ordine superiore. Per ogni multi-indice
a=(ai,...ay) € NV di altezza |a| = a1 +... +ay = k, e per ogni funzione u € C*(), adottiamo
la notazione .
0"u
D% =—— (D =u).
ozt .. xRy ( )
Lo spazio di Sobolev di ordine k & definito ricorsivamente a partire da W1P(Q) come segue:

Definizione 2.11. Per ogni k > 2, lo spazio W*P(Q) ¢ linsieme delle funzioni u € W*=1P(Q) t.c.
ou
8952-

Vale la seguente caratterizzazione, analoga alla Proposizione 2.10:

e WkP(Q), i=1,...N.

Proposizione 2.12. Siano u € LP(Q), k € N. Le sequenti condizioni sono equivalenti:
(i) uwe WhP(Q);
(17) per ogni multi-indice o, || < k esiste go € LP(2) t.c. per ogni ¢ € C°(Q)

/uDagpda:— |O‘|/g pdx;
Q

(7i1) esiste C' > 0 t.c. per ogni a, |a| < k e ogni ¢ € C(§2)
(/QuD%dm\ < Cllelly-

Le funzioni g, sono dette derivate deboli di ordine |a], e denotate D*u. Esse seguono le medesime
regole di calcolo delle derivate classiche. Sullo spazio W*P(£2) adottiamo la norma

1
lull = (3 10°ull)”
laf<k
con la quale Wk» () risulta essere uno spazio di Banach separabile e riflessivo.
Osservazione 2.13. In effetti, per k > 2 e I" limitata e 'abbastanza regolare’ si dimostra che
1
el = (lhallp + > IDullz)”
la|=k
& una norma su W¥*?(Q) equivalente a quella definita sopra [2, p. 271].
Esercizio 2.14. Dimostrare (2.2).
Esercizio 2.15. Dimostrare che se ) & limitato e di classe C!, allora C1(Q2) ¢ WiP(Q).
Esercizio 2.16. Estendere I’Esempio 2.4 a una dimensione N arbitraria.
Esercizio 2.17. Dimostrare che su W1P(2) una norma equivalente a quella definita sopra &
[l = lully + [Vl

Esercizio 2.18. Dimostrare 1’Osservazione 2.9.
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F1GURrA 8.

3. DENSITA ED ESTENSIONE

Dalla Definizione 2.1 segue ovviamente l'inclusione insiemistica C2°(£2) € W1P(Q), che sappiamo
inoltre essere propria (Esempio 2.3). Cercheremo ora di rispondere alla seguente domanda: ¢ possibile
approssimare una funzione di WP(Q) mediante funzioni regolari? Un altro modo di formulare
questa domanda &: W1P(Q) N CX(RY) ¢ un sottospazio denso di WP(Q)?

Cominciamo dal caso Q = RY. Riportiamo un utile lemma sulla relazione fra derivate deboli e
convoluzione:

Lemma 3.1. Siano u € WHP(RN), p € LY(RYN). Allora (p*u) € WIP(RN) e

Gii(p*u) = (p*g::i), i=1,...N.

Dimostrazione. Per il Teorema 1.8 abbiamo (p*u) € LP(RY) e per ogni i € {1,...N}

<p* gg) e LP(RY).

Poniamo p(z) = p(—x) per ogni z € R e fissiamo ¢ € C®(RY). Per i Lemmi 1.9, 1.11 abbiamo

per ognii € {1,... N}
/ (p*u)aso d:n:/ (p* 890)ud:v
RN z; RN Oz;

da cui la tesi. g
Abbiamo il seguente risultato di densita:

Teorema 3.2. Sia u € WHP(RN). Allora esiste una successione (uy,) in C°(RN) t.c. u, — u in
WLP(RN).

Dimostrazione. Sia (p,) una successione di mollificatori, definita come nella Sezione 1. Per ogni
n € N poniamo v, = (p, * u), cosi che v, € C®°(RY) (Lemma 1.11, Esercizio 1.17) e v, — u in
LP(RY) (Teorema 1.13).

Introduciamo anche una funzione cut-off (fig. 8), ovvero una funzione ¢ € C°(RM) t.c. 0 < ((v) < 1
per ogni € RV e
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Per ogni n € N, z € RY poniamo (,(z) = ((£), quindi u, = (uvp. Si ha allora u, € C°(RY),
supp(u,) € Bay.

Proviamo che u, — u in LP(RY). Per costruzione si ha u,(z) = v,(z) per ogni x € B,. Inoltre
esiste g € LP(RY) t.c. v, (x)| < g(x) per q.o. z € RY e ogni n € N. Dunque

/ \un—vnpda;:/ \un—vnpdx—i—/ |op|P da
RN B2n\Bn B3

2n
]vn|pdx</ 9P dz,

:/ (1—Cn)p]vn]pda:—|—/
B2y, \Bn BS

2n
e I'ultima quantita tende a 0 per n — 0o, da cui (u, —v,) — 0 in LP(RY). Abbiamo dunque per
ognin € N

[un — ullp < [lun = vnllp + [lvn — ullp,
e questo tende a 0 per n — co.
Proviamo ora che Vu, — Vu in LP(RY,RY). Fissiamo i € {1,... N}. Dal Lemma 3.1 segue per
ognin € N

Oun, o aCn e
ox; 83:1 n@xl
Ay ou
8 (Pn*u) ‘*’gn(pn axi)>
e questa funzione appartiene a LP(RY) (Teorema 1.8). Per costruzione di ¢, si ha per ogni x € R
In 10¢
Ox; () = n Ox; ( )
Per le relazioni precedenti abbiamo per ogni n € N
H ox; 8331 H Ox; (pn > ) H Cn (p” 8:L“Z> Cn 8331 Cn ox; Ox;llp
ICy ou ou ou  Ou
< n niloo n - na
H Oz; lleo [on *ullp + [l H (’0 33;) 8317Z < ox; aa:i p
ou ou  Ou
7H83:Z ||pn|| ||u||p+ H(Pn 1}1) al'z HC"O:BZ - 61’1 P

Il primo termine dell’'ultima quantita tende a 0 per n — co. Anche il secondo e il terzo tendono a 0
per il Teorema 1.13. Dunque ricaviamo che per n — oo

Ouy, ou
_>
8$Z' X
da cui Vu, — Vu in LP(RY RY). O

in LP(RY),

Per un dominio Q C R¥, la convergenza di (u,,) si conserva ma quella di (Vu,,) vale solo localmente.
Premettiamo al risultato per questo caso un lemma tecnico:

Lemma 3.3. Siano u € WhP(Q), a € CH(Q), e per ogni x € RN

w(z) = a(z)u(z) sex €
0 se x € Q°.
Allora w € WHP(RN) e
Oa 8u

g“’: oz " Yo . i=1,...N.
Li 0 in Q°
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FiGura 9.

Dimostrazione. Chiaramente aw € LP(€2) e per ogni i € {1,...N}

Oa wt o ou

€ LP(92),

quindi le rispettive estensioni appartengono a LP(RY). Inoltre, per ogni ¢ € C}(RY) si ha ap €
C1(), e per ognii € {1,...N}

- /J(ai (ap) = gch) dr

ou
= — dx — d
s () dx Quaxigo x
oo ou
- _/Q (6‘@“ + O‘ax)‘pd‘”’
da cui la tesi. O

Il seguente risultato ¢ valido per un generico dominio Q ¢ R™V:

Teorema 3.4. (Friedrichs) Sia u € WHP(Q). Allora esiste una successione (uy,) in C°(RY) t.c.
(1) up — u in LP(Q);
(ii) per ogni dominio w € Q, Vu, — Vu in LP(w, RV)°,

Dimostrazione. Per prima cosa, estendiamo u ponendo per ogni & € RY

i(z) = {u(m) se x € ()

0 se x € Q°.

Chiaramente @ € LP(RY). Definiamo le successioni (p,), (¢,) come nel Teorema 3.2 e per ogni n € N
poniamo u, = (,(pp * ).
Proviamo (7). Come nel caso precedente si ha u, — @ in LP(RY), da cui u, — v in LP(Q).

Proviamo ora (i7). Sia w € 2. Chiaramente si ha % € W1P(w). Per ogni n € N abbastanza grande
possiamo definire una funzione v € CH(Q) t.c. a(z) = 1 per ogni € @+ By, (fig. 9). Si ha allora
per ogni x € w

(3.1) pn * (att)(x) = pp *a(x).

6per ogni coppia di aperti A, B C RY scriviamo A € B se A C B ed & compatto.
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Infatti, dal Lemma 1.10 segue

supp(pn * (ot — @) C supp(pn) + supp(ad — @)
C By, +supp(a — 1).

Per costruzione, per ogni € w + By, abbiamo x ¢ supp(a — 1), da cui
supp(pn * (@t — 1)) C we.
Questo prova (3.1). Per il Lemma 3.3 abbiamo ai € WHP(RM) e per ogni i € {1,... N}

a . . oo _ ot
oz, (au) = 6aciu + aa—xi

In particolare, g.o. in w abbiamo
o . . ou

atll = u, a—xi(au) = 0

Scegliendo n € N ancora piu grande se necessario abbiamo w C B,, da cui per (3.1) segue
Up = pp * (@) q.0. in w. Dunque abbiamo

/W\ZZ” - g; Yz = /w ((pn*aii(aa)) - 81 (aa)‘p dz,

e questo tende a 0 per n — oo. O

Applicando il Teorema 3.4, dimostriamo alcune ulteriori proprieta delle derivate deboli (simili al
Lemma 2.6):

Lemma 3.5. Siano u,v € WHP(Q) N L>®(2). Allora uv € WP(Q) e si ha

0 (uv) = 8uv+u8v
8@- B

8:62‘ 8332 ’
Dimostrazione. Osserviamo intanto che

/Q fuol? dz < [[ullZ 10|12,

i=1,...N.

e per ogni i € {1,...

dac\CH

"ol + Clullze]| o

/ ‘ 81}

8:61 &xi Ox; llp 8:c,
Dunque le funzioni precedenti appartengono a LP(£2). Inoltre, per il Teorema 3.4 esistono due
successioni (uy,), (vs) in C2(RY) t.c.

Up, — U, Uy, — v in LP(Q),
e per ogni w € {2
Vu, = Vu, Vv, = Vv in LP(w).
Esaminando attentamente la dimostrazione del Teorema 3.4, vediamo che per ogni n € N si puo
supporre
unlloo < [[tlloos llvnlloo < [0]]oo-

Fissiamo allora ¢ € C2°(Q2) e determiniamo w € {2 t.c. supp(¢) C w. Da (2.1) si ha allora per ogni
neN

8@ 8“7’1 avn
(3.2) /wunvnaxi dr = —/ (8.%'1 Up + Up, ax)godx.
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Dalle relazioni precedenti abbiamo q.o0. in w
Oouy, U
s 6—%@;@.

Per [2, Theorem 4.9], passando se necessario a una sotto-successione, troviamo g € LP(w) t.c. per

ogni n € N, q.o. in w

Unp —

ouy, <
8xi
da cui
ouy,
oz, " < gllv]|ss |-

Per il Teorema della convergenza dominata [2, Theorem 4.2]

hm/8 vnnpdzzz—/a

Similmente si tratta il secondo addendo dell’integranda in (3.2). Dunque, passando al limite in (3.2)

per n — 0o, abbiamo
Oy ou v
/ Vo, 0 _/w (axi a1 )‘Pdw

Ricordando che ¢ =0 e Vo =0 in Q \ w, possiamo infine estendere gli integrali sopra a 2, da cui la
tesi. g

Consideriamo ora il caso di una funzione composta:

Lemma 3.6. Siano G € C*(R) t.c. G(0) =0, |G'(t)] < M per ognit € R (M >0), u € WHP(Q).
Allora G ou € WHP(Q) e si ha
0 ;o 0u
= =1,..
A (Gou) = Gl g, i =1,

Dimostrazione. Osserviamo intanto che per ogni ¢t € R

G| = )/Ot &7 dr| < Mt

.N.

Si ha allora

/Q G lu)|P dz < MP|jul?,

Ou |p
!
/Q ‘G () ox; (9%'1

Dungque le funzioni precedenti appartengono a LP(2). Inoltre, per il Teorema 3.4 esiste una successione
(up) come nel Lemma 3.5. Fissata ¢ € C°(Q2), determiniamo w € 2 t.c. supp(p) C w. Allora per

ogni n € N si ha
oo . , ou
/wG( )&m dr = /wG (un)a—xigodx.

Procedendo come nel Lemma 3.5 e passando al limite per n — oo, abbiamo

8(,0 ;L ou
/QG( oz, dx /QG(u)axigodx,

da cui la tesi. O

e per ogni i € {1,...N}

" dx MPH

Infine, consideriamo il caso del cambiamento di variabili:
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Lemma 3.7. Siano ,Q' C RY domini , H € Cl(Q Q) un C*-diffeomorfismo t.c. |Jy| < M in €,
|Jg—1| <M inQ (M>0),uc Wl’p(Q), Allora wo H € WYP(Q') e si ha per q.o. y € ', x = H(y)

N
0 ou 8Hi .
H =1,...N.

8y] (’LLO )( ) Z 8.TZ ay] (y)a J )

Dimostrazione. Osserviamo intanto che
| eP s < | ju@lide s @)l de < Cllulfyg,
Similmente, per ogni 4,5 € {1,... N}
ou OH; P
1) G 0 v <[5 o [ e et
L oG wf a< |50 o, [ @) et ) ds
H@xz Lr(Q)

Dunque le funzioni precedenti appartengono a LP(£)'). Sia ora (u,) una successione come nel Lemma
5. Si ha allora (u, o H) — (uwo H) in LP(Q), e per ogni w’ € ' e ogni i,5 € {1,... N}
<8un) 0H,; < ou ) 0H; .
— 1
al’i 81/]‘ c%ri 8yj
Fissata ¢ € C(), determiniamo w’ € ' t.c. supp(¢) C w’. Si ha allora per ogni n € N,
je{l,...N}

n LP(w).

/w, n(H () dy— / Z@Zj N2 ()i ) dy.

8y]

Procedendo come nel Lemma 3.5 e passando al limite per n — oo, abbiamo

[ gt an=— | Z o, Z<y>w<y> dy,

da cul la tesi. O

La proprieta (i7) del Teorema 3.4 & locale, e non vale per il dominio € perché, in generale, @ ¢
WLP(RY). Un metodo per approssimare una funzione u € W1?(§) mediante funzioni regolari & il
seguente:

(a) estendere u a una funzione @ € W'P(RYN) t.c. lallwrreyy < Cllullpre@) (con C > 0
indipendente da u);
(b) applicare il Teorema 3.2 trovando una successione (u,) in C°(RM) t.c. u, — @ in WHP(RV),
cosi che per restrizione si ha u, — u in WHP(Q).
Il passo (a) corrisponde al problema dell’estensione continua da WP (2) a WLP(Q), che come vedremo
ammette soluzione solo per alcuni domini §2. Per ogni dominio, diremo che E € L(WP(Q), WLP(RN))
& un operatore di estensione se per ogni u € WHP(Q) e q.o. x € Q si ha E(u)(z) = u(x). In particolare,
se esiste un operatore di estensione E, allora esiste C' > 0 t.c. per ogni u € W1P(1)

1E(w)lwie@yy < Cllullwieq)-
Cominciamo con la tecnica piu semplice, I'estensione per riflessione. Definiamo @), ()4 come nella

Sezione 2. Per ogni z = (2/,zy) € Q4 poniamo T = (z, —zn) € Q—, quindi per ogni u : Q1 — R
misurabile definiamo due funzioni misurabili Ru, Su :  — R ponendo

Ru(x) = {u(m) sex € Q4 | Su(z) = {u(m) se x € Qy

uw(z@) sexecQ_’ —u(z) sexe€ Q-
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@,
N\ i

/ 1/z\<

@*o QO

Ficura 10.

(le funzioni Ru, Su sono definite a meno di un insieme di misura nulla). Si ha in questo caso
E(u) = Ru. Piu precisamente:

Lemma 3.8. Sia u € WlP(Q4). Allora Ru € WHP(Q) ed esiste C > 0 indipendente da u t.c.

(i) | Rullzr(@) < Cllullzria, )
(i6) 1V (Ru) 100y < ClIVullzr(y)

Dimostrazione. Osserviamo che Ru € LP(Q) con

/ |Rul? dz = / |ul? dx —i—/ |u(z)|P dz = 2/ |ulP dz,
Q Q+ Q— Q+

il che prova (7). Similmente Su € LP(Q) con analogo controllo sulla norma.
Proviamo ora (7). Per cominciare, fissato i € {1,... N — 1}, proviamo che

(3.3)

ORu ou
~R(5-).
Infatti, per ogni ¢ € C°(Q) definiamo ¢ € C*°(Q+) ponendo per ogni = € Q1

() = p(2) + 9(T).
Introduciamo un diverso tipo di funzione cut-off (fig. 10). Sia n € C*°(R) t.c. per ogni t € R

1

0 set< —

n(t) = 2
1 set>1

Per ogni k € N, t € R poniamo n(t) = n(kt), cosi che ny — 1 in Q4. Poniamo inoltre per ogni
T € Q4
() = me(xn)(z),

cosi che & € C°(Q+). Osserviamo che { — ¥ in Q4 per k — oo, con || < ¢ per ogni k € N.

Allora si ha
/ u(%k dr = — Ou & dx.
Q+ O Q+ O

Passando al limite per k — oo, per il Teorema della convergenza dominata [2, Theorem 4.2] si ha

/ W ogr=— [ Mpan.
Q

U
4 BJJZ Q4 8.%'2
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Dunque

oo Op r o\ 9e
/chuaxidx/c)+u3$idx+/cg_u(x’ xN)axi(a;,a:N)dx
_/ o
- 8xz

= — ¢ dx
Q+ 8%

= —/62R<§;>godm.

Inoltre, ragionando come in () si vade che

ou
R( ) € LP(Q),
) € (@)
da cui (3.3). Per i = N, ragionando analogamente abbiamo

ORu ou
_ P
drN S<8$N> € LX(Q).

(3.4)

Applicando (3.3), (3.4) e quindi (7), ricaviamo per un opportuno C' > 0 (indipendente da (u)

/]VRu\pdx<C Z/‘R &U " dx +/)s &CN )

da cui segue infine (77). O
Osservazione 3.9. Il Lemma 3.8 vale anche per il dominio illimitato
RY = {(«/,an) € RN : zy > 0},

con la medesima dimostrazione. Notiamo anche che il valore ottimale per la costante C' > 0 si
1
determina facilmente per (i) (C'= 27) ma non per (i7).

Esistono operatori di estensione per ogni dominio regolare 2 (Sezione 2) con frontiera I' limitata.
Questa condizione, valida per esempio se £ ¢ limitato o se ¢ ¢ limitato, ¢ comunemente usata nella
teoria degli spazi di Sobolev e delle equazioni alle derivate parziali (ved. [7]). A differenza dal caso
esaminato sopra, qui non disponiamo di una rappresentazione esplicita di E(u):

Teorema 3.10. (di estensione per domini regolari) Sia Q un dominio regolare t.c. T' é limitata.
Allora esiste un operatore di estensione E € L(WLP(Q), WLP(RN)).

Dimostrazione. L’insieme I' ¢ RY & compatto. Introduciamo un ricoprimento di Q definito come
segue (fig. 11). Per il Lemma di partizione dell'unita [2, Lemma 9.3], esistono m € N, Uy, ... U, C RV
aperti limitati t.c.

m
rclJu,
k=1
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J

(>
Ficura 11.

ef1,...0m cC®MRY) tc. 0< 0, <1in RN, supp(dy) CU (k=1,...m) e per ogni z € T

Zﬁk(m) =

Inoltre, poiché T' ¢ di classe C', scegliendo gli insiemi Uj pilt piccoli se necessario, per ogni
k € {1,...m} possiamo definire un C'-diffeomorfismo Hy, : Q — Uy, t.c.

Hk(Q+) =U,LNQ, Hk(Q()) =U,NT.
A questi elementi aggiungiamo un aperto Uy C 2 t.c.
QcC U Uy,
k=0
e una funzione 6y € C°(RV) t.c. 0 < 0y < 1 in R, supp(fy) C Uy, e per ogni = € Q

(3.5) > Okl(x) =1.
Fissiamo ora u € W1P(Q). Per ogni k € {0,...m} poniamo uy, = 0xu € WP(U},), quindi estendiamo

le funzioni uy a RY:

(a) Poniamo per ogni z € RY

- uo(xz) sex € Uy
0 se x € Ug.

Per il Lemma 3.3 abbiamo iy € WHP(RN) e in Uy

Oug 800 n ou
ox; 8:13Z 08:62
Chiaramente si ha
%0l Loy < [|00l] oo (o) lull e ()
< Jull (o)

Inoltre, per ogni i € {1,... N} si ha’

< HE)QO
Lr(RN) ox;
< CHUHWlm(m

|5
ox;

ey il + Wl

Lr(Q)

"La costante C' > 0, il cui valore cambia di volta in volta, dipende solo da N e da p.



SPAZI DI SOBOLEV 23

Dunque
(3.6) [@ollwrr@yy < Cllullwree):

(b) Ora fissiamo k € {1,...m} e poniamo vj, = u o Hy. Per il Lemma 3.7 abbiamo v, € W1P(Q,)
con

lvellwiegy) < Cliullwieg)-
Quindi applichiamo il Lemma 3.8 e otteniamo Rvy € WP(Q) con

[Rokllwe@) < Cllvellwegy)-

Infine torniamo al dominio originario ponendo wy = Rvy o H, Lewte (Ug), cosi che wy, = u
in U N e ancora per il Lemma 3.7

lwellwiew,) < CllRvkllwieq)-

Concatenando le precedenti diseguaglianze abbiamo
lwellwie @) < Cllullwiv@)-

Procediamo adesso come sopra, ponendo per ogni x € RY

in(z) = Or(z)wi(z) sex € Uy
S 0 se x € Up.

Come nella dimostrazione di (3.6) vediamo che @, € WP(RY) con

(3.7) k]l @yy < Cllullwiog)-

Osserviamo che uy(x) = u(x) per q.o. x € Q e ogni k € {0,...m}. Infine poniamo

m
B(u) = .
k=0
Chiaramente E : WP(Q) — W1P(RN) & un operatore lineare. Inoltre, per (3.6), (3.7) abbiamo

HE(U)HWLP(RN) < CHUHWLP(Q)-
Infine, da (3.5) segue per q.0. x € Q

=Y Bu(@)ule) = ula),
k=0

il che conclude la dimostrazione. O
Osservazione 3.11. Rileggendo la dimostrazione del Teorema 3.10, notiamo che si ha anche
[E)]lLr@yy < Cllull e

con C > 0 indipendente da u. Invece, diversamente dal Lemma 3.8, non possiamo controllare la
norma del gradiente di E(u) per mezzo della sola norma del gradiente di u. Ricordiamo infine che
I'ipotesi di regolarita della frontiera si puo alleggerire, come nel Teorema di Caldéron [1, Theorem
5.28].

Il Teorema 3.10 permette di migliorare il Teorema 3.4, sotto ipotesi piu restrittive circa il dominio:

Teorema 3.12. Siano Q un dominio regolare t.c. T' & limitata, u € WP(Q). Allora esiste una
successione (u,) in CX(RN) te. u, — u in WIP(Q).



24 A. IANNIZZOTTO

Dimostrazione. Per il Teorema 3.10 esiste E(u) € WLP(RY) che estende u. Per il Teorema 3.2 esiste
una successione (u,) in C°(RY) t.c. u, — E(u) in WHP(RY), da cui u, — u in WHP(Q). O

Osservazione 3.13. In effetti, la tesi del Corollario 3.12 vale anche se €2 € un dominio regolare con I'
regolare a pezzi. Osserviamo inoltre che, in generale, le funzioni approssimanti u,, non appartengono
a C2°(9). Infine ricordiamo che la tecnica qui esposta per 'regolarizzare’ le funzioni di W1?(£2) non
e 'unica: in alternativa, si puo approssimare una funzione attraverso le sue medie locali.

Esercizio 3.14. Dimostrare 1’Osservazione 3.9.
Esercizio 3.15. Dimostrare 1’Osservazione 3.11.

Esercizio 3.16. Dimostrare il Lemma 3.6 nel caso in cui G € C(R) ¢ lipschitziana, non necessaria-
mente derivabile.

Esercizio 3.17. Definire una specifica funzione n come richiesto nel Lemma 3.8.

Esercizio 3.18. Dimostrare (3.4).

4. IMMERSIONI

Una funzione v € WHP(Q) & integrabile con esponente p (Definizione 2.1), ma l'esistenza delle
derivate deboli permette di aumentare tale esponente fino a un valore di soglia p* € (p, co| detto
esponente critico, che dipende solo da p e N:

—— sep< N
pr={N-—p =
00 sep> N.

Formalmente, per ogni ¢ € [p,p*] (0 ¢ € [p,p*) secondo i casi) esiste un operatore lineare continuo
iniettivo I € L(W1P(Q), L4(R)), detto immersione, che proietta W1P(2) in una ’copia’, sottospazio
di L(€2) (in alcuni casi, I & anche compatto, ved. [6]). Ogni elemento u € W1P(2) viene pertanto
identificato con I(u) € L4(2). In generale, se fra due spazi di Banach X, Y esiste un’immersione
continua scriveremo X — Y, e se 'immersione ¢ compatta scriveremo X < Y.

Il primo caso che consideriamo ¢ = RY, p < N. Premettiamo ad esso un lemma tecnico (per la
dimostrazione ved. [2, Lemma 9.4]):

Lemma 4.1. (Gagliardo) Siano N > 2, ¢1,...¢on € LYY RN71). Per ognix € RN, i€ {1,... N}
poniamo &; = (T1,...Ti1,Tir1,...on) € RN e definiamo

N
p(x) =[] (@)
=1

Allora p € L*(RY) e
N

H‘PHLl(RN) < H HSOiHLN*l(RN—l).
i=1
Ora possiamo dimostrare il risultato fondamentale di questa sezione:

Teorema 4.2. (Diseguaglianza di Sobolev, p < N) Sia p € (1, N). Allora esiste C > 0 t.c. per ogni
u € WHP(RY) sihau e LP (RV) e

[l o vy < ClIVull Loy
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Dimostrazione. Supponiamo dapprima u € C}(RY). Sia

N-1

> 1.
N P

m

Poniamo v = |u|™ 1w, cosi che v € C}(RY) con

ov 1 Ou
= m= =1,...N).
po = mlu L (=1, N)
Proviamo che
(4.1) o0, 7 gy < HH .

Per ogni € RY, i € {1,... N} definiamo #; € RN~! come nel Lemma 4.1 e poniamo
g

T1,...Ti—1,t,Tix1,...0 ‘dt.
/‘a% 1 i—15t, Tig1 N)

25

L’integrale sopra converge perché la funzione integranda ha supporto compatto in R. Inoltre si ha

fi € LY(RN=1), con

1 fill L mev—1y :/ fi(Z:) dz;
RN-1

:/RN oz, ) _Haxl

Allora si ha per ogni z € RV, i€ {1,...N}

=] o

/ ‘axz ml,...xi,l,t, $i+1,...$N)‘ dt = fz(jz)

Lt ]RN

.. .331',1,75,331‘+1, .. .LEN) dt‘

Moltiplicando ed elevando all’esponente ﬁ, otteniamo

N N
I < 1L
Poniamo adesso per ogni x € RV i€ {1,... N}

(@) = fi(@) ™1

cosi che ¢; € LN"1(RV=1). Per il Lemma 4.1 si ha
N N 1
/ [o| =T dx < / l_IfZ(:TcZ)m dx
RY RN =1
N
<II[ [, 0w =T

i=1

Lt RN
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da cui (4.1). Adesso torniamo a u. Per (4.1) e per le formule delle derivate di v, usando alla fine
(1.2), abbiamo
lull™ne o=V e o
LN-1 (RN) I(RY)

<1_1H§;

Il 2

L1(RN)

< mlull},

L(m DY’ (RN) H H ox;

Lr(RN )
Dalla definizione di m segue
mN
N-1
Dunque, nella diseguaglianza precedente possiamo semplificare ||uHZi_1 e quindi maggiorare le norme
delle derivate di u con quelle di Vu, e ottenere

Jull o oy mH | o

Sia ora u € WIP(RN). Per il Teorema 3.2 esiste una successione (u,,) in C°(RY) t.c. u, — v in
WLP(RN). Per quanto sopra, per ogni n € N si ha

= (m—1)p" =p".

p RN) S mHVUHLP(RN)-

”unHLP*(RN) < mHvun”LP(RN)-

Per il Lemma di Fatou [2, Lemma 4.1] abbiamo

/ lulP" da < hmlnf/ |t P d:rrgm/ |Vul|P de,
RN N RN

da cui u € LP"(RN) e
[ull o= mvy < M|Vl Lo mry,

il che conclude la dimostrazione. O

Osservazione 4.3. Riguardando la dimostrazione del Teorema 4.2, notiamo diversi particolari. In
primo luogo, la diseguaglianza (4.1) implica

1ol 3t vy S VPl @Y,

RY)

conducendo (per densita) a un risultato analogo per p = 1 e ’esponente critico 1* = % Inoltre,
abbiamo una costante esplicita
N -1
C=—F71,
che dipende solo da N e p, ma essa non ¢ ottimale (per la costante ottimale ved. [4, p. 151]).

Osservazione 4.4. L’esponente p* ¢ ['unico per il quale vale il Teorema 4.2, come prova il seguente
argomento. Siano ¢ > 1, C' > 0 t.c. per ogni u € C°(RY) \ {0} si abbia

(4.2) [ull Laeny < ClIVul Lo @y

Fissiamo A > 0 e poniamo uy(z) = u()\x) Chiaramente si ha uy € CEO(RN), inoltre

l[ull (RN) = A 0 HUHLq(RN [Vuxl L (RN) = AT 0 HVUHLP(RN)'
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Infatti, usando il cambiamento di variabile y = Az otteniamo

[ @l =2 [ ju)a,
e similmente
L wn@P e =2 [ vat)p .
Applicando (4.2) a uy abbiamo per ogni A > 0
lull oy < CA ™70 [Vl pogeny,

per ogni A > 0. Consideriamo dunque due casi:

(a) se
N N
1-—4+—>0,
p q
allora il secondo membro tende a 0 per A — 0, da cui u = 0, assurdo;
(b) se
N N
l-—+— <0,
p q
allora il secondo membro tende a 0 per A — 0o, parimenti assurdo.

Quindi deduciamo che
ovvero q = p*.
Esaminiamo ora il caso limite p = N, in cui ’esponente critico € oo, ma non viene raggiunto:

Teorema 4.5. (Diseguaglianza di Sobolev, p = N) Per ogni g € [N, 00) esiste Cq > 0 t.c. per ogni
u € WHN(RN) si haw € LI(RV) e

ull orrvy < Cq(llull Ly @y + IVl Ly @ay)-

Dimostrazione. Supponiamo dapprima u € C(RY). Per ogni m > 1, ragionando come nel Teorema
4.2 e poi applicando la diseguaglianza di Young (1.1), otteniamo

1 m—1 1
HUHL%(RN) <mm HUHL(mejiN ®Y) HVUHLN(RN)

<mar ("2 ul L |vu

s me ( " P (RN) + miY LN(R”)’
Osserviamo che la funzione m — mm @ limitata in [1,00) e che mT_l, % < 1. Dunque esiste C' > 0,
indipendente da m, t.c. per ogni m > 1 si ha la seguente relazione ricorsiva:

. m < m— .

(1.3 Il 3 vy < OO o [l

Applichiamo ora un metodo di auto-miglioramento della proprieta (4.3) detto bootstrap® Poniamo
m = N, allora per (4.3)
ol g2 o) S C(llullpr @yy + [ Vull v @y)-

1Y)

8Derivato dall’espressione americana ’Sollevarsi aggrappandosi ai lacci delle proprie scarpe’.
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Ora poniamo m = N + 1, cosi che per (4.3) e la relazione precedente
<C \Y
Jul cxgs  SOQ ga o+ 1 9ulv)
< C2HUHLN(RN) + C(C + 1)HVUHLN(RN)

Cosi continuando, otteniamo le seguenti stime delle norme di u: per ogni k € N poniamo

(N +Ek)N
N-1"

k. =
allora u € L% (RY) ed esiste C}, > 0 t.c.

[ul| o () < Ck(ull px @y + [[Vull v gy ) -

Chiaramente g — oo per k — co. Dunque, per ogni ¢ > N esiste k € N t.c. ¢ € [q, qx+1], da cui
esiste 7 € [0, 1] t.c.

¢ % Q1

1 T 1—7
+

Per la diseguaglianza di interpolazione (1.5) e le stime precedenti, abbiamo allora u € L4(RY) e

el oy < Null o oy 1ull jor gy

< Cq.Cacty (Iull @y + 1 Vull v vy )

qk+1

da cui la tesi con la costante (indipendente da u)

Cq —C7 Cl—T

9k~ qr+1"
Consideriamo ora v € WV (RY). Per densita, ragionando come nel Teorema 4.2, si conclude. [
Nel Teorema 4.5, non si puo 'passare al limite’ per ¢ — oo, perché C; — co. Invece, se p > N,
si dimostra che le funzioni di W1P(R") sono limitate. Inoltre, tali funzioni sono continue, piu

precisamente holderiane. Ricordiamo che una funzione u : 2 — R & detta hdlderiana con esponente
a € (0,1) se esiste C' > 0 t.c. per ogni z,y €

lu(z) —u(y)| < Clo —y|*

In tal caso si scrive u € C*(Q2) (chiaramente C*(Q2) C C(2), ved. [1]). Abbiamo il seguente risultato
di immersione per lo spazio WHP(RY) (p > N):
Teorema 4.6. (Morrey) Sia p > N. Allora per ogni v € WIP(RY)

(1) u € C*RN), con a € (0,1) indipendente da u;

(i1) u € L®(RYN), inoltre esiste C > 0 indipendente da u t.c.

Jul| oo vy < C(Ilull Loy + [Vl ogay)-
Dimostrazione. Poniamo
p—N
p

a= € (0,1).

Proviamo che esiste C' > 0 t.c. per ogni u € WHP(RY) e ogni x,y € RV

(4.4) u(z) = u(y)| < ClIVull o)z —y[*.
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@

Figura 12.

Supponiamo dapprima u € C}(RY). Sia @, ¢ RY un cubo N-dimensionale di lato r > 0 t.c. 0 € Q,
(fig. 12), e osserviamo che per ogni x € Q,

lu(z) — u(0)] = ‘ /01 %u(tl‘) dt‘

1 X ou
</0 > [t sl di

Definiamo la media integrale di w in Q,:

u(Qr) =

udxr

|Qr| Qr

Applichiamo, nell’ordine, la diseguaglianza precedente, la diseguaglianza di Holder (1.2), il cambia-
mento di variabili y = tz, quindi le inclusioni tQ, C @, C RN e la definizione di «:

Q) 0| < 7 [ @) ~u(O)] o
S 1o /;/ ‘axz )| dee
S
:erl/ / o, )| o
<

1 ! 0 i 1 dt
7“N_1/0 Zl (/Q aiz(y)‘pdy)p“Qr“’ W
1

N _ N _
< Ny N“HquLp(QT)/O o gt
N’I“

HVUHLP(RN)
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Per traslazione, per ogni cubo @), di lato » > 0 e ogni = € @, si ha

1(Q) — (@) <~

IVl o).

Siano ora z,y € RY, 2 # y. Poniamo r = 2|z — y| > 0, cosi che esiste un cubo @, di lato r t.c.
z,y € Q. Si ha allora

u(z) —u(y)| < |u(z) —a(@)] + |u(Qr) — u(y)]

2N7re
<

HVUHL:D(RN)

2a+1N

IVull eyl =yl

da cui (4.4) con C' = @ indipendente da u. Se u € WIP(RY), per il Teorema 3.2 esiste una
successione (uy,) in CH(RY) t.c. u, — u in LP(RY) (in particolare u, — u q.o. in RY), Vu, — Vu
in LP(RN,RN). Per ogni n € N, 2,y € RY, da (4.4) applicata a u, segue

un(2) = un(y)] < Ol Vunl| o @)z — y|*

Per n — oo, per q.0. ,y € RY possiamo passare al limite nella diseguaglianza precedente, ricordando
che ||Vuyl|[p = ||Vulp, e otteniamo (4.4). Ricordando infine che u ¢ definita a meno di un insieme
di misura nulla, (4.4) vale per ogni z,y € R™. Cosi abbiamo provato (7).

Proviamo ora (i), ovvero I'immersione continua W1P(RY) < L*(RM). Per ogni u € C}(RY),
x € RY fissiamo un cubo Q1 C R dilato 1 t.c. € Q1. Come sopra, e ancora per (1.2), si ha

u(@)| < [(Qu)] + ClIVull L@y
[l + ClIVull Lo @r)

/

[ull ze@r) + ClIVull Lo @y

NN N

Cllullzo vy + IVl o @ny),
con C' > 0 indipendente da u, da cui
[ull oo vy < C(ull Loy + [ VUll ogay)-
Se u € WHP(RY), concludiamo usando il Teorema 3.2. O
Osservazione 4.7. In effetti la dimostrazione del Teorema 4.6 indica che WP(RY) ¢ C*(RY).

Questa inclusione vale a meno della scelta di una rappresentante di v € WP (RN ) (a rigore definita
come una classe di equivalenza tra funzioni).

Sia 2 un dominio regolare con frontiera limitata. I risultati precedenti valgono anche per lo spazio
WLP(Q), come vedremo usando i teoremi di estensione della Sezione 3. Enunciamo questa volta i
risultati sotto forma di teoremi di immersione:

Teorema 4.8. Siano Q un dominio regolare t.c. I' e limitata, p > 1. Allora:
(i) se p < N, allora WHP(Q) — L(Q) per ogni q € [p,p*];
(ii) se p= N, allora W*P(Q) — L(Q) per ogni q € [p,0);
(iii) se p > N, allora W'P(Q) < L>®(Q) ed esiste a € (0,1) t.c. WHP(Q) C C¥(Q).

Dimostrazione. Proviamo (i). Per il Teorema 3.10 esiste un operatore di estensione E € L(WP(Q), W1P(RY)).
Dunque, per ogni u € W1P(Q) poniamo @ = E(u) € WHP(RY), cosi che esiste C > 0 indipendente
da u t.c.

allwrr@yy < Cllullwrr@)-
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Per il Teorema 4.2 abbiamo @ € LP (RV) con
@l o= mvy < ClIVE Lo @)

Fissiamo ora ¢ € [p, p*], allora esiste T € [0, 1] t.c.
1 T 1-—7

¢ p p

Per la diseguaglianza di interpolazione (1.5) si ha % € LY(RY) e

il oy < Nl o 1L g,

Concatenando tutte queste relazioni abbiamo u € L4(2) e
lullLa) < 8l agrn)
S e
< Cllallwrr @y
< Cllullwre)s
con C > 0 indipendente da u.

Similmente si provano (i), (i7i). In particolare, in (iii) ricordiamo che per ogni u € W1P(€) si ha
@ € C*(RYN), da cui ovviamente u € C*(9). O

Consideriamo ora il caso in cui © (e non solo la sua frontiera) ¢ limitato. Sotto tale ipotesi, le
immersioni del Teorema 4.8 diventano compatte (per una dimostrazione alternativa ved. [3]):
Teorema 4.9. (Rellich-Kondrachov) Siano 2 un dominio regolare limitato, p > 1. Allora:
(i) se p < N, allora WHP(Q2) < L4(Q) per ogni q € [1,p*);
(ii) se p= N, allora WIP(Q) < L1(Q) per ogni q € [1,00);
(iii) se p > N, allora W1P(Q) < L*°(Q).
Dimostrazione. Proviamo (7). Supponiamo dapprima ¢ € [p, p*), e determiniamo 7 € (0, 1] t.c.
1 T 1-—7
g p 7

Poniamo inoltre

B={ueW"(Q): |ullyisa) <1}
Si ha in particolare che I' e limitata, quindi per il Teorema 3.10 esiste un operatore di estensione
E € L(WP(Q), WIP(RN)). Per ogni h € RY spazio WP(R") definiamo un operatore di traslazione
T;, € LIWIP(RY)) come nella Sezione 1, e proviamo che per ogni v € WHP(RN)

(4.5) [T (v) = vll Loy < RVl Lo )

Supponiamo v € C}(RY), allora si ha
1
/ lv(x + h) —v(z)|Pdr < / ’ / (Vo(z + th) - h) dt’pdaz
RN RN 1 Jo
1
< |h]p/ / |Vo(x + th)|P dt dz
RN Jo

<inp [ |vop s,
RN

da cui (4.5). Usando il Teorema 3.12, estendiamo facilmente (4.5) a WhP(RN).
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SN AL

FIGURA 13.
Fissiamo ora u € B e poniamo @ = F(u). Applicando (1.5), (4.5) con v = 4, il Teorema 4.2, e la
continuita di F, otteniamo
T 1) — il oy < (@) — ey 1T () — 7 e,
_ _ 1-
P11V Lo vy (211l o )™

CIR|™[afl w1 @y
C|n|"

INCININ

Poiché 7 > 0, abbiamo uniformemente per ogni u € B
lim (1 T4(E(u)) ~ B(w)pagay) = 0.
—0
Per il Teorema 1.15, I'insieme F(B) ¢ relativamente compatto in LI(RY), quindi B & relativamente
compatto in L(€). Dunque W1P(Q) <« Li(Q).
Sia ora ¢ € [1,p). Allora, poiché Q ¢ limitato, da (1.2) abbiamo per ogni v € LP(Q)

pP—q
vl ey < 12| 7 [|[v]| o0y,
ovvero LP(§)) < L4(f2). Per composizione si ha W1P() < L4(€), il che prova (i)
Le dimostrazioni di (ii), (i7i) sono analoghe. O
Il Teorema 4.9 (i) vale anche se Q ¢ illimitato ma |{2| < co. Notiamo inoltre che in (i) occorre

richiedere ¢ < p*, per avere 7 > 0. Questa limitazione non & tecnica, infatti se €2 e illimitato, o se
q = p*, allora 'immersione W1P(Q) < LP" () non & compatta, come provano i seguenti esempi:

Esempio 4.10. Fissiamo ¢ € C°(RY)\ {0}. Poniamo per ogni n € N, x € RV (fig. 13)

up(z) = (1 +n,22,...TN).
La successione (u,) dimora in W1P(RY) ed ¢ limitata in quanto unllwie) = llellwir)- Inoltre,
per ogni z € RY e ogni n € N abbastanza grande si ha u,(z) = 0. Fissiamo ¢ > 1, allora (u,)

non ha sotto-successioni convergenti in L4(R™). Infatti, se u, — u in LI(R™), si ha in particolare
un(z) — u(z) per q.o. x € RN, D’altra parte, per ogni n € N

[unllLa@ny = [l La@may > 0,

assurdo.

Esempio 4.11. Siano 2 C RY una palla aperta, p € (1, N). Proviamo che I'immersione W!?(Q) —
LP" () non & compatta, per assurdo. Sia ¢ € C}(Q) (estesa con il valore 0 in RY \ Q) e per ogni
n € N, x € ) poniamo

up(x) = ne o(nx).
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Proviamo che (u,,) ¢ una successione limitata in WP (€2). Infatti, per ogni n € N poniamo
Qn:{na;: xeﬂ},

cosi che 2 C ), e con il cambiamento di variabili y = nx calcoliamo
N—
ey =¥ [ (o)l do

= [ el dy = n7lel

Dunque u, — 0 in LP(2). Similmente

IVl = [ [Viptna)P o

— [ Ve dy =96l

n

Dunque (uy,) & limitata in WP(Q2). Per immersione compatta, passando a una sotto-successione
abbiamo u, — u in LP" (Q). Poiché Q ¢ limitato, u,, — u anche in LP(R), da cui u = 0. D’altra
parte, come sopra si ottiene

[unll o ) = ll@ll o () > 0,
da cui passando al limite u # 0, assurdo.

Per gli spazi di Sobolev di ordine superiore valgono analoghi risultati di immersione, che riassumiamo
nei seguenti enunciati (per le dimostrazioni ved. [2, Corollary 9.13]):

Teorema 4.12. Siano k > 2 un numero naturale, p > 1, Q@ C RY un dominio regolare t.c. T ¢
limitata. Allora:
N
(1) se kp < N, WkP(Q) < LI(Q) per ogni q € [p, N pk ];
— KD
(ii) se kp = N, WkP(Q) — LI(Q) per ogni q € [p,0);
(iii) se kp > N, WEP(Q) — L>(Q), inoltre, per ogni h € N t.c. h < k — N/p si ha WkP(Q) C
Cch(Q).

Dal Teorema 4.12 (iii) vediamo che, se una funzione ammette derivate deboli di ordine abbastanza
grande, alcune di esse diventano di fatto derivate classiche. Per esempio, se u € Wk’Z(RN ) con
k>1+ %, allora si ha in particolare 2 > % e si puo porre h = 1 in (iii), ottenendo u € C*(RV):
cosi 'esistenza delle derivate seconde deboli implica quella delle derivate prime classiche. Questa
relazione ¢ alla base della teoria della regolarita per le equazioni alle derivate parziali lineari (che
svilupperemo in [7,8]).

In particolare:

Corollario 4.13. Siano Q C RN un dominio regolare t.c. T' & limitata, p > 1, u una funzione
misurabile t.c. u € WEP(Q) per ognin € N. Allora u € C>®(Q).

La generalizzazione del Teorema 4.9 si ottiene combinando il Teorema 4.12 con i risultati precedenti:
Teorema 4.14. Siano k > 2 un numero naturale, p > 1, Q un dominio regolare limitato. Allora
(i) se kp < N, WkP(Q) < LI(Q) per ogni q € [1, N kp);

(ii) se kp = N, WkP(Q) <« LI(Q) per ogni q € [1,00);
(iii) se kp > N, WkP(Q) <5 L>®(Q).

Esercizio 4.15. Dimostrare il Lemma 4.1.
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Esercizio 4.16. Completare la dimostrazione del Teorema 4.8.

Esercizio 4.17. Siano £ un dominio regolare limitato, p € (1, N), g € [1,p*]. Dimostrare che
lull = llully + [ Vul,

& una norma su WHP(Q) equivalente a quella usuale.

Esercizio 4.18. Dimostrare che, per ognip € (1, N) e g € [p, p*], 'immersione W1P(RY) — LI(RY)
¢ continua.

Esercizio 4.19. Quali, tra i risultati di questa sezione, valgono per il dominio 2 = RJI ?

5. GLI spaz1 W, P(Q), HY(Q), H}(Q)
In quest’ultima sezione esaminiamo alcuni speciali spazi di Sobolev che saranno impiegati nello
studio delle equazioni alle derivate parziali (ved. [7,8]).

Sappiamo dal Teorema 3.2 che C2°(R¥Y) & un sottospazio denso di W1P(R¥). Invece, per un generico
dominio € si ha che C2°(£2) non & denso in W'P(Q) (Osservazione 3.13). Introduciamo pertanto un
nuovo spazio, definito come la chiusura di C°(Q) in W1P(Q):

Definizione 5.1. Lo spazio Wol’p(Q) ¢ linsieme delle funzioni u € WHP(Q) per cui esiste una
successione (uy) in C(Q) t.c. u, — u in WHP(Q).
Nella Definizione 5.1 si pud sostituire C2°(€2) con CL(Q). Osserviamo che T/VO1 P(RN) = WhP(RN).
Invece, per un generico dominio Q C R¥, WO1 P(Q) & un sottospazio chiuso di WP(Q), pertanto
uno spazio di Banach separabile e uniformemente convesso (in particolare riflessivo), che eredita le
proprietd di immersione dei Teoremi 4.8, 4.9
Per quanto riguarda l'operatore di estensione F € E(WO1 P(Q), WHP(RN)), esso esiste indipendente-
mente dalla regolarita di I' ed & definito semplicemente ponendo
u(z) sex €

5.1 E(u)(x) =

(5.1) (u) () {0 oz O
(osserviamo che in questo caso E ¢ un’isometria lineare). Presentiamo alcune condizioni per
individuare le funzioni di I/VO1 ?(Q)). Cominciamo con una condizione sufficiente:

Proposizione 5.2. Sia u € W'P(Q) t.c. supp(u) € Q. Allora u € Wol’p(Q).

Dimostrazione. Esistono w € Q t.c. supp(u) C w e una funzione ¢ € C*(RY) t.c.

£(x) = {1 se x € supp(u)

0 sexecRV\w.

Per il Teorema 3.4 esiste una successione (u,) in C®°(RY) t.c u, — v in LP(Q), Vu, — Vu in
LP(w,RY). Poniamo per ogni n € N

Up = §Un,
cosi che i, € CL(Q) e si ha @, — u, Vi, — Vu in LP(Q), ovvero i, — u in W1P(Q). Dunque
ue WyP(). O

Tuttavia, W, (2) contiene anche funzioni il cui supporto 'tocca’ I'. Per caratterizzare tali funzioni,
almeno in un caso particolare, occorre premettere il seguente lemma tecnico:

Lemma 5.3. Sia v € W()l’p(Q+) NC(Q,). Allora, per ogni (z',0) € Qo si ha v(z’,0) = 0.

9Alcuni autori preferiscono definire W () come il completamento secondo Cauchy di C2° () rispetto alla norma
indotta da WP (), ved. [1]
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SMPP [l/n )

g

L Suppv)
Q.

— Q.

Q-

Ficura 14.

Dimostrazione. Per la Definizione 5.1, esiste una successione (v,,) in C}(Q4) t.c. v, — v in WHP(Q4)
(fig. 14). Per ogni (2/,zn) € Q@+ e ogni n € N si ha

N Qv
el < [ |5

(2, ) ‘ dt.

Poniamo dunque

TN
Fo (2, zN) :/ v (a:’,t)‘ dt,
0

0T N
cosl che F,, € C1(Q4) e uniformemente su Q.

ey
lim F, (2, zn) = /
" 0

La funzione F,,(2’,-) : [0,1] — R & non-decrescente, da cui per ogni € € (0, 1)

/ Fo(2',zn) dey < Fo (2 ¢).

Per le relazioni precedenti, abbiamo per ogni n € N

1
/ / lon (2, zN)|doy do’ < / / (', xN) doyn d2’
€ J{ja'|<1} {lz’]<1}

< / F,(2',¢)dx’.
{l=’]<1}
Passando al limite per n — oo,

/ / lv(2’, xn)| doy d2’ < /
{la’|<1} {la’|<1}

Passando ancora al limite per ¢ — 07T,

/ (. 0| da’ < 0
{la'[<1}
da cui v(2’,0) = 0 per ogni (2/,0) € Qo. O

ov

/
G ,t)‘ dt.

(z ,xN)‘ dzy dz’.

La seguente caratterizzazione vale per un dominio regolare e per funzioni continue:

Proposizione 5.4. Siano Q un dominio regolare, u € WHP(Q)NC(Q). Allora le sequenti condizioni
sono equivalenti:

(i) ue WyT(Q);
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qu

1
|
|
o ' 2

.
—w~

Ficura 15.

(73) u(x) =0 per ogni x € T".

Dimostrazione. Proviamo che (i) implica (i7). Consideriamo una funzione u € VVO1 P(Q)N C(Q).
Poiché Q) & regolare, come nella dimostrazione del Teorema 3.10 introduciamo un ricoprimento di T’
costituito da una successione (Uy)ren di aperti limitati'® t.c.

oo
I'c U Ug.
k=1
Per ogni k € N esiste un C'-diffeomorfismo Hy, : Q — Uy, t.c.

Hy(Q4+) =UpNQ, H(Qo) =UpNT.

Inoltre, per [2, Lemma 9.3] esiste una partizione dell’'unita (6x)ien subordinata a (Uy) e localmente
finita, ovvero per ogni k € N si ha 0, € C°(RY), supp(fx) C Uy, 0 < 6 < 1in RV, e per ogni z € T
esiste K C N finito t.c. O;(z) =0 per ogni k € N\ K e

Z Hk({L') = 1.

keK
Per ogni k € N, y € 4+ poniamo
vr(y) = Ok (Hi(y))u(Hg(y))-

Per i Lemmi 3.5, 3.7 abbiamo v, € W()l’p(Q+) NC(Q,). Per il Lemma 5.3 abbiamo vy, = 0 su Q.
Dunque, fissato x € I', determiniamo K C N finito come sopra, e per ogni k € K troviamo 'unico
Yk € Qo t.c. Hi(yr) = x. Dunque

u(@) = 3 Ou(a)ul)

keK

= Z vk(yk) = 0.

keK
Proviamo ora che (ii) implica (7). Sia u € WP(Q) N C(Q) t.c. u = 0 su I'. Distinguiamo due casi:
(a) Supponiamo dapprima che supp(u) C Q sia limitato. Sia G € C*(R) (fig. 15) t.c. per ogni

teR
0 <1
G(t) = se [{]
t selt] >2.

Poniamo per ogni x € {2

101y questo caso I' non & limitata, quindi pud essere necessario ricorrere a un ricoprimento infinito.



SPAZI DI SOBOLEV 37

cosi che u, € W'P(Q) (Lemma 3.6) e per ogni x €

0 se lu(x)| <
. (@)
u(z) se |u(z)| =

SIns |-

Si ha allora supp(u,) € €2, da cui per il Lemma 5.2 segue u,, € W&’p(Q). Inoltre, u, = u in
WLP(), da cui u € Wy (Q).
(b) Se invece supp(u) ¢ illimitato, allora introduciamo una funzione cut-off ¢ € C°(RN) t.c.

Per ogni n € N definiamo u,, € WHP(2) N C(Q) ponendo per ogni x €
T

wn() = (= Ju(a),

n

cosi che u, = 0 suT e supp(u,) C Q & compatto. Per il caso precedente abbiamo u,, € WO1 P(Q)
per ogni n € N. Inoltre u,, — u in WP(Q), dunque u € Wol’p(ﬂ).

In ogni caso abbiamo (7). O
Esempio 5.5. Sia ancora

Q= {(z,y) eR?: 2® +y* < 1},
e poniamo per ogni (z,y) €

u(,y) =1—a2° -y

Per la Proposizione 5.4, si ha u € Wol’p(Q) per ogni p > 1.
Osservazione 5.6. In generale, una funzione u € W1P(2) non & continua su €, quindi non ha
senso definire la restrizione u|. Una risposta parziale a questo problema ¢ fornita dalla teoria delle
tracce (ved. [2, p. 315]), che permette di 'proiettare’ una funzione u € WHP(£2) su una funzione
appartenente a LP(T") (dove I' & dotato della misura di Hasudorff (IV — 1)-dimensionale). Nel contesto

di tale teoria, VVO1 P(Q) viene identificato con il sottospazio di W1P(Q) formato dalle funzioni ’di
traccia nulla’.

La proprieta piu importante di I/VO1 P(Q) ¢ la seguente:

Teorema 5.7. (Diseguaglianza di Poincaré) Sia Q limitato. Allora esiste C' > 0 t.c. per ogni
Lp
u e Wy't(Q2)
[ullr @) < ClIVullze ()

Dimostrazione. Supponiamo p < N. Definiamo E come in (5.1). Per il Teorema 4.2, esiste C' > 0
t.c. per ogni u € Wy ()

||U”Lp*(9) = HE(U)HLP*(RN)
S CIVE@)|zo@yy = CllVullLr(o)-

Inoltre, per la diseguaglianza di Holder (1.2)

1
lullzagey < 120% ul o gy,

da cui la tesi. I casi p > N si trattano similmente. O
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La costante ottimale per la diseguaglianza di Poincaré ¢ collegata al problema degli autovalori di
un operatore differenziale, che approfondiremo in [7]. In virtu del Teorema 5.7, se 2 & limitato, su
VVO1 P(Q) possiamo definire una norma equivalente ponendo

[ull = IVullLe (o)
rispetto alla quale I/VO1 P(Q2) & uno spazio di Banach separabile e uniformemente convesso (quindi

riflessivo). Il duale di tale spazio & denotato W*I’p/(Q), e descritto dal seguente risultato di
rappresentazione:

Proposizione 5.8. Sia ¢ € W7 (Q). Allora esistono fo, ... fn € LV (Q) t.c.
(1) per ogni u € Wol’p(Q)

u)-/fuda:%—i/f-audm
o’ — Jo ' Ox;

(13) Esiste C > 0 indipendente da ) t.c.

[llyy10r o < dZMMm,

(7i1) se Q e limitato, si puo scegliere fo = 0;
Dimostrazione. Proviamo (7). Per ogni u € Wol’p(Q) poniamo
T(u) = (u, Vu),

cosi che T € £(W01’p(ﬂ), LP(Q)N*1) & un operatore iniettivo. Poniamo anche X = T(Wol’p(ﬂ)), e
definiamo S = T7! € L(X, W[} (Q)) (Teorema della mappa aperta, [2, Theorem 2.6]). Consideriamo
il funzionale lineare

YoSeX”.

Per il Teorema di Hahn-Banach (ved. [2, Corollary 1.2]), esso si estende a un funzionale Y €
(LP(Q)N+1)*. Per il Teorema 1.4 esistono fo, ... fxy € L (Q) t.c. per ogni (vy,...vy) € LP(Q)NF!

(v, ... N Z/mzdw

In particolare, per ogni u € VVO1 P(Q)

N
w(w) = 00, V0) = [ fouda+ Y [ 55" do
i=1 v

Proviamo (i7). Dalla costruzione sopra e dalla diseguaglianza di Holder (1.2) si ha per ogni
Lp
u e Wy't(Q2)

()] < 1 foll o mmm+2wmpuw

LP(Q)

S CZ ”fiHLP'(Q)HuHWLP(Q)
=0

Infine, proviamo (7i7). Se €2 € limitato, per il Teorema 5.7 la costruzione precedente si pud semplificare
ponendo per ogni u € Wol’p(Q) T(u) = Vu, quindi si ottiene fo = 0. O
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E importante osservare che la rappresentazione della Proposizione 5.8 non é unica, in generale.
Concludiamo questa sezione soffermandoci sul caso p = 2. Si adotta in questo caso la notazione

HYQ) = WH(Q) (k € N), Hj(Q) = Wy*(Q), H™(Q) = W (Q).

Su H'(f) si definisce un prodotto scalare ponendo
(u,v) = /Q(uv + Vu- Vo) dz,
mentre su Hg () si pone (grazie al Teorema 5.7)
(u,v) = /QVU -Vodz.

Proposizione 5.9. Gli spazi H'()), H}(Q) sono spazi di Hilbert separabilsi.

Dimostrazione. 1 prodotti scalari definiti sopra inducono le norme di H'(), H}(Q) rispettivamente.
La completezza e la separabilita seguono dalla Proposizione 2.8. ]

Chiaramente, tutti i risultati visti finora valgono anche per il caso p = 2, al quale in piu si applica la
teoria sviluppata in [6].

Osservazione 5.10. Sia 1) € H~1(Q). Per la Proposizione 5.8 esistono fy, ... fy € L*() t.c. per
ogni u € H}(Q)

N
w(u):/gfoudx—i—Z/Qﬂg;dx.
i=1 ¢

D’altra parte, per il Teorema di rappresentazione di Riesz sugli spazi di Hilbert (ved. [6]) esiste
v € HE(Q) t.c.

Y(u) = /Q(vu + Vv - Vu) dz.

Tuttavia, non si ha in generale fy = v, f; = % (t=1,...N) perché la prima rappresentazione non

¢ unica. Per esempio, se {2 & limitato e ¥ # 0, per la Proposizione 5.8 (ii7) si puo porre fo =0 ma
esiste i € {1,... N} t.c. fi #0.

Esercizio 5.11. Dimostrare che 'operatore E introdotto in (5.1) ¢ ben definito.

Esercizio 5.12. Dimostrare il Teorema 5.7 nei casi p > N.

1
Esercizio 5.13. Dimostrare che (||u||3 + ||Aul|3)2 & una norma equivalente su H?(Q2).
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