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Introduzione: il problema di Dirichlet non lineare

Consideriamo il seguente problema:

o {2 o

Dati: Q € RN (N > 3) dominio limitato, I = 9Q di classe C? e
Hy f € C(Q x R) t.c. f(x,-) € CYR) e

f
%(x, t)’ < o1+ t73) (0 >0, 2<r<2%)
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Introduzione: il problema di Dirichlet non lineare

Consideriamo il seguente problema:

o {2 o

Dati: Q € RN (N > 3) dominio limitato, I = 9Q di classe C? e
Hy f € C(Q x R) t.c. f(x,-) € CYR) e
of

Se(x t)’ < 1+ t]2) (o >0, 2 < r < 2°)

Definizione

u € C?(Q) soluzione classica di (D) se
o —Au(x)="f(x,u(x))Vxe
e u(x)=0Vxel
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Ricordiamo che H(Q) & uno spazio di Hilbert separabile con

full = [ [ 1¥0 o]

e I'immersione H}(Q) — L9(Q) & compatta V q € [1,2*) (2* = 2N/(N — 2))

Definizione
u € H3(R) soluzione debole di (D) se V¢ € H3(Q)

/Vu-Vgpdx:/f(x,u)gadx
Q Q

Chiaramente sol. classica = sol. debole, ma non viceversa!
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Ricordiamo che H(Q) & uno spazio di Hilbert separabile con

full = [ [ 1¥0 o]

e I'immersione H}(Q) — L9(Q) & compatta V q € [1,2*) (2* = 2N/(N — 2))

Definizione
u € H3(R) soluzione debole di (D) se V¢ € H3(Q)

/Vu-Vgpdx:/f(x,u)gadx
Q Q

Chiaramente sol. classica = sol. debole, ma non viceversa!

Lemma (Moser)
Sia u € H}(R) sol. debole di (D), allora u € L°°(£)
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Dal Lemma segue (-, u) € L?(2) con
I u)lla < C(1+(ul27?)

da cui u € H?*(Q) (metodo di Nirenberg...) e Vo € C°(Q)

f/Augodx:/f(x,u)godx
Q Q
da cui —Au = f(x,u) g.0. in Q
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Dal Lemma segue (-, u) € L?(2) con
I u)lla < C(1+(ul27?)

da cui u € H?*(Q) (metodo di Nirenberg...) e Vo € C°(Q)

f/Aucpdx:/f(x,u)godx
Q Q
da cui —Au = f(x,u) g.0. in Q

Teorema (regolarita)

Siano m > N/2, f € C"(Q x R), I di classe C™2, u € H}() sol. debole di (D),
allora u € C?(Q) & sol. classica
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Dal Lemma segue (-, u) € L?(2) con
I u)lla < C(1+(ul27?)

da cui u € H?*(Q) (metodo di Nirenberg...) e Vo € C°(Q)

f/Aucpdx:/f(x,u)godx
Q Q
da cui —Au = f(x,u) g.0. in Q

Teorema (regolarita)

Siano m > N/2, f € C"(Q x R), I di classe C™2, u € H}() sol. debole di (D),
allora u € C?(Q) & sol. classica

Teorema (principio del massimo)

Siano f(x,t) > 0V (x,t) € Q xR, u € H}(Q) sol. debole di (D), allora u > 0 in Q
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Autovalori e autovettori. Sia m € C(Q) positiva, consideriamo il seguente
problema (lineare):

LI P

Chiaramente u € H}(Q) & sol. (debole) di (E) se V¢ € H}()

/Vu~Vgpdx:/\/m(x)u<pdx.
Q Q

Il numero A € R & un autovalore di (E) se esiste una soluzione u # 0
(autofunzione). Per lo studio di (£) introduciamo lo spazio L2,(2) = L2(f2) con

1

lullom = [/Qm(x)u2 o’
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Autovalori e autovettori. Sia m € C(Q) positiva, consideriamo il seguente
problema (lineare):

LI P

Chiaramente u € H}(Q) & sol. (debole) di (E) se V¢ € H}()

/Vu~Vg0dx:/\/m(x)u<pdx.
Q Q

Il numero A € R & un autovalore di (E) se esiste una soluzione u # 0
(autofunzione). Per lo studio di (£) introduciamo lo spazio L2,(2) = L2(f2) con

1

lullom = [/Qm(x)u2 o’

Siano A # p autovalori di (E) con autofunzioni u, v € H3(Q), allora

/Vu-Vvdx:/m(x)uvdx:O
Q

Q
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Proposizione

Gli autovalori di (E) formano una successione
0< Al(m) < )\g(m) <-.- < )\k(m)—>oo

con ex(m) € H}(Q) autofunzione di A\(m), ||ex(m)||2.m = 1, inoltre

e \1(m) semplice, isolato, con e;(m) >0 e

o lull?

w0 [|ull3 ,

/\1(m) =

e \i(m) ha autofunzioni nodali, autospazio di dim. finita e

lull?

Ae(m) = -
W) = 0 o 0B

Lx—1(m) = span(ei(m), ... ex—1(m))

o (ex(m)) & una b.o.n. di L2,(Q) e una base ortogonale di H}(Q)

e se m,m € C(Q) sono t.c. 0 < m < m, m#m, allora \g(m) > A(M) (k € N)
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Metodi variazionali: minimi e min-max

Siano X uno spazio di Hilbert separabile, ® : X — R

Definizione

® & derivabile (secondo Fréchet) in x se esiste /(x) € X t.c.

L Pt y) = O(x) — (¥(x), )
llyll—0 Iyl

=0

Se @' : X — X & derivabile, allora ® & derivabile due volte e

" (x)(y, 2) = (®"(x)(¥), 2)

Chiaramente @ derivabile => ® continuo, se ¢’ € C'(X, X) allora ® € C'?(X).
Se ¢’(x) = 0 allora x & un punto critico di ® (not. x € K(9))
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L Pt y) = O(x) — (¥(x), )
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=0

Se @' : X — X & derivabile, allora ® & derivabile due volte e
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Metodo diretto. Il modo pili semplice per trovare un punto critico di ¢ &
minimizzarlo

Siano ® € C}(X), xop € X minimo locale di ®, allora xo € K(®)
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Metodo diretto. Il modo pili semplice per trovare un punto critico di ¢ &
minimizzarlo

Siano ® € C}(X), xop € X minimo locale di ®, allora xo € K(®)

Teorema

Siano ¢ € C}(X) t.c.

e lim &(x)=o0
lIx[l—o0

e se x, — x allora liminf ®(x,) > ®(x)

Allora esiste xg € K(®)

In mancanza di coercivita si usa la condizione di Palais-Smale:

(PS)  |®(xy)] < C, ®'(x5) =0 = x, — x (estratta)
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Teorema (principio variazionale di Ekeland)

Siano (X, d) uno spazio metrico completo, ® : X — R s.c.i., xp € X, ,0 > 0 t.c.
(0] inf ®
(x0) < inf &(x) +e

Allora esiste x € X t.c.
o O(x) < P(x0)
® d()_(,Xo) S 1)

o (%) < O(x) + %d(x,)?) Vx # X
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Teorema (principio variazionale di Ekeland)

Siano (X, d) uno spazio metrico completo, ® : X — R s.c.i., xp € X, ,0 > 0 t.c.
(0] inf ®
(x0) < inf &(x) +e

Allora esiste x € X t.c.
o O(x) < P(x0)
® d()_(,Xo) S 1)

o (%) < O(x) + %d(x,)?) Vx # X

Cosi, se ® € C1(X), troviamo una successione (x,) t.c.

d(x,) — inf(d)(x), [|®'(x:)|| — 0
xe

Corollario

Se ® € CY(X) & inferiormente limitato e soddisfa (PS), allora esiste X € K(P)
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Metodo del min-max. Cerchiamo livelli critici del tipo

¢ = inf_ max®(x)
Gel xe6

dove ' & una famiglia di insiemi in X con proprieta topologiche

A. lannizzotto (UniCA) Analisi non lineare Reading Course 11/23



Metodo del min-max. Cerchiamo livelli critici del tipo

¢ = inf_ max®(x)
Gel xe6

dove ' & una famiglia di insiemi in X con proprieta topologiche

Lemma (deformazione)
Siano ¢ € C?(X) soddisfacente (PS), c € R t.c. K(®) =0, e > 0. Allora esistono
0 € (0,¢], n: [0,1] x X — X continua t.c. Vx € X

e 1(0,x) = x

o [P(x)—c|>e = n(t,x)=x

o P(x)<c+d = P(n(1,x))<c—90

In corrispondenza dei valori regolari di @ gli insiemi
o ={d < c}

mantengono la stessa topologia, mentre se ¢ & un valore critico si ha ®¢—% £ ¢pc+o
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| risultati specifici dipendono dalla scelta di T

Teorema (del passo di montagna)
Siano ® € C?(X) verificante (PS), xo,x1 € X, p € (0, ||x1 — xol|) t.c.

inf  ®(x) = a> max{P(x), P(x1)}

lIx=xoll=p

Poniamo
F={vy e C(0,1],X) : 7(0) = xo, 7(1) = x1 }

= inf (¢
S5 i RS (v(t))

Allora ¢ > a ed esiste x, € K(P)
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| risultati specifici dipendono dalla scelta di T

Teorema (del passo di montagna)
Siano ® € C?(X) verificante (PS), xo,x1 € X, p € (0, ||x1 — xol|) t.c.

inf  ®(x) = a> max{P(x), P(x1)}

lIx=xoll=p

Poniamo
F={vy e C(0,1],X) : 7(0) = xo, 7(1) = x1 }

= inf (¢
S5 i RS (v(t))

Allora ¢ > a ed esiste xp € K (P)

Teorema (dei tre punti critici)

Siano ® € C?(X) verificante (PS), xo,x1 € X minimi locali di ®, allora esiste
x2 € K(®)\ {x0, x1}
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Alcuni teoremi di esistenza e molteplicita

Torniamo al problema (D) e poniamo per ogni u € H3(S)
2
d(u) = [l —/ F(x, u) dx
2 Q
Allora ® € C?(H}(Q)) e da Hy segue

@ (0).) = [ [Vu- Vo= x,u)e] o

¥"(u)o0) = [ [V Vi = 5 ()] b
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Alcuni teoremi di esistenza e molteplicita

Torniamo al problema (D) e poniamo per ogni u € H3(S)
2
d(u) = [l —/ F(x, u) dx
2 Q
Allora ® € C?(H}(Q)) e da Hy segue

@ (0).) = [ [Vu- Vo= x,u)e] o

¥"(u)o0) = [ [V Vi = 5 ()] b

® ha le seguenti proprieta
e u sol. debole di (D) & u € K(P)
o u, — u = liminf, ®(u,) > ®(u)

o (up) limitata, |®(u,)| < C, ®'(u,) = 0 = (u,) ha una sotto-successione
convergente
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Caso sublineare. In questo caso ¢ & coercivo:

Teorema
Sia f € C(2 x R) t.c.
o [F(x, 1) < (1 + [t (co > 0, r € (2,27))
e I|im f(X7 t)
[t]—o0 t

Allora (D) ha una soluzione u; € H}(Q)

=0

Non & escluso che u; = 0...

A. lannizzotto (UniCA) Analisi non lineare Reading Course 14 /23



Caso sublineare. In questo caso ¢ & coercivo:

Teorema
Sia f € C(2 x R) t.c.
o |f(x,t)] < co(l+]t]™1) (c0 >0, r €(2,2%))

o fim flot) _
[t]—o0 t

Allora (D) ha una soluzione u; € H} ()

0

Non & escluso che u; = 0...

Esempio (equazione di Lane-Emden)

Sia g € (1,2), allora il problema

—Au=u9"1 inQ
u=20 sul

ha una soluzione u; >0, 1; #0

A. lannizzotto (UniCA) Analisi non lineare Reading Course 14 /23



Teorema (Pucci-Serrin)
Sia f verificante Hy e

o fim fl0t) _
[t] =00 t

e |lim 7f(x, )
t—0 t
o esiste i € H}(Q) t.c. (i) <0
Allora (D) ha due soluzioni ug, u € H3() \ {0}

0

=0

A. lannizzotto (UniCA) Analisi non lineare

Reading Course

15/23



Teorema (Pucci-Serrin)

Sia f verificante Hy e
f
o lim fO0t) _
[t] =00 t

e |lim 7f(x, )
t—0 t
o esiste i € H}(Q) t.c. (i) <0
Allora (D) ha due soluzioni ug, u € H3() \ {0}

0

=0

Esempio (convesso-concavo)
Siano1 < g<2<r<2% A>0, e poniamo per ogni t > 0

Atr—1 set e (0,1)
f(t) = )\r—l tq—l
oI set>1

Allora per ogni A > 0 abbastanza grande (D) ha due soluzioni u,u; > 0
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Caso superlineare. In questo caso (PS) non vale in generale:

Teorema (Ambrosetti-Rabinowitz)

Sia f verificante Hy e
~ i flxt) _ 0
t—0 t
o 0 < puF(x,t) <f(x,t)t perogni|t|>T (T >0, u>2)
Allora (D) ha una soluzione u; € H}(Q2) \ {0}
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Caso superlineare. In questo caso (PS) non vale in generale:

Teorema (Ambrosetti-Rabinowitz)

Sia f verificante Hy e
e lim {60
t—0 t
o 0 < puF(x,t) <f(x,t)t perogni|t|>T (T >0, u>2)
Allora (D) ha una soluzione u; € H}(Q) \ {0}

=0

Esempio (convesso-convesso)

Siano 2 < g < r < 2%, allora il problema

—Au=u14+y~1 inQ
u=2~0 sul

ha almeno una soluzione u; > 0
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Una celebre equazione del tipo superlineare, che non rientra nei casi precedenti:

Esempio (Equazione logistica)

Siano r € (2,2%), A > 0 e cerchiamo le soluzioni positive di

—Au=X u—u"1 inQ

u=2~0 sul
Il funzionale da studiare &
lul>  lletl5 | ety
d(u) = - A L
(W) =73 > T

Per ogni A > )\; esiste un'unica soluzione positiva uy, inoltre uy — 0 per A — )\,
invece per 0 < A < A; non vi sono soluzioni positive
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Una diversione algebrica: Teoria di Morse e applicazioni

Omologia singolare. Per ogni coppia (A, B) definiamo una successione di gruppi
H.(A, B) e per ogni mappa f : (A, B) — (C, D) una di omomorfismi
f. - H.(A, B) — H.(C, D), inoltre 9 : Hx(A, B) — Hy_1(B,0)
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Una diversione algebrica: Teoria di Morse e applicazioni

Omologia singolare. Per ogni coppia (A, B) definiamo una successione di gruppi
H.(A, B) e per ogni mappa f : (A, B) — (C, D) una di omomorfismi
f.: Hy(A, B) — H,(C, D), inoltre 3 : H(A, B) — Hy_1(B,0)

Assiomi di Eilenberg-Steenrod
e f=id = f,=id
° (gof)i=giof
e Jof,=f00
e sequenza esatta

o =7 Hk(B,(Z)) — Hk(A,@) — Hk(A7 B) — kal(B,@) = oo0

f~g = fi=g
A=int(B)Uint(C) = H(A,B) = Hi(B,Bn C)
Hk(X, @) = 5k0R
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Gruppi critici. Siano X uno spazio di Hilbert, ® € C?(X) soddisfacente (PS)

Definizione

Se x & un punto critico isolato ovvero ha un intorno U t.c. K(®)N U = {x} e
®(x) = ¢, poniamo V k € N

Cu(®,x) = He(® N U, &N U\ {x})

Per esempio, se x & un minimo locale allora Ci(®, x) = dxoR
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Gruppi critici. Siano X uno spazio di Hilbert, ® € C?(X) soddisfacente (PS)

Definizione

Se x & un punto critico isolato ovvero ha un intorno U t.c. K(®)N U = {x} e
®(x) = ¢, poniamo V k € N

Cu(®,x) = He(® N U, &N U\ {x})

Per esempio, se x & un minimo locale allora Ci(®, x) = dxoR

Siano a < c < b t.c. KE(®) = K (®) = {xi1,...x,}, allora
Hi (@, %) = &, Ci(®, x)

Siano ®, W € C?(X) verificanti (PS), a< b, § > 0 t.c. per ogni t € [0, 1]

a<(1—t)d(x)+t¥(x) < b = [|(1—1t)d(x)+tV(x)| >0

Allora H (db, d2) = H, (Wb, W)
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Come si calcolano i gruppi critici?

Definizione

Sia x un punto critico isolato di ¢
o 1 =sup{dim(Y): ®”(x) definita negativa su Y} (indice di Morse)
e v = dim (ker ®”(x)) (nullita)
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Come si calcolano i gruppi critici?

Definizione

Sia x un punto critico isolato di ¢
o 1 =sup{dim(Y): ®”(x) definita negativa su Y} (indice di Morse)
e v = dim (ker ®”(x)) (nullita)

Lemma (Morse)

Sia x € K(®) isolato t.c. v = 0, allora esistono V intorno di 0, h € C}(V, X) t.c.
h(0) =x e

o(h(y)) = () + 30" ()(r.)

Teorema
Sia x € K(®) isolato t.c. i < oo, ¥ =0, allora Ci(®P, x) = 6, R
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Caso asintoticamente lineare. Consideriamo (D) con f(-, t)/t limitata per
|t| — oo, confrontando con gli autovalori di (E). Poniamo

N

Vma(u) = =5 2

Siano m € C(Q), m >0, \;(m) < A < A\j11(m), allora K(W,, ») = {0} con

Ck(wm,)\, 0) = 5ij
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Caso asintoticamente lineare. Consideriamo (D) con f(-, t)/t limitata per
|t| — oo, confrontando con gli autovalori di (E). Poniamo

N

Vma(u) = =5 2

Siano m € C(Q), m >0, \;(m) < A < A\j11(m), allora K(W,, ») = {0} con

Ck(wm,)\, 0) = 5ij

Teorema (esistenza)

Sia f verificante Hy e

o lim fl0t) _ rss 63 (O < 57 < )
[t] =00 t
. f(x,t)
° 1.!1% ; = mo(x) ()\j <mg < Ajy1, Aj # A\p)

Allora (D) ha una soluzione u; € H}(Q2) \ {0}
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Teorema (molteplicita)

Sia f verificante Hy e
f(x,t)

e lim = Moo (x) (0 < Mo < A1)
[t] =00 t
. f(x,t _
° I!L%¥ = mo(X) (AJ < my < )\j+1v.f > ]_)

Allora (D) ha due soluzioni uy, u, € H}(Q) \ {0}
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Teorema (molteplicita)

Sia f verificante Hy e

f(x,t
o I|im (x,t) _ moo(X) (0 < Moo < )\1)
[t] =00 t
. f(x,t _
° I!L%¥ = mo(X) (AJ < my < )\j+1v.f > ]_)

Allora (D) ha due soluzioni uy, u, € H}(Q) \ {0}

Esempio

Poniamo 5
f(t) = At + (u — X)— arctan(|t|)t
m

o A\ < u < Ay < X< A3 = una soluzione
e 0 < <A1 <A< A = due soluzioni

Se m = A, si ha risonanza, allora usiamo il Teorema del punto di sella
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THE END
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