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Modelli matematici di sistemi energetici
Vi e una vasta gamma di tipologie di modelli matematici volti a
caratterizzare il comportamento dei sistemi energetici (e non solo)

Modelli matematici a parametri concentrati

Si compongono di equazioni differenziali ordinarie (ODE)

Le variabili di processo sono unicamente funzioni della variabile
temporale

Modelli matematici a parametri distribuiti

Si compongono di equazioni differenziali alle derivate parziali (PDE)

Le variabili di processo sono funzioni sia della variabile temporale che di
una o piu variabili spaziali
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Modelli matematici di sistemi energetici

Modelli matematici a tempo continuo

La variabile temporale t assume valori reali

Modelli matematici a tempo discreto

La variabile temporale k assume valori interi. II modello
matematico rappresenta il comportamento del sistema (cioe il
valore delle variabili di processo) in corrispondenza degli istanti di

campionamento t;, = kT,
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Modelli matematici di sistemi energetici

Modelli matematici ingresso-uscita

II modello rappresenta il legame fra le variabili di ingresso
(manipolabili o disturbanti) e le variabili di uscita

Modelli matematici in variabili di stato

Il modello definisce la dinamica delle variabili di stato nella loro
interezza. Le variabili di stato sono quelle variabili che in un
processo caratterizzano i1 fenomeni di scambio ed accumulo
energetico. Le variabili di uscita sono funzioni algebriche delle
variabili di stato (e in taluni casi anche delle variabili di ingresso)
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Modelli matematici in variabili di stato

La rappresentazione dei modelli matematici dei processi nella forma
«variabili di stato» e piu generale rispetto alla rappresentazione ingresso-
uscita in quanto caratterizza in maniera completa il comportamento
dinamico delle «variabili di stato».

Presentiamo la forma che assume tale rappresentazione nel caso di:

- modello a parametri concentrati

- modello a tempo continuo
x(t) = f(x,u,d) Equazione di stato (ODE accoppiate)
y(t) = h(x,u,d) Trasformazione in uscita

x (tg) = x9 Condizioni iniziali



x(t) = f(x,u,d) Equazione di stato (ODE accoppiate)

y(t) = h(x,u,d) Trasformazione in uscita

X2 n Vettore di stato di dimensione n (ordine
X = € R . .
del sistema) - State variables (SV)

[ U | Vettore degli ingressi -zlll- i‘;egt;:;':i(:ne(:grlli
U m manipolabili — d = %2 r
= . =] 4| €ER . oy
u ;| € R Manipulated variables : m‘f‘mpOl,ablh
U (MV) d (disturbi) —
- T Disturbance
variables (DV)
Vi
y = y:Z € RP Vettore delle uscite — Controlled variables (CV)
| Vp |
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x(t) = f(x,u,d) Equazione di stato (ODE accoppiate)

y(t) = h(x,u,d) Trasformazione in uscita

Forma estesa:

xl(t) — fl(xl,xz, ...,xn, U, Uy, ...,um, dl' dz, ey d—r-)

, f1()]

xz(t) = fz(xl,XZ,...,xn,ul,uZ,...,um, dl' dZ""ldT‘) f() _ fzz() c s;RTl
y — d. d d -fn(')-

Xn(t) = f,(%1, X0, oy Xy, Ug, U,y wey Upy, dq, doy, ..., dy)

yl(t) = hl(xl, X2,y iy X, Uq, Up, oo, U, dl’ dz, veny dr) _h]_ (,)'

Yo (t) = hy(xq, X5, o) Xy, Uqg, Up, v, Uy, dq, dy, ..., dy)

h(:) = hzi(') € RP
_hp(')_

Vp(t) = hy(x1, X2, oo, Xy, Uy, Up, vy Uy, dy, dy, o, dy)



In numerosi casi pratici, la trasformazione in uscita non dipende dagli ingressi.

x(t) = f(x,u,d) Equazione di stato (ODE accoppiate)
y(t) = h(x) Trasformazione in uscita

Forma estesa:

xl(t) — fl(xl,xz, oy X, U, Ug, o, Uy, dll dz, ceny d?")

xZ(t) = fz(xl,xZ, ey Xy U, U,y oo, Uy, dl' dz, “er dT‘)

Xn(t) = f,(%1, X0, ooy Xy, Uq, U,y woey Uy, dq, doy, ...y dy)

y1(6) = hy(x1, x5, .y X )
Y2 (t) = hy(xq, %3, ..., Xp)

yp(t) = hp(xlr er ---;xn)



Spesso, inoltre, le uscite coincidono con una o piu delle variabili di stato, ed in tal caso
la trasformazione in uscita assume una forma particolarmente semplice

Esempio:
n=3, m=1(u; =u), r=1(dy =d), p=1(y; = y) el'uscita coincide con la prima

variabile di stato

x1(t) = f1(x1, %2, x3,u,d) f1()]
X, (t) = fr(x1,%5,x3,u,d) fO) =10
f3()]

X'S (t) — f3 (xlr X2,X3,U, d)

y(t) = x4 h(-) = [x]



H,0 calda e HLO fredda
o | fﬁ::a:::ﬁ T, , Wy
A =
Tamb T
Z|

A TERY

p CrA z() T2 = wy ()G (T, — T()) + wo ()G (Ty = T(1) — hPz (T(t) — T ()

Esempio: Miscelatore

H>0 utenza
T,w

My Cym 29 = hPz (T (1) = T (1)) + (T“m”;ij’"“))
dz(t
A Z(t) = wy () + wy () — w(b)

@] [T@®

Vettore di stato (SV)  x = [x(¢) | = | T () Modello del terz’ordine (n = 3)
x3(0)] | z(®) |

Vettore degli ingressi [u1 (t)] [W1 (t) m=2

manipolabili (MV) U, (t) w, (t)



H,0 calda -'-’-'-fil'-'-' H,O0 fredda
Esempio: Miscelatore .
Tors A — . ‘ Tamp
Z|
o
H>0 utenza
ARNEE T

p CrA z() T2 = wy ()G (T, — T()) + wo ()G (Ty = T(1) — hPz (T(t) — T ()

()T (1))

Rma

dTm Tam
M, CVmT(” = hPz (T(t) — T (1)) + (Tamb

A dz(t) = w;(t) + wy(t) — w(t)
dt

di()] [ Th®)

Vettore degli ingressi non d = d,(t) | | T»(¢) _ 4

manipolabili (DV) S ds@®) | | Tymp(®) "=
d, ()1 L w(t)

. y1(©)] _ [T@®)] _ [*x1(®) )
Vettore delle uscite (CV) v, T Lz)] T s (® p
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Esempio: Miscelatore

Per ricavare le espressioni delle funzioni f;, f, ed f; dobbiamo manipolare le
equazioni differenziali riscrivendole in forma esplicita, cioe isolando alla sinistra
dell'uguale le derivate delle variabili di stato

p CrA 2() =2 = wy ()G (Ty — T(®) + w,(OCy (T, — T(1)) — hPz (T(t) — Ty (1))
1

o = s wi O (T = T©) + == wy(O(Ty = T(O) = s hP (T(6) = Tn(0))

at pAz(t) pAz(t)
wy () + wy () hP wi (t) wo (t)
= — + T(t) + T, (t) + T, + T
p Az(t) pCyA ® pCyA m(t) pAz(t) ' pAz() °
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Esempio: Miscelatore

dTm(t T amb(£) =T (t)
M., CVmT() = hPz(t) (T(t) — Tm(t)) + ( mea :

4

(T() — Tn(@®) +

dTm(t) _ hPZ(t) (Tamb (t) - Tm(t))

hPz(t) 1 ] hPz(t) 1
- + T (1) + T(t) + T. . (t)
dz(t
A d(t) = Wl(t) + Wz(t) — W(t)
dz(t) 1

qt A (w1 (t) + wy(t) —w(t)]



Equazioni di stato del miscelatore H

dT(t)  dx;(t)

o = fL(xqy, X0, X3, Uy, Uy, dy, dy) =

C [w® +wa(®) | P wi(t) . wy(t)
) [ pAz(t)  pCyA ] MO e a ™0 o Az
() ()

h
]xl“”pCVA O oM hasm®

. [ul(t) + u, (t) N hP
| pAxs(®) pCyA

AT (1) dxy(t)
dt dt

= fo(xq,x3,x3,d3) =

[ hPz(t) 1 ' hPz(t) 1
= + T, (t) + T(t) + T, (1)
My, Cym My, CymBRma] ™ My, Cym My, CymRma  *™°

I 1CEE10 + ! | x,(t) + dai A x1(¢) + - d3(t)

_Mm CVm Mm CVmRma_ Mm CVm Mm CVmRma

d d 1
Z(tt) N xd3§t) =f3 (ug, Uz, dy) = p_A [ul(t) +up(t) — d4(t)]




I Equazioni di stato e trasformazione in uscita _I m

dxq(t
;f ) = f1(x1, X2, X3, Uy, Up, dq, d3)
! (t) + uy(t) hP hP 1( ) u, (t)
__[ p A x3(t) +pcVA]x1(t)+pCVA O+ O i 2®
dx,(t
2O _ 00,
__|hPxs(® 1 hPx5(t)
= - [Mm R TR Rma] x2(8) + M Cy x1(t) + M Cr R d3(t)
dxs(t 1
x;t( - fa(u, iz, dy) = oA [us (£) + up (8) — dy(0)] x,(t) T(t)
p X = xZ(t) = m(t)
x3(t) z(t)
yl(t) — hl(xlr X2, X3) — xl(t)
. ul(o] [wla)
y2(t) = h, (xl,xz,X3) = x3(t) [u, (t) w, (t)
dq (1) T, (t)
d = dZ(t) — Tz(t)
dS(t) Tamb(t)
[dy(t) w(t)
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Modelli matematici in variabili di stato a tempo
discreto

Nelle rappresentazioni a tempo discreto dei sistemi dinamici le variabili
coinvolte sono valutate in corrispondenza degli istanti di
campionamento

t, = kT, k=01.2,.... T.>0 Periodo di
campionamento
Notazione:
X(tk) = Xk U(tk) = Uy d(tk) = dk y(tk) =Yk

4 : : : :
Xi+1 = f(xp, ug, dy) Equazione di stato (eq. alle differenze accoppiate)

Vi = h(xy) Trasformazione in uscita

Xk, assegnato Condizioni iniziali

o )
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Vi sono diversi approcci attraverso 1 quali ricavare un modello in variabili di
stato a tempo discreto a partire da un modello a tempo continuo

x(t) = f(x,u,d)
y(t) = h(x)

Chiaramente si avra:

(k+1)T,

Xis1 = Xi + j F(x(0), u(®), d(D))dr

KT,
Yr = h(xy)

Il metodo piu semplice, chiamato metodo di Eulero, si basa sulla
approssimazione che nell'intervallo temporale [kT,, (k + 1)T,] le variabili di
stato e quelle di ingresso si mantengano costanti e pari al valore assunto
all’istante iniziale dell’intervallo.



s S

I metodo piu semplice, chiamato metodo di Eulero, si basa sulla
approssimazione che nell’intervallo temporale [kT,., (k+ 1)T,] le variabili
di stato e quelle di ingresso si mantengano costanti e pari al valore assunto

all’istante iniziale dell’intervallo.

f(x(0), u(r),d(v)) = f(xp, ug, dy) vt € [T, (k+ 1)T¢)

Applicando tale approssimazione si ricava:

(k+1)T,
Xipay = Xp + f FOe(), w(D), d@)dT = x5, + Tof e o di) = F (e, g dy)
KT,

Yr = h(xy)

E’ chiaro che la bonta di tale approssimazione € tanto migliore quanto piu €
piccolo il periodo di campionamento
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Le rappresentazioni a tempo discreto rivestono un ruolo fondamentale nei
metodi di pianificazione e controllo basati su ottimizzazione dinamica
(come il model predictive control - MPC) in quanto tali tecniche
richiedono la formulazione della dinamica del sistema da controllare sotto
forma di un modello in variabili di stato a tempo discreto.
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Esempio: scambiatore di calore in controcorrente

AT, () 1 (Tyuw = Ta(®) = (T () — Tayy ()
Maca—g— = Caalt) (Tam = Tal®) + 7= (T — Ta(®))/ (T (&) — Torm)
dT,(t) 1 (Tyun = Ta(®) = (Ty () — Tapp ()
moco gy = oWo (&) (Toan = To(0) = g = o =

fluido A: fluido freddo fluido B: fluido caldo
‘ Modello VDS in forma esplicita

dt e Tan = Ta Rpam,Cy ln((Tb,IN — T (t))/(Tp(t) — Ta IN)
dT,(t) 1 1 (Topuv — Ta(@®) — (Tp(t) — Ty, ()
2 = o ® (Toan = To(®)) = o e s T (6 = T
\_ /
Notazione:

Ta(ch) = Ta,k Tb (kTC) = Tb,k Wa(ch) = Wa,k Wp (kTC) = Wb,k
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Applicando il metodo di Eulero si ricava il seguente modello a tempo discreto:

dT,(t)
Ta,k+1 — Ta,k + T dt
t=kT,
dTy(t)
Tpre1 = Tpx + T I
t=kT,
1 1 (Tb IN — Ta k) _ (Tb k — Tam)
T =T, T.|— T —T . : ' '
dict1 ak + e mg Wa,k( @IN a,k) * Rpamgycy lrl((Tb,IN — a,k)/(Tb,k — Ta,IN)
1 1 (Tb IN — Ta k) T (Tb k Tam)
T =T T.|— T — T — . : ' '
\ bk+1 = ok ¥ e 0 Wik (o = Tok) RpamaCa In((Ty v — Ta i)/ (To i — Tan) Y,
T, (kT,) = Ty Ty (kT,) = Tp wa(kTe) = W

wy (kT;) = wy
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Simulazioni

Con riferimento ad un caso pratico, implementiamo il modello in Matlab sia nella sua
versione a tempo continuo che nella sua approssimazione a tempo discreto.

Uno scambiatore a tubi coassiali che opera in controcorrente e usato per refrigerare I'olio di
lubrificazione di una turbina a gas.

L’acqua usata come refrigerante attraversa il tubo interno con una portata w, = 0.2 kg/s
mentre 1'olio viene fatto passare nella regione anulare con una portata w, = 0.1 kg/s.

L'olio e 'acqua entrano alla temperatura di T}, ;y = 100°C e T, ;5 = 30°C, rispettivamente.

hwb )

I
Wa - Df De Dun.

s AR

T Olio L e—w,

Ta(t)




T\
(" Olio
) \\
a T,
Acqua
Ta.IN




To(®)
T Olio "
L Tyn
Dati
we =0.2kg/s wp, = 0.1kg/s
Tow = 30°C Ty = 100°C
cq = 4178 ] /kg °K cp, = 2131 J/kg °K
D; = 25mm D, = 26.67mm
L=785m
3 ”(Dc%n — Dg)
m, = p,——L =385 kg mp = Pp

Wq ==

e

Pg = 995 kg/m3

D, = 45mm

4

L =72.08 kg

pp = 890 kg/m>
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Determinazione della resistenza termica complessiva

Rpa = R;i + R, + Rparete

De
"D,
— l — -6 o
1 1 1 1

R-: jr—
‘T KA, KD, Re

T K,A, KDL
coefficienti di scambio termico convettivi per unita di superficie
Interno (lato acqua) Esterno (lato olio)
K; = 2287 W/ m?°K K, = 30 W/ m?°K
R;=7.09- 10> °K/W
R,=51-10"3 °K/ W

Ryq ~ R, = 0.0051 °K/ W
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Modello
AT 1 1 (Touw = Ta(®) — (Ty(6) — Tay ()
Gt = e Wa® (T = Tal®)) + e e s T B = o)
aT,(8) 1 1 Ty = Ta(®) = (To(0) — Ta (©)
2 = o (Toaw = To(8)) — e e s T O = T

Calcolo delle temperature di uscita T, e T, in regime stazionario

w,(t) = cost.= w,

wy(t) = cost.= wy,

I valori T, e T, delle temperature T, (t) e T, (t) in regime stazionario sono soluzioni
del sistema di equazioni nonlineari che si ricavano azzerando il membro destro del
modello
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1 . (Tb,IN _ T(l) — (Tb — Ta[N)

CaWa(Ta,IN - Ta) + R T _T = F(Te, Tp) =0
ba In <_b,IN a>
Tb _ Ta,IN
_ 1 (Ton—Ta) = (Tp =T, _
CbWb(Tb,IN - Tb) R ( i a) ( z aIN) = F5(Ty,Tp) =0
ba In (Zb,uv — Ta)
Tb _ Ta,IN

Fl(Ta'Tb) =0

sistema di equazioni algebriche non lineari

FZ(Ta'Tb) =0

Risolviamo il sistema non lineare con la funzione Matlab fsolve



o

mantello)

o° o° oo oo

%a=acqua (fluido freddo)
$b=0lio lubrificante (fluido caldo)

clear all
clc

global wa wb Tain Tbin ca cb Rba

wa=0.2 %kg/s portata acqua
wb=0.1 %kg/s, portata olio

Tain=30 %°C, Tin acqua
Tbin=100 %°C, Tin olio

\

$DIAMETRI TUBAZIONI
Di=0.025;
De=0.02667;
Dan=0.045;

rhoa=997; %kg/m”3 densita acqua
rhob=890; %kg/m”3 densita olio

L=78.5; % Lunghezza totale [m]

ma=rhoa*pi*Di”~2/4*L; % [kg] massa acqua nella tubazione
massa olio nella tubazione

mb=rhob*pi* (Dan"2-De”"2)/4*L; % [kg]

Fluido di processo da raffreddare:

(kg °K), calore specifico acqua
(kg °K), calore specifico olio

scambiatore in controcorrente a tubi coassiali

olio lubrificante,

(
Fluido rerfigerante: acqua, fluisce nel tubo interno

File:

fluisce nella porzione anulare

Scambiatoredicalore_dati.m
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Calcolo di Ry,

K acc=50; [W/m°K] conducibilita termica dell'acciaio laminato

Ki=2287; %$[W/m°K] coeff. scambio termico convettivo lato interno (interfaccia acqua-acciaio)
Ke=30; $%[W/m°K] coeff. scambio termico convettivo lato esterno (interfaccia olio-acciaio)

Rparete=log(De/Di)/ (2*pi*L*K acc);

Ri=1/(Ki*pi*Di*L);
Re=1/ (Ke*pi*De*L) ;

Rba=Ri+Re+Rparete

Calcolo di T, e T, (risoluzione del sistema non lineare)

x0 = [90,307;
xSOL = fsolve (@sistemalNL, x0)

CHECK=sistemalNL (xSOL)
function F = sistemalNL (x)
global wa wb Tain Tbin ca cb Rba

DT1=Tbin-x (1) ;
DT2=x(2)-Tain;

F(l) = ca*wa*(Tain-x(1))+1/Rba* (DT1-DT2)/1log(DT1/DT2);
cb*wb* (Thin-x(2))-1/Rba* (DT1-DT2)/log (DT1/DT2) ;

o
N
I
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Output nella Command Window

Equation solwved.

fsolve completed because the vector of function walues is near zero
as measured by the wvalue of the function tolerance, and

the problem appears reqular as measured by the gradient.

<stopping criteria details>

Tabar =

T, = 40.1°C

40.1140

Thbhar =

60.3414 T, =60.3°C
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File scambiatoremodelloTD.m

%% simulazione modello a tempo discreto
Tsimulazione=10000;

Ta0=35;
Tb0=55;

numsample=Tsimulazione/Tc;

Tak vec=zeros (numsample,l);
Tbk vec=zeros (numsample, 1) ;

Tak vec(1l)=TaO0;
Tbk vec (1)=TbO0;

for i=l:numsample

Tak= Tak vec(i);
Tbk= Tbk vec(i);

DT1=Tbin-Tak;
DT2=Tbk-Tain;

Tak Tak+Tc* ( 1/ma*wa* (Tain-Tak)+1/ (Rba*ma*ca)* (DT1-DT2)/1log(DT1/DT2) );
Tbk = Tbk+Tc*( 1/mb*wb* (Tbin-Tbk) -1/ (Rba*mb*cb)* (DT1-DT2)/log(DT1/DT2) );

Tak vec(i+l)=Tak;
Tbk vec (i+1)=Tbk;

end
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File scambiatoremodelloTD.m

figure (1)
plot((O:Tc:Tsimulazione)/60,Tak_vec),grid
title('Ta'")

xlabel ('Tempo [min] ')

figure (2)

plot ((0:Tc:Tsimulazione) /60, Tbk vec),grid
title('Tbh")

xlabel ('Tempo [min] ")

41 T T T T T T T T 61 T T T T T T T T

40 b _

39 - h

36 h

35 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Tempo [min]

1 | 1 1 | 1

60 80 100 120 140 160 180
Tempo [min]
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File: scambiatoredicalore datilLive.m
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Modelli matematici lineari in variabili di stato

x(t) = f(x,u,d) Equazione di stato (ODE accoppiate)
y(t) = h(x,u) Trasformazione in uscita
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ed(t) A, B, E, C matrici costanti di

dimensione opportuna
y(t) = Cx(t) + Du(t)

SV MV DV CV
(X1 " Uq T (4] (V1]

X = x:Z ER"  u= uf ER™ d= d:Z ER" y= yz € RP
Xn Um -d.r Yo
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Esempio: Reattore con mescolamento e riscaldamento

me dz(tt) = WO Ti(®) = T(®) + Kem(To (&) = T(®)) 1 -

dT,(t) -
My —2= = Q(6) = KeAm (T, (5) = T(6)) P

| Heater |

IS

Questo sistema puo essere controllato in due maniere distinte al fine di regolare ad
un valore desiderato T9¢S la temperatura T(t) del fluido contenuto nel serbatoio.

a.) e possibile variare in linea la potenza Q(t) con cui si alimenta
la resistenza mantenendo costante la portata w(t)

b.) e possibile variare in linea la portata w(t) con cui la quale il
fluido viene immesso e prelevato dal reattore

Nel caso a.) si ottiene un modello matematico lineare
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Determiniamo le matrici della rappresentazione in VDS associate al caso a.)

Ipotesi: w(t) = W = cost.
dT (t)
me— = = cW (Ty(6) = T(0)) + KeAm (T (8) = T(®))
dT,
mrcr# = Q(t) - KeAm(Tr(t) _ T(t))

l Forma esplicita

dr(t) [cW + K Ay |

KeAp w
T(t) + T.(t) + —T;(t
(6) + =T (6) + —Tu()

dt mc
dT.(t KA KA 1
D 2P gy - e 4 4 )
mrcr err mrcr

y(t) =T(t)
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dT(t) [CW + KA | KA
Cdt mc T mc
dT-(t)  KeAm KeAm
i m, T(t) — mc, T (t) + errQ(t)
y(t) =T(t)
MV DV CV
T(t)
T.(t) u=0® d = T;(t) y=T()
KdT(t) ) __ [cW + KeAm] KeAn \
dt |_ ,[T®) A= mc mc
dTr (t) =A [TT (t) + B Q(t) + ETl (t) KeAp _ KA
- m,C; m,.C;
0 W
L [T(@®) C=[1 o] . =
O b T s
o M -Cr | L0
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Proprieta della rappresentazione in VDS e legami con la rappresentazione
ingresso-uscita

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ed(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

La matrice A riveste un ruolo predominante rispetto alle restanti matrici presenti
nel modello. In particolare, i suoi autovalori A4, 1,,..., 4,, determinano le proprieta
di stabilita o instabilita del sistema.

Il sistema dinamico € asintoticamente stabile se e solo se gli autovalori della
matrice A sono tutti a parte reale negativa.

Se il sistema € asintoticamente stabile si ha la garanzia che con ingressi nulli
u(t) = d(t) = 0 lo stato x(t), e di conseguenza anche l'uscita y(t), tendono
asintoticamente a zero.
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Se il sistema ¢ asintoticamente stabile si ha anche la garanzia che con ingressi
costanti lo stato x(t) tende asintoticamente verso i valori di stato stazionario
ottenuti imponenti che x(t) = 0.

Se gli autovalori di A sono tutti reali negativi, il transitorio di convergenza verso lo
stato stazionario sara esente da oscillazioni, se invece A possiede una o piu coppie
di autovalori complessi coniugati allora I’evoluzione transitoria dello stato sara
caratterizzata da oscillazioni.

Se gli autovalori della matrice A si «spostano» verso sinistra la rapidita di
convergenza aumenta.

Gli autovalori della matrice A rivestono per ’evoluzione temporale delle variabili
di stato un ruolo del tutto analogo a quello dei poli delle funzioni di trasferimento
fra gli ingressi e le uscite.
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Calcolo delle funzioni di trasferimento

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ed(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

A partire da un modello in VDS, possono essere determinate semplicemente in
forma chiusa le funzioni di trasferimento G} (s) tra gli ingressi manipolabili (u(t))

e le uscite (y(t)) e le funzioni di trasferimento G (s) fra gli ingressi disturbanti
(d(t)) e le uscite (y(t))

Come ricaviamo tali espressioni ?

Definizione delle FdT:

Y(s) = G)(s)U(s) + Gé’(s)D(s)
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Modello in VDS x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ed(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
$
Trasformata di Laplace sX(s) = AX(s) + BU(s) + ED(s)
del modello in VDS con
condizioni iniziali x(0) nulle Y(s) = CX(s) + DU(s)
3 o
Rielaborando: (sI;, — A)X(s) = BU(s) + ED(s) I = matrice identita di
x| ordine n
X(s) = (sI,, — A)"1BU(s) + (sI,, — A)"1ED(s)

\ 4

Y(s) = CX(s) + DU(s) =
= C(sI,, — A)~! BU(s) + C(sI,, — A)"ED(s) + DU(s)
=[C(sI,, —A)"'B+ D] U(s) + C(sI,, — A) " *ED(s)

= G) (s) U(s) + G (s) D(s)
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Le relative espressioni sono pertanto:

~

y _ _ -1
Gy (s) = C(sl, —A)""B+D I,,= matrice identita di ordine n

GY(s) = C(sl,, — A)'E
. J

In un sistema con piu ingressi e/o piu uscite, si parla piu propriamente di
matrice di trasferimento

Ad esempio, in un sistema con due ingressi manipolabili (m=2), due uscite (p=2)
ed un ingresso disturbante (r=1) si avra

Yi(s) Yi(s)T
61{11(5) 61{12(5) _|Ui(s) Uy(s)

Y,(s)  Y5(s)
LU (s)  Uy(s).

GY(s)=C(sI,—A)'B+D =

61{21(3) Gg’zz(s)

y AG)
_ Ga1(S)|  |Dy(s)

y _ . 1p — d,1 _ 1
D1 (s).
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Per tale sistema, applicando il principio di sovrapposizione degli effetti, si
avra

63,11(5) 63’12 (s)
61{21(5) GSL,,ZZ (s)

1 in forma estesa

Y1(s) = G, 11(8)U1(s) + Gy} 1,(8)U,(s) +G ; (s)Dy(s)

Y(s) = G, (s)U(s) + G (s)D(s) = { D(s)

Uy (S)] + Ggl,,1(5)
U, (s) Gajzl,z(s)

Y1(s) = G, 1,(8)U1(S) + Gy} 1,($)U2(s) +G; (s)D1(s)
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Esempio: Reattore con mescolamento e riscaldamento (continua)

i dT(t) ] —_ [cW + KeAm] KeAp |
dt _ T(t) A= mc mec
4T ()| = A [Tr(t) + B Q(t) + ET;(t) KeAp, KeAn

It m,C; m;C, |
0 - o
[T c=[1 o ud
y( ) - [Tr(t)] - (t) B = 1 E =
=0 | mycy 0.

Con riferimento a questo esempio, possono essere determinate le due funzioni di

trasferimento
D=0

GI(s) = C(sI, — A)"'B + P'= C(sI,, — A)'B

Gr,(s) = C(sI, — A)™'E

Sviluppiamo i conti:
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Go(s) =C(sl, —A)'B=C®(s)B

Gr,(s) = C(sI, —A)'E = C®(s) E

Iniziamo con il calcolare la matrice
®(s) = (sI,,— A1 n=2

che viene detta «matrice di transizione dello stato»

W + KA, KAy 17
S+ mc " mc
_ _ -1 —
P(s) = (sI, — A) KA, KA,
— S+
m,c, m.C, |
Inversa di una matrice 2x2
a b -1 1 : T d —b
M = M~ = di(M") =
[c d det(M)a]( ) ad — bcl—c a]
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cW + K.Ap, KAy 17
S+ mc B mc
— _ -1 _
D(s) = (sl —A4)" = K A, KeAp
S +
mI'CI' mI‘CI‘ -

cW + K_A K.A K2 A2
det(sIz—A)=ls+ 2 m] [s+ - m]—$= ar(A)
mc m,Cy m cmCy
s+igm o e
—_ r-r
(l)(S) [ CW+KeAm][ KeAm] K3Ad KeAm S + CW+KeAm
MmyCr mcCcmyCyr | mrcr mc
Inversa di una matrice 2x2
a b 1 1 AP 1 d —b
lc d det(M)a]( ) d — bcl—c a]
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0

Go(s) = CP(s)B=[1 0] P(s) | ,

myCr _ O -
B 1 [s 1 KeAm KeAm]
o [S +CW+KeAm][S L KeAm]_ KZAZ, myCy mc 1
mc MyrCyr mcCimyCr myCy
KeAm
mcmyrCyr

cW+KeA KeA KZAZ
[S+ e m] [S+ eAm|__ReAm
mc MyrCyr mcCimMyCr

Gr,(s) = C(sI, — A)"'E )

W—
o [S+CW+KeAm][S+KeAm _ K3A% mpec, MmMc
mec MrCyr mcCMmyCr O
KeAm T
w S+ ek
o cW+KeA KeA K2AZ2
m[s+ em[S_I_em]_ efm
mc MyrCyr mcCimyCr



Le due funzioni di trasferimento hanno gli stessi poli, che coincidono con gli
autovalori della matrice A in quanto il polinomio a denominatore delle FAT G, (s) e

G%"l. (s) eil polinomio caratteristico della matrice A.

La FdT G%"i (s) possiede in aggiunta uno zero reale negativo.
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Schema a blocchi

T; (1)
Gr,(s)
Q(t) Jj T(t)
SN Gg (S) . ) >
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Valutiamo i parametri e le matrici del modello in corrispondenza di uno scenario
concreto.

R L. T 4T ()

- me— == cw(t)(Ti(6) = T(©) + KeAn (T (6) = T(1))

N (-
dT,-(t
J\f‘mﬁ’“j my ¢, — 7= = Q(t) = KeAn (T (£) = T(1))

| Heater |

=
<

Liquido coinvolto: acqua
Volume di acqua nel serbatoio costante w;(t) = w(t) V =2m3

Portata costante in ingresso e uscita: w(t) =W = 0.1 kTg

Resistenza elettrica in rame



1

dT (t) i 1
mc—— = cw(O)(Ti(t) = T (1)) + KeAm(T:-(£) — T(1)) .
dT,.(t) fr )
meee = = 0(6) ~ Ko (T5(5) ~ T(0) \%m
Q
| Heater |
acqua rame
Calore specifico: c = 4180 ] c, = 385 ]
kg °K r kg °K
Densita =979 kg = 8910 kg
P m3 Pr = ﬁ

kg
Massa dell'acqua nel serbatoio ~ m =pV =979-5x 2 m® = 1958 kg
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Calori specifici

I valori sono calcolati a 20 °C e 1 atm, se non diversamente indicato

Sostanza cal/g x °C 1/kg x °C
Alluminio 0.21 896
Argento 0.057 239
Rame 0.092 385
Zinco 0.096 389
Piombo 0.031 129
Ferro 0.108 450
Stagno 0.057 239
Bronzo 0.091 380
Invar (lega di acciaio al 36%: di Ni) 0.11 460
Ottone 0.091 380
Oro 0.031 129
Mercurio 0.033 139
Carbone vegetale 0.263 1200
Zolfo 0.175 732
Ghiaccio (a2 0 °C) 0.488 2040
Acqua (a0 °C) 1.01 4218
Acqua 1 4180
Acqua di mare 0.95 3925
Glicerolo 0.572 2390
Etanclo 0.581 2430
Benzina 0.536 2240
Olio lubrificante 0.443 1850
Petrolio 0.455 1900
Aria 0.24 1005
Idrogeno 3.397 14280
Ossigeno 0.291 917
Azoto 0.248 1038
Biossido di carbonio 0.20 836
Vapore d'acqua ( a 100 °C) 0.464 1940
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Materiale  Densita (kg/m’) Materiale ‘Densita (kg/m’)
Abete 700 m——
Acciaio 7860 Nichel 8600
"Acqua a 0 °C 999,8 Nafta 760-790
"Acqua a 4 °C 1000 _Olio d'oliva 916
"Acqua a 20 °C 79982 Olio di semi 920

' Acqua di mare 1025 Oro 19250
"Alcool etilico 794 Ottone 8400-8700
“Alluminio 2600-2750 Petrollo | 840
“Anidride carbonica 1,98 _Piombo | 11340
Argento 10500 “Platino 21400
Aria 1,293 | “Porcellana 2400
 Basalto 2800-2950  Rame 8890-8930
B_enzma 700-720 Salgemma 2200
Calcestruzzo | 2200-2600  Stagno 7280
Carta 970 Sughero | 200-350
Cenere | 900 Talco | 2600-2800
Cera (paraffina) 950 Tungsteno 19250
“Cemento Portland 3150 Vetro 2400-2700
Diamante 3550 ' Zinco 7100

Elio 0,179 o -
Ferro 7880

' Gesso | 2300

Ghuaccno a0°C 1917

|fldl0 1 22610

Latte als °C 1029-1034

Marmo 2500-2800

Merrcurlo* .,13590

Nuchel 8600
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Temperatura (°C) Densita dell'acqua (kg/m?)
100 958.4
80 971.8
G0 983.2
40 992 2
30 995,6502
25 997.0479
22 9977735
20 998,2071
15 999,1026
10 9997026

4 9999720
0 999 8395




D=001lm=1cm

Leq =15m

Ay =7 D Loy = 0.047 m?

D\2
m, = p,T <E> Leqg = 1.049 kg

K, = 3000

m?2 °K

Diametro

Lunghezza equivalente

Superficie di scambio rame-acqua

Massa della resistenza in rame

Coefficiente di scambio termico convettivo
per unita di superficie



T

Riepilogo dei parametri

“ | < dT (t
-1 me df: L= W (T - T®) + KeAn (T, ~ T@®)
rlg
dT,.(t)
| Q | My Cr dt = Q(t) _ KeAm(Tr(t) — T(t))
| Heater
m = 1958 k ¢ = 4180 — kg
9 kg °K W=01—
K, = 3000 A, = 0.047 m? m, = 1.049 k cr = 385 ]
e — mZOK m — VY- m r = - g r kgoK
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valori indicativi del coefficiente di convezione K, per i casi piu comuni

K, [W/m?K]
Liquidi Gas
Convezione naturale 50 -2 000 2-25
Convezione forzata 100 - 20 000 25-250
Convezione con cambio di fase 2 500 - 100 000
(ebollizione, condensazione)
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Matrici del modello in VDS

CdT(t) ]
dt |_ ,[T(®)

dr.(0)| = A [Tr(t) + B Q(t) + ET;(t)
dt

y(t)=c[£((’?)] — T(t) cC=[1 0] D=0

[cW + KAyl  KeAy ]
A= mc mc | _ l—0.000068 0.000017]
KeAm _ KeAm 0.3498  —0.3498
m,Cy m;Cy |
0 W
0 —| [5.1-10°°
0.0024 0
LM -Cy | L (0




KA

GI(s) = m cm.C,
Q 2 (cW + KeAm KeAm) s W KAy
mc m,c, m mgc,
~ 0.4274 1077
524 0.3499 s + 1.786 1075
- 0.4274 1077 - 0.002392
~ (s 4+ 0.3499)(s + 0.00005107)  (2.858 s + 1)(19580 s + 1)
0.002392 . m
~ (1958051 1) Polo dominante (T =~ i 19580)
ﬂ(s + ﬁ)
GT (S) _ m m,cCy
T, 2 (CW + KeAm KeAm> s W KAy
mc m,C, m mgc,
_ 51071075(s+03499) 51071075 1
~ (5¥0:3499)(s+0.00005107) ™ (s+0.00005107) ~ 19580 s+1

Cancellazione polo-zero
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Modelliamo il sistema in Simulink ed eseguiamo alcuni test

mc Zt = cW(T;(t) = T(t)) + KAy (T-(t) — T(t)) (1)
meer T = (1) ~ KA (T3(0) ~T()) @
1 Forma esplicita
dT(t) w KeAm
I (T (1) —T(®) + (T (1) —T()) (3)
dl(t) 1 KeAm
T mTCrQ(t) T mc (T-(t) = T(0)) (4)

File: Reattore con mescolamento e riscaldamento live.mlx
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Definizione dei parametri

% Parametri del sistema

w=0.1; % portata di lavoro [kg/s]

V=2; S%Svolume dell'acqua presente nel serbatoio [m"3]

rho=979; %densita dell'acqua a 60°C e 100kPa [kg / m"3]

c=4180; %calore specifico dell'acqua a 25°C e 100kPa [J/kg °K]
m=rho*V;% massa acqua

Ke=3000; % coeff. di scamio termico convettivo acqua-rame [W/°K m"2]

% serpentina di rame

D=0.01; %diametro

IL=1.5; %$lunghezza equivalente;

Am=pi*D*L; Ssuperficie esterna di scambio

cr=385; % calore specifico del rame a 25° e 100kPa [J/kg °K]
rho cu=8910; % densita del rame a 20° e 100kPa [kg/m"3]

mr=rho_cu*pi*(D/2)A2*L; % massa resistenza 1n rame
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Calcolo delle funzioni di trasferimento applicando le espressioni esplicite
ricavate a lezione:

N1 f=Ke*Am/ (m*c*mr*cr) ;

D1 f=[1 (c*wt+Ke*Am)/ (m*c)+Ke*Am/ (mr*cr) w*Ke*Am/ (m*mr*cr)];
N2 f=w/m*[1 Ke*Am/ (mr*cr)];

D2 f=D1 f;

format long

disp('Funzioni di trasferimento:')
G QT f=tf (N1 f,Dl1 f)
G TiT f=tf (N2 £,D2 f)

disp ('Determinazione del polli e del guadagno statico di G QT (s)"')
poliG QTf=roots (D1 f)

costditempoG QT=-1./poliG QTf

gainG QTf=N1 f (end) /D1l f (end)

disp ('Determinazione dello zero e del guadagno statico di G TiT(s) ")
zeriG TiT=roots (N2 f)
gainG TiT=N2 f (end) /D2 f (end)
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Funzioni di trasferimento:
G QT f =

4.274e-88

c"2 + B.3490 5 + 1.737e-85

Continuous-time transfer function.
G TiT f =

5.187e-85 s + 1.787e-85

s"2 + B8.3499 5 + 1.7387e-85

Continuous-time transfer function.
Determinazione dei poli e del guadagno statico di G_QT(s)
poliGg QTf =

-8.3408358673583285
-8.800851078088397

0.002392 0.002392
(2.858 s 4+ 1)(19580 s + 1) ~ (19580 s + 1)

costditempoG QT = GT(S) =
18% x Q
©.888285843353412
1.958826605597834

gainG_QTf =
B.882392344457608
Determinazione dello zeroc e del guadagno statico di G_TiT(s)

zeriG TiT =
:5.54?313531535?13 T (s) = 5.107 10_5(5 + 0.3499) o 5.107 10~° _ 1
gaine_rir = Ti (s + 0.3499)(s + 0.00005107) (s + 0.00005107) 19580s + 1

1.8838000830808000
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ANALISI MODELLO IN VDS

Attenzione: il modello in VDS disponibile in Matlab non distingue gli ingressi manipolabili da quelli non
manipolabili, e li accorpa in un unico vettore di ingresso U.

La rappresentazione VDS in matlab del sistema ha pertanto la seguente forma:
x(t)=Ax(t) + B u(t)
y(t) =Cx(t) + Dy ult)

dove

T(t) , Qlt)
x(t) = [Trfr;} ult) = [Ti-(r;l}

La matrice A & la stessa vista a lezione, la matrice B, & invece una matrice 2x2 che "accorpa" le matrici B
ed E determinate a lezione |

o W
I
Bss:[B E]:
LY

| m.c,

Dss = [D D:I



A=[- (c*w+Ke*Am) / (m*c) Ke*Am/ (m*c) ;
B=[0;1/ (mr*cr) ]

E=[w/m; 0]

Bss=[B E]

C=[1 0];

Dss=[0 0];

AutovA=eig (A)

sys=ss (A,Bss,C,Dss) ;
sys.InputName = {'Q','T1"'};
sys.OutputName = {'T'};
sys.StateName = {'T'",'T r'};
SYyS

[Nl Dl]=ss2tf(A,Bss,C,Dss,1);
G QT=tf (N1,D1)

[N2 D2]=ss2tf (A,Bss,C,Dss,?2);
G TiT=tf (N2,D2)

Ke*Am/ (mr*cr) -Ke*Am/ (mr*cr) ]

Attribuzione di label alle variabili di
stato, di ingresso e di uscita

Calcolo automatico delle funzioni di
trasferimento a partire dalle matrici
del modello in VDS



Autovh = 2=1

-(.B8P00851070008397 Autovalori di A
-9.349835807383285

Matrici del modello in VdS

T
Gg (s)
G_TiT -
5.187e-85 s + 1.787e-85 T
-------------------------- Gr.(s
s™2 + B8.3499 s + 1.787e-85 Tl( )

K Continuous-time transfer function. j




Ora calcoliamo lo stato stazionario associato alla condizione:
Temperatura acqua in ingresso Ti(t) = T; = cost.= 30°C

Temperatura (desiderata) acqua in uscita T(t) =T = cost.= 60 °C

e mediante simulazione dinamica verifichiamo che il sistema evolve verso lo stato
stazionario a partire da una qualunque condizione iniziale.

W(T; —=T) + KA (T, = T) = 0 Q=cW(T,—T) =12540 W
— — — - 7o T Q fo)
0 — KeAm(Tr —-T)=0 T. =T+ = 148.7 °C

KeAm



Nella simulazione dinamica usiamo le condizioni iniziali

T(0) =T, = 30°C

T,.(0) =T,y = 100 °C
Applichiamo una potenza costante

Q(t) = Q = cost = 12540 W

e facciamo variare a gradino la temperatura dell’acqua in ingresso

T 0<t<10°
T:(t) =1 _ =
(&) {T+10 t >10°



+ wim P+
-t S

Ba | =

Ti

File:

T ws

B | =

Tr_ws

ReattoreMescolamentoRiscaldamento.slx




H
Temp acqua |n uscita T(t) [°C]

© 60 1
S
40 - iy
| | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Time (seconds) %«10°
Temp. resistenza Tr(t) [°C]
150 | I I | | | | I ]
8
©
©
100 | | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Time (seconds) «10°
Temp. acqua in ingresso Ti(t) [°C]
T | | T | T T T T
40
8
©
©
30 -
| | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
x10°

Time (seconds)

Al termine del primo transitorio (la cui durata € pari a 5 volte la costante di tempo
dominante e pertanto circa pari a 10° secondi) le variabili T(t) e T,(t) tendono ai
valori desiderati/calcolati. La variazione di T; a t = 10° causa un nuovo transitorio, di

pari durata, verso una nuova condizione di regime.
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Schema a blocchi compatto
T;(t)

l

1
19580 s + 1

o) 0.002392 ‘,LJF r®
(19580 s + 1) +

A 4
C

Opzioni per la regolazione:

Controllo ad anello singolo
Controllo in cascata
Compensazione dei disturbi misurabili
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Discretizzazione esatta di un sistema lineare a tempo continuo
espresso in variabili di stato

Ricaviamo il modello a tempo discreto che descrive in maniera esatta I'evoluzione
delle variabili di stato del modello lineare in VdS a tempo continuo

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

negli istanti di campionamento, sotto I’'ipotesi che il segnale di ingresso u(t) sia un
segnale costante a tratti

u(t) = u(k) KT, <t < (k+ DT,
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Dopo qualche passaggio si ottiene

x(k+1) =A,x(k) + Bau(k)

Ay = edTe Matlab: Ad=expm (A*Tc)
T,

B, =J e"B dr
0

Se la matrice A e invertibile (cioe se non ha autovalori nulli) la matrice di controllo B,
puo essere espressa in forma chiusa attraverso la formula:

B;=(A4;—-DA'B
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L'espressione della uscita negli istanti di campionamento si ottiene banalmente
partendo dalla trasformazione in uscita del sistema a tempo continuo:

y(t) = Cx(t) + Du(t)
e valutandola negli istanti di campionamento

y(k) = Cx(k) + Du(k)

Le matrici C e D del modello a tempo discreto sono pertanto coincidenti con quelle
del modello a tempo continuo
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Esempio: Reattore con mescolamento e riscaldamento (continua)

Tc=0.05; % periodo di campionamento

sys TD=c2d(sys,Tc); % funzione cZd=continuous-to-discrete
[Ad,Bd,Cd,Dd]=ssdata (sys TD)

autov=eig (Ad)

Ad =
@.99999p/590227721 0.000000856150487
A.817338818611243 8.982661159185777
Bd =
1077 x
0.20e800053117176 0.002553621792301
B.122647263031278 0.000022202979606
Cd =
1 e
Dd =
5} e
autowv =

©.999997446503215
©.982660302910282
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Proprieta della rappresentazione a tempo discreto in VDS

x(k + 1) = Adx(k) + Bdu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)

Gli autovalori 14, 1,,..., 4,, della matrice A; determinano le proprieta di stabilita o
instabilita del sistema.

Il sistema dinamico a tempo discreto € asintoticamente stabile se e solo se gli
autovalori della matrice A4 hanno tutti modulo strettamente minore di 1.

r
Im

Se il sistema ¢ asintoticamente stabile si ha la
garanzia che con ingressi nulli u(k) = 0 lo stato x(k),
e di conseguenza anche l'uscita y(k), tendono

asintoticamente a zero. 1 K

x(k+1) =Azx(k)

B
-




78

Se gli autovalori di A, giacciono sul segmento del semiasse reale positivo
compreso fra 'origine ed il punto 1, il transitorio di convergenza verso lo stato
stazionario sara esente da oscillazioni, se invece A, possiede una o piu coppie di
autovalori complessi coniugati, oppure uno o piu autovalori reali negativi, allora
I’evoluzione transitoria dello stato sara caratterizzata da oscillazioni.

Radici reali interne
al disco unitario

\f .. Complex plane

[y
Lt

Im

Ill“lkl_):




Se gli autovalori di A, giacciono sul segmento del semiasse reale positivo
compreso fra 'origine ed il punto 1, il transitorio di convergenza verso lo stato
stazionario sara esente da oscillazioni, se invece A, possiede una o piu coppie di
autovalori complessi coniugati, oppure uno o piu autovalori reali negativi, allora
I’evoluzione transitoria dello stato sara caratterizzata da oscillazioni.

Radici complesse
coniugate interne al
disco unitario

[y
Lt

Im

-1 1 Re

7

0



Se gli autovalori di 4, giacciono sul segmento del semiasse reale positivo
compreso fra 'origine ed il punto 1, il transitorio di convergenza verso lo stato
stazionario sara esente da oscillazioni, se invece A possiede una o piu coppie di
autovalori complessi coniugati, oppure uno o piu autovalori reali negativi, allora
I'evoluzione transitoria dello stato sara caratterizzata da oscillazioni.

Py
-

Im

Se il sistema ¢ asintoticamente stabile si ha anche la garanzia che con ingressi
costanti lo stato x(k) tende asintoticamente verso i valori di stato stazionario
ottenuti imponendo che x(k + 1) = x(k).
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Se gli autovalori della matrice A4 si «avvicinano verso I'origine» la rapidita di
convergenza aumenta.

Im

«Velocizzazione»
della risposta
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Linearizzazione di un sistema non lineare
(n=m=p=r=1)

Mediante linearizzazione, a partire da un modello matematico non lineare si
determina una sua approssimazione lineare che consente di approssimare il
comportamento del sistema originario in un intorno di un punto di
equilibrio

Trattiamo preliminarmente il problema della linearizzazione di un modello
in variabili di stato del primo ordine (n=1) con ingresso manipolabile scalare
(m=1) uscita scalare (p=1) e disturbo anch’esso scalare (r=1)

EQUAZIONE DI STATO x(t) = f(x,u,d) x,u,d,y €R

TRASFORMAZIONE y(t) = h(x,u, d)
IN USCITA
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Il passo preliminare e individuare un punto di equilibrio in
corrispondenza del quale determinare il modello linearizzato

Siano x*,ut,d* eR
valori di equilibrio tali che

fx*u",d") =0

Il modello linearizzato ¢ espresso in funzione delle seguenti variabili

ox(t) = x(t) — x* Stato del modello linearizzato
du(t) = u(t) —u’ Ingresso del modello linearizzato
5d(t) =d(t) —d* Disturbo del modello linearizzato
Sy(t) = y(t) — y* Uscita del modello linearizzato

=y() —h(x*u",d")
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Il modello linearizzato assume la forma seguente

dx(t) = adx + boéu + edd

5y (t) = cbx + ddu + qbd a,b,ecdq €R

a,b,e,c,d,qsono delle costanti che si determinano come segue

of _of _of
a= ax=x* b= Ex=x* €= %x=x*
u=u* u=u* u=u*
d=d* d=d* d=d*

dh

c=—|___. oh oh
ax x_x* d — | q = — .
u=u ou X=X od|x=x
d=d* u=u u=u*
d=d" d=d*

x(t) = f(x,u,d)
y(t) = h(x,u,d)

Modello originario non lineare:
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Notazione semplificata per le costanti del modello

8x(t) = adx + béu + edd

8y(t) = c6x + ddu + qéd a,becdq ER

of of of
*lgo Ul g o
dh
= 5% _ 0h P
EQ — . q= —
du EQ dd £



Nell'interpretare 1 segnali restituiti dal modello linearizzato, ed in
particolare nell’operare un confronto con i segnali derivanti dal modello
originario non lineare, si presti attenzione al fatto che il modello
linearizzato € espresso in termini delle «variabili differenza»

6x(t) = x(t) —x* su(t) = u(t) — u*

6d(t) = d(t) —d” sy(t) =y(t) —y*

e per risalire ai segnali originari devono pertanto essere considerate le
relazioni inverse

x(t) = 6x(t) +x7 u(t) = ou(t) +u”

d(t) = 6d(t) + d* y(t) = 6y(t) +y*



e — 4|

Nella maggioranza dei casi pratici, la trasformazione in uscita y(t) =
h(x,u,d) dipende solo dallo stato x:

x(t) = f(x,u,d)
y(t) = h(x)

Il modello linearizzato assume la forma semplificata

6x(t) = adx + béu + edd a,b,ec,€R
Sy(t) = cdx
L yo O Y oh
— = = = —
dx £ ou £ ad £ Ox 5o
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Prima di sviluppare un primo esempio, generalizziamo al caso di un sistema
in cui intervengono due variabili disturbanti d, e d,

x(t) = f(x,u,dq,dy) x,u,dq,d,,y €R
y(t) = h(x)

Punto di equilibrio: x*,u*,di,d; €R tale che Flx*ut,did) =0

Variabili del modello linearizzato

Sx(t) = x(t) — x* Stato del modello linearizzato

ou(t) = u(t) —u’ Ingresso del modello linearizzato

8dy(t) =dy(t) —dy”
8d,(t) = d,(t) —dy”

Disturbi del modello linearizzato

Sy(t) = y(t) —y* = y(t) — h(x*) Uscita del modello linearizzato



modello linearizzato
dx(t) = adx + béu + e;6d; +e,8d,

Sy(t) = codx

coefficienti del modello

af . of af af
a = — = — 1= — €r = ——
0x - ou £ dd, - dad, £
oh
c= —
0x £

Modello originario non lineare: (6) = f(x,u,dy,d5)
y(t) = h(x)




Funzioni di trasferimento del modello linearizzato

Al modello linearizzato

6x(t) = abx + béu + e;6d, +e,6d,
Sy(t) = codx

si associano le funzioni di trasferimento

AY(s) cb
5y — —
Gsu () AU(s) s—a
AY(s) ce
Sy _ _ 1
Gsa, (5) = AD;(s) s—a
AY(s) ce
6y _ _ 2
Gsa, (5) = AD,(s) s—a
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Schema a blocchi del modello linearizzato

dl d2

di__’@ d;_.Jé)
B l 5d,

C8>

du b
_.Q_. ¢ ;O ’O_’
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Esempio di applicazione il TR e |
< 3 [ i =
dTo(t)
me—2= = aw@®(T(®) ~ Ty + QO
T,(t) =Ty | t M
1 — 10 W(t) (2)
Riscriviamo la (1) in forma esplicita
To® _ 1 T o) = To(0)) +— 0t (3)
22 = —w(O)(T(®) = To(0) + — Q[
Modello non lineare del primo ordine (n=1): Parametri
variabile di stato x = T, m c M

Ingresso manipolabile u = w
disturbid, = T; d, =Q,

variabile di uscita y = Ty,



|

Equazione (3) in forma compatta

dTy(t
8D = f (T w Q.1

1 1
f(Tow,Q.T) = —w(OT(O ~To() +—01) @
L’insieme dei punti di equilibrio in stato stazionario soddisfa la seguente relazione

* e Ll Mo 1 s * 1 "
f(TOrW ;Q ,Ti)=EW (Tl —TO)-l—%Q =0

Da cui si ricava

Q*

w*c

Fissate 3 fra le quantita Ty, w*, Q*, T}, la quarta si determina in accordo con la
equazione precedente
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Calcoliamo le derivate parziali della funzione f

1 1
f(To,w,Q,T;) = W (T; — Tp) +%Q

che servono per determinare i coefficienti del modello linearizzato.

af_ 1
aTO_ mW
af_Tl-—To
ow  m
af_l
00 mc
af 1
— =—Ww

aTi_m
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Variabili del modello linearizzato

STy (t) =Ty(t) — T, Stato del modello linearizzato
Sw(t) =w(t) —w’ Ingresso del modello linearizzato
5Q(t) = Q(t) — Q* Disturbi del modello linearizzato

6T;(t) = T;(t) = T;"



Modello linearizzato

dST,(t
d(;:( ) =a déTy(t) + b Sw(t) + e 8Q(t) + e,8T;(t)
0Ty EQ m ow £ m
e, =Y 1 of 1 .
1 aQ mc 82 =a_7_'l=aw
déTo(t) 1 T; — T,

1 1
_ EW* 8T (t) + Sw(t) + %50(@ + RW* oT;(t)

dt
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Funzioni di trasferimento del modello linearizzato

Al modello linearizzato

d w’ Tl 0 1 w’
—0To(6) = = —6To(0) + Sw(t) +—38Q(t) + — 8T (t)

si associano le funzioni di trasferimento STC (Single Time Constant)

T —T, ) .
1 AW(S) s+ w* wr M s+ 1
m w*
1
5T0 G()—ATO(S)= me _ 1 1 K
? AQ(s) (W oowr Boiq 15+
m w
W*
5T _ G()_ATO(S)_ w11
Gor; = U3 AT:(s) ¢4 w’ mei+q w5s+1
m w*




5To T — Ty
s) =G =
() = Gi(s) = —= K, = LT T=
w
ST, Kz 1
G 0 G S) = —
OT,

s+ 1



Allegamefra T, e T

M
T:(t) =T, <t — W)

valutato in corrispondenza del punto di equilibrio w = w*associamo la
funzione di trasferimento

M

T —
Gri(s) = Ga(s) = 25 =™
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Schema a blocchi del modello linearizzato Ti* — Ty
Ki =—
1 w*
K - 1
Q Ti 2 = cw*
m
+l +l T=—
0 O - w
- l
l‘SQ l oT;
K, 1
s+ 1 s+ 1

n s+ 1 +
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Consideriamo un problema concreto e realizziamo alcune simulazioni

Fluido di processo: Therminol 66 (olio diatermico)

Therminol 66 Heat Transfer Fluid

Therminol 66 is the world’s most popular high temperature, liquid-phase
heat transfer fluid. Therminol 66 is pumpable at low temperatures, and

offers high-temperature thermal stability.

£
Goo
”
0)9
%z
o
1. 4
4 &,
0& ‘{‘
e, o,,)
e
<’ O)'o Q 6\‘9 &
<% ‘s (7] %

ﬁf;

; A
7 v > >

{5 o <
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File: ScambiatoreFlussoImposto live.mlx

Temperature desiderate di esercizio

T =200°C =473.15°K
kJ
kg °K

Ty = 250°C = 523.15 °K c=23 (a 230°C)

Potenza trasferita al fluido

Q" =92000W =92 kW

Portata nominale di esercizio

Q" \ Q"
=T, +—— mp w =T T)—O.8kg/s
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Il fluido scorre in una tubazione con diametro
D2

s
D =10 cm sezione: S = = 0.0079m?

Il tratto di tubazione in cui avviene lo scambio termico ha lunghezza

L=1m

Volume del fluido nella zona di scambio termico

D%
V=SL= TL=0.0079m3

Densita e calore specifico del Therminol 66 (a 230 °C)

Massa del fluido nella zona di scambio termico

m = pV = 6.77 kg
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Parametri tubazione a valle § "
W'J",’ II,-) To Ho T}
D, =5cm Diametro W !
L, =10m Lunghezza

D2
: 2 2
sezione: S, = 1 0.0019m

volume di fluido: V, = S,L, = 0.019 m3
Massa del fluido nella tubazione a valle

M = pV, =16.94 kg
Ritardo nominale

M
- =21.18s
w

85 =



clear all, close all, clc

Q

% Temperature desiderate per il fluido in stato stazionario
Tieg=200; %°C
T0eg=250; %°C

% Potenza i1stantanea trasferita al fluido
Qeg=92000;

c=2.3e3; %[J/kg °K] , a 230°C calore specifico del Therminol 66.

o)

weg=Qeq/ (c* (TOeg-Tieq)) % kg/s

D=0.1; %Diametro tubazione

L=1; SLunghezza zona di scambio

S=pi*D"2/4; %sezione tubazione [m"2]

V=S*L

rho=863; %$kg/m"3

disp('Massa di fluido nella zona di scambio [kg]:"')
m=rho*V

disp('Costante di tempo:')
tau=m/weq
Kl=(Tieg-TOeq) /weq

K2=1/ (c*weq)

%Parametri tubazione a valle
L.2=10;

D2=0.05;

S2=pi*D272/4

V2=82*12

disp('Massa di fluido nella tubazione a valle della zona di scambio [kg]:'")
M=rho*V2

disp('Ritardo:")

delta=M/weqg
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Eseguiamo un primo test in cui la portata w(t) viene variata con andamento
sinusoidale intorno al valore di regime

1
w(t) =w*+ Ew*sin(t)

Confrontiamo la risposta del modello non lineare con la risposta del modello
linearizzato

L (]
w TONL
/\/ P W TO_NL
n o L{l) Y K[
Ritardo T1_NL
T — }—0
Modello non lineare TO_LIN/NL
L »lw » (]
TO_LIN
o " A Y [
Ritardo T1_LIN
Q
Modello linearizzato » TOLIN

File: modello scambiatoreFlussoImposto wsin.slx



H

sim('modello scambiatoreFlussoImposto wsin'
figure (1)

plot (TONL.time, [TONL.data TOLIN.data])
legend ('Modello NL', '"MOdello linearizzato')
title('T o(t) ")

xlabel ('Tempo [secondi] '), grid

254 T T T T T T T T T

Modello NL
MOdello linearizzato |

253 1 A A A A

252 -

251

250

249

1

248 -
247 + y v ¢ v v v

246 4

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tempo [secondi]

245
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Ora progettiamo un sistema di controllo con regolatore Pl sulla base del modello

linearizzato.
Q T,
CH
=0
l‘SQ l 5T,
5.43 1074 1
8.47s + 1 8475+ 1

_,Oﬂ, 62.5 ’__'Q 0=O—. e—2118s L,

n 847s+1| +

62.5

Processo complessivo linearizzato: P(s) = — e~ 2118s
P () 8.47s + 1
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NB Il processo P(s) ha guadagno statico negativo (un aumento della variabile
manipolabile causa una diminuzione della variabile controllata).

| guadagni del controllore dovranno pertanto essere negativi (0 in alternativa si applica
in ingresso al controllore il segnale USCITA — SET POINT anziche come al solito

SET POINT — USCITA)

weq

i
‘FD

4

+

-0 »|w
T1INL
TO %
)

Ti Ritardo

> Q T1_NL

Modello non lineare

r

4

I
v
=

Y

File: modello scambiatoreFlussoImposto PI.slx

Nelle simulazioni saranno applicate delle variazioni a gradino della temperatura in
ingresso T; e della portata Q per verificare il buon funzionamento del sistema di
controllo progettato.
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T 8.47s + 1 w(t) 62.5
K _ e—21.18$
+ T S 8.47s + 1

Ricerchiamo un controllore che stabilizza il sistema (linearizzato) a ciclo chiuso
ponendo a frutto il Criterio di Bode.

?

Ipotizziamo un controllore Pl il cui zero e sovrapposto al polo del processo.
Determiniamo l'intervallo di valori utili per il guadagno K applicando il metodo, visto
nel corso di Controlli Automatici, per mezzo del quale si determina il guadagno

critico.

Sl
I
>N

p
s+1
Kps + K| B K; K8.47S +1 '

PI(s)=————=—K,—+— = —
S S S

=847 K, = 847K,

e



.,

G(s
(s) .
—O—» K > 62'5e—21.185 —_

— S
[+
62.5

Il guadagno critico coincide con il margine di guadagno della FdT G(s) = Te‘21-185

Per motivi numerici, inseriamo nel processo un guadagno addizionale pari a 1073,
compensandolo con un guadagno inverso nel controllore

H(s)

A 4

3, S

Valutiamo il guadagno critico K/, e poi deriviamo il valore critico per il guadagno K
del regolatore mediante la formula: K. = K}./1000
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s=tf( ;
Gle—Kl*exp( s*delta) / (tau*s+1)

o\

Ipotizziamo un regolatore PI che cancelli con i1l proprio zero

il polo del processo. Il regolatore PI deve avere guadagni negativi
perche K1<0.

Calcoliamo il guadagno critico.

o° o°

o\

R=- (tau*s+1) /s
H=0.001*R*GwT1;

[Gm, Pm, Wcg, Wcp] = margin (H) Bode Diagram
margin (H) Gm = 1.49 dB (at 0.0742 rad/s) , Pm = 14.2 deg (at 0.0625 rad/s)
20 ;
kcritico=Gm/1000 S
~ 10F T -
) T
@ [ freeereemrees e Hﬂh""-hl__\_\__\_ .................................................................... -
- F —
=2 D T
E _.1[} - -\1-\"“'—-\.__ -
o F- x“"‘h-____
1.49 = 20| - —
— * — — - é 1""'\-\-.__\_\_\_\_ -
-30 — :
D B R T
K, —
- -360 T 7
K = 0.00187 3 ~
Cr
1000 s | ~_ |
@ -720 .
m ",
i
o 1080 | \
-1440 .
102 107" 10°

Frequency (rad/s)
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$coppia di guadagni che assicura la stabilita
Ki=0.8*kcritico
Kp=tau*Ki

% a t=50 la temperatura del fluido viene incrementata a gradino di 5 gradi
deltaTi=5;

% a t=600 la potenza Q viene ridotta a gradino del 20%
Qfin=0.8%*Qeqg;

sim('modello scambilatoreFlussoImposto PI')

figure (2)

plot (TINL.time, TINL.data )
title('T1(t) - controllo PI'")
xlabel ('Tempo [secondi] '), grid
figure (3)

plot (w.time,w.data )
title('w(t) - controllo PI')

xlabel ('Tempo [secondi] '), grid
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K =0.8K,,

T1(t) - controllo PI

256 . . | | 0.95
254 0.9
252
0.85
250
0.8
248
0.75
246
0.7
244
242 0.65
240 1 Il 1 1 1 1 1 0.6 1 1 1 1 1 Il 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Tempo [secondi] Tempo [secondi]
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270 |

265

260

255

250

245

240

235 |

230

200

400

600 800 1000
Tempo [secondi]

1200

1400

1600

1.4

0.2

w(t) - controllo PI

200

400

600 800 1000
Tempo [secondi]

1200

1400

160
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Linearizzazione di un sistema non lineare (caso
generale)

X1 [ Uq
X = x:Z € R" u= uz € R™
x(t) = f(x,u,d) | Xn | | Um |
y(t) = h(x,u,d) _Zl_ ;’;
d=| 7 |eR" y=|:|€ERP
Cir _}’p_
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Forma estesa:

xl(t) — fl(xl,xz, ...,xn, U, Uy, ...,um, dl' dz, ey d—r-)

, f1()]

xz(t) = fz(xl,XZ,...,xn,ul,uZ, ey U,y dl' dZ""JdT‘) f() _ fzz() c s;RTl
y — d. d d -fn(')-

Xn(t) = f,(%1, X0, ooy Xy, Uq, U,y wny Uy, dq, doy, ..., dy)

yl(t) = hl(xl, X2,y iy X, Uq, U, oo, U, dl' dz, veny dr) _h]_ (,)-

Yo (t) = hy(xq, X5, o) X, Uqg, Up, v, Uy, dq,do, ..., dy)

h()) = hzi(') € RP
_hp(')_

Vp(£) = hy (x4, X2, oo Xy Ug, U, vy Uy, dy, dy, oeny dy)



Il passo preliminare e individuare un punto di equilibrio in
corrispondenza del quale determinare il modello linearizzato

Siano x* € R u* € jm d* e R"

valori di equilibrio tali che
f(x*,u',d*) =0

Il modello linearizzato ¢ espresso in funzione delle seguenti variabili

ox(t) = x(t) — x* Stato del modello linearizzato
ou(t) = u(t) —u Ingresso del modello linearizzato
od(t) =d(t) — d* Disturbo del modello linearizzato
Sy(t) = y(t) — y* Uscita del modello linearizzato

=y(t) — h(x*,u*,d")



e — 2 |

modello linearizzato

6x(t) = Aéx + Béu + Eéd
éy(t) = Céx+ Déu + Qéd

coefficienti delle matrici del modello

_of| , _of _of,
W 9% U ou U7 34
EQ EQ EQ
L g - Ol oh;
U 9x o Uy U = 34
EQ o



Esempio: miscelatore

Vettore di stato X =

Vettore degli ingressi
manipolabili (MV)

Vettore degli ingressi non
manipolabili (DV)

Vettore delle uscite (CV)

X1

X2

| X3

us|

Ty, wy

Tamb

11 Ql 11 o, 10w

®] [T
)| = |Tn () Modello del terz’ordine (n = 3)
@Of | z@®) |
u1(t)] [W1(t) m =2
u (01 lw, ()
di(0) [ Th(t)
_|no]|_| no r_
=1 | [ Tam =4
d, ()1 L w(t)
y1(t) T()] _ [*1(D)
J’Z(t)] L(t)] - [xg(t) b=2



121 H

. . HOcalda &0~ & + H,0 fredda
Esemp10: Miscelatore Ty, w, i& | ‘i’ e T,,w,

A = Tamb
Tamp T > P T,
[ 2
Z|
|

Ol g

dT(t)  dxy(t)
dt  dt

= fl(xl) X, X3, U1, Uy, dl, dZ) =

@ +ua(® | hP 1( ) 2( )
— [ ERG) +pCVA]x1(t)+pCVA x,(t) + 3(t)d1( ) + 3(t)d2( )
dT,, d
dt(t) = xjt(t) = fo(x1,%2,x3,d3) =
_ | hPx3(0) 1 hPx5(t) 1
= [Mm et oo Rma] x2(8) + M Cy x, () + M Co R d3(t)

dz(t)  dx;(t)
dt  dt

y1(t) = T(t) = hy(xq,x2,x3) = x1(¢)

y2(t) = z(t) = hy(xq1,x2,x3) = x3(t)

1
oA [ug (8) + uy (8) — dy(t)]

= f3(u1)u2; d4) -
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Ipotizziamo un serbatoio a sezione quadrata (lato 1 metro).

A: sezione orizzontale del serbatoio A = 1m?

P: perimetro del serbatoio P = 4m

Parete del serbatoio

S,: spessore della parete del serbatoio (acciaio) Sp=1cm
H,: altezza della parete del serbatoio Hy,=2m
A,: superficie esterna del serbatoio a contatto con 'aria A, =PH, = 8m?2
Liquido: acqua
o J k
Calore specifico: ¢, = 4180 ko °K Densiti: =979 m_g3
Parete serbatoio: acciaio
Calore specifico:  c¢yy = 502 ] Densita: — 7900 kg
. vm kg °K ensita: Pm = 3
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Scambio termico:

h: coefficiente di scambio termico convettivo fra -
la parete del serbatoio ed il liquido = 2000 mZ2 oK

R,,,: Resistenza termica totale fra
la parete del serbatoio e I’aria esterna

« 8m? = 160~
m2og oM T OV

Rma = hmaAp = 20

Massa della parete del serbatoio

M, =PS,A, = 632 kg



. 3|

Passo 1

Individuare un punto di equilibrio intorno al quale effettuare la linearizzazione

- - 7% - ok -
X1 T* S Tw di Iy
*
x * Uus w2 dx T*

X3 3 amb

) dz L w*

g witw;  BP T*+hPT*+WIT*+W;T*—O\
-z Cy Cy ™ z¢1t g2

— |hPz* +

——Tgmp = 0
Rma amb

K wi+w, —w'=0 /

1
]T,;; + hPZ*T* +

Rma
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Passo 1

Individuare un punto di equilibrio intorno al quale effettuare la linearizzazione

- - 7% - ok -
X1 T* S Tw di Iy
*
x * Uus w2 dx T*

X3 3 amb

) dz L w*

4 N

* * hPZ* * hPZ* * * ok * vk
_W1+W2+ CV + CV Tm+W1T1+W2T2=O

——Tgmp = 0
Rma amb

1
— [th* + ]T,;‘l + hPz*T* +

Rma

K wi+w, —w'=0 j




s

Abbiamo 9 incognite e 3 relazioni. 6 variabili possono essere fissate a

piacere e le rimanenti 3 si calcolano di conseguenza

*k k
u = * - *
Uy Wy

i e i o -
: 650 ’ i Ti 90°C
* % dz T2 50°C
X = Xz d’ = 4 = . = 25 oC
X3 1 5 m 3 Tomp
d, 1 L w* . 1kg/s
/ hPz* hPz*
— 11+ T + Ty, +w; T + (1 —w{)T, =0
Cy Cy
%k %k 1 k
hPz*T* + R_Tamb
I = mi = 64.99 °C
hPz* + R
ma

KWf+W§=W*=1

™
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hPz* hPz*
— 1+ T" + T +w{ T + (1 —w)T, =0

Cv Cv

[1 + hPz* ]T* hPZ T: — T
wy = — T* = 0.375kg/s
wy, =1—w; =0.625kg/s

/ xik T* 65°C di. B Tl* - _ 9O:C i \

x = x| = |1 = [64.99°C] PR %) N I P SO

X3 z* 1.5m d; (N 25 °C

_dz_ L w* 1kg/s |

. [u{] _ [O.35 kg/s]
Y= lwgl T l0.65 kg/s




RRRRRRRRRRRRRRRRRR,

6x(t) = Aéx + Béu + Eéd
oy(t) = Céx

coefficienti delle matrici del modello

_of
an

_ o

_ 9

ok,
U~ B4, -

aij Cij = —

EQ EQ EQ EQ

Tutti i coefficienti si ricavano dalle derivate parziali riportate nelle slides
precedenti in corrispondenza del punto di equilibrio calcolato
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Modello linearizzato

6x(t) = Aéx + Béu + Eéd

oy(t) = Céx
x (&) —xi] [T@)-T*
ox = |x, () — x| = |1, ) — T, Su [ul(t) - ull [wl(t) wll
x3(t) —x3] | z(t) =z Uy (t) —uy w, (L) — w;
d, () —di] [ Ta(®)—Tf
d3(t) — d3 Tamb(t) — Tamp z(t) — z* x3(t) — x3
da(t)—dyl | w(t) —w*
coefficienti delle matrici del modello
_ 0f of; of; oh;
aij__ bi':_ €ji = — Cii = —
0x; ] u; ) ad; I Ox;
EQ NEQ JEqg HEqQ
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dT(t)  dxy(t)
dt dt

= f1(x1, x2,x3,U1,Up,dy, dy) =

w0 +up(0) hP hP uq(t) u,(t)
= _[ NG +pCVA]x1(t) +pCVA x5 (t) +pr3(t)d1(t) +pr3(t)d2(t)
dfi  |ua(@) +uy(t) hP dfy  hP
6_351_ _[ p Axs(t) +,UCVA] 0x; pCyA
fi (w1 () + uz (8))x1(2) B uq (t) d, ()
0xs p A x5(t) p Ax2(t)
oh ___n Q) dy df1 x1(t) d,
duy pAx3(t)  pAxs(t) 0_1,L2=_pr3(t)+pr3(t)
0fy  w(t) 0fi  ux(t)

dd;  p Axs(t) dd, p Axs(t)
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AT () dxy(t)

= fo(x1, %2, x3,d3) =

dt dt
hPx;(t) 1 ] hPx5(t)
= — + x, (t) + xq, () + ds(t)
[Mm Cvm My CymRma]™®"" My Cym ™ 7 My CymRpg
axl Mm CVm axz Mm CVm Mm CVmRma

% B hPx,(t) hPx(t)

— +
0x3 My, Cym My, Cym

of, 1

ad3 B Mm CVmRma




N 1

d d 1
Z(tt) = X;t(t) = f3(uq, Uy, dy) = p_A [u1 () + up(t) — da(t)]

df3 1 0f3 1 ofs __1

o, oA ou, pA od, pA




IEEEEEES—S—

Elementi della matrice A

_0fp B W{+W§+ hP a, = % — hP
a1 = axl £ B pAz* pCyA dx, EQ pCy A
* * * * vk a hPZ*
(e = % _ (wi +w)T" —wiTy Ay = % =
13 axs 50 pAZ*Z 1 EQ m Cvm
af, [ hPz* N 1 ]
a = — —_— —
* ox EQ My Cym My CymRing
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Elementi della matrice B

2fy T —T" dfy T, —T*
bll__ — * b12:_ *
6u1EQ pAz aquQ pAz
by1 = Dby =0
oo = s 1 po = 3 1
31 6u1EQ pA 32 aquQ pA
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Elementi della matrice E

o — 0f1 _owy or — 0f1 oW 0
= — = " = — = " Cia = €14 =
1 94, EQ pAz 127 ad, EQ pAz 13— "4
Crn = —afz = 1 €1 = €35 = €34 =0
23 dd; o M. CyrRos 21 22 24
dfs3 1
e = e = e = 0 = — = —_-
31 32 33 €34 dd, o 0 A
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Elementi della matrice C

Poiché le variabili di uscita sono un sottoinsieme delle variabili di stato, la
matrice C si determina in maniera immediata

lz(t) -z x3(t) — x5 L6x3(t)

[T - T*] [xl(t)—xi*]_laxl(t)

6y = Céx ) C=[(1) 8 (1)]



File: miscelatore live.m

clear all, clc, close all

% PARAMETRI DEL MODELLO

A=1; % sezione orizzontale del serbatoio [m"2]
P=4; % perimetro del serbatoio [m]

Sp=0.01; % spessore della parete del serbatoio [m]
Hp=2; % altezza della parete del serbatoio [m]

Ap=P*Hp; % superficie esterna del serbatoio a contatto con 1l'aria [m"2]

rho=979; % densita acqua [kg/m"3]
rhom=7900; % densita acciao [kg/m"3]

cv=4180;
cvm=502;

calore specifico acqua [J/kg K]
calore specifico acciao [J/kg K]

%
%

Mm=rhom*P*Sp*Hp; % massa della parete del serbatoio [kg]

h=2000; % coefficiente di scambio termico convettivo fra la parete del serbatoio
% ed i1 liquido [W/m"2 K]
hma=20; % coefficiente di scambio termico convettivo fra la parete del serbatoio

[®)

% e 1 aria esterna[W/m"2 K]
Rma=hma*Ap; % coefficiente di scambio termico totale fra la parete del serbatoio

[®)

%$ e 1 aria esterna
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% valori di equilibrio

Tstar=65;
zstar=1.5;
Tlstar=90;
T2star=50;
Tamb=25;
w=1;

Tmstar=(h*P*zstar*Tstar+Tamb/Rma)/ (h*P*zstar+1/Rma)
wlstar=(Tstar+h*P*zstar/cv* (Tstar-Tmstar)-T2star)/ (Tlstar-T2star)
w2star=1l-wlstar

wstar=wlstar+w2star

Tmstar =
£A.999979166677520

wlstar =
0.375001495214532
w2star =
0.624998504785468
wstar =
1
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6x(t) = Avdsé'x + Bvdsé'u + Evdsé'd

oy(t) = Céx

Ayds =

-0.002635896082485
0.037823389984366
(5]

Bvds =

0.917024174327545
5]
0.001021450459653

Evds =
B.808255363633185
%]
5]
11 0 0
C_[001]

©.001954929189383
-9.03782348968404%
a

-9.010214584596527
a
0.001021458459653

0.0004256033359997
a
a

-60.000000027151779
0.000008525324587
4]

0 ...

0.000000019699682
5]
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Simulazione del modello non lineare

Scondizioni iniziali
TO0=60;
Tm0=60;
z0=1.5;

$ingressi all’equilibrio
sim('Miscelatore')

figure (1)

plot (T.time, T.data)

title('T(t) - Temperatura in uscita')
xlabel ('Tempo [secondi]'), grid
figure (2)

plot (Tm.time, Tm.data)

title('T(t) - Temperatura della parete')
xlabel ('Tempo [secondi] '), grid
figure (3)

plot(z.time, z.data)

title('z(t) - Livello'")

xlabel ('Tempo [secondi] '), grid
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Miscelatore.slx

Matlab function
»(J
T
dT(¢)
m s dt " T
[Tm] Tm Tdot > % »{ [T]
[Z' O
wistar i Tm
dT,,(t) T T
w2star o dt
Tmdot > l = [Tm]
T1star »l Miscelatore ad \_
N
T2star T2
Tamb P Tarmb dZ(t) > z
dt —
wstar > zdot » % > [
ar ————pa

Vettore dei parametri passato in ingresso al blocco Matlab function che
calcola le derivate delle variabili di stato.

|

Medello non lineare
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Corpo del blocco Matlab function

function [Tdot,Tmdot,zdot] = miscelatore(T,Tm,z,wl,w2,T1,T2,Tamb,w,par)

rho=par (1) ;
A=par (2)
h=par (3)
P=par (4)
cv=par (5
6
(
(

14

’

Mm=par (
cvm=par

)
)
7
Rma=par (8

) ;
) .

’

Tdot=-( (wl+w2) / (rho*A*z)+h*P/ (rho*cv*A) ) *T+h*P/ (rho*cv*A) *Tm+wl*T1/ (rho*A*z) +w2*T2/ (rho*A*z) ;
Tmdot=- (h*P*z/ (Mm*cvm) +1/ (Mm*cvm*Rma) ) *Tm+h*P*z/ (Mm*cvm) *T+Tamb/ (Mm*cvm*Rma) ;

zdot= (wl+w2-w) / (rho*A) ;
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Convergenza verso lo stato stazionario

65 | | T.(t) - Telmperaltura irli uscita ' . o | | Tm(.t) - Terlnperatlura del‘lla parete |
64.5 ] 64.5 - .
64 T 64 - .
63.5 1 63.5 | _
63 . 63 I _
62.5 T 62.5 - -
62 . 62 1
61.5 N 61.5 .
61 n 61 .
60.5 7 60.5 - 7
60 : : : ' : : : : : 60 : ! ' : : : : : :
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Tempo [secondi] Tempo [secondi]
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Simulazione del modello linearizzato

[deltaTlin] > »deitaT
Tstar »> Tlin
[deltaTmlin] ¥ daltaTm
e . )
deltaTdot > l +—P+ v
[deltazlin] »deltaz s
P Tlin
ol [deltaTlin]
w2
Tmstar » Tmlin
»{T1
1 .
Tz 4 detaTmdot >
fen

Tmlin

| Tamb [deltaTmlin]

h 4

Bvds
deltazdot >

b | =

zlin
Evds P Evds

[deltazlin]

Avds » Avds zstar —|_. » zlin
Buds *
> +

par | par

Modello linearizzato
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Simulazione del modello linearizzato

Confrontiamo il comportamento del modello originale e del modello linearizzato a
fronte di una oscillazione di w, (t) intorno al valore di equilibrio con ampiezza del
20%:

w; (t) = wy + 0.2w4sin(0.001¢)

T(t) T(t)

66.5 67

Modello NL
Modello linearizzato

Modello NL
Modello linearizzato

66

65.5

65

64.5

64 1 1 1 1 Il 1 1 1 1 60 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Tempo [secondi] Tempo [secondi]
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NB: Il modello Simulink consente, cliccando sui selettori, di inserire delle
perturbazioni analoghe sulla portata e sulla temperatura di ingresso del fluido caldo.

w; (t) = wi + 0.2w;sin(0.001¢)
wy(t) = w; + 0.1w,sin(0.002t)
T.(t) = T; + 0.5T;sin(0.001t)

T T T T

Modello NL
Modello linearizzato

55 1 1 1 1 1 | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Tempo [secondi]
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oY(s)
SU(s) [

6T (s)
5z(s)

G11(s) G12(5)
G21(s)  Gz2(5)

= G11(8)6w1(s) + G12(s) 6w, (s)
G21(5)0wy(s) + G2(s)0w,(s)

$Funzioni di trasferimento
$del modello linearizzato

[NUM1, DEN1 ]

Gll=tf (NUM1
Gl2=tf (NUM1

[NUM2, DEN2 ]

G21l=tf (NUM2
G22=tf (NUM2

G=[Gll G12;

= gss2tf (Avds,Bvds, Cvds, Dvds, 1)

(L,:),DENI);
(2,:),DENI);

= gss2tf (Avds,Bvds, Cvds, Dvds, 2)

(1,:),DENZ2);
(2,:),DEN2) ;

G21 G22]

From input 1 to output...
@.81782 "2 + 0.0086439 s - 5.464e-19

53 + 0.04846 "2 + 2.576e-85 s
-@.01821 s~2 - 9.00038632 s - 5.464e-1°
"3 + @.804846 s"2 + 2.576e-85 s

From input 2 to output...
0.081821 s*2 + 4.133e-85 s + 2.631e-08

53 + 0.04846 "2 + 2.576e-85 s
9.091021 52 + 4.133e-85 s + 2.631e-08
"3 + @.804846 s"2 + 2.576e-85 s

Continuous-time transfer function.
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Modello linearizzato

6x(t) = Aéx + Béu + Eéd

oy(t) = Céx
x (&) —xi] [T@)-T*
ox = |x, () — x| = |1, ) — T, Su [ul(t) - ull [wl(t) wll
x3(t) —x3] | z(t) =z Uy (t) —uy w, (L) — w;
d, () —di] [ Ta(®)—Tf
d3(t) — d3 Tamb(t) — Tamp z(t) — z* x3(t) — x3
da(t)—dyl | w(t) —w*
coefficienti delle matrici del modello
_ 0f of; of; oh;
aij__ bi':_ €ji = — Cii = —
0x; ] u; ) ad; I Ox;
EQ NEQ JEqg HEqQ



