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Prefazione

Nell’ottavo capitolo daremo un’idea della classificazione delle superfici. 1l
lettore ¢ rinviato a 9] e [13] in bibliografia per una descrizione pit completa e
dettagliata.

Nel nono capitolo utilizzeremo il gruppo fondamentale e i suoi sottogruppi per
classificare i rivestimenti di un dato spazio topologico X.

Nel decimo capitolo verra trattata la teoria dell’omologia singolare.
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Omotopia e gruppo fondamentale






Capitolo 1

Omotopia

1.1 Omotopia tra funzioni continue

Siano X e Y due spazi topologici. Due applicazioni continue fy, f1 : X = Y

sono dette omotope se esiste un’ applicazione continua
F:XxI-=Y, I=]01],
detta omotopia tra fy e fi, tale che
F(z,0) = fo(z), F(z,1)= fi(x), Yz € X.
(X x I denota il prodotto cartesiano tra X e I dotato della topologia prodotto).

Interpretazione meccanica dell’omotopia
Sia F': X x I — Y un’omotopia tra funzioni continue. Dato ¢ € I consideriamo

I’applicazione continua
ft : X — Y

definita da

fi(z) = F(x,1).
Al variare di t € I, considerato come il tempo, otteniamo quindi una famiglia
di funzioni continue che al tempo ¢ = 0 vale f; e al tempo t = 1 vale f;. In
modo intuitivo possiamo pensare che f; si possa ottenere da f; attraverso una
“deformazione temporale” (il fatto che il tempo vari con continuita si riflette sulla

continuita dell’omotopia F).

Esempio 1.1.1. Sia Y un sottoinsieme convesso di R" e sia X uno spazio topo-
logico qualunque. Allora due applicazioni continue fy, f; : X — Y sono omotope.

Infatti possiamo considerare 1'applicazione continua (I’omotopia lineare)

F:XxI—=Y, F(x,t) = (1 —t)fo(x) + tfi(z). (1.1)
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Piu in generale se fy, f1 : X — Y C R"™ sono due funzioni continue tali che il
segmento di retta che congiunge fo(x) e fi(z) sia contenuto in Y per ogni z € X

allora fy e f; sono omotope tramite 'omotopia F' definita da (1.1).

Y

Esempio 1.1.2. (funzioni non omotope) Sia
X=8"={(z,y) eR?* | 2 +y* =1}
il cerchio unitario e
Y ={(z,y) eR* | 1 <2®+9y* <4}

la corona circolare di centro l'origine, raggio interno 1 e raggio esterno 2. Consi-

deriamo le applicazioni continue fo : X — Y, fo((cost,sint)) = 2(cost,sint)

(la cui immagine ¢ il cerchio di centro l'origine e raggio g) e fi: X =-Y
7

f1 ((cost,sint)) = £(cost — %, sint) (la cui immagine ¢ il cerchio di centro (%,0)

e raggio ).

L
NP

Allora si vede intuitivamente che f, non ¢ omotopa a f; (per deformare con
continuita fy su f; si deve passare attraverso il buco). Una dimostrazione rigorosa
che fy e fi non sono omotope seguird dagli strumenti sviluppati nel Capitolo 4

(si veda I'Esercizio 4.1).
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Esempio 1.1.3. (applicazione antipodale) Sia S™ la sfera unitaria di dimensione
nesia A: S" — S™ 1 applicazione antipodale, cio¢ A(x) = —z. Se n &
dispari allora idgn, idgn(z) = x, Vo € S™, & omotopa all’applicazione antipodale.
Infatti sia n = 2k — 1. Allora, usando la notazione complessa e 'identificazione

R2* =~ CF, possiamo scrivere
S ={reC||2|* =1}
e I'applicazione
F S0 T — S (2,t) = F(2,t) = ™2
é un’omotopia tra idgex—1 e A.
Osservazione 1.1.4. Se n ¢é pari allora I'applicazione antipodale A : S™ — S"

non & omotopa all’applicazione idg». La dimostrazione di questo fatto si puo

ottenere, per esempio, usando la teoria dell’omologia (si veda il Capitolo XXX).

1.2 Omotopia relativa

Un insieme importante di applicazioni continue si ottiene quando X = I. In
questo caso un’applicazione f : I — Y ¢ chiamato arco di estremi f(0) e f(1).
Il concetto di omotopia é banale nel caso di archi, in quanto un arco f : [ — Y
¢ sempre omotopo all’arco costante ¢, : I — Y, ¢,(I) = y = f(0). Infatti
F :IxI — Y definitada F(x,t) = f((1—t)x) ¢ un’omotopia tra f e €,. Per questo
motivo introduciamo un concetto piu generale di omotopia quello di omotopia
relativa. Siano X e Y due spazi topologici e A C X un sottoinsieme di X. Due
applicazioni continue fy, f1 : X — Y sono dette omotope relativamente ad A

se esiste un’ omotopia (detta omotopia relativa ad A)
F:XxI-Y,

tra fo e f1, tale che F'(a,t) non dipende da ¢ per ogni a € A. Osserviamo che se

A = () allora il concetto di omotopia relativa coincide con quello di omotopia.

Esempio 1.2.1. Sia A = {zo} € X = I. Allora 'omotopia relativa al punto

{zo} puo essere visualizzata come segue:

fi(z)
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Esempio 1.2.2. Descriviamo ora un esempio di funzioni omotope ma non relati-
vamente omotope. Sia X =Te A={0,1} C X, Y ={(z,y) e R* |1 <a?+3* <
4}. Consideriamo le applicazioni continue fo : I =Y, fo(t) = 2 (cos(t), sin(nt))
e fi: I =Y, fi(t) = 2 (cos(nt), — sin(nt)).

Allora si puo dimostrare che fy e f; sono omotope ma non lo sono relativamente

ad A (anche qui rinviamo lo studente all’Esercizio 4.1).

Notazione: scriveremo fo ~4 f1 (risp. fo ~ f1) per indicare che due funzioni

continue fo, f1 : X — Y sono omotope relativamente ad A (risp. omotope).

Questa notazione é giustificata dalla seguente:

Proposizione 1.2.3. Siano X e Y due spazi topologici e A C X. Allora ~4
definisce una relazione di equivalenza sull’insieme C(X,Y) delle applicazioni

continue da X inY.

Dimostrazione: Sia f € C(X,Y). La riflessivita di ~4 si ottiene ponendo
F(z,t) = f(z), Vo € X. Se f ~4 g tramite 'omotopia F(z,t) allora g ~4 f
tramite 'omotopia G(z,t) = F(z,1 —t), e questo mostra la simmetria di ~ 4.
Infine, per dimostrare la transitivita, sia f ~4 g tramite ' e g ~4 h tramite G.
Allora H(z,t) definita da F'(z,2t), per 0 <t < %, e G(x,2t — 1), per % <t<l1,
¢ un’omotopia relativa ad A tra f e h. O

1.3 Alcune proprieta dell’omotopia

Siano X e Y due spazi topologici. Allora l'insieme C(X,Y) delle applica-
zioni continue da X a Y puo essere dotato della struttura di spazio topologico
introducendo la topologia dei compatti-aperti come segue.

Siano K C X un compatto e W C Y un aperto e sia S(K, W) il sottoinsieme
di C(X,Y) definito come:

S(K,W) ={f e C(X,Y) | f(K) S W}.
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Sia 8 la famiglia di tutti i sottoinsiemi di C'(X,Y) costituita da C'(X,Y’), il vuoto
e da tutti gli insiemi della forma S(K, W) al variare di K C X, K compatto, e
W C Y, W aperto. Nella topologia dei compatti-aperti U C C(X,Y’) & aperto
se e solo se U = C(X,Y), U= oppure se per ogni f € U esistono sottoinsiemi
S1,...,5, di 8 tali che

fesin---NS, CU.

La verifica che si tratti di una topologia é un esercizio per lo studente (cfr. Eser-
cizio 1.1). In particolare, per K compatto in X e W aperto in Y, S(K,W)
¢ aperto in C(X,Y). Da ora in poi C(X,Y) sara dotato della topologia dei

compatti-aperti.

Osservazione 1.3.1. Sia (Y, d) uno spazio metrico e X uno spazio compatto e di
Hausdorff. Consideriamo la topologia uniforme su C'(X,Y), cioé la topologia
indotta dalla metrica (si veda anche (D.1) in Appendice D)
p(f.g9) = supd(f(z), g(x)).
zeX
Si puo dimostrare (la dimostrazione non fa parte di queste note) che la topologia

uniforme coincide con la topologia dei compatti-aperti.

Data un’omotopia F' : X xI — Y tra due applicazioni continue fy, f; : X — Y

possiamo definire un’applicazione
F:I—-C(X,Y)

definita da:
F(t)(z) = F(x,t) (1.2)

e quindi F(0) = fo e F'(1) = f1. E naturale chiedersi se F' definisce un arco tra
fo e fi cioé se Fe continua, dove C'(X,Y") ¢ dotato della topologia dei compatto-
aperti. La seguente proposizione mostra che questo ¢ vero e, inoltre, se X ¢
localmente compatto e di Hausdorff (lo studente é rinviato all’Appendice B per il
materiale sugli spazi localmente compatti e le loro proprieta) e F:I1—C (X,Y)
& continua allora F : X x I — Y definita dalla (1.2), e cioé F(z,t) = F(t)(z), é

continua.

Proposizione 1.3.2. Siano X e Y due spazi topologici. Siano fo, f1 : X —
Y due applicazioni continue. Se fo e fi sono omotope tramite un’omotopia F
allora F+ I — C(X,Y) data da (1.2) definisce un arco tra fy e f1 in C(X,Y).
Viceversa, se X ¢ localmente compatto e di Hausdorff e se F:I— C(X,Y) ¢
un arco di estremi fo e f1, allora F: X X I —'Y data da (1.2) & un’omotopia tra

Jo e fi.
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Per la dimostrazione della proposizione abbiamo bisogno di un lemma.

Lemma 1.3.3. Sia X uno spazio localmente compatto e di Hausdorff e Y uno

spazio topologico arbitrario. Allora la funzione valutazione
€ : X X C(X,Y) =Y, (2, f) = ez, f) := f(2)
e continua.

Dimostrazione: Sia (z,f) € X x C(X,Y) e W C Y un aperto tale che
eo(z, f) = f(z) € W. Vorremo trovare un aperto U C X x C(X,Y) tale che
e,(U) € W (questo mostrerebbe che e, é continua nel punto (z, f)). Siccome
f: X — Y écontinua in x esiste un aperto U, x € U, tale che f(U) C W. Essendo
X localmente compatto e di Hausdorff segue dal Teorema B.2.1 dell’Appendice
B.2 che esiste V intorno aperto di z tale che V & compatto e V C U. Quindi
f(V) C f(U) € W. Consideriamo 'aperto W = V x S(V, W) di X x C(X,Y).
Allora (z, f) € U e e,(U) C W; infatti se (2, f') € W allora e, (2, ') = f'(2) €
w.

O

Dimostrazione della Proposizione 1.3.2 Sia F' : X x [ — Y un’omotopia
tra fo e fi. Vogliamo mostrare che F' : I — C(X,Y) @ continua. Siat € I e
sia S(K,W) C C(X,Y) (K compatto in X e W aperto di Y) tale che F(t) €
S(K,W). Per dimostare che F' ¢ continua in ¢ & sufficiente mostrare che esiste un
aperto A C I, t € A, tale che F(A) C S(K,W). Ora F(t) € S(K,W) significa
che F(t)(K) C W, ossia F(K x {t}) C W. Segue che K x {t} C F~'(W), il
quale ¢ un sottoinsieme aperto di X x I per la continuita di . Dal momento che
K x {t} ¢ compatto esiste un aperto A C I tale che K x A C F~Y(W). Segue
che F(K x A) C W, ossia F(A) C S(K,W).

Viceversa supponiamo che F' : [ — C (X,Y) sia continua. Allora F': X x [ —

Y é continua in quanto composizione dell’applicazione continua

~

idy X F: X x I — X x C(X,Y), (z,t) — (x, F(t))
con I'applicazione valutazione e, (che é continua per il Lemma 1.3.3). a

Osservazione 1.3.4. Nella prima parte della della Proposizione 1.3.2 abbiamo
usato il fatto (vedi |7, Proposizione 10.1.4]) che se X e Y sono spazi topologici con
Y compatto e B ¢ un aperto di X x Y che contiene xo X Y, 2y € X, allora esiste
un aperto A di X, zg € A, tale che AxY C B. Osserviamo inoltre che I'intervallo

I non gioca nessun ruolo importante nella dimostrazione della proposizione e puo
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essere sostituito da un qualunque spazio topologico Z. In effetti si puo dimostrare
(la dimostrazione non fa parte di queste note) qualcosa di ancora piu forte e cioé
che se X & uno spazio localmente compatto e di Hausdorff e Y, Z sono spazi

topologici arbitrari allora 1’applicazione
C(Z,C(X,Y)) - C(X x Z,Y),F — F, F(z,z) := F(2)(z)
¢ un omeomorfismo.

Proposizione 1.3.5. (stabilita dell’omotopia rispetto alle composizione) Siano
X, Y, Z spazi topologici, fo,f1: X =Y ego,q1 : Y — Z applicazioni continue.
Se fo~ f1 € go~ g1 allora goo fo ~ g10 fi.

Dimostrazione: Sia F': X x [ — Y l'omotopia tra fpe fieG:Y xI = Z
un’omotopia tra gy e g;. Allora si verifica facilmente che I'applicazione H :
X x I — Z definita da H(x,t) = G(F(z,t),t) ¢ un’'omotopia tra gg o fo € g1 o fi.

O

Proposizione 1.3.6. Sia X uno spazio topologico e f : S' — X un’applicazione
continua. Allora f é omotopa all’applicazione costante se e solo se f ammette

un’estensione continua dal disco unitario D* = {(z,y) € R* | 2* +¢*> < 1} a X.

Dimostrazione: Supponiamo dapprima che g : D?* — X sia un’estensione
continua di f, cio¢ g ¢ continua e gpp2—s1 = f. Definiamo un’omotopia H :
D?* x I — X tra €, ¢ = g(0), e g ponendo H(z,t) = g(tz). Sia F: S' x [ — X
la restrizione di H a S* x I. Allora F ¢ un’omotopia tra ¢, = F(z,0) e f(z) =
F(z,1) = H(z,1). Viceversa supponiamo che F': S' x I — X sia un’omotopia
tra ¢, = F(2,0) e f(x) = F(z,1). Consideriamo 'applicazione continua h :
St x I — D? definita da h(z,t) = tz. Osserviamo che h ¢ un’identificazione !
(continua, suriettiva e chiusa). D’altra parte F' passa al quoziente rispetto a h,
cioé se h(z,t) = h(y, s) allora F(x,t) = F(y,s). Infatti h(x,t) = h(y, s) se e solo
se tx = sy e, passando alle norme, si ottiene ¢ = s. Distinguiamo i due casi: se
t =s =0 allora F'(z,0) = F(y,0) = ¢,; se invece t = s # 0 allora x = y e quindi
F(x,t) = F(y, s). Segue da |7, Corollario 11.2.3] che esiste un’unica applicazione
continua ¢ : D?> — X tale che go h = F:

Stx It Xx

RN

D2

M lettore potra consultare [7, Cap.11] per i dettagli sulla topologia quoziente e le
identificazioni.
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Allora
f(x) = F(z,1) = g(h(z,1)) = g(x), Yz € 5,

e quindi g é un’estensione continua di f. O

1.4 Spazi omotopicamente equivalenti

L’omotopia tra funzioni continue induce una relazione d’equivalenza tra spazi
topologici come segue. Due spazi topologici X e Y sono detti omotopicamente
equivalenti o omotopi se esistono due funzioni continue f : X - Yeg: YV — X
tali che

go f~idx, fog~idy,
dove idx : X — X (risp. idy : Y — YY) denota lidentita di X (risp. Y).
Diremo anche che gli spazi X e Y hanno lo stesso tipo di omotopia. Resta
cosi definita una relazione di equivalenza sull’insieme di tutti gli spazi topologici

definendo X ~ Y se e solo se X e Y hanno lo stesso tipo di omotopia.
Notazione: scriveremo X ~ Y quando X e Y hanno lo stesso tipo di omotopia.

Due applicazioni f e g che soddisfano le condizioni precedenti sono chiamate
equivalenze omotopiche.
Osserviamo che due spazi omeomorfi sono omotopicamente equivalenti. Il

viceversa non € vero come mostra l’esempio che segue.

Esempio 1.4.1. Sia X C R” un insieme convesso. Allora X & omotopo allo
spazio {zo} costituito da un solo punto zy € X. Infatti I'inclusione i : {zo} — X
e l'applicazione costante €,, : X — {xo} sono equivalenze omotopiche. Infatti

€2, 0% = 1d{4,} mentre idy ~ ioe,, tramite 'omotopia lineare (cfr. Esempio 1.1.1)
F:XxI—X, F(,t)=(1—1) idx(z) + t(i 0o €y)(z) = (1 — t)x + tay.

Diremo che uno spazio topologico X ¢ contraibile se X ¢ omotopicamente
equivalente ad uno spazio topologico costituito da un solo punto. L’esempio
precedente mostra che un sottoinsieme convesso di R™ € contraibile. In particolare
R" stesso o il disco unitario D" = {(x1,...2,) € R" | 22 +--- + 22 < 1} sono
esempi di spazi topologici contraibili. Piu in generale un sottospazio X C R”
stellato rispetto ad un suo punto xg, ¢ contraibile (X ¢ stellato rispetto a zo € X

se il segmento di retta che unisce xy e x & contenuto in X, Vz € X).

Proposizione 1.4.2. Uno spazio topologico X ¢ contraibile se e solo se idx é

omotopa all’applicazione costante.
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Dimostrazione: Si veda !'Esercizio 1.4. O

Osservazione 1.4.3. Quando parleremo del gruppo fondamentale mostreremo
che il cerchio unitario S* non & contraibile. In effetti si riesce a dimostrare che
S™ non ¢ contraibile per n > 1 (si veda 'Osservazione 2.7.2 del Paragrafo 2.7 del
Capitolo 2).

Esempio 1.4.4. Il cilindro
C={(z,y,2) eR’ |2’ +y* =1, -1 <z <1}

e il cerchio
St={(z,y,2) eR® | 2 +9* =1, 2 =0}

sono omotopicamente equivalenti. Infatti siano r : C' — S, r(x,y,2) = (x,y,0)
ei:S'"— O, i inclusione naturale. Allora 7 oi = idg1 e ide ~ i o r. La prima
uguaglianza ¢ immediata. Per dimostrare che idg ~ 7 or definiamo ’applicazione
continua F': C' x [ — C, F(x,y,z;t) = (z,y, (1 —t)z). Allora

F(x,y,2,0) = (z,y,2) = idc(z,y, 2)

F(x,y,21) = (2,y,0) = (ior)(z,y,2).

L’esempio precedente suggerisce qualche definizione. Sia X uno spazio topo-

logico e A C X un sottoinsieme di X.

A & un retratto di X se esiste una funzione continua r : X — A, chiamata
retrazione di X su A, tale che r o4 = id4 (equivalentemente ra = id 4) dove
1: A — X élinclusione.

A ¢ un retratto di deformazione di X se esiste una retrazioner : X — A
tale che idyx ~ tor. Quindi A C X é un retratto di deformazione se e solo se esiste
F: X xI— X tale che F(z,0) =z, F(z,1) € A,\Vx € X, F(a,1) =a,Va € A.
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Osservazione 1.4.5. Se A C X ¢& un retratto di deformazione allora X ~ A.
Esistono pero sottoinsiemi A C X di uno spazio topologico X che sono omotopi-
camente equivalenti a X ma che non sono retratti di X. Per esempio 'intervallo
aperto (0,1) C R ¢ omotopo a R (entrambi sono contraibili) ma non puo esistere
una retrazione di R in (0, 1) in quanto (0,1) ¢ un sottoinsieme aperto di R (cfr.

Esercizio 1.9).

Osservazione 1.4.6. Se v : X — A & una retrazione non ¢ detto che A sia un
retratto di deformazione di X. Infatti ogni spazio si retrae ad un suo punto ma

non ¢ detto che X sia contraibile (cfr. Esercizio 1.5).

A ¢ un retratto forte di deformazione di X se esiste una retrazione r :
X — A tale che idx ~4 i0o7. Quindi A C X ¢é un retratto forte di deformazione
se e solo se esiste F' : X x I — X tale che F(x,0) = x, F(z,1) € A,Vz € X,
F(a,t) =a,Ya € AVt € I.

Intuitivamente A C X ¢é un retratto (forte) di deformazione se X puo essere
deformato con continuita su A fino a farlo coincidere con A mantenendo fisso A
(ogni punto a € A) durante il processo di deformazione. Ovviamente un retratto
forte di deformazione ¢ un retratto di deformazione ma non vale il viceversa (si
veda I'Esercizio 1.15).

Esempio 1.4.7. 1l cerchio S! & un retratto forte di deformazione del cilindro C

come si deduce dall’Esempio 1.4.4.

Esempio 1.4.8. La sfera n-dimensionale S™ & un retratto forte di deformazione

di R"*\ {0}. Si consideri infatti la retrazione

r iR\ {0} — 8™, r(z) = ﬁ

Allora r o i = idg» mentre

. T
]

ior R\ {0} — R™™\ {0}, (ior)(x)

¢ omotopa (relativamente a S™) a idga+1\ (o tramite ’omotopia F: R"™\ {0} x
I — R\ {0} definita da:

T
F(z,t)=(1—t)x +t—:7,
||

che soddisfa F(a,t) = a, Va € S" e Vt € I.
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Esempio 1.4.9. Sia L 'unione di due lati di un triangolo 7. Allora L & un
retratto forte di deformazione di T'. Per dimostare quest’affermazione possiamo
supporre che T sia il triangolo nel piano di vertici (0,0), (1,0) e (0, 1) e dimostrare
che 'insieme L, unione dei segmenti che uniscono (0,0) e (1,0) e (0,0) e (0,1), &
un retratto forte di deformazione di 7.

Definiamo la retrazione r : T — L,

(2,9) (0,y—z) se x<y
r(z,y) =
’ (ZE—y,O) se y<uw

0, equivalentemente,
r(z,y) = (z — min(z, y), y — min(z, y)).
Allora F: T'x I — T,
Fz,y;t) = (1 = t)(z,y) + t(ior)((z,y))
= (z,y) =idr ((z,y)) e F(x,y;1) = (ior) (= ;J)) F(a,bit) =

¢ tale che F'(x,y;0)
(a,b) per ogni (a,b) € L (infatti se (a,b) € L allora min(a,b) =

Y Y

Esempio 1.4.10. Consideriamo la figura oo= C; U Cs, dove
C1 = {(z1,22) € R?*| (x1—1)*+23 = 1} = {(cos(n(s+1))+1,sin(n(s+1))) € R*| s € [-1,1]},

2
Cy = {(21,72) € R | (x14+1)* 425 = 1} = {(cos(mws)—1,sin(7s)) € R? | s € [-1,1]} .
Lo spazio X =00\{(—2,0),(2,0)} si retrac per deformazione forte all’origine
(0,0) tramite 'omotopia F': X x [ — X

Pla.) :{ (cos(m((1 —t)s + 1)) + Lsin(x((1 — s+ 1)) su C1\{(2,0)}
’ (cos(ms(1 —1t)) — 1,sin(mws(1 —1))) su Cy )\ {(—2,0)}

OONDE
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Esempio 1.4.11. La figura © & un retratto forte di deformazione di R*\{(—1,0), (1,0)}.

Esempio 1.4.12. La figura 00 ¢ un retratto forte di deformazione di R? \

{(_170)7 (170)}

N
o N N —
o\ S )

/ T N7 T AN

Osservazione 1.4.13. Dagli ultimi due esempi e dalla proprieta transitiva dell’o-
motopia si deduce che 00~ O. Questo & un fatto generale. Un teorema di Fuchs
afferma infatti che due spazi topologici X e Y sono omotopicamente equivalenti

se e solo se sono (omeomorfi a) retratti di deformazione di uno stesso spazio Z.

1.5 Esercizi

Esercizio 1.1. Dimostrare che la topologia dei compatto-aperti ¢ effettivamente
una topologia e che U C C'(X,Y) & aperto in questa topologia se e solo se U =
C(X,Y), U= () oppure U puo essere scritto come unione di intersezioni finite di

elementi di 8.
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Esercizio 1.2. Siano X e Y due spazi omotopicamente equivalenti e sia f : X —
Y un’equivalenza omotopica. Un’applicazione g : ¥ — X tale che f o g ~ id,
e go f ~ idx & detta un’inversa omotopica di f. Dimostrare che un’inversa

omotopica di f ¢ unica a meno di omotopie.

Esercizio 1.3. Dimostrare che nel nastro di Mobius N esiste una circonferenza
che risulta essere un retratto forte di deformazione di N. Dedurne che N ¢é

omotopicamente equivalente al cilindro.
Esercizio 1.4. Dimostrare la Proposizione 1.4.2.

Esercizio 1.5. Dimostrare che uno spazio omotopicamente equivalente ad uno

spazio connesso (risp. connesso per archi) é connesso (risp. connesso per archi).

Esercizio 1.6. E’ vero che uno spazio omotopicamente equivalente ad uno spazio

compatto é compatto?

Esercizio 1.7. Dimostrare che un retratto di uno spazio compatto (risp. con-

nesso, connesso per archi) é compatto (risp. connesso, connesso per archi).
Esercizio 1.8. Si dimostri che un retratto di uno spazio contraibile é contraibile.
Esercizio 1.9. Dimostare che un retratto di uno spazio di Hausdorff é chiuso.

Esercizio 1.10. Sia T? il toro e X il complementare di un suo punto. Di-
mostrare che X é omotopicamente equivalente alla figura 00. Dedurne che il

complementare di tre punti distinti in S? ¢ omotopicamente equivalente a X.

Esercizio 1.11. Sia X uno spazio topologico e f,g : X — S™ due funzioni

continue tali che f(z) # —g(z), per ogni x € X. Dimostrare che f & omotopa a

g.

Esercizio 1.12. Dimostrare che SL(n,R) (le matrici n X n con determinante
uguale a 1) ¢ un retratto forte di deformazione di GL"(n,R) (le matrici n X n

con determinante strettamente positivo).

Esercizio 1.13. Sia A C X un sottoinsieme di uno spazio topologico X. Sup-
poniamo che A sia un retratto (forte) di deformazione di X. Sia r: X — A una
qualsiasi retrazione (cioé r o i = id,) dimostrare che r & una retrazione (forte)

per deformazione di X su A (cioé i or ~4 idx).

Esercizio 1.14. Dimostrare che il bicchiere vuoto A é un retratto forte di defor-
mazione del bicchiere pieno X. In termini matematici dimostrare che A = (D? x
{0})US' x[0,1] C R3 & un retratto forte di deformazione di X = D?x [0,1] C R
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Esercizio 1.15. Dare un esempio di un sottoinsieme di uno spazio topologico
che sia un retratto di deformazione ma non un retratto forte di deformazione.
(Suggerimento: sia Y lo spazio descritto nell’Osservazione A.1.3 dell’Appendice A e sia
Py = (0,1). Supponiamo che esista un’applicazione continua F' : Y x I — Y tale che
F(z,0) ==z, F(x,1) = Py, F(Py,t) = Py per ognit € I e per ogni z € Y. Consideriamo
il punto P,, di coordinate P,, = (%, 1). Ovviamente P, — Py. Per ogni n esiste un
t, € I tale che y(F(P,,t,)) = 0, dove y(P) denota l'ordinata del punto P (infatti
consideriamo 'arco F'(P,,t), quest’arco soddisfa F(P,,0) = P, e F(P,,1) = P e dato
che il punto Py rimane fisso dovra esistere un tale t,). Ma allora essendo I compatto
esistera una sottosuccessione, chiamiamola ancora t,,, che converge ad un punto ty € I.
Segue che (P, t,) — (FPo,to) e quindi 0 = y(F(P,,t,)) — y(F(Po,to)) = y(Po) =1#0

che ¢ assurdo.)



Capitolo 2

Il gruppo fondamentale

2.1 Prodotto di archi

Siano f,g : I — X due archi in uno spazio topologico X, tali che f(1) = ¢(0).

Il loro prodotto (o concatenazione) é 'arco f - g : I — X definito come:

IA A

t
t

—_ N

(2.1)

IAINA

(f-g>(t)={ feo el

g2t —1) se

La continuita dell’applicazione f -g¢g : I — X segue dal lemma di incollamento
(cfr. [7]). Due archi fy, f1 : I — X sono omotopi relativamente al sottoinsieme

{0,1} C I se esiste un’ omotopia relativa a {0, 1} ossia un’applicazione continua
F:IxI— X, (ts)— F(ts)

tale che F'(t,0) = fo(t), F(t,1) = fi(t), F(0,s) = fo(0), F(1,s) = fo(1) per ogni
s € I. Quindi, necessariamente il punto iniziale e il punto finale degli archi f; e
f1 coincidono, cioé fo(0) = f1(0) e fo(1) = fi(1).

Notiamo che, a differenza del capitolo precedente, stiamo usando il parametro
s come parametro della deformazione (ossia come tempo) e ¢ come parametro
degli archi.

Da ora in poi diremo che due archi fj e f tali che fo(0) = f1(0) e fo(1) = f1(1)
sono equivalenti se sono omotopi relativamente a {0, 1} e scriveremo fy ~013 fi.
Scriveremo fo ~y013,r f1 quando vorremo sottolineare I'omotopia F' relativa a
{0,1} tra fo e fi. Dato un arco f : I — X denoteremo con [f] la classe di

equivalenza relativa alla relazione d’equivalenza definita da ~yg 1}, cio¢ dato un
arco g : I — X (g(0) = f(0), g(1) = f(1)) g € [f] se e solo se g ~o,1 [-

Il seguente lemma mostra che la concatenazione conserva I’omotopia tra archi.



18 CAPITOLO 2. IL GRUPPO FONDAMENTALE

Lemma 2.1.1. Sia X uno spazio topologico e siano fo, fi, 90,91 : I — X quattro
archi tali che f1(1) = go(0). Supponiamo che fo ~01y fi € go ~go13 91 Allora
Jo 90 ~{0,1} fi-91.

Dimostrazione: Sia F' un’omotopia relativa a {0,1} tra fy e fi e sia G

un’omotopia relativa a {0, 1} tra go e g;. Definiamo

H(t, ) F(2t,s) se 0<t<1i
78 =
G2t —1,s) se 3<t<1

Allora H ¢é continua per il lemma di incollamento. Inoltre, si verifica imme-
diatamente, che H(t,0) = (fo-g0)(t), H(t,1) = (f1-91)(t) e che H(0,s) = F(0, s)
e H(1,s) = G(1,s) non dipendono da s. Segue che fo - go ~01},8 f1- 91 O

Dal lemma otteniamo che se f e g sono due archi in X tali che f(1) = ¢(0),

possiamo definire un “prodotto”

[f] - [g] = [f - 9] (2.2)

W

tra le rispettive classi di equivalenza. Notiamo che il primo é il prodotto che

stiamo definendo mentre il secondo “-” denota la concatenazione tra f e g. Le

principali proprieta di questo prodotto sono riassunte nel seguente teorema.

Teorema 2.1.2. Siano f,g,h: I — X tre archi in uno spazio topologico X tali
che f(1) = g(0) e g(1) = h(0). Sia x = f(0) ey = f(1). Valgono i sequenti fatti:

L ([f1-19]) - [h] = [f1- (Ig] - [A]) (associativita);
2. [ex] - [f] = If], [f] - [ey] = [f] (elemento neutro sinistro e destro);

3. 0f1- ()] = lex], [E()]-[f] = ley] (inverso sinistro e destro),

dove €, (risp. €,) & larco costante e i(f) : I — X ¢é Uarco definito da i(f)(t) =
f(1—1t) (che inizia in y e finisce in x).

Osservazione 2.1.3. Se fy, fi : I — X sono due archi in uno spazio topologico
X allora fy ~o13,r f1 se e solo se i(fy) ~01}3,6 i(f1), dove G(t,s) = F(1 —t,s).
Quindi, per un arco f: I — X, la classe [i(f)] in 3. ¢ ben definita.
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Osservazione 2.1.4. Il teorema precedente mostra che il prodotto definito in
(2.2) soddisfa proprieta simili a quelle di un gruppo. Bisogna pero fare attenzione
che non si tratta di un gruppo in quanto il prodotto ha senso solo tra classi di
equivalenza di archi f e g che soddisfano la condizione f(1) = g(0) (cioé l'arco g
inizia dove finisce 'arco f); si noti inoltre che I’elemento neutro sinistro ¢ diverso

da quello destro.

Dimostrazione: Nella dimostrazione del teorema faremo uso dei tre seguenti
fatti (2.3), (2.4) e (2.5) la cui verifica ¢ lasciata allo studente (cfr. Esercizio 2.1).
Siano f,g: I — X due archi tali che f(1) = g(0) e k € C(X,Y). Allora

ko(f-g9)=(kof) (koy) (2.3)

ko (i(f)) =i(ko f). (2.4)

Se fo, fi : I — X sono due archi e k € C(X,Y) tali che fy ~ 11,7 f1, allora

(ko fo) ~(013kor (ko f1). (2.5)

Iniziamo a dimostare la 2. Sia ¢ : I — I Parco costante, ¢(t) =0, Vt € I, e

sia id : I — I 'applicazione identica, id(t) = ¢ per ogni t € I. Allora

0
€o'id: i
2t —1 se

¢ un arco che congiunge (¢ - id)(0) = 0 con (¢ -id)(1) = 1.

e L

o= O
~ ~~
IAINA

IA A

Y

(t,t) /',
N/ (2t —1)

(z,0) t
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Siccome I & convesso id ~q13,¢ (€0 -id), cioé esiste un’omotopia G : I x I — I
relativa a {0,1} tra id e ¢ - id '. Dalla (2.3) si ha

fol(e-id)=(foe) (foid) =€, f, x = f(0),

e applicando la (2.5) a id ~ 1},¢ (€ - id) si ottiene

f ~{0,1},F (Gx : f),

dove F = foG.%. Quindi [¢,]-[f] = [f]. La dimostrazione che (f-€,) ~01} f, cioé
[f] - [ey] = [f], si ottiene in modo simile considerando 'arco costante € : I — [
usando id ~o 1} (id -€;) la quale induce un’omotopia f ~yo13 (f - €,).

Dimostriamo la 3. Ci limitiamo anche a dimostrare che (f - i(f)) ~1} €
(cioe [f][i(f)] = [es]) V'uguaglianza [i(f)] - [f] = €, seguira in modo del tutto
simile. Consideriamo la concatenazione tra id e i(id), cioe

o 2t se 0<t<1i
(id -i(id)) () = { 2-2t se 1<t<1
Y
(t,2t)
l (t,2 — 2t)
(t.0) !

Questo rappresenta un laccio in I di base 0 che é quindi omotopo (sempre perché

I & convesso) tramite un’omotopia H : I x I — I relativa a {0, 1} all’arco costante

1Un esempio di tale omotopia & 'omotopia lineare (cfr. Esempio 1.1.1 del Capitolo 1)

(1—s)t se

Glt,5) = (1 =) 1d(t) + sleo - 1d)(1) = { (I—s)t+s(2t—1) se

= O
IA A
—_ N

<t
<t
2Possiamo scrivere una tale omotopia F = f o G : I x I — X esplicitamente come:

N EIEE -
F(t,s) = { f(l—=s)t+s(2t—1)) se

i~ O
IA A
— N

<t
<t
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€0 : I — I, cioé (id -i(id)) ~0,13,1 €0 (lasciamo allo studente il compito di scrivere
una tale omotopia H esplicitamente). Dalla (2.3) e (2.4) si ha

fo(id-ifid)) = (f oid) - (f 0i(id)) = (f oid) - (i(f o id)) = f - (/)

e applicando la (2.5) a (id-i(id)) ~y0,1},# €0 € usando il fatto che €, = f o ¢ si
ottiene f-i(f) ~f0.1},F €, dove F = f o H (lo studente ¢ invitato a scrivere una
tale F' esplicitamente).

Infine dimostriamo la 1., cioé I'associativita a. Introduciamo qualche termi-
nologia. Dati [a,b] e [¢,d] in RT = {t € R | ¢t > 0} definiamo ’applicazione

lineare positiva da [a,b] in [c,d] come I’ applicazione
Liag e * [a,b] = [¢, d]

della forma

Lig e (t) = mt +q, m >0,

tale che Ligp) jc,q)(a) = ¢ € Ligy) c,q(b) = d (un’espressione esplicita & L ) (c.q(t) =
Zl_;g(t —a) + ¢, il cui grafico é I'equazione della retta che passa per i punti (a,c) e
(b,d)). La composizione di applicazioni lineari positive é ancora un’applicazione

lineare positiva, pitl precisamente:

Ligp) e, = Licd) e, © Liab) fed-

Per esempio, con questa terminologia, possiamo interpretare la concatenazione
(2.1) f-g: I — X tra due archi f,g : I — X, f(1) = ¢(0) nel seguente

,3] ¢ 'applicazione lineare positiva da [0, 5] a [0,1]
(L[O,%L[O,l} (t) = 2t) seguita da f, mentre f - g nell'intervallo [3,1] ¢ applicazione

lineare positiva da [3,1] a [0, 1] (L11.17,01(f) = 2t — 1) seguita da g; in simboli:

modo: f - g nell’intervallo [0

F(Lio 1101 (8))  se
9Lz 1y oy (2)  se

Siano ora a,b € R taliche 0 <a <b<1le f,g,h: I — X tre archi tali che
f(1) = g(0) e g(1) = h(0). Definiamo un arco K,(f,g,h): I — X nel seguente

modo:

IA A
)'—\ N | =

t
t

IA A

(f-9)(®) :{

= O

f(Lioao,(t) se 0<t<a

Kap(f,9:0)(1) = ¢ 9(Lppy(t) se a<t<b
h(L[b71]7[071] (t)) se b S t S 1.

Vogliamo mostrare che

Ka,b(fa g, h) ~{0,1} Kc,d(f? g, h) (26)
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per ogni a,b,c,d € R taliche 0 <a <b< 1, 0<c<d<1. Da questa seguira
'associativita se si osserva che (f-g)-h = Kié(ﬁg? h)e f-(g-h)= K%%(f,g, h).

Fissiamo tali a, b, c,d e sia P : [ — [ 'applicazione continua definita da:

Lpaoq(t) se 0<t<a
Pt) =< Lipeat) se a<t<b
Ly an(t) se b<t<1.

Y
N
e/
cl S/
a« y 1 ¢
Segue immediatamente che:
K.a(f,g,h) o P=Kap(f,g,h). (2.7)

D’altra parte P ¢ un arco in I con estremi 0 e 1 e quindi esiste un’omotopia
G : I x I — I relativa a {0,1} tra P e id, cioé P ~y 1y id. Segue allora dalla
(2.5) e dalla (2.7), ponendo p = K.q4(f, g, h), che:

Ka,b(fa g, h) = (Kc,d(fa g, h) o P) ~{0,1},poG (Kc,d<f7 g, h) o ld) = Kc,d(f> g, h)
la quale dimostra la (2.6) e conclude la dimostrazione del teorema. O

La dimostrazione dell’associativita nel teorema precedente ci permette di

ottenere anche il seguente risultato.

Teorema 2.1.5. (del minestrone omotopico) Sia f : I — X wun arco in uno
spazio topologico X. Siano agp,aq,...,aq € I, a0 =0<a; <--- <ay=1. Per
ogni v =1,...,q sia fo : I — X ['arco definito da:

fat) = f (1 —V)ag_1 + tay) -

Allora [f] = [f1] -+~ [fq] 0, equivalentemente, f ~gq1y f1--- fq.
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2.2 Il gruppo fondamentale

Sia X uno spazio topologico. Un arco f : I — X ¢ detto arco chiuso o
laccio di base z se f(0) = f(1) = x. Ricordiamo che due archi chiusi f e g di
base z (f(0) = f(1) = « = ¢g(0) = g(1)) sono equivalenti se f ~ 13 g. Come
nel paragrafo precedente indicheremo con [f] la classe di equivalenza dell’arco
chiuso f rispetto a questa relazione di equivalenza. Segue immediatamente dal
Teorema 2.1.2 che 'insieme delle classi di equivalenza dei lacci chiusi di base x
nello spazio topologico X con il prodotto dato da (2.2) ha la struttura di gruppo
(cfr. I’ Osservazione 2.1.4). Questo gruppo, denotato con (X, x), si chiama il
gruppo fondamentale di X basato nel punto x (z viene anche detto punto
base). Il gruppo 7 (X, ) viene anche chiamato il primo gruppo di omotopia

o gruppo di Poincaré in onore del suo inventore.

Osservazione 2.2.1. Visto che l'intervallo I con gli estremi identificati € omeo-
morfo al cerchio S allora 7 (X, ) puo essere descritto anche come I'insieme delle
classi di equivalenza delle applicazioni continue da S* a X che mandano il punto
(1,0) € S* nel punto = e dove due applicazioni sono equivalenti se sono omotope

relativamente al punto (1,0) (cfr. Esercizio 2.2).

Sia X uno spazio topologico e z,y € X due punti distinti. Non esiste in generale

un legame tra m1(X, z) e m (X, y). Tuttavia vale il seguente risultato:

Proposizione 2.2.2. Se esiste un arco che unisce x ey allora m (X, x) e m (X, y)

sono gruppt isomorfi.

Dimostrazione: Sia f: [ — X un arco che congiunge f(0) =z a f(1) =y
e sia g : I — X un laccio di base x. Allora i(f)-g- f (dove i(f)(t) = f(1 — 1))

definisce un laccio di base y.

: A
I
I
Definiamo:
up (X, z) = m(X,y), up(lg]) =[i(f) g f] (2.8)

e osserviamo che uy ¢ ben definita: infatti segue dal Lemma 2.1.1 che se g ~(o1} ¢’

allora (i(f)-g-f) ~go,13 (i(f)-g"-f). Siverifica facilmente che u; ¢ un omomorfismo
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di gruppi. Infattise [g], [h] € m1 (X, z) allora, ancora per il Lemma 2.1.1, si ottiene

u(lgl - [h]) = us(lg - h) = [i(f) - g - h- f1=[i(f) - g f-i(f) - h- f]
=[i(f) g f1-1i(f) - b f] = up(lg]) - us([h]).

Inoltre uy ¢ invertibile. La sua inversa ¢ data da

wi(y : m(Xsy) = m(X, @), wp ([K]) = [f - k-], VK] € m(X,y),

come si verifica facilmente. Quindi uy definisce un isomorfismo tra m (X, x) e
1 (X7 y) ' O

Corollario 2.2.3. Sia X uno spazio topologico connesso per archi. Allora m (X, x)

e m1(X,y) sono isomorfi per ogni coppia di punti x,y € X.

In virtu del corollario precedente se X é connesso per archi useremo la nota-

zione 71 (X)) per indicare il gruppo fondamentale di X.

Osservazione 2.2.4. Se non esiste un arco che unisce x e y i gruppi fonda-
mentali m (X, z) e m(X,y) potrebbero non essere isomorfi. Per esempio sia
X = S'U{(-2,0)} il sottospazio di R? dato da I'unione del cerchio unitario
e del punto (—2.0). Allora (X, (—2,0)) ¢ il gruppo banale mentre (dimostrere-
mo nel prossimo capitolo che) 7(X, (1,0)) = Z. Anche se lo spazio X ¢ connesso
(ma non connesso per archi) il gruppo fondamentale pud dipendere dal punto
scelto (vedi Esercizio 2.4). Osserviamo inoltre che se lo spazio X é connesso per
archi I'isomorfismo u (2.8) della Proposizione 2.2.2 non ¢ canonico, ovvero dipen-
de dall’arco f. In effetti si riesce a dimostrare che I'isomorfismo us non dipende

dall’arco f se e solo se (X, z) ¢ abeliano (cfr. I'Esercizio 2.6).

2.3 Omomorfismo indotto da un’applicazione con-

tinua

Sia ¢ : X — Y un’applicazione continua tra due spazi topologici X e Y e sia
x € X. Se f & un laccio di base z in X allora ¢ o f & un laccio di base ¢(x) in Y.

Inoltre segue dalla (2.5) che se fq e fi sono due lacci di base x tali che fy ~01y fi
allora (@ o fo) ~q013 (¢ o fi). Quindi I'applicazione

0. (X, ) = (Y, 0(2)), wul([f]) = [po f]
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¢ ben definita.

f [0 2 o f)(I
A P tgenm
C: : sm)

Si verifica facilmente che ¢, ¢ un omomorfismo di gruppi. Infatti, per ogni
[f],[g] € m1(X, z) si ha:
ex([f119]) = eullf-g]) = [po(f-9)] = [(pof)-(wog)] = [ fl-[vog] = :([f])-¢«([g])-
Dato z € X, 'omomorfismo ¢, si chiama 'omomorfismo indotto da ¢ sui
gruppi fondamentali 71 (X, z) e w1 (Y, ¢(x)). Le principali proprieta di quest’omo-
morfismo sono riassunte nel seguente:
Teorema 2.3.1. Siano X,Y e Z spazi topologici, p € C(X,Y) e € C(Y,Z).
Valgono i sequenti fatti:
1. (Yop) =1op;
2. (idx )y = idr,(x2), PET OGN T € X;
3. se p éun omeomorfismo con inversa : Y — X allora, per ognix € X, @, :
m(X,z) = m((Y,¢(x)) & un isomorfismo con inversa v, : m (Y, p(x)) —
1 (X7 LU) .
Dimostrazione: Sia [f] € m(X,z). Allora
(o). (f]) = [(Wop)o ] = [bo(pof)] = u(lpofl) = (e )([f) = (w00.)([f)
e
(idx)«([f]) = [idx o f] = [f].
le quali mostrano la 1. e la 2. Per dimostrare la 3: applichiamo la 1. e la 2. alle

uguaglianze 1 o ¢ = idx e ¢ o ) = idy e otteniamo che, per ogni x € X,

1/}* O Py = (w o @)* - <1dX)* - idwl(X,ac)

P 0ty = (pot) = (idy)s = idr, (vp(a))-
Quindi ¥, : (Y, p(z)) = m (X, x) & Vinversa di ¢, : m(X,z) = m (Y, ¢(x)) e

questo conclude la dimostrazione del punto 3. e del teorema. O



26 CAPITOLO 2. IL GRUPPO FONDAMENTALE

2.4 Invarianza omotopica del gruppo fondamen-

tale
In questo paragrafo studieremo gli omomorfismi indotti da applicazioni con-
tinue che sono omotope.
Lemma 2.4.1. Siano X e Y due spazi topologici e siano ¢, € C(X,Y). Se

@ ~p Y allora, per ogni x € X, il sequente diagramma é commutativo:

m (X, ) 2 (Y, o(z))

S

m (Y, ¢ (x))
dove uy : m(Y,p(z)) = m((Y,¢(x)) & lisomorfismo (cfr. (2.8)) associato

all’arco f I —'Y di estremi p(x) e ¥(x) definito da f(t) := F(x,t).
Dimostrazione: Vogliamo mostrare che per ogni laccio g in X di base x
[0 gl = ¥u(lg]) = up(ea(lg])) = [i(f) - (p o g) - f]
0, equivalentemente,
(i(f) - (pog)) - [~ (Yog)

Osserviamo che 1pog : I — Y & un arco chiuso di base ¥ (z). Sara quindi sufficiente

mostrare (per il Teorema 2.1.2) che

(i(f) - (po9) - f~w (evw) - (W 09)) - €y
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Osserviamo che

f(1 —4t) = F(x,1— 4t) se 0<t<1i
((i(f) - (pog)- [)(t) = (pog)(dt—1)=F(g(4t—1),0) se §<t<3
f2t—1) = F(x,2t — 1) se 3<t<1
U(r) = F(z,1) se 0<t<;
(o) (W 09)) - eum) () = (Wog)(dt—1) = F(g(dt —1),1) se t<t<!
U(x) = F(x,1) se 3<t<1

Si verifica allora facilmente che I'applicazione

Fz,(1-4t)(1—s)+s) se 0<t<3
H(t,s) =< F(g(4t —1),s) se 3 <t<3
Fz,(2t—1)(1—-s)+s) se 3 <t<1

definisce un’omotopia relativa a {0, 1} tra (i(f) - (¢ 0 9))-f € (€y@) - (¥ © 9))-€pw)-

Una conseguenza notevole della proposizione precedente é il seguente:

Teorema 2.4.2. (invarianza omotopica del gruppo fondamentale) Siano X e
Y due spazi topologici e ¢ : X — Y wun’equivalenza omotopica. Allora o, :

m (X, z) = m (Y, p(x)) & un isomorfismo, per ogni z € X.

Dimostrazione: Sia ¢ : Y — X tale che poty ~ idy e ¥ o p ~ idx. Sia
y € Y, allora per il Lemma 2.4.1 esiste un arco f : I — Y di estremi ¢(¢(y)) e y
tale che

o(por), = (idy). = idm(Y,y)-

Siccome wuy ¢ un isomorfismo segue che (¢ oY), = ¢, o ¢, ¢ un isomorfismo
e che quindi v, ¢ iniettiva e ¢, ¢ suriettiva. In modo analogo si dimostra che
(¥ 0 @), = 1, 0, & un’isomorfismo e che quindi 1, é suriettiva e ¢, ¢ iniettiva.

O

Combinando il Teorema 2.4.2 con il Corollario 2.2.3 e 1’Esercizio 1.5 del

Capitolo 1 si ottengono i due corollari seguenti.

Corollario 2.4.3. Siano X e Y due spazi topologici con X connesso per archi.
Supponiamo che X e Y siano omotopicamente equivalenti. Allora Y é connesso
per archi e w1 (X) ¢ isomorfo a m (Y).
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Corollario 2.4.4. Sia X uno spazio topologico contraibile allora m (X) é il gruppo

banale.

Uno spazio topologico X si dice semplicemente connesso se X € connesso
per archi e se 71(X) ¢ il gruppo banale. Quindi uno spazio contraibile ¢ sem-
plicemente connesso. Possiamo esprimere la semplice connessione di uno spazio
X in quattro modi equivalenti. Questo € espresso nel lemma seguente la cui

dimostrazione ¢ lasciata come esercizio allo studente (cfr. Esercizio 2.3).

Lemma 2.4.5. Sia X uno spazio topologico. Allora i sequenti fatti sono equiva-

lenta.
(a) X ¢ semplicemente connesso;

(b) X & connesso per archi e per ogni coppia di archi f,g : I — X tali che
J(0) =g(0) e f(1) = g(1) si ha che f ~ay g

(c) X & connesso per archi e ogni applicazione continua f : ST — X & omotopa

ad un’applicazione costante?;

d) X ¢& connesso per archi e ogni applicazione continua f : S* — X ammette
( » gni app

un’estensione continua g : D* — X.

2.5 Il gruppo fondamentale della sfera

In questo paragrafo mostreremo il seguente:

Teorema 2.5.1. La sfera n-dimensionale S™ ¢ semplicemente connessa per ogni
n > 2.

Dimostrazione: Dal corso di topologia generale sappiamo che S™ é connessa
per archi quindi ci rimane da dimostrare che il suo gruppo fondamentale 7 (S™, z)
é il gruppo banale per = € S™. Per il Corollario 2.2.3 possiamo assumere che x
sia diverso dal polo nord N = (0,0,...1) e dal polo sud S = (0,0,...,—1). Sia
f:I— 8" f(0) = f(1) = z, un laccio di base x. Mostreremo che esiste un
laccio g : I — S™ di base x tale che N ¢ g(I) e g ~qo13 f. L'esistenza di un tale
laccio e il fatto che S™\ { N} = R" ¢ semplicemente connesso implichera allora che
[ ~{01} 9 ~f0.1} €2 € quindi 7 (S™, ) ¢ banale. L’arco g si ottiene a partire da f
come segue. Sia {U, V'} il ricoprimento aperto di S dato da U = S"\{N} eV =

3Intuitivamente quest’affermazione puod esprimersi dicendo che ogni laccio in X pud essere

deformato con continuita al suo punto base.
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S™\ {S}. Esiste una suddivisione di I, ag, ay,...,a4 ap=0<a; <---<a,=1
con la seguente proprieta: dato a = 1,2,...,q, f([aa-1,a4]) € contenuto in U o
in V. Infatti, se § > 0 & il numero di Lebesgue (vedi Appendice C) associato al
ricoprimento aperto di I dato da f~'(U) e f~1(V), & sufficiente prendere gli a,
tali che aq — a1 <0, =1,2,...,q.

Possiamo anche assumere, eliminando eventualmente qualche a,, dalla suddi-
visione di I, che f(a,) e UNV = S"\ {N, S}, perogni a =1,...,q — 1 (per qa,
questo & automatico in quanto f(a,) =x € UNV). Siainfatti a =1,...,¢—1
tale che f(a,) appartiene a U ma non a V' (lo stesso ragionamento si applica se
flaa) € Ve f(a,) ¢ U) allora f([aa—1,04]) C U e f([@as@at1]) € U. Quindi
f([aa—1,aa+1]) € U e possiamo quindi eliminare il punto a, dalla suddivisione di
I. Sia ora f, : I — S™ 'arco definito da:

fot) = f((1=t)ag—1 +tay), a=1,...,q.

Se per ogni «, fo(I) = f([aa-1,a,]) C U allora f(I) C U e quindi ¢ sufficiente
definire ¢ = f. Supponiamo invece che esista o, « = 1,...¢, tale che N € f,(I).
Segue che f,(I) C V. Sia g, : I — V un arco tale che ¢,(0) = f4(0), ga(1) =
fa(1) e N & go(I). Un tale arco esiste in quanto f,(0) = f(aa—1) € fa(l) = f(aa)
appartengono a UNV =V \ {N} 2 R"\ {0} che é connesso per archi per n > 2.
Allora g, ~01} fo in quanto V' = R™ ¢& semplicemente connesso (per (a) del
Lemma 2.4.5). Segue allora dal Lemma 2.1.1 e dal Teorema 2.1.5 che

frony fioefaso fo oy Jroega o fo

Applicando lo stesso ragionamento a tutti gli f,, a =1,... ¢, taliche N € f,(I)

si ottiene il laccio g desiderato. O

Osservazione 2.5.2. La costruzione del laccio g (tale che N ¢ ¢(I)) nella di-
mostrazione del teorema ¢ inevitabile. Infatti esistono lacci f : I — S™ tali che
f(0)=f(1) =z e f(I) = S™ Un tale laccio puo essere costruito come segue. Sia
p: I — I? la curva di Peano descritta in Appendice D, cioé p: I — I? & un arco

in I? tale che p(I) = I*. Consideriamo I’applicazione

pxp:I*? =TI (t,s) — (p(t),p(s)).
Segue che
pp=(pxplop: I —=I*xI*=1TI*

soddisfa py(I) = I*. Tterando questo procedimento possiamo trovare s naturale

tale che 2° > n e un arco suriettivo p, : I — I*". Sia ¢ : I>* — I™ la proiezione
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naturale e 7 : [" = D" — S" = D"/S""! Didentificazione (suriettiva) data
dal Corollario B.3.3 della Appendice B.3. Allora k := moqops : [ — S" &
un’applicazione continua e suriettiva. Se k(0) = k(1) abbiamo finito ponendo
f = k. Altrimenti consideriamo h : I — S™ un arco tale che h(0) = k(1)
e h(1) = k(0) (h esiste perché S™ & connessa per archi) e la concatenazione
f=h-k:I— S™¢éun arco chiuso di base x = h(0) tale che f(I) = S".

Corollario 2.5.3. Sia n > 3 allora R™\ {0} & semplicemente connesso.

Dimostrazione: La sfera S"~! & omotopicamente equivalente a R™\ {0} per
ogni n > 1 (cfr. Esempio 1.4.8). Il risultato segue allora dal Teorema 2.5.1 e dal
Corollario 2.4.3. O

2.6 Il gruppo fondamentale del prodotto di due
spazi

Teorema 2.6.1. (gruppo fondamentale del prodotto) Siano X e Y due spazi
topologici connessi per archi. Allora il gruppo fondamentale del prodotto X XY

¢ isomorfo al prodotto diretto dei gruppt fondamentali di X e Y .

Nell’enunciato del teorema non stiamo specificando nessun punto base in quan-

to gli spazi X e Y (e quindi X x Y) sono connessi per archi.

Dimostrazione: Sianop: X XY — X eq: X XY — Y le proiezioni canoniche,
xr € X ey €Y. Definiamo

O m (X XY, (2,y) = m(X,2) x m(Y,y), ([f]) = (0([f]), a:([f]))-

Mostriamo che ® ¢ suriettiva. Sia ([fi],[f2]) € m(X,z) x m(Y,y) e sia f :
I —- X XY, f(t) = (fi(t), f2(t)), dove fi e f sono due rappresentanti delle classi
[f1] e [f2] rispettivamente. Segue che:

([f1) = (/D) ¢- (1) = (Ip o f1, lg o f1) = (LA, [12])-

Per dimostrare che ® ¢ iniettiva supponiamo che ®([f]) = ®([g]). Allora
pofl = lpoglelgof] = lgog). Bquivalentemente (po f) ~ory.n (pog) e
(go f) ~po1y,m (qog), dove Fy - I x 1 — X (risp. Iy : I x 1 —Y) & un’omotopia
relativa a {0,1} trapo f e pog (risp. go f e gog ). Segue allora che f ~o1},r g
dove F': [ x [ — X xY ¢ definita da F(t,s) = (Fi(t,s), Fy(t, s)).
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Infine dimostriamo che ® ¢ un omomorfismo di gruppi. Infatti, per [f], [g] €
m (X x Y,z x y) si ha:

O([f1-[9]) = @(1f - 91) = (p([f - 9]), ¢=([f - 9D)) = (2 ([F]) - P([9]), @ ([f]) - g ([9]))
= (/D) ¢- (/1)) - (p-([9)); 4 (1g])

dove “-” nell’ultima riga rappresenta il prodotto del prodotto diretto in 7 (X, x) X
1 (Y7 y) : O

[Tan))

2.7 Un cenno sui gruppi di omotopia

Sia X uno spazio topologico e x € X. Come suggerito dalla notazione
m1(X, z), il gruppo fondamentale appartiene ad una successione di gruppi 7, (X, x)
associati ad uno spazio topologico X, che misurano in un certo senso i “buchi
n-dimensionali” dello spazio X.

Dato n numero intero positivo (eventualmente nullo) sia [ = [ x --- x [ e

0I" la sua frontiera, cioé:
OI" = {(t1,....t,) € I" | t; € {0, 1}, per qualche j}.

Per z € X, denotiamo con 7, (X, x) I'insieme delle classi di omotopia relativa a
OI™ delle funzioni continue f : I — X tali che f(0I") = x.

Siccome I™ ¢ omeomorfo a D™ e D"/S" ! = S (si veda Corollario B.3.3
nell’Appendice B), possiamo equivalentemente pensare a m,(X, x) come 'insieme
delle classi di equivalenza delle applicazioni da S™ in X che portano (1,0,...,0)
in z, modulo 'omotopia relativa al punto (1,0,...,0) (cfr. Osservazione 2.2.1).

Il caso piu semplice si ha quando n = 0. Dal momento che S° = {41},
un’applicazione da S° a X che manda il punto 1 nel punto base ¢ univocamente
determinata da dove invia il punto —1. Due applicazioni f,g : S® — X, tali che
f(1) = g(1) = x, sono omotope relativamente a 1 se e solo se esiste un arco in X
che congiunge f(—1) con g(—1) cioé se e solo se f(—1) e g(—1) appartengono alla
stessa componente connessa per archi di X. Non esiste una struttura di gruppo
su mo(X, ): € solo un insieme con un elemento ben distinto e cioé la componente
connessa che contiene x. Di solito il punto x viene omesso dalla notazione e si
scrive mo(X) per denotare insieme delle componenti connesse per archi di X
(cfr. Appendice A per maggiori dettagli sulle componenti connesse per archi).
Per n > 1 possiamo definire un prodotto su m,(X,x) come segue (per n = 1
¢ esattamente il prodotto definito su (X, x)). Se f,¢g : I" — X, f(0I") =
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g(01I™) = z possiamo definire la loro concatenazione come quell’applicazione
continua f -1 g : [" — X definita da:

f(2t1,t2,...,tn) se

1
g(2t1—1,t2,...,tn> Se tl

— ol

IA A
IAINA

(F 1 )(trstor. o rt) = {

o O

All’ applicazione f: I"™ — X possiamo associare i(f) : I — X data da

i(f)(tl,tg, . tn) - f(l - tl,tg, . tn)

Si dimostra (analogamente a quanto fatto nel Lemma 2.1.1 e nell’Osservazione
2.1.3) che se fy ¢ omotopa a f; relativamente a OI"™ e gy € omotopa a ¢; rela-
tivamente a 0™ allora fj -1 fi € omotopa a go -1 g1 relativamente a dI™ e i(fy)
¢ omotopa a i(f1) relativamente a dI™. Resta cosi definito un prodotto -; sulle

classi [f] e [g] in 7, (X, x) come:

T lgl = 1f 1 4] (2.9)

Il seguente teorema mostra che 7, (X, ) & un gruppo che viene chiamato n-esimo

gruppo di omotopia dello spazio topologico X basato nel punto x € X.
Teorema 2.7.1. Supponiamo n > 1. Valgono i sequenti fatti:
1. m, (X, x) & un gruppo rispetto al prodotto (2.9) con elemento neutro [e,];
2. (X, x) & un gruppo abeliano per n > 1 4;

3. se f éun arco in X che unisce x ay allora m,(X, z) & isomorfo a m,(X,y)

tramite l’isomorfismo
U'f : 7-‘-71()(7 I) — ﬂ-n(Xa y)

definito da:
ur([g]) = [i(f1) 191 fil,

dove

f1 I — X, f1<t1,t2, .. tn) = f(tl),

4. per ogni ¢ € C(X,Y) resta definito un omomorfismo di gruppi (chiamato

omomorfismo indotto sull’ n-esimo gruppo di omotopia)

P (X, ) = ma(Y, 0(2)), [g] = [p o gl;

4Vedremo esempi di spazi X con gruppo fondamentale non abeliano nei capitoli successivi.
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5. m (X, x) & un invariante omotopico (e quindi topologico).

Dimostrazione: Le dimostrazioni di 1., 3., 4., e 5. sono analoghe a quella per il
gruppo fondamentale e sono lasciate per esercizio (cfr. Esercizio 2.9). La 2., ossia
I'abelianita di m, (X, z) per n > 1, si dimostra come segue. Siano f,g: I" — X,
f(OI™) = g(0I™) = x, possiamo definire un prodotto f -5 g : I"™ — X analogo a -

che, come suggerito dalla notazione, agisce sulla seconda coordinata:

f(tl,QtQ,tg,...,tn) Se
g(tl, 2t2 — 1,t3, ce ,tn) se

IA A

ta
ta

IA A
Y L

(f -2 9)(t1,tay ... tn) = {

o= O

Questo prodotto (esattamente come -1) rende m,(X,x) un gruppo definendo il

prodotto
[f1 209l =[f 2 4], (2.10)

Osserviamo che [e,] & I'elemento neutro per entrambe le operazioni binarie -1 e 5

su m,(X, ) e, non ¢ difficile vedere che (Esercizio 2.10)

([f1-1[g]) 2 ([R] 1 [K]) = ([f] -2 [R]) 1 ([9) -2 [K]), VIf). [g), [, (k] € mu(X,2)] (2.11)
la quale implica (Esercizio 2.11) [f] -1 [g] = [g] 1 [f] per ogni [f] e [g]- O

Osservazione 2.7.2. Si puo dimostrare che 7, (S™) = Z, per ogni n > 1, e quindi
S™ non ¢ contraibile (il caso n = 1 verra trattato nel Capitolo 4). Calcolare 7,,(S*)
é molto complicato e esistono valori di k e n per i quali non si € ancora riusciti
a farlo. Stranamente, esistono n > k tali che il gruppo di omotopia 7, (S¥) &
diverso da zero. Per esempio si puo dimostrare che m3(S?) = Z e quindi esistono
in S? dei “buchi” 3-dimensionali.

2.8 Esercizi

Esercizio 2.1. Dimostrare le (2.3), (2.4) e (2.5).

Esercizio 2.2. Giustificare in dettaglio le affermazioni fatte nell’Osservazione
2.2.1.

Esercizio 2.3. Dimostrare il Lemma 2.4.5.

Esercizio 2.4. Dare un esempio di uno spazio topologico connesso X dove
m (X, z) dipende dal punto base © € X. (Suggerimento: usare lo spazio descritto

nell’Appendice A con Paggiunta di un cerchio che passa per il punto (0,1)).
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Esercizio 2.5. Dimostrare che se uno spazio ha la topologia discreta allora
m (X, x) = {1} per ogni z € X.

Esercizio 2.6. Dimostrare che due archi f,g : I — X da x a y danno luogo
allo stesso isomorfismo da (X, z) a m(X,y) (cioé uy = uy) se e solo se [g -
i(f)] appartiene al centro di m (X, z). Dedurre che I'isomorfismo us : (X, z) —
(X, y) (associato ad un arco f da x a y) & indipendente da f se e solo se 7 (X, z)

¢ un gruppo abeliano.

Esercizio 2.7. Dimostrare che se A é un retratto forte di deformazione di uno
spazio X, allora l'inclusione i : A < X induce un isomorfismo i, : m(4,a) —

(X, a), per ogni a € A.

Esercizio 2.8. Si dimostri che un retratto di uno spazio semplicemente connesso

¢ semplicemente connesso.
Esercizio 2.9. Dimostrare il Teorema 2.7.1.
Esercizio 2.10. Dimostrare la formula (2.11).

Esercizio 2.11. Sia G un insieme dotato di due operazioni binarie -1 e -5 con lo
stesso elemento unita € (cioé a1 e =€ a=a-y€ =€ a=a, per ogni a € G).

Supponiamo che:
(CL 1 b) ‘9 (0'1 d) = (CL D) C) 1 (b D) d), \V/(l, b,C,d €q.

Allora le due operazioni coincidono e sono commutative, cioé a -1 b = a5 b e

a-1b=>b- a, per ogni a,b € G.



Capitolo 3

Rivestimenti

3.1 Rivestimenti

Siano X e X due spazi topologici. Diremo che un’applicazione continua p :

X — X ¢ un rivestimento se valgono i seguenti fatti:
1. p é suriettiva;

2. per ogni z € X esiste un aperto U di X contenente x e una famiglia {Uj Yies
di aperti di X tali che:
(a) p 1 (U) = Ujes Uy
(b) Ujﬂﬁk = () per ogni j,k € J con j # k.

(c) Py, : Uj = U ¢ un omeomorfismo per ogni j € J.

S
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L’ applicazione p : X — X si chiama anche proiezione, X spazio base e
X spazio totale del rivestimento. Dato 2 € X la sua controimmagine p~'(z)
tramite p si chiama la fibra del punto . Se le fibre p~!(x) hanno tutte la stessa
cardinalita al variare di z € X la cardinalita della fibra viene detta grado del
rivestimento p.

Data un’applicazione continua p : X — X diremo che un aperto U C X
¢ ben ricoperto da p ovvero che U é un aperto banalizzante per p se la
controimmagine p~'(U) & unione disgiunta di sottoinsiemi aperti di X, ognuno
dei quali ¢ omeomorfo a U tramite p. Quindi un’applicazione continua e suriettiva
D X — X ¢ un rivestimento se e solo se se per ogni punto x € X esiste un intorno

aperto U C X di x che sia ben ricoperto da p.

La definizione di rivestimento ha svariate applicazioni. In queste note ne ve-
dremo alcune legate alla topologia ma il concetto di rivestimento e le sue genera-
lizzaziono di rivestimento ramificato e di fibrato, giocano un ruolo importante

sia in geometria che in topologia.

Osservazione 3.1.1. Se un aperto U ¢ ben ricoperto da un rivestimento p : X —

X allora anche un aperto V' contenuto in U ¢ ben ricoperto da p.

Esempio 3.1.2. Ogni omeomorfismo tra due spazi topologici € un rivestimento

di grado 1.

Esempio 3.1.3. Sia Y uno spazio topologico discreto (la topologia su Y é quella
discreta). Allora per ogni spazio topologico X la proiezione sul primo fattore
p: X xY — X (x,y) = x & un rivestimento. In questo caso il grado di p &

uguale alla cardinalita di Y.

Esempio 3.1.4. Siano Z e W i sottoinsiemi dei punti (x,y) di R? definiti da:
Z={(a,1),x <1pU{z =y|0 <z <13 U{(z,0)]z 2 0}, W ={(z,-1) [z € R}

esia q: Z — W definita ¢(z,y) = (z, —1).
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Allora g mon ¢ un rivestimento. Infatti si verifica facilmente che non esiste un
intorno aperto ben ricoperto dei punti @ = (0,—1) e b = (1, —1). Consideriamo
la restrizione p : X = Z\{c,d,e, f} = X =W \{a,b} diga Z\{c,d e, f}, dove
¢=(0,0),d=(1,0),e=(0,1), f = (1,1).

<t

Allora p & un rivestimento con spazio totale X e base X non connessi (X é
costituito da 5 componenti connesse mentre X da 3). Osserviamo che in questo
caso non si puo parlare di grado del rivestimento p infatti la cardinalita della

fibra di un punto x dipende dalla componente connessa alla quale appartiene x

(¢ uguale a 1 per x < a e x >bed ¢ uguale a 3 per a < z < b).

Esempio 3.1.5. Consideriamo 'applicazione continua

e:R — St t s ¥ = cos(2nt) + isin(27t),

dove ¢ denota 'unita immaginaria e stiamo pensando al cerchio unitario come

St={zeC||z)>=1}.

Intuitivamente, I’applicazione e “avvolge” la retta reale R sul cerchio S' e durante

questo processo porta lintervallo [n,n + 1] su St

-2 -1 0 1 2

1 =e(n),
n e

X
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Vogliamo mostrare che e € un rivestimento. Ovviamente e € suriettiva. Sia x €
S' e supponiamo che z # 1. Prendiamo 'aperto U = S\ {1} di S che contiene
il punto x (nel caso x = 1 si prendera, per esempio, 'aperto V = S\ {1} e si
procedera in modo analogo). La fibra del punto 1 é costituita da tutti gli interi,
e '(1) = Z C R, inoltre

e’l(U) = Upez(n,n +1).

Quindi e *(U) ¢ I'unione disgiunta degli aperti (n,n + 1) di R al variare di
n € Z. L’applicazione

en = €mni1) : (M +1) = S\ {1} =U

é continua e bigettiva. Inoltre e, é un’applicazione chiusa. Infatti dato C' C
(n,n + 1) chiuso in (n,n + 1) allora la sua chiusura C ¢ un chiuso in [n,n + 1] e
quindi compatto. Quindi la sua immagine e(C) & un compatto e quindi chiuso in
S'. Dal momento che e,(C) = e¢(C)NU segue che e, (C) & chiuso in U. Quindi e,
é un omeomorfismo, per ogni n € Z, e quindi e & un rivestimento. Il rivestimento

e ha grado infinito numerabile.

3.2 Rivestimenti e omeomorfismi locali

Sia f : X — Y un’applicazione continua tra due spazi topologici X e Y. Dire-
mo che f é un omeomorfismo locale se per ogni x € X esiste un intorno aperto
A C X di x tale che f(A) ¢ apertoin Y e fj4: A — f(A) ¢ un omeomorfismo.

Le principali proprieta degli omeomorfismi locali sono riassunte nella seguente:

Proposizione 3.2.1. Sia f: X — Y un omeomorfismo locale. Allora valgono 1

sequenti fatti:

1. Sia U C X un aperto. Allora la restrizione fiy : U —Y & un omeomorfismo

locale;
2. f é un’applicazione aperta;

3. siay €Y tale che f~1(y) # 0, allora la topologia indotta da X su f~1(y) &

quella discreta.

Dimostrazione: Sia z € U e A un aperto di X tale che x € A, f(A) sia
aperto in Y e fia : A = f(A) sia un omeomorfismo. Allora fjyna : UNA —
f(UNA) & un omeomorfismo dall’aperto U N A di U all’aperto f(UNA) di f(A)
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e quindi di Y. Questo mostra il punto 1. Per dimostrare la 2 ossia che f é aperta
sia U un aperto non vuoto e x € U. Essendo f un omeomorfismo locale esiste
un intorno aperto A, di X tale che f(A;) ¢ aperto in Y e fia, : Ay — f(Az)
¢ un omeomorfismo. Segue che fia,~y porta l'aperto A, N U di A, nell’aperto
f(A,NU) di f(A). Siccome f(A;) ¢ aperto in Y anche f(A, NU) ¢ aperto in
Y. Quindi

f(U) = f (UZ‘GU(ACC N U)) = UxEUf(A:E N U)

¢ un aperto di Y e quindi f ¢ aperta. Infine dimostriamo il punto 3. Se f~1(y) =
f non ¢’ ¢ niente da dimostrare. Altrimenti sia z € f~!(y). Essendo f un
omeomorfismo locale esiste A un intorno aperto di « tale che fla : A — f(A)
sia un omeomorfismo. In particolare, fi4 ¢ iniettiva e quindi AN f~'(y) = {z}.
Questo mostra che x ¢ aperto in f~!(y) (nella topologia indotta da X) e che
quindi la topologia di f~1(y) ¢ quella discreta. O

Il legame tra i rivestimenti e gli omeomorfismi locali é espresso dalla seguente:

Proposizione 3.2.2. Sia p: X — X un rivestimento. Allora p ¢ un omeomor-
fismo locale e un’identificazione aperta. In particolare la fibra p~t(z) & discreta

per ogni x € X.

Dimostrazione: Sia # un punto di X. Allora esiste un intorno aperto U
di z = p(Z) in X banalizzante per p. Segue dalla definizione di rivestimento che
esiste un aperto U di X che contiene 7 tale che P U — U sia un omeomorfismo.
Essendo  arbitrario otteniamo che p & un omeomorfismo locale. D’altra parte per
il punto 2 della Proposizione 3.2.1, p ¢ un’applicazione aperta, e quindi, essendo
continua e suriettiva, ¢ un’identificazione. L’ultima parte segue dal punto 3 della

Proposizione 3.2.1. O

Corollario 3.2.3. Sia p: X — X un rivestimento. Allora p ¢ iniettiva se e solo

se p ha grado 1 se e e solo se p & un omeomorfismo.

Dimostrazione: Il rivestimento p € iniettivo se e solo se la fibra di ogni
suo punto ha cardinalita 1 ossia se e solo se p ha grado 1. Per la Proposizione
3.2.2 i rivestimenti sono applicazioni continue aperte e suriettive quindi sono

omeomorfismi se e solo se sono applicazioni iniettive. O

Esistono omeomorfismi locali suriettivi che non sono rivestimenti. Per esem-

pio, consideriamo la restrizione r = qz\(0.5y : Z \ {c, f} = W dell’applicazione ¢
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dell’Esempio 3.1.4.

Z\{e, [}

¢ un omeomorfismo locale suriettivo ma non ¢ un rivestimento. In quest’esempio
il dominio non ¢é connesso (consiste di tre componenti connesse). Per ottenere
un esempio con dominio connesso si consideri, 'applicazione continua e suriettiva
f:(0,2) — St t — €™ (cioe la restrizione del rivestimento e : R — ST dell’
Esempio 3.1.5 allintervallo aperto (0,2) C R). Si noti che f ¢ un omeomorfismo
locale in quanto restrizione dell’omeomorfismo locale e (rivestimento e quindi
omeomorfismo locale per la Proposizione 3.2.2) all’aperto (0,2) (per il punto 1
della Proposizione 3.2.1). D’altra parte f non & un rivestimento in quanto il
punto 1 € S! non ammette un intorno aperto ben ricoperto. Infatti se U fosse
un tale intorno allora per I’'Osservazione 3.1.1 esisterebbero V C U aperto di S*
che contiene 1 e ben ricoperto da f e € > 0 tali che f~(V) = (0,e) U (1 — ¢, 1+
€)U (2 —¢,2). Ma l'aperto (0,¢€) (cosi come (2 — ¢€,2)) non pud essere omeomorfo

a V tramite f in quanto non contiene nessun punto la cui immagine sia 1.

{ ) —)
1l—ecll4+e2—¢2 x

O
oy~

Viene allora naturale chiedersi sotto quali condizioni un omeomorfismo locale sia
un rivestimento. Una possibile risposta a tale domanda é contenuta nel seguente

(cfr. anche I’Esercizio 3.6):
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Teorema 3.2.4. Sia p: X — X un omeomorfismo locale tra due spazi topologici
X e X. Se X ¢ compatto e di Hausdorff e X ¢ connesso e di Hausdorff allora p

¢ un rivestimento di grado finito.

Dimostrazione: Osserviamo che p(X) ¢ immagine di un compatto in uno
spazio di Hausdorff e quindi chiuso. D’altra parte, per la 2. della Proposizione

3.2.1, p(X) é anche aperto. Segue che p(X) ¢ sia aperto che chiuso in X. Essendo
X connesso segue che p(X) = X e quindi p & suriettiva. Sia z € X allora la
fibra p~!(z) ¢ uno spazio topologico discreto (per il punto 3 della Proposizione
3.2.1) e compatto (sottoinsieme chiuso di un compatto). Allora la cardinalita di
p~!(x) ¢ finita (un sottoinsieme discreto di un compatto ¢ finito). Sia p~!(z) =
{Z1,...,2}. Dal momento che X @& di Hausdorff e p & un omeomorfismo locale
¢ possibile trovare Wi, ..., W}, aperti disgiunti tali che 2; € W;, 7 =1,...,k, e

pw; : Wj — p(Wj) sia un omeomorfismo.

N -

2

T
l»

p(Ws) (V)

p(Wh)

Poniamo V := Nf_p(W;), W :=U_ W e U :=V'\ p(X\W). Allora U & un

sottoinsieme aperto di X (infatti V' ¢ un aperto di X e p(X \ W) ¢ un chiuso di
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X in quanto immagine tramite applicazione chiusa p del chiuso X \ W). Inoltre
z appartiene a U, o equivalentemente, z ¢ p(X \ W) (infatti se z € p(X \ W)
allora dovrebbe esistere § € X \ W tale che p(§) = x; ma p~'(z) € W mentre
g ¢ W). Infine dimostriamo che U ¢ un aperto banalizzante per p. Prendendo la

controimmagine di U tramite p si ottiene:

pHU) =p (V\p X\ W) Sp (V)N (X\W) =p ' (V)N W
e quindi
p HU) CW =U_W;. (3.1)

C i
Poniamo allora

U =p {(U)nW,, j=1,...k
Segue allora dalla (3.1) e dal fatto che i W; sono disgiunti che p~!(U) ¢ unione
disgiunta degli aperti ﬁj. Inoltre, per ogni j =1,...k,

p(U;) = plp™ (U) N W;) = plp~"(U)) Np(W;) =UNp(W;) =U

dove la seconda uguaglianza segue dalla bigeattivita di p ristretta a W; (e quindi
ristretta a p~1(U)NW,)), la terza uguaglianza segue dalla suriettivita di p mentre
I'ultima uguaglianza & conseguenza del fatto che, per definizione, U C V =
ﬁ?zlp(Wj) e quindi U C p(W;), per ogni j = 1,...,k. Questo mostra che U &
un aperto ben ricoperto da p e che p & un rivestimento. Per dimostrare che il
rivestimento ha grado finito bisogna dimostrare che la cardinalita (finita) della
fibra di un punto z non dipende dal punto z scelto. Consideriamo la funzione
¢: X — Nche ad un punto x € X associa la cardinalita della fibra p~!(z). Quasta
funzione & localmente costante infatti per ogni punto x € X i punti di un aperto
banalizzante U che contiene x hanno tutti fibre della stessa cordinalita. Quindi
¢ ¢ un’applicazione continua tra X e N con la topologia discreta. Essendo X
connesso, ¢(X) & connesso e quindi ¢ deve essere costante. Dunque la cardinalita

della fibra p~!(x) non dipende dal punto z scelto. O

3.3 Sollevamenti di archi e omotopie

Sia p : X — X un rivestimento e f : Y — X un’applicazione continua.
Diremo che un’applicazione continua f :Y — X ¢ un sollevamento di f se

f =po f, ossia se il seguente diagramma € commutativo:

7’
!
—

S

p

<—

Y

S
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In questo paragrafo dimostreremo tre risultati fondamentali sui sollevamenti:
I'unicita del sollevamento (Proposizione 3.3.1), il sollevamento degli archi (Propo-
sizione 3.3.2) e il sollevamento delle omotopie (Proposizione 3.3.4) e alcune delle

loro conseguenze.

Proposizione 3.3.1. Sia p: X — X un rivestimento e f : Y — X una funzione
continua da uno spazio topologico connesso Y in X. Siano f Y — X e f -
Y — X due sollevamenti di f. Se esiste un punto yo € Y tale che f(yo) = f (yo)-
Allora f = f.

. . . . . . . . !’ .
Dimostrazione: Consideriamo il sottoinsieme di ¥ C Y definito come

segue:

Y ={yeY|fly)=7Wu}
Dobbiamo dimostrare che Y’ = Y. Osserviamo che Y # () in quanto y, € Y.
Essendo Y connesso bastera allora dimostare che Y~ ¢ sia aperto che chiuso. Sia
dunque y € Y', U un intorno aperto di f(y) ben ricoperto da p e UC X un

intorno aperto di f(y) = f (y) tale che P U — U sia un omeomorfismo.

Consideriamo Dintorno aperto di y dato da f~Y(U) N f~1(U) C Y. Vogliamo
mostrare che quest’intorno ¢ contenuto in Y~ (e questo mostrera che Y' e aperto).
Sia 2 € fH(0)N f () allora f(2) € U e f'(2) € U e p(f(2)) = p(F () = £()
Dal momento che p ristretta a U ¢ iniettiva segue che f(z) = f/(z) equindiz € Y.
Per mostrare che Y’ & chiuso sia y € Y \ Y e quindi f(y) # f (y). Sia inoltre U
un intorno aperto di f(y) ben ricoperto da p. Esistono allora due intorni aperti e
disgiunti U, U C X di f(y) e di f (y) tali che P U—Ue P U — U siano
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omeomorfismi (p(f(y)) = p(JE/ (v)) = f(y)).

h

Allora f~Y(U)N f~Y(U") ¢ un intorno aperto di y contenuto in Y\ Y". Infatti
se z € fUO)N f~Y(U") siha f(z) € Ue f(2) € U e quindi f(z) # f(2)
essendo U e U’ disgiunti. O

Proposizione 3.3.2. (sollevamento degli archi) Sia p : X — X un rivestimento,
g € X ey € X un punto sulla fibra di zo, cioé p(Zy) = xo. Allora ogni arco
f I — X tale che f(0) = xo ammette un unico sollevamento f:I— X tale che

f(O) = Zo-

Dimostrazione: L’unicita di un sollevamento f di f tale che f (0) = &g segue
dalla Proposizione 3.3.1 e dalla connessione di /. Dimostriamo dunque l’esistenza
di f . Consideriamo un ricoprimento di X fatto da aperti banalizzanti. Ragionan-
do come nella dimostrazione del Teorema 2.5.1 e usando 'esistenza del numero
di Lebesgue (vedi Appendice C) possiamo trovare una suddivisione dell’intervallo
I,0=ay<ay--<ag1 <a,=1tale che per ogni o« =1,...¢q, f([@da-1,0a)) sia
contenuto in uno degli aperti banalizzanti scelti. Vogliamo dimostrare per indu-
zione che: per ogni o = 1,...,q esiste un sollevamento f, : 0, as] — X di J110,aa]
(cioe po fo = fi0,aa)) tale che fa(0) = &o. I sollevamento desiderato si otterra
allora per a = ¢ cio¢ f = fq. La base dell'induzione, a = 1, si ottiene come
segue. Sia U; un aperto banalizzante che contiene f(0) e sia U; un intorno aperto
di g tale che pg, : U, — U sia un omeomorfismo. Definiamo fl :10,a1] — X,

fl(O) = Iy, come f; = plUl1 o f. Supponiamo di aver definito un sollevamento
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fao1 :10,a4-1] = X di fijga, , tale che f,_1(0) = i e sia U, un aperto banaliz-
zante per p tale che f([aq_1,a,]) C U,. Esistera allora un intorno aperto U, di
fa-1(ag_1) tale che P, : U, — U, sia un omeomorfismo e p(f,_1(aq_1)) = fag_1).
Estendiamo allora f,_; ad un sollevamento f, : I = [0,a,] - X di f: 1 — X

tale che f,(0) = &, ponendo:

O

Corollario 3.3.3. Sia p: X — X un rivestimento. Se X ¢ connesso per archi

allora la cardinalita della fibra p~(x) non dipende dal punto x € X.

Dimostrazione: Siano g e x; due punti di X. Sia Zy un punto di p~!(zg)
esia f: I — X un arco tale che f(0) = 29 e f(1) = 21. Sia f : I — X l'unico
sollevamento di f tale che f(0) = #,. Allora f(1) appartiene a p~'(z1). Quindi

resta definita un’applicazione
@ :p~t(xg) = pH(an)

che al punto #, associa il punto ®(iy) = f(1). Analogamente definiamo un’ap-

plicazione

U:p~H () = p~ (2o
che al punto #; associa il punto (1), dove g : I — X @& Punico sollevamento di
i(f): 1 — X (i(f)(t) = f(1 —1)) tale che g(0) = ;. Non ¢ difficile mostrare che
U ¢ linversa di ¢ (cfr. Esercizio 3.7). O
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Proposizione 3.3.4. (sollevamento delle omotopie) Sia p : X — X un rivesti-
mento, o € X e iy € X tale che p(iy) = x. Sia F : I x I — X un’applica-
zione continua tale che F(0,0) = xy. Allora F' ammette un unico sollevamento
F:IxI— X tale che F(0,0) = &y. Se inoltre F & un’omotopia relativa a {0,1}
tra i due archit — F(t,0) et — F(t,1) allora F & un’omotopia relativa a {0,1}
tra i due archit — F(t,0) et — F(t,1).

Dimostrazione: L’unicita di F segue dalla Proposizione 3.3.1. Prima di
tutto osserviamo che esiste un sollevamento FL - L — X di Fp dove L :=
(I x {0}) U ({0} x I). Infatti Fy, si puo ottenere dalla Proposizione 3.3.2 come
Fr(t,0) = f(t), t € I e Fi,(0,s) = §(s), s € I, dove f e § sono i sollevamenti
rispettivamente degli archi ¢t — F(£,0) e s — F(0,s) tali che f(0) = §(0) = .
Estendiamo ora FJ, a tutto I x I come segue. Consideriamo un ricoprimento di
X costituito da aperti banalizzanti. Usando l'esistenza del numero di Lebesgue
possiamo trovare una suddivisione dei fattori di I x I, 0 = ap < a; -+ - < ag-1 <
ag=1,0=0by <by--- <b_; <b, =1 tale che per ogni « = 1,...,¢q e per ogni
B=1,...,r, F(I, x Js) sia contenuto in uno degli aperti banalizzanti scelti, dove
I, = [aa-1,04] € Jg = [bg_1,bs]. Nella figura seguente ¢ illustrato il caso ¢ =3 e
r =2

I x Jy | Iy x Jo | I3 X Jo

leejl IQXJl IgXJl

Ordiniamo le coppie («, ) come segue:
(L1) <(2,1) <+ <(q,1) <(1,2) <(2,2) <--- < (q,2) <

< (Lr) < (2,7) <+ < (q,7).
Vogliamo dimostrare per induzione che: per ogni (o, 8) = (1,1),(2,1)...,(q,7)
esiste un sollevamento
Fag:LU | (I,xJ) =X
(7,0)<(e,8)

di F ristretta allinsieme L U U, 5)<(a.p) Iy X J5) tale che F.5(0,0) = Z. 11

sollevamento desiderato si otterra allora per (o, ) = (¢, 7) cioé¢ F = F,,. Sia Uy,
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un aperto banalizzante per p tale che F/(I; x J;) C Uy e sia Ly = LN (1 X Jy).
Dato che Lq; é connesso esistera un aperto Un di X tale che ﬁL(Lll) - Un,
Py, Uy — Uy sia un omeomorfismo e p(EL(t, s)) = F(t, s) per ogni (t,5) € Ly;.
La base dell’induzione si ottiene allora definendo Fy; : LU (I; x J;) — X come:

i Fr(t, s) se (t,s) €L
Fu(ts) = { P, (F(t.) se (t.s) €L x ./

che é continua per il lemma di incollamento.

Supponiamo di aver definito il sollevamento

Fpap:LU ) (yxJ) =X

(va)g (qflvT)

di F' ristretta a all'insieme L U U, <41, (Iy X J5) tale che F(0,0) = Z. Sia
U, un aperto banalizzante per p tale che F(I, x J,) C Uy, e sia

Le={LU |J (xJ)|n,x).

(7,6)<(¢—1,r)

Per la connessione di L, esistera allora un aperto Uq,. C X tale che Fq_l,T(LqT) C

Ugr, Py, U, — U, sia un omeomorfismo e p(F,_1,(t,s)) = F(t,s) per ogni

(t,s) € Ly Definiamo allora il sollevamento

Fp:{Lu |J Uyxd)|UlyxJ)=IxI—X

(7’5) S(Q71,'I’)

come:
E(t,s) = Fy(t,s) = Fymi(t:5) se (t,5) € LUU 5 <(-1m Ty x J5)
) qr\b, p@tT(F(t, 8)) se (t,s) c Iq X J,

che é continuo per il lemma di incollamento. Nella figura seguente é illustrato il

casoqg=3er =2.
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[1><J2 IQXJQ I3><J2 P

\F

L x i |ILx J | I3 x J;

Supponiamo, infine, che F' sia un’omotopia relativa a {0,1} tra gli archi ¢ —
F(t,0) e t — F(t,1) tale che F(0,0) = F(0,1) = zo, F(1,0) = F(1,1) = x4,
F(0,s) = g e F(1,s) =z, per ogni s € I. Segue che F({0} x I) = p(F({0} x
1)) =z (risp. F({1} x I) = p(F({1} x I)) = 21). Quindi F({0} x I) € p~(x)
(risp. F({1} x I) € p~'(21)). Essendo la fibra p~!(zo) (risp. p~'(x;)) discreta e
F({0} x I) (risp. F({1} x I)) connesso segue che F({0} x I) (risp. F({1} xI)) ¢
costituito da un solo punto Z, tale che p(Zy) = zo (risp. Z; tale che p(Z;) = 7).
Quindi F' ¢ un’omotopia relativa a {0,1} tra gli archi t — F(t,0) e t — F(t,1)
(cioe F(0,0) = F(0,1) = &, F(1,0) = F(1,1) = &1, F(0,5s) = &g e F(1,5) = &4
per ogni s € I). O
Corollario 3.3.5. Sia p : X — X un rivestimento, o € X e &g € X tale che
p(Zo) = xg. Siano f: I — X e g: 1 — X due archi tali che f(0) = g(0) = xg
esiano f I — X eg: 1 — X i due (unici) sollevamenti di f e g tali che
£(0) = g(0) = &y. Se f ~01} g allora f ~0,1} G, in particolare f(l) =g(1).
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Dimostrazione: Sia F': [ x I — X, F(0,0) = z(, un’omotopia relativa a
{0,1} tra fegesia F: I x I — X, F(0,0) = &, 'omotopia relativa a {0, 1} tra
gli archi t — E(t,0) e t — F(t, 1) la cui esistenza segue dalla Proposizione 3.3.4.
Quindi F(O, s)=1xge F’(l, s) = Ty, per ogni s € I, dove Z; ¢ un punto sulla fibra
di z; = f(1) = g(1). Osserviamo che t — F(t,0) (risp. t — F(t,1)) & un arco in
X tale che F(0,0) = & (risp. F(0,1) = &) e p(F(t,0)) = F(t,0) = f(t) (xisp.
p(F(t,1)) = F(t,1) = g(t)). Segue allora dalla Proposizione 3.3.2 che F(t,0) =
f(t) e F(t,1) = §(t) e quindi f ~ny g e f(1) = F(1,0) = F(1,1) = §(1). O

Teorema 3.3.6. Sia p : X — X un rivestimento. Se X ¢ connesso per archi e

X ¢ semplicemente connesso allora p é un omeomorfismo.

Dimostrazione: Per il Corollario 3.2.3 possiamo limitarci a dimostrare che p
¢ iniettiva. Siano dunque & e #; due punti di X tali che p(Zo) = p(#1) = 20 € X.
Sia f : I — X un arco tale che f(0) = Zy e f(1) = #;. Allora f = po f & un

laccio in X di base xg.

—
<

Essendo X semplicemente connesso f ~yg 1y €. Ma i sollevamenti di f e e,

che iniziano in z sono rispettivamente f e €z, e per il corollario precedente

T = f(1) = €z, (1) = Zo,

e quindi p € iniettiva. O
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3.4 Esercizi

Esercizio 3.1. Sianop: X — X e ¢: Y — Y due rivestimenti. Si dimostri che
pxq:XxY =X XY, (%§) ~ (p(Z),4(5))

€ un rivestimento.

Esercizio 3.2. Sia p : X — X un rivestimento tra due spazi topologici X e
X e sia Xy C X un sottoinsieme di X. Sia X, = p~1(Xp). Si dimostri che la

restrizione di p a X, Pix, Xo — Xo, € ancora un rivestimento.

Esercizio 3.3. Usare I'Esercizio 3.1 per costruire un rivestimento p : R? — T? =
St x St e dedurre dall’Esercizio 3.2 'esistenza di un rivestimento tra il reticolo
unitario standard di R? e la figura 0o (individuare la figura 1.4.10 00 nel toro
T? = S' x S1).

Esercizio 3.4. Sia n un intero non nullo. Dimostrare che I’applicazione p : S* —

Stz + 2™ ¢ un rivestimento (qui stiamo pensando a S* C C).

Esercizio 3.5. Dimostrare che il gruppo fondamentale di S' non ¢ banale.

(Suggerimento: usare il Teorema 3.3.6).

Esercizio 3.6. Sia p : X — X un omeomorfismo locale tra due varieta topolo-
giche X e X connesse. Assumiamo che p sia propria (cioé p~'(K) ¢ compatto
per ogni sottoinsieme K compatto di X). Dimostrare che p & un rivestimento di

grado finito.

Esercizio 3.7. Dimostrare che le applicazioni ¥ e ® definite nella dimostrazione

del Corollario 3.3.3 sono una l'inversa dell’altra.

Esercizio 3.8. Sia p : X — X un rivestimento tra due spazi topologici X e
X esiaY C X una componente connessa di X. Se X ¢ connesso e localmente

connesso' allora la restrizione py : Y — X ¢ un rivestimento.

'Uno spazio topologico X ¢ localmente connesso se per ogni # € X e per ogni intorno
aperto U di x esiste un intorno connesso di x contenuto in U (cfr. Appendice A per maggiori
dettagli).



Capitolo 4

Applicazioni della teoria dei

rivestimenti

4.1 1l teorema di Borsuk—Ulam

Siano n e k due numeri naturali. Diremo che un’applicazione f : S"* — S*

preserva i punti antipodali se f(—y) = —f(y), per ogni y € S™.

fy) G

Teorema 4.1.1. (Borsuk-Ulam per n = 2) Non esistono applicazioni continue

f: 8% = St che preservano i punti antipodali.

Osservazione 4.1.2. Il teorema si generalizza a sfere di dimensione arbitraria.
Si puo infatti dimostrare che non esistono applicazioni continue f : S* — S"~!
che conservano in punti antipodali per ogni n > 1. Per n = 1 la dimostrazione
segue dal fatto che S' ¢ connesso mentre S° = {£1} non lo ¢. Per n > 3 si

utilizza la teoria dell’omologia (cfr. [5] in bibliografia).

Per dimostrare il Teorema di Borsuk-Ulam abbiamo bisogno dei due lemmi

seguenti.
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Lemma 4.1.3. Siano p: X — X un rivestimento e f : S* — X un’applicazione
continua. Sia yo € S? e Tg € p*(f(yo)). Allora esiste un unico sollevamento
f:8% = X di f tale che f(yo) = &y.

Dimostrazione: L’unicita del sollevamento f segue dalla connessione delle
sfera S? e dalla Proposizione 3.3.1. Ora costruiamo il sollevamento di f. Dal
momento che I? = D? allora, per il Corollario B.3.3 dell’Appendice B, esiste
un'identificazione ¢ : I* — 5% tale che ¢(0I%) = yo € ¢ g > : Int 12 — 5%\ {yo}
sia un omeomorfismo. Per la Proposizione 3.3.4 esiste un unico sollevamento
h:I? - X di foq:I*> — X tale che h(0,0) = Z,. Quindi poh = fogqeil

seguente diagramma é commutativo.

Pl x
szt x
Segue che
p(R(0I%)) = f(a(0I%)) = f(yo)

e quindi h(01%) C p~'(f(yo)).- Ma la fibra di f(yo) ¢ discreta e quindi essendo
OI? connesso e h continua segue che h(9I%) = %,. Segue allora che h scende
al quoziente rispetto all’identificazione ¢. Esiste quindi un’unica applicazione
f:5? = X continua tale che fogq = h.

2, x

AR

Allora

Fyo) = f(a(0,0)) = (0,0) = 0.
Inoltre p o f oq=poh= foq e siccome ¢q é suriettiva allora p o f = f; questo

conclude la dimostrazione del lemma. O

Osservazione 4.1.4. Si puo dimostrare che il lemma precedente vale anche per
S™ con n > 2 e, piu in generale, per ogni varieta topologica semplicemente

connessa.

Lemma 4.1.5. Sia f : S* — R un’applicazione continua. Allora esiste un punto
Yo € S? tale che f(yo) = f(—o).
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Sn Yo

0 f(w)=f(—vo)

—Yo

Dimostrazione: Sia g : S? — R I'applicazione continua definita da

Osserviamo che g(—y) = —g(y) per ogni y € S?. Dal momento che S? ¢ connesso
allora ¢g(S?) ¢ un sottoinsieme connesso di R e quindi ¢(5?) ¢ un punto oppure
un intervallo di R. Se ¢(S?) ¢ un punto allora g ¢ Papplicazione nulla. Infatti
g(y) = g(—y) = —g(y) per ogni y € S? implica che g(y) = 0 per ogni y € S2.
Quindi, in questo caso, f(y) = f(—y) = 0 per ogni y € S?. Se invece ¢g(5?) ¢ un
intervallo (diverso da un punto) possiamo trovare y; € S? tale che g(y1) # g(—y1).

Ma essendo g(S?) convesso il punto

(9(y1) +9(=y1)) = 5 (9(y1) — 9(11)) =0

1
2

N[ —

appartiene ancora a ¢(S5%). Quindi esiste yo € S? tale che g(yo) = 0, ossia

f(o) = f(=vo). U

Osservazione 4.1.6. Il Lemma 4.1.5 si estende (con una dimostrazione analoga)

a tutte le applicazioni continue da S™ a R, n > 1.

Dimostrazione del Teorema 4.1.1 Sia f : S? — S! un’applicazione continua.
Consideriamo il rivestimento e : R — S! descritto nell’Esempio 3.1.5 del Capitolo
3. Per il Lemma 4.1.3 esiste un’applicazione continua f : S2 — R tale che
eo f = f. Peril Lemma 4.1.5 esiste y € S? tale che f(yo) = f(—yo). Segue che

Fyo) = e(f(yo)) = e(f(—w0)) = f(—vo) e quindi f(—yo) # —f(yo) (in quanto

f(yo) € SY). Quindi 'applicazione f non preserva i punti antipodali. O
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Corollario 4.1.7. Sia g : S — R? un’applicazione continua tale che g(—y) =
—g(y) per ogniy € S?. Allora esiste yo € S? tale che g(yo) = 0.

R2

Sm Y 9(y)

————————————

I 9(yo)

-y

Dimostrazione: Se per assurdo g(y) # 0 per ogni y € S? allora I’applicazione
continua f : S? — S! definita da

9(y) 2
fly) = y€eS
lg ()l
¢ tale che f(—y) = —f(y) per ogni y € S?%, in contrasto con il Teorema di 4.1.1.

O

Corollario 4.1.8. Sia h : S? — R? un’applicazione continua. Allora esiste

Yo € S?% tale che h(yy) = h(—yo). In particolare h mnon ¢ iniettiva.

RQ

Sn Yo
M hlye) = h(=)

—Y

Dimostrazione: Sia per assurdo h(y) # h(—y) per ogni y € S?. Allora

'applicazione continua g : S? — R?

9(y) == h(y) — h(—y),y € S*

soddisfa g(—y) = —g(y). Segue quindi dal Corollario 4.1.7 che esiste yo € S? tale
che g(yo) = 0 e quindi h(yo) = h(—yo)- O
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Osservazione 4.1.9. Il Corollario 4.1.8 ha la seguente interpretazione meteoro-
logica: in ogni istante, esistono sulla superficie terrestre due punti antipodali con

la stessa temperatura e la stessa pressione atmosferica.
Corollario 4.1.10. La sfera S? non é omeomorfa a nessun sottospazio di R2.

Dimostrazione: Supponiamo per assurdo che esista un S sottospazio di R?
e un omeomorfismo ¢g : S* — S. Se i : S — R? denota l'inclusione di S in R?
allora h = iog: S? — R? ¢ un’applicazione continua e iniettiva, in contrasto con
il Corollario 4.1.8. o

Corollario 4.1.11. Sia A C R3 un aperto non vuoto. Allora ogni applicazione

continua da A in R? non & iniettiva.

Dimostrazione: Supponiamo, per assurdo, che g : A — R? sia un’appli-
cazione continua e iniettiva. Siccome A & aperto in R? contiene un sottospazio
omeomorfo a S2. Allora I'applicazione gjs? S? — R? & un’applicazione continua

e iniettiva in contrasto con il Corollario 4.1.8. O

Corollario 4.1.12. Dati tre sottoinsiemi limitati e misurabili di R3 esiste un

piano di R? che divide ognuno dei tre insiemi in due insiemi dello stesso volume.

Dimostrazione: Siano A, B e C i tre insiemi. Per ogni y € S? consideriamo
il piano P, perpendicolare al vettore Oy e che divide A in due insiemi dello stesso
volume (questo piano esiste per il teorema del valor medio e perché il volume
¢ una funzione continua). Indichiamo inoltre, con P;' e P 1 due semispazi nei
quali il piano P, divide lo spazio.

Dato y € S* siano B¥(y) C P e B~(y) C P, (risp. C*(y) C P e C~(y) C
P,7) i sottoinsiemi di R? nei quali risulta suddiviso B (risp. ) dal piano P,.

Siano inoltre vol(B*(y)) e vol(B~(y)) (risp. vol(CT(y)) e vol(C~(y))) i loro

volumi. Consideriamo 'applicazione continua
g: 8% = R% y = (vol(B*(y)) — vol(B~(y)), vol(C*(y)) — vol(C™(y))) -

Per costruzione g(—y) = —g(y) per ogni y € S%. Segue dal il Corollario 4.1.7 che
esiste yp € S? tale che g(yo) = 0 ossia vol(B™(yo)) = vol(B~ (yy)) e vol(CT(yo)) =
vol(C™ (yp)). Quindi P, ¢ il piano che divide ognuno dei tre insiemi A, B e C' in

due insiemi dello stesso volume. O

Osservazione 4.1.13. 11 Corollario 4.1.12 prende anche il nome dal problema
della divisione di un panino al prosciutto, dove per panino al prosciutto si intende

I'insieme costituito da due fette di pane e da una fetta di prosciutto. Il corollario
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mostra che é possibile dividere un panino al prosciutto con un solo taglio netto in
modo che la fetta di pane inferiore, la fetta di prosciutto e la fetta di pane superiore
siano simultaneamente tagliate esattamente a meta. Osserviamo, inoltre, che gli

insiemi A, B e C' non devono essere necessariamente connessi.

4.2 Il gruppo fondamentale del cerchio

In questo paragrafo calcoleremo il gruppo fondamentale del cerchio S*. Fis-
siamo il punto base (1,0) che in notazione complessa ¢ il punto 1.

In questo paragrafo dimostreremo il seguente:
Teorema 4.2.1. m(S',1) ¥ Z.

Dimostrazione: L’idea che sta alla base di questo isomorfismo di gruppi é
che ogni arco chiuso f : I — S! di base 1 “gira’un certo numero di volte su S?.
Questo numero intero si puo pensare ottenuto euristicamente come segue: ogni
volta che abbiamo compiuto un giro completo in senso antiorario registriamo un
valore 1; se invece si € compiuto un giro completo ma in senso orario registriamo
un valore —1. La somma di questi valori € I'intero cercato. Per dimostrare che
effettivamente 7,(S?, 1) = Z bisogna dimostrare che se f e g sono due archi chiusi
di base 1 tali che f ~yo;; ¢ allora 'intero associato a f ¢ lo stesso dell'intero

associato a g e che questo avviene tramite un isomorfismo di gruppi.

Per ottenere un’applicazione che a [f] € m1(S?, 1) associa il numero intero che
tiene conto di quante volte [f] gira intorno a 1, usiamo il rivestimento e : R — S*
dell” Esempio 3.1.5 del Capitolo 3 e i risultati sui sollevamenti degli archi. Dato
[f] € m(S",1) e sia f € [f] un suo rappresentante. Consideriamo f : I — R
P'unico sollevamento di f tale che f (0) = 0. Possiamo definire allora

D :mi(S'1) = Z,[f] = B(If]) = F(1) (4.1)

Segue dal Corollario 3.3.5 del Capitolo 3 che ® é ben definita.

Per dimostrare il Teorema 4.2.1 faremo vedere che ® ¢ un isomorfismo di
gruppi. Introduciamo qualche notazione. Dato un laccio f in S* di base 1 e
a € Z = e (1), denotiamo con £,(f) I'unico sollevamento di f che inizia in a,
cioé e o l,(f) = f e Ly(f)(0) = a. Ovviamente se f & il sollevamento di f che
inizia in 0 allora £y(f) = f e quindi ®([f]) = £o(f)(1). Inoltre

ClF) = lof) + €a (4.2)
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dove €, : I — R & I’arco costante €,(t) = a. Infatti

la(f)(0) = a = Lo(f)(0) + €(0)

eola(f) = f = fer = ello(f))e(ea) = €0 (bo(f) + )

e la (4.2) segue dall’unicita del sollevamento di archi con lo stesso punto iniziale
(cfr. Proposizione 3.3.2). Inoltre, se f e g sono due lacci in S' di base 1 e
a € Z = e~ (1) vale la seguente formula che lega il sollevamento di due lacci con

la loro concatenazione f - g:

ga(f'g) :ga(f) 'gb(g)a bzéa(f)(l) (43)

Infatti

eo (la(f) - lo(9)) = (e la(f)) - (e 0 lo(g)) = [ - g,

e la (4.3) segue ancora una volta dall'unicita del sollevamento degli archi. Pos-
siamo ora dimostrare che ® ¢ un omomorfismo. Dati [f], [g] € (S, 1) allora,
per la (4.3),

O([f]- 1g) = @([f - 9]) = bo(f - 9)(1) = (Lo(f) - Lu(g)) (1) = Lo(g)(1),

dove b = {y(f)(1). D’altra parte, per la (4.2),

lo(9)(1) = €o(g)(1) +b = Lo(g)(1) + (1) = F(1) + 3(1) = B([f]) + @ ([9]).

Mostriamo ora che ® ¢é suriettivo. Sia k intero e f : I — S1 t s 27,
Sia f : I — R,t + kt. Allora f = eo f & un laccio di base 1 e il suo (unico)
sollevamento che inizia in 0 ¢ esattamente f. Segue che ®([f]) = f(1) = k.

Infine dimostriamo liniettivita di ®. Sia [f] € m;(S', 1) tale che ®([f]) = 0.
Allora, per definizione di ®, f(0) = f(1) = 0. Essendo R semplicemente connesso
esiste un’omotopia F' : I x I — R relativa a {0,1} tale che f ~1y €. Allora

f=(eof)~pa (ece€) = e, cioe [f] = [e1], quindi ® ¢ iniettiva. O
Corollario 4.2.2. Non esiste una retrazione da D? a S*.

Dimostrazione: Supponiamo per assurdo che esista una retrazione r : D? —

St cioé un’applicazione continua tale che 7 oi = idg1 dove i : S — D? denota
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I'inclusione. Segue dalle proprieta degli omomorfismi indotti (cfr. Teorema 2.3.1)
che

Ty 0y = (r o), =idg(s1,1

In particolare 4, : m(S',1) — m(D? 1) dev’essere iniettiva. Ma questo ¢ as-
surdo in quanto non puo esistere un’applicazione iniettiva da 7(S',1) = Z a
m(D? 1) = {1}. O

Corollario 4.2.3. [ toro n-dimensionale T™ ha gruppo fondamentale dato dal
prodotto diretto di n copie di Z. Consequentemente T" e la sfera S™ non sono

omotopicamente equivalenti per n > 2.

Dimostrazione: segue dal Teorema 4.2.1, dal Teorema 2.6.1 e dal Teorema
2.5.1. O

Corollario 4.2.4. (il teorema fondamentale dell’algebra) Ogni polinomio di grado

k > 1 a coefficienti in C ha una radice in C

Dimostrazione: Senza ledere alla generalita della dimostrazione possiamo

assumere che il coefficiente che moltiplica z*

sia uguale a 1 cioé che il polinomio
sia delle forma

p(2) =ap+arz + -+ ap_1 25 4 2P

Supponiamo per assurdo che p non abbia radici, cioé p(z) # 0 per ogni z € C.
Allora 'applicazione
G:Ix[0,+00) = S'cC
definita da -
Gy — 2 [p(r)
[p(re>™)| p(r)

¢ continua. Consideriamo lapplicazione F': I x I — S! definita da:

G(t,t=) se tel,0<s<1
F(t,s):{ e2mikt se tel,s=1.

Non ¢ difficile vedere che F' é continua. Infatti, un calcolo diretto mostra che

S

lim F(t,s) = lim G(t, | )= lim G(t,r) = ¥

s—1— s—1— — S r—+00

Inoltre F(t,0) = 1, F(t,1) = &> F(0,s) = F(1,s) = 1, per ogni s € I.
Quindi F definisce un’omotopia relativa a {0,1} tra il laccio costante ¢; e il
laccio f(t) = ™ (lacci basati in 1 € S'). Osserviamo che il sollevamento di €,
che inizia in 0 ¢ €y, mentre il sollevamento di f che inizia in 0 & f = kt. Quindi
0= ¢eo(1) # f(1) = k in contrasto con il Corollario 3.3.5. O
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Corollario 4.2.5 (il teorema del punto fisso di Brouwer). Sia f : D* — D?

un’applicazione continua. Allora f ha un punto fisso, cioé esiste xy € D? tale che

f(l‘o) = Zo-

Dimostrazione: Supponiamo per assurdo che f(z) # x per ogni z € D?.
Allora possiamo definire un’applicazione r : D? — S che al punto x € D? associa
l'intersezione della semiretta affine di R? con origine in x e vettore direttore

x — f(z), con la frontiera di D? (cioe S').

Non ¢ difficile scrivere ’espressione analitica di r e verficare che é continua.
Infatti, un’equazione parametrica della semiretta in questione ¢ la seguente:
v — f(z)
s(x) =x+tg(x), t >0, g(v) = ———
’ |z — f(z)]
L’intersezione di tale semiretta con S' si ottiene per quei valori di ¢ tali che
|s(z)]|*> = 1 cioe:
t*+ 2tz g(z) + ||z)* =1

dove “-” denota il prodotto scalare di R?. L’unica soluzione positiva di quest’e-

quazione é:

t=—x-g(z)+ (v g(x)2+1—|z|?

e quindi lespressione analitica di r : D* — S! diventa:

r(2) = o+ (Vi 9@+ 1= [alP —2 - g(a)) g(x).

dalla quale si vede che r & continua. Osserviamo infine che r ¢ un retrazione da

D? a S' (come si verfica facilmente dalla sua espressione analitica o dalla sua
costruzione geometrica). Questo é in contrasto con il Corollario 4.2.2 e mostra

che deve esistere un punto fisso per f. |

Corollario 4.2.6. (il Teorema di Frobenius) Sia A un matrice 3 X 3 con entrate

strettamente positive. Allora A ammette un autovalore reale positivo.
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Dimostrazione: SiaT : R* — R3 lapplicazione lineare definita da T'(z, y, 2) =
A(z,y, 2)". Consideriamo il sottospazio di R? ottenuto dall’intersezione di 5% con

il primo ottante e cioeé:
B=S*n{(z,y,2) | x>0,y >0,z >0}

Osserviamo che, per le ipotesi sulla matrice A, dato p € B, T(p) € R? ¢ non
nullo e tutte le sue componenti sono maggiori o uguali a zero. Resta cosi definita

un’applicazione continua p +—» TEx T §II da B in B. Essendo B omeomorfo a D? per

il Teorema di Brouwer (cfr. Esercizio 4.10) esiste py € B tale che T pO;H = Do,
o equivalentemente T'(po) = ||T(po)||po € quindi ||T'(po)|| ¢ un autovalore positivo
di A. O

Osservazione 4.2.7. Il Teorema del punto fisso di Brouwer puo essere generaliz-
zato al disco D", per ogni n, usando la teoria dell’omologia. Una dimostrazione
geniale di questo teorema che fa uso del teorema delle funzione inversa ¢é stata
ottenuta da John Milnor in [11].

4.3 1l gruppo fondamentale del proiettivo reale

Le tecniche usate nel calcolo del gruppo fondamentale di S' possono essere usa-
te per calcolare il gruppo fondamentale del proiettivo reale RP" n-dimensionale.
Per n = 1, RP' = §', del quale abbiamo gia calcolato il gruppo fondamentale.
Quindi possiamo assumere n > 2. Dimostriamo dapprima una proprieta generale
sui rivestimenti che generalizza il Teorema 3.3.6. Sia p : X = X un rivestimento,
sia 79 € X e Z9 € p~ (o) un punto fissato della fibra di xy. Analogamente
a quanto fatto per il calcolo del gruppo fondamentale di S! possiamo definire
un’applicazione

D1 (X, ) = p (@), [f] = F(1) (4.4)

dove f : I — X & l'unico sollevamento di f tale che f(0) = #. Segue dal
Corollario 3.3.5 del Capitolo 3 che ® ¢ un’applicazione ben definita. Il risultato

del quale abbiamo bisogno é il seguente:

Teorema 4.3.1. Se X ¢ connesso per archi allora ® ¢ suriettiva. Se inoltre X ¢

semplicemente connesso allora ® é una bigezione.

Dimostrazione: Dato #; € p~'(xo) sia f : I — X un arco che unisce
Zo = f(0) con & = f(1). Allora f := po f: I — X & un laccio di base z in
X e, per definizione di ®, ®([f]) = f(1) = #;. Questo mostra che ® & suriettiva.
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Supponiamo ora che X sia semplicemente connesso. Allora X é connesso per archi
e ® é suriettiva per la prima parte. Resta da dimostrare che ® ¢ iniettiva. Siano
[£],[g] € m1(X, x0) tali che ®([f]) = ®([g]). Equivalentemente f(1) = (1) dove f
e § sono i sollevamenti rispettivamente di f e g tali che f(0) = §(0). Siccome X &
semplicemente connesso f ~{0,1} ¢ tramite un’omotopia F:IxI— X (cfr. (a)in
Lemma 2.4.5). Segue che f ~y1y,r g tramite 'omotopia F := polF :IxI— X.
Quindi [f] = [g] e ® ¢ una bigezione. O

Teorema 4.3.2. Il gruppo fondamentale di RP", n > 2, & il gruppo ciclico Zs.

Dimostrazione: Consideriamo l'identificazione p : S — RP",z +— [z] tale
che y € [z] se e solo se y = £x. Allora p ¢ un omeomorfismo locale. Infatti per
ogni punto x € S™ sia V un aperto di S™ che contiene z e tale che VN (=V) = 0,
—V ={—2 |z € V}. Allora la restrizione pjy : V" — p(V') ¢ un omeomorfismo tra
V e laperto p(V') di RP" (p(V) ¢ aperto in quanto p~!(p(V)) = VU (—V) aperto
di S™). Segue allora dal Teorema 3.2.4 del Capitolo 3 che p & un rivestimento di
grado due. Usando il fatto che S™ & semplicemente connessa (cfr. Proposizione
2.5.1) e il Teorema 4.3.1 segue che 7 (RP") & un gruppo con due elementi e quindi

isomorfo a Zs. O

Osservazione 4.3.3. Dal Teorema 4.3.2 e dal Corollario 4.2.3 deduciamo che le
superfici $2, T? e RP? sono topologicamente distinte. Nel Capitolo 8 calcoleremo

il gruppo fondamentale di tutte le superfici compatte e connesse.

4.4 Esercizi

Esercizio 4.1. Si dimostrino le affermazioni fatte negli Esempi 1.1.2 e 1.2.2 del
Capitolo 1.

Esercizio 4.2. Si dimostri che il nastro di Moébius ha gruppo fondamentale

isomorfo a Z.

Esercizio 4.3. Dimostrare che per ogni n > 2 non esiste un’applicazione continua
f:S™ — St tale che f(—x) = — f(z). (Suggerimento: imitare la dimostrazione del
Teorema di Borsuk—Ulam (n = 2)).

Esercizio 4.4. Dimostrare che dati due insiemi misurabili nel piano esiste una

retta che divide ognuno di essi in due parti della stessa area.

Esercizio 4.5. Trovare due spazi topologici X e Y e una funzione continua
¢ : X — Y iniettiva (risp. suriettiva) tale che ¢, non sia iniettiva (risp. non sia

suriettiva).
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Esercizio 4.6. Calcolare il gruppo fondamentale dei seguenti sottospazi di R?:
{z € R? | lzf| > 1} {z € R* | [zf| < 1} {z € R?* | [z]| > 1} {(z,y) €
R? |y > 2?}; {(z,y) € R? |y < a?}; STU (R x R); R?\ (Ry x {0}), dove

Esercizio 4.7. Calcolare il gruppo fondamentale di 5™ x S™, n,m € N.
Esercizio 4.8. Dimostrare che R? non ¢ omeomorfo a R x [0, +00).

Esercizio 4.9. Si dimostri che uno spazio topologico non puo essere contempo-

raneamente una 2-varieta e una n-varieta per n > 2.

Esercizio 4.10. Sia B uno spazio topologico omeomorfo al disco D?. Dimostrare

che un’applicazione continua f : B — B ha un punto fisso.

Esercizio 4.11. Sia A un retratto del disco D?. Dimostrare che un’applicazione

continua f : A — A ha un punto fisso.

Esercizio 4.12. Sia n un numero naturale positivo. Dimostrare che un’ap-
plicazione continua da D™ a se stesso ha un punto fisso usando il fatto che
Tn1(S™1) = Z per ogni n > 2, dove m,(S") denota l’ennesimo gruppo di

omotopia della sfera S™.

Esercizio 4.13. Sia n un numero naturale positivo. Dimostrare che un’applica-
zione continua dall’interno del disco D" a se stesso non ha necessariamente un

punto fisso.



Capitolo 5

Categorie e funtori

5.1 Categorie

Per maggiori informazioni sulle categorie lo studente potra consultare [10] in
bibliografia.
Una categoria € consiste di:

e una classe di oggetti;

e per ogni coppia di oggetti X,Y un insieme Home(X,Y) (eventualmente

vuoto) di morfismi;
e per ogni terna XY, Z di oggetti una funzione, chiamata composizione,
Home(X,Y) x Home(Y, Z) — Home(X, Z), (p,¢) — Yo
tale che valgano i seguenti assiomi:

1. la composizione & associativa: no (1) o @) = (o) o ¢ ogniqualvolta i

due membri dell’'uguaglianza hanno senso;

2. per ogni oggetto X, Home(X, X) contiene un morfismo idy, detto
identita, tale che per ogni morfismo ¢ € Home(X,Y') si ha

idyop=p=¢poidy.

Notazione: indicheremo con ¢ : X — Y oppure con X % Y un morfismo, ossia
un elemento di Home (X, Y"). In generale non é detto che la freccia “—” rappresenti

un’applicazione dall’oggetto X all’oggetto Y nel senso usuale del termine.

Descriviamo ora alcuni esempi di categorie (le verifica che si tratti effettiva-

mente di categorie ¢ lasciata come esercizio per lo studente).



64 CAPITOLO 5. CATEGORIE E FUNTORI

Esempi

1. La categoria Jns i cui oggetti sono gli insiemi, i cui morfismi sono le applicazioni

di insiemi e la composizione di morfismi é I'usuale composizione di applicazioni.

2. La categoria G i cui oggetti sono i gruppi, i cui morfismi sono gli omomorfismi

di gruppi e la composizione di morfismi é 'usuale composizione di applicazioni.

3. La categoria Ab i cui oggetti sono i gruppi abeliani, i cui morfismi sono gli omo-
morfismi di gruppi abeliani e la composizione di morfismi é I'usuale composizione
di applicazioni.

4. La categoria An i cui oggetti sono gli anelli, i cui morfismi sono gli omomorfismi

di anelli e la composizione di morfismi €& I'usuale composizione di applicazioni.

5. La categoria An 4 1 cui oggetti sono gli anelli commutativi, i cui morfismi sono
gli omomorfismi di anelli commutativi e la composizione di morfismi ¢ 1'usuale

composizione di applicazioni.

6. La categoria X i cui oggetti sono i campi, i cui morfismi sono gli omomorfismi

di campi e la composizione di morfismi ¢ I'usuale composizione di applicazioni.

7. La categoria Vett i cui oggetti sono gli spazi vettoriali su R, i cui morfismi sono
le applicazioni R-lineari e la composizione di morfismi ¢ 1'usuale composizione di
applicazioni.

8. La categoria Top i cui oggetti sono gli spazi topologici, i cui morfismi sono
le applicazioni continue e la composizione di morfismi é ['usuale composizione di

applicazioni.

9. La categoria Top, i cui oggetti sono gli spazi topologici con un punto fissato
(cioé le coppie (X,x), X spazio topologico e z € X), i cui morfismi sono le
applicazioni continue che mandano il punto fissato di uno spazio nel punto fissato

dell’altro e la composizione di morfismi ¢ 'usuale composizione di applicazioni.

10. La categoria HTop i cui oggetti sono gli spazi topologici, i cui morfismi sono
le classi di omotopia di applicazioni continue. La composizione tra due classi di
equivalenza [¢], [¢], p € C(X,Y), v € C(Y, Z), & definita come [1) o ¢].

11. La categoria H7Top, i cui oggetti sono gli spazi topologici con un punto
fissato e i cui morfismi sono le classi d’equivalenza di applicazioni continue modulo
omotopia relativa al punto fissato. La composizione di due classi é definita come

nell’esempio precedente.

Osserviamo che in tutti gli esempi precedenti, tranne negli ultimi due, le
categorie sono costituite da insiemi dotati di una struttura che viene rispettata

dai rispettivi morfismi. Esempi di categorie siffatte sono chiamate concrete.
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Sia € una categoria. Un morfismo ¢ € Home(X,Y) & detto isomorfismo
se esiste un morfismo ¢ € Home(Y, X) tale che p o) = idy e 1 o ¢ = idy.
Per esempio nella categoria Ins gli isomorfismi sono le bigezioni, nella categoria
G sono gli isomorfismi di gruppi, nella categoria Vett gli isomorfismi sono gli
isomorfismi di spazi vettoriali, nella categoria Top sono gli omeomorfismi e nella
categoria H'Top sono le classi di equivalenze omotopiche.

Una sottocategoria D di una categoria C ¢ una categoria i cui oggetti sono
alcuni degli oggetti della categoria € e i cui morfismi sono un sottoinsieme dei
morfismi di € con la legge di composizione e le identita di €. La sottocategoria
D di € ¢ detta piena se Homp(X,Y) = Home(X,Y) per ogni coppia di oggetti
X,Y € D. Per esempio Ab é una sottocategoria piena di § mentre G & una

sottocategoria di IJns che non ¢ piena.

Esempio 5.1.1. (gruppi come categorie) Supponiamo che € sia una categoria con
un solo oggetto X, dove ogni morfismo sia un isomorfismo. Tutta la struttura
della categoria ¢ contenuta nell'insieme dei morfismi Home (X, X) e nelle loro
composizioni. Gli assiomi di una categoria ci dicono che due morfismi possono
essere composti per ottenere un altro morfismo, che la composizione é associativa
e che esiste un morfismo identita. Dal momento che stiamo assumendo che tutti i
morfismi siano isomorfismi allora ogni morfismo ¢ invertibile. Quindi Home(X, X)
ha la struttura di gruppo rispetto alla composizione. Viceversa ogni gruppo
G puod essere identificato con una categoria. Basta pensare il gruppo G come
una sottocategoria di IJns che consiste di un solo oggetto G e delle applicazioni
L, : G — G definite da Ly(h) = gh, per ogni h € G.

5.2 Funtori

Per maggiori informazioni sui funtori si veda [10]. Siano € e D due categorie.
Un funtore covariante (risp. controvariante) ¥ da € a D & una coppia di
applicazioni (ciascuna delle quali verra indicata ancora con F) la prima delle quali
associa a ogni oggetto X di € un oggetto F(X) di D e la seconda associa ad ogni
morfismo ¢ € Home(X,Y) un morfismo indotto F(¢) € Homqp(F(X), F(Y))
(risp. F(p) € Homp(F(Y), F(X)) tale che:

Fmoy) =TF(m)oF(¥) (risp. F(nov)=F(W)oTF(n);  Flidx) = idsx).

I1 morfismo indotto F(p) viene solitamente denotato con ¢, se F ¢ un funtore

covariante e con ¢* se & ¢ un funtore controvariante.

Esempi
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1. Data una categoria € il funtore covariante identita ide : € — C per il quale
ide(X) = X e ide(¢) = ¢ per ogni oggetto X di € e ogni ¢ € Home(X,Y).

2. 1l funtore covariante distratto dalla categoria Jop alla categoria Ins che
associa ad ogni spazio topologico il suo supporto e ad ogni applicazione continua
I’applicazione stessa. Lo studente potra costruire altri esempi di funtori covarianti

“distratti” dagli esempi di categorie descritti sopra.

3. Il funtore covariante 0-esimo gruppo di omotopia m : Top — Ins che asse-
gna ad ogni spazio topologico X l'insieme 7y(X) delle sue componenti connesse
per archi (cfr. Paragrafo 2.7) e ad ogni applicazione continua ¢ : X — Y I'appli-
cazione indotta ¢, : m(X) — m(Y') che porta la componente connessa C' di X

nella componente connessa di Y che contiene ¢(C).

4. 1l funtore covariante gruppo fondamentale m; : Jop, — G che assegna
ad ogni spazio topologico (X, z) il suo gruppo fondamentale 7 (X, z) e per ogni
applicazione continua ¢ : (X,z) — (Y,y) tale che p(z) = y 'omomorfismo
indotto ¢, : m (X, z) — m(Y,y). Il fatto che m; sia un funtore covariante segue
dal Teorema 2.3.1. Osserviamo che, per il Teorema 2.4.2, resta definito anche un

funtore covariante m; : HTop, — G.

5. Il funtore covariante n-esimo gruppo di omotopia 7, : Jop, — Ab, n > 2,
che assegna ad ogni spazio topologico (X, z) il suo n-esimo gruppo di omotopia
(X, z) basato in x e per ogni applicazione continua ¢ : (X,z) — (Y,y) tale
che p(z) = y 'omomorfismo indotto ¢, : m,(X,z) = m,(Y,y). Il fatto che m, sia
un funtore covariante segue dal punto 4. del Teorema 2.7.1. Osserviamo che allo

stesso modo resta anche definito un funtore covariante =, : HTop, — Ab, n > 2.

6. Il funtore controvariante da Vett in se stesso che associa ad ogni spazio vetto-
riale V' il suo spazio duale V* (I'insieme delle applicazioni R-lineari da V in R) e ad
ogni applicazione R-lineare ¢ : V' — W la sua applicazione duale ¢* : W* — V*
definita da ¢*(f) := f o ¢ per ogni f € W*.

7. 1l funtore controvariante C' : TJop — Ana, che ad ogni spazio topologico X
associa 'anello commutativo C'(X,R) delle funzioni continue da X in R e ad
ogni funzione continua ¢ : X — Y il morfismo indotto ¢* : C(Y,R) — C(X,R)
definito da ¢*(f) = f o p per ogni f € C(Y,R).

8. Sia H un gruppo abeliano fissato. Definiamo un funtore controvariante da Ab a
se stesso tale che ad ogni gruppo abeliano G associa il gruppo Hom(G, H) (gruppo
abeliano degli omomorfismi da G a H) e ad ogni omomorfismo ¢ : G; — Gs
I'omomorfismo duale ¢* : Hom(Gy, H) — Hom(G1, H) definito da ¢*(f) = fo
per ogni f € Hom(Gs, H).



5.3. PRODOTTI E COPRODOTTI 67

5.3 Prodotti e coprodotti

Sia {X|},es una famiglia di oggetti di una categoria €. Un oggetto P di C
con un insieme di morfismi 7; : P — X, per ogni j € J, chiamati proiezioni,
¢ detto un prodotto ovvero prodotto categoriale degli oggetti {X;},cs se ¢
soddisfatta la seguente proprieta universale: dati un qualunque oggetto Y di C e
una famiglia di morfismi ¢; : Y — Xj, esiste un unico morfismo ¢ : Y — P che

rende commutativo il diagramma:
a
J
Y—r X

In una data categoria € non & detto che un prodotto esista. Se pero esiste

esso & unico, a meno di isomorfismi, come mostra la seguente:

Proposizione 5.3.1. Sia C una categoria, {X;};c; una sua famiglia di oggetti.
Se (P,m;) e (P/,’/T;-

. ’ . .. .
isomorfismo ¢ : P — P che rispetta le proiezioni cioe m; 0 o = T;.

) sono prodotti degli oggetti {X,;};es allora esiste un unico

Dimostrazione: Per la proprieta universale del prodotto esistono due mor-

fismi ¢ : P — P e ¢ : P' = P che rendono commutativi i diagrammi:

P P
/ P/‘ V PJ_
P——X; P —X;
T
Si ottengono quindi i diagrammi:
P P
o % l”] WOV l ,
P— X P—X;

P

' P
vl

P——X; P — X
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Segue allora dall’unicita che ¢ o =idp e po ¢ =idy. Quindi ¢ (risp. ¢)
¢ I'unico isomorfismo che soddisfa 7T;- o=, (risp. Tjop = 7r;) per ogni j € J.
O

Esempio 5.3.2. (prodotto categoriale in Ins) Sia {X,} una famiglia di insiemi.

Ricordiamo che il prodotto cartesiano [, ; X; di una famiglia di insiemi {X;} ;e

(J non necessariamente finito o numerabile) & dato da:

[[X =T =YX, | f) e X;, G}

j€J
cioe come l'insieme delle funzioni definite su J che mandano ogni elemento j € J
in un elemento di X;. Osserviamo che 'affermazione “il prodotto cartesiano di una
famiglia non vuota di insiemi non vuoti é non vuoto” é equivalente all’assioma di
scelta. Ovviamente se J & finito, J = {1,...,n}, si ottiene la definizione usuale
di prodotto cartesiano X; x --- x X,,. Denotiamo con m : Hjej X; — X la

proiezione nel fattore k-esimo definita da:
m(f) = f(k), fe]]Xs (5.1)
jed
Allora la coppia ([ [;c; Xj, {m;}jes) ¢ il prodotto categoriale degli oggetti {X;}jes
nella categoria Ins. Infatti dato un insieme qualunque Y e una famiglia di appli-

cazioni ¢; : Y — X allora l'applicazione ¢ : Y — HjEJ X; che ay € Y associa

o)) == pily), Vi€ J (5.2)

soddisfa 7; 0 ¢ = ;, per ogni j € J ed ¢ chiaramente unica per il modo in cui ¢
stata definita.

Esempio 5.3.3. (prodotto categoriale in Jop) Sia {X;} una famiglia di spazi

topologici. Consideriamo la famiglia di insiemi di Hje ;X costituita dal pro-

J
ogni j € J, tranne per al pitt un numero finito di j. Questa famiglia di insie-

dotto degli insiemi della forma HjeJ Uj, dove U; ¢ aperto in X; e U; = X per

mi ¢ un ricoprimento di [] jed X, e le intersezioni di due elementi qualunque di
questa famiglia ¢ ancora un elemento della famiglia. Segue allora da |7, Cap. 4|

1 che ha que-

che esiste un’unica topologia, chiamata la topologia prodotto
sta famiglia di aperti come base. Nel caso J sia finito si tratta della topologia

prodotto che lo studente ha incontrato nel corso di topologia generale (cfr. |7,

!'Nella topologia prodotto vale il sorprendente teorema di Tychonoff che asserisce che il

prodotto di un numero arbitrario di spazi topologici compatti & uno spazio topologico compatto.
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Cap. 8]). Osserviamo che le proiezioni m; : [[;c; X; — Xj, definite da (5.1),
sono applicazioni continue in quanto la controimmagine ﬂ,;l(U ) di un aperto U
di Xj, ¢ data da 7, '(U) = [[;c;Uj con Uy = U e U = Xj, per j # k, che ¢
un aperto (di base) nella topologia prodotto. La coppia (I];c; Xj, {m;}jes) € il
prodotto categoriale degli oggetti {X;},c; nella categoria Top. Infatti dato uno
spazio topologico Y e una famiglia di applicazioni continue ¢; : ¥ — X; allora
ey X; definita da (5.2) ¢ continua (cfr. Esercizio 5.5) e

soddisfa la relazione m; o p = ;.

l'applicazione ¢ : Y — []

Esempio 5.3.4. (prodotto categoriale in §) Sia {G};c; una famiglia di gruppi.
Ricordiamo che il loro prodotto diretto ¢ il gruppo ottenuto considerando il loro

prodotto cartesiano || jeJ G con il prodotto componente per componente

(9-m)() = 9(i) - h(5), 9. h € [] Gy,

jeJ

cioé la componente j-esima del prodotto ¢ il prodotto delle componenti j-esime
dei singoli fattori. Osserviamo che per ogni k € J il prodotto diretto [] jed G
ha un sottogruppo isomorfo a Gy, ossia il sottogruppo dove tutti i G; sono uguali
all’identita per j # k e G; = Gj. Indicheremo questo sottogruppo con Gj. Per
k # 1 ¢ immediato verificare che i due sottogruppi Gy e G; commutano.

Si verifica facilmente che la proiezione my : [[;c; G5 — Gy definita da (5.1)
¢ un omomorfismo di gruppi e quindi un morfismo nella categoria G. Allora
(Il;c; Gj:{m;}jes) definisce il prodotto categoriale degli oggetti {G,};c; nella
categoria G. Infatti, dato un gruppo G e una famiglia di omomorfismi ¢; : G = G
allora 'applicazione ¢ : G — [];.; G definita da ©(g)(j) = ¢;(g), per ogni j € J,

¢ un omomorfismo:
e(gh)(4) = pi(gh) = ¢;j(9)e;i(h) = v(9)(1)e(h)(F) = (v(g)e(h))(4)
(§] 71']' o 90 = QOJ

Il concetto di coprodotto si ottiene invertendo tutte le frecce nella definizione
di prodotto come segue. Sia {X,};c; una famiglia di oggetti di una categoria
C. Un oggetto S di € con un insieme di morfismi ¢; : X; — S, per ogni j € J,
chiamati inclusioni, ¢ detto un coprodotto ovvero coprodotto categoriale
degli oggetti {X;},cs se & soddisfata la seguente proprieta universale: dati un
qualunque oggetto Y di C e una famiglia di morfismi ¢; : X; — Y, esiste un

unico morfismo ¢ : S — Y che rende commutativo il diagramma:
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S
5 s
X, 25y

In una data categoria € non ¢ detto che un coprodotto esista. Se pero esiste

esso € unico (a meno di isomorfismi) come mostra la seguente:

Proposizione 5.3.5. Sia C una categoria, {X;};c; una famiglia di oggetti. Se
(S,i;) e (S, z;) sono coprodotti degli oggetti {X;}jec; allora esiste un isomorfismo

@ : 8 — S che rispetta le inlcusioni cioé p o z; = 1.

Dimostrazione: Per la proprieti universale del coprodotto esistono due

morfismi ¢ : S° = S e ¢ : S — S che rendono commutativi i diagrammi:

s S
i,
X, 2 X, 58

Si ottengono quindi i diagrammi:

S S
’ ’
. pop , @ op
15 ’i]-
. Y
XL) g 4
j X, —— S

Segue allora dall’unicita che ¢ 0 ¢ =idg e ¢ 0 = idg . Quindi ¢ (risp. ©')

¢ 'unico isomorfismo che soddisfa ¢ o z; =i (risp. ¢ oi; = 2;) perogni j € J. O

Esempio 5.3.6. (coprodotto categoriale in Ins) Consideriamo I'unione disgiunta

S = Ujes (X; x {j}) di una famiglia di insiemi {X},c; e le inclusioni naturali
le : Xj — S, T — %(I) = (.I',j)

Allora la coppia (5, {i;};es) ¢ il coprodotto categoriale degli oggetti { X}, nella
categoria Ins. Infatti dato un insieme qualunque Y e una famiglia di applicazioni
@; + X; = Y allora I'applicazione ¢ : S = Y chea s = (z,j) € X; x {j} C S
associa p(s) = ¢;(z) é tale che p oi; = p;, per ogni j € J.

Esempio 5.3.7. (coprodotto categoriale in Top) Sia {X;} una famiglia di spazi
topologici. Consideriamo la topologia dell’unione disgiunta sull’insieme S =
Ujes (X; x {j}) definita come quella topologia dove un insieme U C S ¢é aperto
se e solo se U N (X; x {j}) ¢ aperto in X; per ogni j € J. Si verifica facilmente
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che le inclusioni naturali i; : X; — S,z + (z,j) sono continue rispetto a questa
topologia e che la coppia (S5,{i;};es) € il coprodotto categoriale degli oggetti
{X,};es nella categoria Top. Infatti, dato uno spazio topologico Y e una famiglia
di applicazioni continue ¢; : X; — Y, allora l'applicazione ¢ : S = Y : (z,7) —

@;(z) & continua e soddisfa ¢ oi; = ¢, (cfr. Esercizio 5.6).

5.4 1l prodotto libero di gruppi

Come abbiamo visto nell’Esempio 5.3.4 data una famiglia {G,};e; di gruppi
possiamo definire il loro prodotto diretto [] ied G che rappresenta il prodotto
categoriale in §. Inoltre per ogni j il gruppo G; é (isomorfo a) un sottogruppo
di HjeJ Gj e Gy e Gy, per k # [, commutano. In questo paragrafo definiremo un
prodotto pitt complicato, chiamato prodotto libero, denotato *;c;G;, tra i gruppi
G che corrisponde al coprodotto categoriale in § e dove per ogni k il gruppo
Gy ¢ (isomorfo a) un sottogruppo di *;c;Gy; inoltre, per k # [, Gy e Gy non
commutano.

Un parola in {G,},c; ¢ una stringa di lunghezza m, m > 0, di elementi
dell'unione disgiunta U;c;(G; x {j}). Equivalentemente una parola & una m-upla

della forma (g1, ..., gm) dove ogni elemento g; appartiene a un qualche Gj.

Osservazione 5.4.1. Ricordiamo che un elemento dell'unione disgiunta U;c s (G
{j}) & della forma (g, ), dove j ¢ un indice per ricordarci da quale gruppo pro-
viene g. Nella nostra notazione stiamo denotando 1’elemento (g, j) con la lettera
g ma bisogna tenere a mente che gruppi corrispondenti a indici diversi si devono

considerare diversi anche se i gruppi sono gli stessi.

La stringa di lunghezza zero, chiamata la parola vuota sara denotata come ().
Sia W l'insieme di tutte le parole in U;e;(G; x {j}). Definiamo un prodotto in

W per giustapposizione:

(gl,---agm>(h17'--7hn) = (gl,...,gm,hl,...,hn).

Chiaramente questo prodotto é associativo e la parola vuota € I’elemento neu-
tro sinistro e destro. D’altra parte W con questo prodotto ¢ un monoide ma
non é un gruppo (non esiste l'inverso). Per superare questo problema definiamo
una relazione d’equivalenza sull’insieme delle parole come segue. Una riduzione

elementare ¢ un’operazione di uno dei due tipi che seguono:

1. (91, <o Gis Git 1y .- - 7gm) = (91, <o 9iGi+1, - - ~9m) se gi, gi+1 appartengono a
qualche Gy;
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2. (917 ey Gi1, 1kagi+1; ... 7gm) —> (917 ey Gi15Gi4 1y - - ,gm), dove 1k denota
I’elemento neutro in G, k € J.

La prima operazione moltiplica due entrate consecutive se appartengono allo stes-
so gruppo; la seconda operazione cancella un elemento identita che appare in una
data parola.

Diremo che due parole W, W' € W sono equivalenti e scriveremo W ~ W'
se W puo essere ottenuta da W' attraverso una successione finita di operazioni
elementari o delle loro inverse. E’ facile vedere che ~ definisce una relazione
d’equivalenza su W. L’insieme delle classi di equivalenza é chiamato il prodotto
libero dei gruppi {G;};jcs, € verra denotato con *;c;G; e se J ¢é finito, J =
{1,...n}, verra denotato con Gy * - - - x G,,. Le classe d’equivalenza di una parola
V' € W verra denotata con [V].

Teorema 5.4.2. Data una famiglia di gruppi {G;},e; il loro prodotto libero
x;egGj € un gruppo rispetto al prodotto indotto dalla giustapposizione di paro-
le. Equivalentemente, se [V] e [W] sono due elementi in xjc;G;, allora [V][W] =

(VW] definisce la struttura di gruppo in *;c;G;.

Dimostrazione: La prima cosa da verificare ¢ che il prodotto in *;c;G;
rispetta la relazione d’equivalenza, cioé se V. ~ V' e W ~ W' allora VW ~ V' W',
Osserviamo che se la parola V' si ottiene da V' con una sola riduzione elementare
allora V' si ottiene da VIV con una sola riduzione elementare (che agisce su V/
e lascia invariata 17'). Quindi per induzione sul numero di operazioni elementari

si ottiene che se V ~ V' allora
VW ~V'W.

Analogamente se la parola W' si ottiene da W con una singola riduzione elemen-
tare allora V'W' si ottiene da V'W con una sola riduzione elementare. Quindi,
come prima, per induzione sul numero di operazioni elementari si ottiene che se
W ~ W', allora
VW~ VW,
Segue che se V.~ V', W ~ W', allora
VW~ VW~ VW

che € quello che volevamo dimostrare.
L’associativita del prodotto segue dal fatto che la giustapposizione € associati-

va. La classe d’equivalenza della parola vuota ( ) é chiaramente I’elemento neutro
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(sinistro e destro per quest’operazione). Infine, il fatto che

(91, s 7gm)(g77117 s 7g;1) = ( ) = (g;L:l? s 7g;1)(917 v 7gm)

mostra che la classe d’equivalenza della parola (g;',..., ;') & l'inversa della

classe d’equivalenza della parola (g1, ..., gm)- O

Vogliamo ora vedere che ogni Gy, & (isomorfo ad) un sottogruppo di *;c;G;.
Per fare questo (e per altri motivi) vogliamo descrivere un modo per trovare un
unico rappresentante di una data classe di equivalenza in *;c;G;. Diremo che
una parola (gi,...,gm) € ridotta se non é possibile “accorciarla” tramite opera-
zioni elementari, cioé nessun elemento g; ¢ l'identita e ogni coppia di elementi
consecutivi g;, g;+1 non appartiene allo stesso gruppo. Ogni parola é equivalente
ad un parola ridotta: basta applicare una successione finita di operazioni elemen-
tari fino a quando la parola non é ridotta. Inoltre si puo dimostrare (noi non lo
faremo) che la parola ridotta che rappresenta una data classe di equivalenza é

unica, come espresso dal seguente:

Teorema 5.4.3. Ogni elemento del gruppo libero x;c;G; € rappresentato da

un’unica parola ridotta.

Osservazione 5.4.4. La dimostrazione del Teorema 5.4.3, pur non essendo par-
ticolarmente complicata non aggiunge niente all’intuizione della definizione di

prodotto libero. Questo ¢ uno dei motivi per i quali & stata omessa.

Per ogni k € J, definiamo ’inclusione canonica iy, : Gj, = *;c,Gj, g — [(9)]

che associa a g € Gy, la classe d’equivalenza della parola (g) che lo rappresenta.
Corollario 5.4.5. L inclusione canonica iy, € un omomorfismo iniettivo di grupps.

Dimostrazione: Siano g;, g2 € Gy. Allora

ik(9192) = [(9192)] = [(91)(92)] = [(91)][(92)] = 7k (91)ik (g2),

dove la seconda uguaglianza segue da (g192) ~ (g1)(g2) e la terza dal fatto che
il prodotto libero ¢ compatibile con la giustapposizione di parole (cfr. Teorema
5.4.2). Questo mostra che i ¢ un omomorfismo di gruppi. Mostriamo che i ¢é
iniettivo: sia g € Gy, g # 1i, allora ix(g) = [(g)] ¢ la classe d’equivalenza della
parola ridotta (g) e ix(1x) = [()] & la classe d’equivalenza della parola (ridotta)
vuota. Essendo g # 1 segue dal Teorema 5.4.3 che ix(g) # 1(1x). O

Quindi ogni Gy ¢ isomorfo ad un sottogruppo (che indicheremo ancora con
G;) del prodotto libero *;c;G;. In questo caso due sottogruppi non banali Gy e

G di #;¢;G; non commutano tra loro (cfr. Esercizio 5.7).
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Notazione: Denoteremo la classe d’equivalenza [(g)] della parola (g) semplice-
mente con g e la classe d’equivalenza [(g1, g2, - - ., gm )| della parola (g1, g2, - - -, gm)
con ¢i9s--- gm- Inoltre, il prodotto tra due classi ¢1g2--- gm € hiho---h, si

denotera semplicemente con la giustapposizione g1gs - - - gmhiho - - - hy,.

Teorema 5.4.6. Sia {G,}c; una famiglia di gruppi. Allora il prodotto libero
*;egG insieme alle inclusioni canoniche iy, : G, — xje G € il coprodotto nella

categoria G.

Dimostrazione: dobbiamo dimostrare che é soddisfatta la proprieta univer-
sale del coprodotto e cioé che per ogni gruppo G e per ogni famiglia di omomor-
fismi ¢, : G)% — G esiste un unico omomorfismo ¢ : *;c;G; — G tale che il

seguente diagramma sia commutativo:

*jes G

sz X
Gy —>—G
Se una tale ¢ esiste & unica. Infatti dalla commutativita del diagramma si ha
Yo = . Allora
v(9) = vx(9), Vg € Gy, (5.3)

dove stiamo identificando Gj con la sua immagine tramite #;. Il fatto che ¢ sia

un omomorfismo ci dice che

(g1 gm) = ©(g1) - - - 2(gm)- (5.4)

Le condizioni (5.3) e (5.4) implicano che ¢ ¢ univocamente determinata.
Dimostriamo ora l'esistenza di ¢. Data ¢i--- g, € *;c;G; definiamo ¢ :
*jc;G; — G usando le (5.3) e (5.4). Bisogna allora verificare che ¢ ¢ ben
definita sulle classi d’equivalenza ossia che il valore di ¢ non dipende dalle ri-
duzioni elementari (il fatto che sia un omomorfismo che rende commutativo il
diagramma segue da come ¢ & definita). Rispetto alla prima riduzione elementa-

re dobbiamo verificare che se g; e g;1 appartengono allo stesso gruppo Gy, allora

©(9i9i+1) = ¢(9:)¢(gi+1). Infatti
©(9igi+1) = u(9igir1) = or(9:)er(gir1) = ©(9:)@(git1)-
Inoltre se 1, denota l’elemento neutro in G e 1g ’elemento neutro di GG allora
e(1) = or(lk) = 1o

la quale mostra che ¢ non dipende da riduzioni elementari del secondo tipo e

conclude la dimostrazione del teorema. O
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5.5 Esercizi

Esercizio 5.1. Dimostrare che le categorie descritte negli Esempi 1-11 del Para-

grafo 5.1 sono effettivamente categorie.

Esercizio 5.2. Dimostrare che i funtori descritti negli Esempi 1-8 del Paragrafo

5.2 sono effettivamente funtori.

Esercizio 5.3. Dimostrare che un funtore (covariante o controvariante) da una
categoria € ad una categoria D porta gli isomorfismi di € negli isomorfismi di D.

(Suggerimento: si imiti la dimostrazione del Teorema 2.3.1).
Esercizio 5.4. Dimostrare che K ¢ una sottocategoria non piena di An ;.

Esercizio 5.5. Dimostrare che l'applicazione ¢ : Y — Hje ;X dell’Esempio

5.3.3 ¢ continua se e solo se le sue componenti ¢; : ¥ — X; sono continue.

Esercizio 5.6. Dimostrare che la topologia dell’'unione disgiunta (cfr. Esempio
5.3.7) ¢ effettivamente una topologia. Dimostrare inoltre che tale topologia ¢ la
pit fine tra tutte le topologia sull'insieme S = U;c; (X; x {j}) rispetto alle quali
le inclusioni naturali i; : X; — S,z; — (z;,J) sono continue. Dimostrare che

(S,i;) & il coprodotto categoriale degli oggetti {X;};c; nella categoria Top.

Esercizio 5.7. Dimostrare che il prodotto libero di due o piti gruppi non banali

non é abeliano.
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Capitolo 6

Gruppi liberi, presentazioni e

abelianizzazioni

6.1 Gruppi liberi

Sia G un gruppo e S C G un suo sottoinsieme. Diremo che S genera G
e gli elementi di S verranno chiamati generatori di GG, se ogni elemento di G
puo essere scritto come prodotto di un numero finito di elementi di S e dei loro
inversi. In altre parole se S C GG genera G allora ogni elemento di G puod essere
scritto come prodotto finito di potenze intere di elementi di S. Diremo che G ¢
finitamente generato se esiste un insieme finito S che genera G. Chiaramente
ogni gruppo ha un insieme di generatori dati dal gruppo stesso. Solitamente
si cerca un numero di generatori che sia minimale. Un esempio semplice ma
importante é quello di gruppo ciclico che ha precisamente un generatore (e quindi
¢ finitamente generato). Segue dai corsi di algebra che un gruppo ciclico ¢ isomorfo
a Z (gruppo ciclico infinito) oppure a Z, per qualche n (gruppo ciclico finito).
Dato un qualunque simbolo x possiamo formare il gruppo ciclico infinito generato
da 2z (e quindi isomorfo Z) e denotato con F(z). Gli elementi di F(z) sono le
potenze intere di 2 con la moltiplicazione 22" = z™*" ed elemento neutro z°.

I gruppi abeliani finitamente generati sono classificati.

Teorema 6.1.1. (classificazione dei gruppi abeliani finitamente generati) Sia G

un gruppo abeliano finitamente generato. Allora G é isomorfo al prodotto diretto:
7, X ~--><Z><Zp§1 X oo pr;k,

dove i p; sono numeri primi non necessariamente distinti *. Inoltre il prodotto

IPer esempio Zg x Zs non ¢ isomorfo a Z4. Infatti Z,,, = Zy, X Zy, se € solo se m e n sono

primi tra loro.
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diretto e unico a meno di permutazione dei fattori e quindi il numero dei fattor:

N . T4 .
Z ¢ unico e le potenze p;’ sono uniche.

Dimostrazione: Lo studente interessato potra trovare un dimostrazione in
[2, Cap II, par. 11]). O

Il numero dei fattori Z che appaiono nel teorema ¢ chiamato il rango di G e
il gruppo Zp? X e X Zp;k, il sottogruppo di torsione di G.

Sia S un insieme. Definiamo il gruppo libero sull’insieme S, denotato con
F(5), come il prodotto libero di tutti i gruppi ciclici infiniti generati da elementi
di S, cioé: F(S) = #,e5F (). Chiaramente se S ¢ in bigezione con S" allora F(S)
¢ isomorfo a F(S"). Osserviamo che esiste un’inclusione naturale i : S — F(S)
che invia ogni = € S nella parola = € F(S) e quindi possiamo pensare S come
un sottoinsieme di F'(S). Per il Teorema 5.4.3, ogni elemento di F'(S) puo essere

scritto come una parola ridotta cioé come:

niy _.no N,
Ty Ty L s

dove gli ; sono elementi di S, x; # ;41 per ogni j e n; sono numeri interi. La

moltiplicazione nel gruppo F(S) si ottiene semplicemente per giustapposizione
m+n
J

che S = {x1,...x,} sia un insieme finito denoteremo il gruppo libero generato

e sostituendo potenze consecutive dello stesso z; come z7'z} = . Nel caso
da S con il simbolo F/(z1,...%,,) = Z* --- % Z (m fattori). Gl z; si chiamano i

generatori liberi del gruppo libero generato da S = {z1,...2,,}.

Osservazione 6.1.2. Esistono gruppi che non sono liberi. Ad esempio ogni
gruppo finito non é libero in quanto ogni gruppo libero ha un numero infinito di

elementi.

La seguente proposizione mostra che il gruppo libero F(S) soddisfa una pro-

prieta universale.

Proposizione 6.1.3. Sia S un’insieme. 1l gruppo libero F'(S) soddisfa la sequente
proprieta universale: per ogni gruppo G e per ogni applicazione ¢ : S — G
esiste un unico omomorfismo ¢ : F(S) — G che rende commutativo il sequente

diagramma:

F(S)

S———G
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Dimostrazione: Sia z7'z3?--- 2 € F(S) una parola non necessariamente
ridotta. Definiamo
playtay® - ay) = (@) (22)"™ - - p(am)"". (6.1)

L’applicazione ¢ é ben definita. Infatti:

P(aT) = ()™ = p(x;)"p(x;)" = @) p(a])

Inoltre, per costruzione, ¢ € I'unico omomorfismo di gruppi tale che ¢ = pod. O

11 gruppo libero F(S) su un insieme S & caratterizzato dalla precedente pro-

prieta universale.

Proposizione 6.1.4. Sia S un insteme, H un gruppo e 5 : S — H un’applicazio-
ne tale che per ogni gruppo G e per ogni applicazione i : S — G esiste un unico

omomorfismo v : H — G che rende commutativo il sequente diagramma.

S——G

Allora esiste un unico isomorfismo j : F(S) — H tale che joi = j.

Dimostrazione: Per la proprieta universale di F'(S) e per le ipotesi esisto-
no due morfismi 7 : H — F(S) e j : F(S) — H che rendono commutativi i

diagrammi:
H F(S)
S —L F(S) S—L SH

Si ottengono quindi i diagrammi:

H F(S)

N TN

§— S— 1L F(S)

Segue allora dall’unicita che 10 j =idy e joi = idp(sy. Quindi j (risp. 1) &

I"unico isomorfismo che soddisfa j oi = j (risp. 70 j = i). O
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6.2 Presentazione di gruppi

A volte é utile descrivere un dato gruppo specificando un insieme di suoi
“generatori” soggetti ad alcune “relazioni” che ci dicono come moltiplicare i ge-
neratori tra loro. Per esempio il gruppo ciclico di ordine n generato da x puo
essere descritto come il gruppo generato da x tramite la relazione z" = 1. Le
altre relazioni “seguono” da questa, per esempio z?® = 1. Oppure il gruppo Z x Z
puo essere descritto da due generatori x e y con la relazione xy = yx. Il grup-
po F(z,y) = Z *x Z pud essere descritto dai generatori z,y senza relazioni (cf.
Esempio 6.2.3). In effetti il fatto che alcune relazioni “seguano” da altre puo
essere reso rigoroso tramite il concetto di presentazione di gruppo. Per definirla
abbiamo bisogno del concetto di chiusura normale. Sia G un gruppoe R C G
un suo sottoinsieme. La chiusura normale N(R) di R in G ¢ I'intersezione di
tutti i sottogruppi normali di G' che contengono R o, equivalentemente, come il
pitl piccolo sottogruppo normale di GG che contiene R.

Una descrizione equivalente di N(R) ¢ la seguente:

Proposizione 6.2.1. Sia G un gruppo e R un suo sottoinsieme. Allora N(R) é

generato da tutti i coniugati di elementi di R.

Dimostrazione: Sia N’ il sottogruppo di G generato da tutti i coniugati
di elementi di R (ossia elementi della forma grg=' oppure gr='¢~! con g € G
e r € R). Vogliamo far vedere che N' = N(R). Chiaramente N' C N(R)
in quanto N(R) & normale in G e contiene R. Resta da far vedere che N &

U appartiene a N’ per ogni ¢ € G en' € N'. Ogni

normale in G e cioé che gn' g~
n' € N' ¢ il prodotto n' = giz197  gowagy ' - -  ImZTmIms 9j € G e x; € R oppure

z; € R7' = {r~' | r € R}. Segue che gn'g™! ¢ uguale a:

(2197 2205 " - Gmtmg )9t = 99171(991) " 99222(992) T - - - 9GmTm (9Gm) T

~ . '
che é ancora un elemento di N . O

Sia ora S un insieme. Sia R un sottoinsieme del gruppo libero F'(.S) sull’in-

sieme S. Consideriamo il gruppo (S | R) definito come il quoziente
(S| R) =F(5)/N(R),

dove N(R) ¢ la chiusura normale di R in F'(S). La coppia (S, R) ¢ detta una
presentazione del gruppo (S | R), gli elementi di S sono chiamati i generatori

e gli elementi di R le relazioni della presentazione. Ovviamente se R = () allora

(S']R)=(S[0)=F(S).



6.2. PRESENTAZIONE DI GRUPPI 81

Diremo che un gruppo G ¢ presentato da una coppia (S, R) con R C F(S),
se G ¢ isomorfo al gruppo (S| R). Il gruppo (S | R) si puod pensare come il
pit grande gruppo quoziente di F'(S) dove gli elementi di R si identificano con
I'identita. Osserviamo che ogni gruppo G ammette una presentazione. Infatti
gli elementi di G chiaramente generano (. Inoltre, per la proprieta universale
dei gruppi liberi, l'identita di G si estende in modo unico ad un omomorfismo
suriettivo ¢ : F'(G) — G. Se R = N(R) denota il nucleo di ¢ allora per il primo

teorema di isomorfismo
G=F(G)/N(R)=(G | R).

Ovviamente questa presentazione non ¢ molto efficiente: ci piacerebbe avere del-
le presentazioni con il minor numero di generatori e relazioni. Se un gruppo
G ammette una presentazione (S | R) dove S e R sono finiti, diremo che G

¢ finitamente presentato. In questo caso scriveremo la presentazione come

(x1,...25 | r1,...,7m). Useremo anche la notazione
<ZE1,...ZEn | T‘1:Q1,---;TmZQm>
per indicare <91:1, ce Ty | 7’1qfl, ces ﬂ“mq;zl>-

Esempio 6.2.2. 1l gruppo libero F(z1,...,x,) = Z * --- % Z (n fattori) ha una
presentazione
F(xy,...xy) = (xy,...,2, | 0).

Esempio 6.2.3. Il gruppo Z x Z ha una presentazione

(z,y | vy =yx) = (z,y | zyz 'y~ "),

Diamo una dimostrazione di questo fatto. Osserviamo che i simboli x e y sono
i generatori del gruppo libero F(z,y) oppure possono essere visti nel quoziente
(x,y | vy =yx) = F(x,y)/N(R) dove R & costituito da una sola parola R =
{zyz~'y~'}. Usando la relazione R si deduce facilmente (con un ragionamento
induttivo) che il gruppo F(z,y)/N(R) ¢ abeliano. Consideriamo l'applicazione
¢ : {x,y} — Z x Z tale che p(z) = (1,0) e p(y) = (0,1). Per la proprieta
universale dei gruppi liberi (Proposizione 6.1.3) esiste un unico omomorfismo
¢ : F(x,y) = Z x Z dato da (cfr. (6.1)):

mi, N1

Ga™y™ xRy ) = myp(x) + map(y) + -+ mpp(r) + nre(y) =

(m1,0) +(0,n1) + -+ - 4+ (Mg, 0) + (0,np) = (Mg + -+ + My, g + -+ - + 1)
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Segue che il R C Ker ¢ e quindi N(R) C Ker ¢. Resta cosi definito un omomor-

fismo
®: F(z,y)/N(R) = Z x L, x™y™ - 2™ y™ s (my + -+ my, 0y + - - - + 1),

dove questa volta z™1y"t - .- x™ky" denota la classe d’equivalenza nel quoziente

F(z,y)/N(R). Definiamo un’applicazione
U :Z xZ — F(z,y)/N(R), (m,n) — z™y"

(anche qui z™y" denota la classe d’equivalenza nel quoziente F(x,y)/N(R)). 1l
fatto che F(z,y)/N(R) sia abeliano implica che ¥ ¢ un omomorfismo. Inoltre &
immediato verificare che Do W = idy e (\ilo&)) = idp(a,y)/N(R), le quali mostrano

che ® ¢é un isomorfismo di gruppi con inversa V.

Esempio 6.2.4. Il gruppo ciclico Z, ha una presentazione Z, = (x | 2" = 1).

La verifica ¢ lasciata allo studente.

Esempio 6.2.5. Il gruppo %, X Z,, ha una presentazione
(v,y | 2" =1,y = 1,2y = yx)
la verifica ¢ lasciata allo studente.

Esempio 6.2.6. I due gruppi G = (a,b|baba™') e H = (a,c | a*c*) sono
isomorfi. Sia
v :{a,b} - H

definita da ¢(a) = a e p(b) = ca, dove nei secondi membri a e ca denotano le
classi di a e ca (elementi di F(a,c)) in H = F(a,c)/N(Ry), Ry = {a*c*}. Per la
proprieta universale dei gruppi liberi esiste un unico omomorfismo ¢ : F'(a,b) —
H tale che ¢(a) = p(a) = a e ¢(b) = ¢(b) = ca. Osserviamo che baba™' € Ker ¢.
Infatti, usando la (6.1),

@(baba™t) = p(b)p(a)p(b)p(a)t = caacaa™ = ca’*c = c(a*c®)c ! =cct = 1.

dove nell’ultima uguaglianza abbiamo usato la relazione a?c*> = 1 valida in H.
Quindi, essendo G = F(a,b)/N(Ry), Ry = {baba~'} allora N(R;) C Ker¢ e
quindi resta definito un unico omomorfismo ® : G — H tale che ®(a) = a e

®(b) = ca, dove a e b al primo membro denotano le classi di a ¢ b in G =
F(a,b)/N(Ry). Per costruire inversa di ®, sia

v :{a,ct =G
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defiinita da v¢(a) = a e ¥(c) = ba~' (dove nei secondi membri a e ba~! rap-

presentano le classi di @ e ba™! in G). Per la proprieta universale dei gruppi
liberi esiste un unico omomorfismo v : F(a,c) — G tale che i(a) = ¢(a) = a e
Y(c) = ¥(c) = ba~" Osserviamo che a®c? € Ker¢. Infatti, sempre per la (6.1),

Y(a*c?) = Y(a)*P(c)? = a*ba"ba™t = ab(baba )ba™! = ab *ba ! = 1.

dove nell’ultima uguaglianza abbiamo usato la relazione baba~! = 1 valida in
G. Quindi, N(R,) C Kert) e resta definito un unico omomorfismo ¥ : H — G
tale che W(a) = a e ¥(c) = ba~! (dove a e ¢ al primo membro rappresentano le
classi di a e ¢ in H). Osserviamo, infine, che (¥ o ®)(a) = a, (¥ o ®)(b) = b,
(® o W)(a) = a, (P oW)(c) = ¢, le quali mostrano che ® & un isomorfismo con

inversa V.

Concludiamo questo paragrafo osservando che, nonostante le presentazioni
finite di un gruppo forniscano un modo semplice e concreto per il suo studio, molte
delle questioni basilari riguardanti il gruppo in questione non sono facilmente
accessibili. Intorno al 1910, appena dopo l'invenzione del gruppo fondamentale,

i due topologi Henrich Tietze e Max Dehn posero i seguenti problemi:

e Il problema dell’isomorfismo: date due presentazioni finite di due gruppi

capire se i gruppi sono isomorfi;

e Il problema della parola: data una presentazione finita (S | R) e una
parola s € F(S) capire quando s = 1 in (S | R) (equivalentemente capire

quando due parole sono uguali).

Non esiste una procedura generale che permetta di risolvere nessuno dei due

problemi. Per esempio la presentazione
(x,y | ayfaly™, yaPyla?)

é isomorfa al gruppo banale ma la dimostrazione é tutt’altro che immediata

(provare per credere!).

6.3 Abelianizzazioni

Sia G'un gruppo e S un suo sottoinsieme. Ricordiamo che il sottogruppo (S) di
G generato da S é il piu piccolo sottogruppo che contiene S o equivalentemente,

I'intersezione di tutti i sottogruppi di G che contengono S. Siano z,y € G.



84CAPITOLO 6. GRUPPI LIBERI, PRESENTAZIONI E ABELIANIZZAZIONI

Denotiamo con [z,y] = zyz~'y~! il commutatore di = e y. Consideriamo
il sottogruppo G' C G generato dal sottoinsieme S di G costituito da tutti i

commutatori di G, ossia

G = ([z,yl,z,y € G).
Chiameremo G il commutatore del gruppo G. Chiaramente G’ ¢ banale se e
solo se G ¢ abeliano. La seguente proposizione riassume le proprieta principali

del commutatore.

Proposizione 6.3.1. Sia G un gruppo e G il suo commutatore. Valgono i

sequenti fatti:
1) G ¢ un sottogruppo normale di G;

2) il quoziente G/G/ e un gruppo abeliano, il quale verra chiamato 1’abelia-

nizzazione di G e indicato con Ab(G);
3) se N & un sottogruppo normale di G ¢ G/N ¢ abeliano allora G C N;
4) se Gy e Gy sono due gruppi isomorfi allora Ab(Gy) ¢é isomorfo a Ab(Gs);

5) wale la sequente proprieta universale: per ogni gruppo abeliano H e per ogni
omomorfismo ¢ : G — H esiste un unico omomorfismo ¢ : Ab(G) — H

che rende commutativo il sequente diagramma:

G—2 3 H

| &

Ab(G)
dove m: G — Ab(G) denota la proiezione sul quoziente;

6) Ab(G) é univocamente determinato a meno di isomorfismi dalla precedente

proprieta universale.

Dimostrazione: Per dimostrare la 1) ossia che G’ ¢ un sottogruppo normale

! appartiene a G’ per ogni z € G e g € G.

di G bisogna verificare che gzg~
Osserviamo che ogni z € G & il prodotto di commutatori e dei loro inversi e
siccome [z,y]™' = [y, | allora z ¢ prodotto di commutatori, ossia z = 21 ... 2,

dove z; sono commutatori. Segue che

929" = (92197") - (92097 ")
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e per dimostrare la 1) ¢ sufficiente verificare che il coniugato g[z,ylg~' di un
commutatore [z,y] appartiene a G' per ogni x,7,9 € G. Ma g[r,ylg™" =
lgzg~", gy9~'] € G

Dimostriamo la 2) ossia che Ab(G) & un gruppo abeliano. Siano zG’, yG' due
elementi arbitrari di Ab(G). Allora Ab(G) ¢ abeliano se e solo se 7yG’ = yxG'
ossia xyx 'y 'G = [z,y]G" = G'. Questo ¢ equivalente al fatto che [z,y] € G
che ¢ vero per la definizione di G'.

La 3) e la 4) sono lasciate come esercizio per lo studente.

Per dimostrare la 5) osserviamo che essendo H abeliano allora G' C Ker ¢.
Quindi, per il primo teorema di isomorfismo, esiste un unico omomorfismo ¢ :
Ab(G) = G/G' — H tale che gom = p.

Infine per dimostrare la 6) supponiamo che esista un gruppo abeliano A e
un omomorfismo © : G — A tale che per ogni gruppo abeliano K e per ogni
omomorfismo ¢ : G — K esista un unico omomorfismo 1/; : A — K che rende

commutativo il seguente diagramma:

L}K

Allora per la proprieta universale (punto 5)) si ottengono i due diagrammi:

TL/A T—”>Ab(G)
AB(G) A
i quali implicano
(f—MAb(G) 1,“7 A
Ab(G) A
Segue dall’unicita che 7o 7' = idAb(G) e @ of = idy e quindi # ¢ un

. . 1 . . « . .. .
isomorfismo con inversa 7 (e quindi Ab(G) ¢ unico a meno di isomorfismi). O

Osservazione 6.3.2. Se G ¢ un gruppo e N un suo sottogruppo normale tale
che G/N sia abeliano. Allora segue dalla 3) del teorema precedente che G/N C
Ab(G). Quindi Ab(G) ¢ il “piu grande” quoziente abeliano di G.
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I due esempi che seguono saranno importanti per la classificazione delle su-

perfici compatte nel Capitolo 8.

Esempio 6.3.3. Sia g un numero naturale positivo. Consideriamo la presenta-

zione data da:
G = <a1, bl, a9, bg, ceey Qg bg | alblaflbflangCL;lb;l R agbgaglb;1> .
Vogliamo mostrare che Ab(G) = Z*. Cominciamo a definire un’applicazione

2 {a17b17a27b27 s 7ag7bg} — 2297 QO(CL]) ‘= €y, gp(b]) ‘= €jtg;s j = 17 - 9,

dove ey, k =1,...,2g ¢ I'elemento in Z?9 con 1 nella posizione k-esima e 0 altrove.

Per la proprieta universale dei gruppi liberi esiste un unico omomorfismo
@1 Flay, by, ag,by, ... a4 by) — Z*
definito dall’equazione:
P(a;) = plaj) = ¢;, ¢(bj) = o(bj) = €jug, J=1,....9

e dalla (6.1), cioé

ni .n2

Plartay? - apr) = (1) + nop(2) + - -+ N (Tm).

dove gli x, sono uguali a qualche a; oppure b;. Segue facilmente che

arbra; tby tagboay byt .agbgag_lbg_1 € Ker ¢.
Siccome
G = F(ay,bi,a,ba, ..., a4,b)/N(R), R = {a1bray by 'agbsay 'by" - - - agbga, 'b, '},

si deduce che N(R) C Ker¢ e quindi resta definito un unico omomorfismo &
G — 7?9 tale che

<I>(aj) = €5, (I)(b]) = €j+g, j = 1, ... g,
dove a; e b; denotano le classi d’equivalenza nel gruppo G.
Per la proprieta universale delle abelianizzazioni (punto 5) della Proposizione
6.3.1) esiste un unico omomorfismo ® : Ab(G) — Z* tale che ® o 7 = @, dove
7 : G — Ab(G) ¢é l'applicazione quoziente. In particolare,

(o)) = ej, D)) = €505 = 1,0,
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dove le parentesi quadre rappresentano le classi d’equivalenza in Ab(G). Sia ora

U : 7% — Ab(G) P'omomorfismo univocamente determinato dalle equazioni:

(e0) [a] se 1<k<yg
e =
‘ [bk—g] s€ g +1 S k S 297

=Ll

\I/(mlel + -4 mggng) = \i/(el)ml LR \i/(egg)mQQ, ij € Z

Si verifica immediatamente che:

(@ 0 ®)([a5]) = [a;], (Fod)([bs]) =[], 5=1,...,9,

(@oW)(ex) = en, k=1,...,2g,
dalle quali segue che (TIS ¢ un isomorfismo con inversa \i/

Esempio 6.3.4. Sia g un numero naturale positivo. Consideriamo la presenta-

zione data da:
2

H = (a1, as,...,a4 | aia5...al).

Vogliamo mostrare che Ab(H) = Z9~! x Z,. Definiamo un’applicazione

Q {al,ag, R, ,ag} — ngl X ZQ,
come:
ek se 1<k<g-—1
play) =
foei——eg se k=g,
dove e, kK = 1,...,9 — 1 é 'elemento in Z9 con 1 nella posizione k-esima e 0

altrove e f = (0,...,0,[1]) € Z97! x Z,. Per la proprieta universale dei gruppi

liberi esiste un unico omomorfismo
¢ Flay,aq,...,a,) — 797 X 7,
definito dall’equazione:
Plax) = plar) = ex, @lag) =wlag) =f—e1——egn, k=1,...,9—1

e dalla (6.1), cioe

ni ,.n2 Nm

playtay® - ay) = mp(x) + na@(w2) + - 4 N (L)

dove gli 2, sono uguali a qualche a;. Si verifica facilmente che ¢(a3a3...a2) =0

e quindi afaj . ..a; € Ker . Siccome

H= F(a’ha%-u,ag)/N(R), R = {a%ag...cﬂ}

g
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segue che N(R) C Ker ¢ e resta quindi cosi definito un unico omomorfismo P
H — 797" x Z, tale che

~ 1<k<g-1
o -{ o1y

foer——egq se k=g,

dove gli a; denotano le classi d’equivalenza nel gruppo H.
_ Per la proprieta universale delle abelianizzazioni esiste un unico omomorfismo
®: Ab(H) — 797" X 7y tale che dor = d, dove 7 : H — Ab(H) & applicazione

quoziente. Sia ora W : Z9~' xZy — Ab(H) I'omomorfismo definito dalle equazioni:

Uiew) = lar), k=1,...,g— 1, U(f) = [ar---ay]

e

\Il(mlel + -+ Mg—1€4—1 +m f) = \I’(el)ml cee \il(eg,l)mgfl\i/(fyn, ‘v’mj,m S Z,
dove le parentesi quadre rappresentano le classi d’equivalenza in Ab(H). Si

verifica immediatamente che

(0o ®)([ap]) = [ar], (PoW)(er) =ex, k=1,...,9 1,

)([ag]) = lag], (@0 W)(f) = f

183

(W

(]
e quindi U ¢ linversa di ®.

6.4 Esercizi

Esercizio 6.1. Sia .S un sottoinsieme di un gruppo GG. Dimostrare che S genera

G se e solo se S non € contenuto in nessun sottogruppo proprio di G.
Esercizio 6.2. Dimostrare gli isomorfismi degli Esempi 6.2.4 e 6.2.5.

Esercizio 6.3. Dimostrare che il gruppo G =< a,b | a*, b* aba='b~! > ¢ isomorfo
ZQ X Z4.

Esercizio 6.4. Siano S; e Sy due insiemi disgiunti e Ry C F(S1) e Ry C F(5,).
Dimostrare che (S;U Sy | Ry U Ry) é una presentazione del gruppo (S7 | Ry) *
(S2 Ry ).

Esercizio 6.5. Dimostrare la (3) e la (4) della Proposizione 6.3.1.

Esercizio 6.6. Sia < S | R > una presentazione di un gruppo G. Sia R C F(S)
Pinsieme R = {zyz~'y~' | z,y € F(S)}. Dimostrare che < S | RUR > ¢ una
presentazione del gruppo Ab(G).
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Esercizio 6.7. Dimostrare che il gruppo G =< a,b | a*ba™3b7!, a’b?a=*b2 >
non ¢ il gruppo banale.

Esercizio 6.8. Dimostrare che ’abelianizzazione definisce un funtore covariante

dalla categoria dei gruppi G a quella dei gruppi abeliani Ab.
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Capitolo 7

I1 Teorema di Seifert—Van Kampen

7.1 Enunciato e dimostrazione parziale

Sia X uno spazio topologico connesso per archi e siano U; e Us; due suoi
sottoinsiemi aperti e connessi per archi tali che X = U; U U, e la cui intersezione
Ul N U, sia non vuota e connessa per archi. Consideriamo le inclusioni naturali

:UiNUy = Up,io : Uy NUy; = Us, g1 : Uy — X, jo : Uy — X e il diagramma:

Ui
>N
Ui NU, X
Uz
Sia x¢ € Uy N U,, allora si ottiene il seguente diagramma sui gruppi fonda-
mentali:
Ul) xO)
71 (U1 N Uy, o) 1(X, o)
m1(Us, 20)

dove @1 = (i1)s, P2 = (i2)«, Y1 = (J1)«, Y2 = (J2)s« sono le applicazioni indotte
sui rispettivi gruppi fondamentali. Inseriamo nel mezzo del diagramma il prodotto
libero 7T1(U1,.I‘0) * 7T1(U2,I0) e siano in : 7T1(Uj7$0) — 7T1(U1,.I’0) * 7T1(U2,I0),

j = 1,2, le inclusioni canoniche. Per la proprieta universale del prodotto libero
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(cfr. Teorema 5.4.6) esiste un unico omomorfismo
o 27T1(U1,ZEO)*7T1(U2,1'0) —>7T1(X7.I‘0) (71)
che rende commutativo la parte destra del seguente diagramma:

m(Uy, o)

7T1(U1 N Uz,.ﬁlﬁo) —F>7T1(U1,330) * 7T1(U27.CE0) <I)—>’/T1()(,.T0)

7T1(U2,1’0)

Definiamo inoltre un’applicazione (la quale non ¢ un omomorfismo)
F: 7T1(U1 N UQ,CC()) — 7T1(U1,£C0) * 7T1(U2, 513'0)

che a vy € m (U; NUy, x0) associa F(v) = ¢1(7)e2(7) !, dove stiamo identificando
©;j(7) con iy, (¢;(7)), j = 1,2. Consideriamo I'immagine di F,

F(mi(Uy N Uy, x0)) = {e1(7)p2(7) ™ | v € m(Ur N Uz, 20)}

e sia
NF = N(F(?Tl(Ul N UQ, ZL‘()))) g 7T1(U1, l’o) k 7T1(U2,ZEO)
la sua chiusura normale in m(Uy, zg) * m1(Us, zo). Possiamo ora enunciare il

risultato principale di questo capitolo che risultera uno strumento utilissimo per

il calcolo del gruppo fondamentale di vari spazi.

Teorema 7.1.1. (Seifert—Van Kampen ') Sia X uno spazio topologico e Uy e U,
due sottoinsiemi aperti di X connessi per archi tali che X = Uy U Uy e Uy N Uy
sia non vuoto e connessi per archi. Allora per ogni xo € Uy N Uy "omomorfismo

definito in (7.1) & suriettivo e il suo nucleo ¢ Nr. Consequentemente
(X, 29) = (m1 (U, x0) * m1 (U2, 20)) /Np-

Notazioni. Prima di dimostrare (parzialmente) il teorema introduciamo alcune

notazioni. Se f e g sono due archi in Uy, Uy, Uy N Uy oppure X scriveremo

f ~U, g?f ~Us g?f ~ULINU, gafNX g

'Herbert Seifert e Egbert Van Kampen dimostrarono il teorema indipendentemente agli inizi
del 1930.
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per indicare che f ¢ omotopo relativamente a {0,1} a g in Uy, Uy, Uy N Uy
oppure in X. Scriveremo anche [f]u,,[flvs, [fluinw, 0 [f]x per indicare la classe
di equivalenza di omotopia dell’arco f relativa a {0,1} in Uy, Us, Uy NU; 0 X.
Inoltre denoteremo il prodotto libero con uno *. Consideriamo per esempio un
elemento

[91]uy * [ga]u, * -+ - * [gq—1]uy * [94)un

di m(Uy, o) * m1(Us, ), allora
([g1]vy *[g2]vs* - *[gg-1]va*[94]vn) = Y1 ([g1]en)2([g2]es) - - - 1 ([9g-1]u ) ¥2([gg]vs)

= [n1]x[92]x -+ [9g-1]x[9q)x =91 - g2+ 941 - 94]x, (7.2)

dove g1 - g2+ - gg—1 - g4 denota la concatenazione dei lacci g;.

Dimostrazione parziale del Teorema 7.1.1 Mostriamo che ® é suriettiva.
Sia f : I — X un laccio di base zg in X, f(0) = f(1) = xy. Ragionando come
nel Teorema 2.5.1 possiamo trovare una suddivisione di I, ag =0 < a; < --- <
a, = 1, tale che per ogni « =1,2,...,¢q, f([aa-1,a4]) sia contenuto in U; o in U,
e inoltre f(a,) € Uy NUs, Sia ora f, : I — X 'arco definito da:

fa(t) = f((l _t)aa—l +tao¢>> a = 17"-7Q'

Dal Teorema 2.1.5 segue che f ~x fi--- f, 0, equivalentemente, [f]x = [f1--- f,]x.
Ciascuno degli archi f, non ¢ un laccio basato in zy. Per rimediare a questo fatto

usiamo la connessione per archi di Uy NU; e definiamo un arco r, : I — U;NU; da
zo € Uy NUs a f(an) = fa(l) per ogni a =1,...,¢ — 1, e poniamo ry = r, = €,

(arco costante di base x¢). In figura ¢é illustrato il caso g = 3.
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Segue dal Lemma 2.1.1 che

7"0'f1'i(Tl)'7’1'f2'i(7‘2)""7‘q—1'fq'i(rq) ~x f

e quindi [f]x = [g1 - g¢lx dove go =1+ fa-i(ra), «=1,...,¢, ¢ un laccio di
base xy interamente contenuto in U; o in U,. Supponiamo, per esempio, che gy

sia contenuto in Uy, g9 in Us,..., g,—1 in Uy e g, in U, e consideriamo 1’elemento
) sy Jq q

s = [qi]v, * [92]vy * -+ * [gg—1]vn * [94)us

Allora, per la (7.2), si ottiene

®(s) =[g1- - g4lx = [f]x

e quindi ¢ ¢ suriettiva. Vogliamo dimostrare adesso che Np = Ker ®. La di-
mostrazione dell’inclusione Ker® C Ny é la parte piu delicata del teorema e
non verrd dimostrata (lo studente ¢ rinviato a [9] in bibliografia). Dimostrere-
mo solo l'inclusione Np C Ker ®. Per fare questo ¢ sufficiente dimostrare che
F(m(Uy N Uy, xg)) € Ker @. Sia dunque [f]y,nv, € m1(Uy N Us, xp). Allora

O(F([flownes)) = @1 ([flvnws) * @2([flone) ') =

= ([flo, * [i(N]v,) = [f1x[i(f)]x =1

che é quello che si voleva dimostrare. O

Quando i gruppi fondamentali coinvolti hanno una presentazione finita il
Teorema di Seifert—Van Kampen puo essere espresso in termini di generatori

e relazioni.

Proposizione 7.1.2. Nelle stesse ipotesi del Teorema 7.1.1 supponiamo inoltre

che i gruppi fondamentali di Uy, Us e Uy N Uy abbiamo le presentazioni finite:
(U1, x0) = (@1, ooy O | P15+ 25 P0) 5

71 (U, 7o) = (B1y -, B | 015, 04) 5
T (UiNUz,20) = (1,5 | 71,25 Te)

Allora il gruppo fondamentale m (X, xo) pud essere presentato come:

7T1(X7$0) = <a17-"aam7517"'75n | P1y---5Pry01y...,05,U1 = Ula-"aup = vp>
dove, per ogni o« = 1,...,p, ug € un’ espressione di ¢1(7,) € m(Uy,x0) rispetto
ai generatori {aq, ..., a,} e v, & un’ espressione di po(Va) € m1(Us, o) rispetto

ai generatori {fy,..., Bn}.
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Dimostrazione: la dimostrazione verra ommessa (si veda [9] in bibliografia).
O

Osservazione 7.1.3. Notiamo che le relazioni {r,..., 7} della presentazione

del gruppo ;1 (U; N Uz, zp) non giocano alcun ruolo nel calcolo di (X, zo).

7.2 Prima applicazione
Il corollario che segue ¢ una conseguenza immediata del Teorema 7.1.1.

Corollario 7.2.1. Sia X uno spazio topologico che possa essere scritto come
untone di due aperti semplicemente connessi Uy e Uy la cui intersezione é non

vuota e connessa per archi. Allora X & semplicemente connesso.

Vogliamo usare il corollario per (ri)dimostrare che la sfera, il complementa-
re di un numero finito di punti di R"®, n > 3, e il proiettivo complesso sono

semplicemente connessi.

Esempio 7.2.2. Siano N e S il polo nord e il polo sud della sfera S™, n > 2.
Allora gli aperti Uy = S"\{N} ZR"e Uy = S"\{S} ZR"e U;NU, =ZR"\ {0}
soddisfano le ipotesi del Corollario 7.2.1 e quindi S™ é semplicemente connessa,

in accordo con il Teorema 2.5.1.

Esempio 7.2.3. Siano py,...pg un numero finito di punti distinti di R", n > 3.
Sia X = R™\ {p1,...px}. Per dimostrare che X ¢ semplicemente connesso.
ragioniamo per induzione sul numero k£ dei punti in questione. Se k = 0, R" ¢
semplicemente connesso (addirittura convesso e quindi contraibile). Per k = 1,
R™\ {p1} & semplicemente connessa per il Corollario 2.5.3. Sia quindi k£ > 2
e supponiamo che R™ \ {s punti} sia semplicemente connesso per tutti gli s <
k. Consideriamo un’applicazione lineare h : R™ — R tale che h(p;) # h(p2).
Scambiando eventualemente p; con py possiamo assumere h(p;) < h(ps). Allora
Uy={ze€ X |h(z)>hlp)}, Us={x € X | h(x) < h(pz)} e Uy NU; = {z €
X | h(p1) < h(z) < h(p2)} sono tutti omeomorfi rispettivamente a R™\ {s; punti},
R™ \ {sy punti} e R™\ {s3 punti} con s; < k, j = 1,2,3. Applicando I'ipotesi

induttiva e il Corollario 7.2.1 si deduce allora che X & semplicemente connesso.

Esempio 7.2.4. (lo spazio proiettivo complesso) La definizione dello spazio pro-
iettivo complesso é simile a quella dello spazio proiettivo reale estesa al caso dei
numeri complessi. Sia n > 0 un numero naturale e sia X = C"*1\ {0}. Defi-

niamo una relazione di equivalenza ~ su X dichiarando z ~ w se e solo se esiste
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A € C\ {0} tale che w = Az. Lo spazio quoziente (con la topologia quoziente)
si chiama lo spazio proiettivo complesso n-dimensionale e verra indicato
con CP". Un punto di CP" verra denotato con [z]. Se restringiamo la relazione
d’equivalenza alla sfera unitaria in S?"*! c C"*! possiamo pensare a CP" come
'insieme delle classi d’equivalenza in S*"™! dove z ~ w, z,w € S?"*! se e solo
se esiste A € S! tale che w = \z. Esattamente come nel caso di RP" (cfr. Teo-
rema 11.5.1 di [7] in bibliografia) si dimostra che CP" ¢ una varieta topologica
compatta e connessa di dimensione 2n (i dettagli sono lasciati come esercizio per

77777

dato dagli aperti
U; ={[7] = [20,...20] € CP" | 2; # 0},
insieme alle carte

0, U; — C" = R™, [z}H(ﬁ,...,@,@,...,—). (7.3)

Zj Zj Zj Zj

Osserviamo che per n = 0, CP° si riduce ad un punto. Mentre, per n = 1,
CP! ¢ omeomorfo alla sfera S?. Per vedere questo fatto diamo una descrizione
esplicita delle carte ¢ e ¢, dell’atlante canonico {(Uj, ;) }j=01 di CP'. Da (7.3)

otteniamo:

wo: Uy = C, [20721]'—>é222x+iy6C%R2,
<0

20 . ~
01: U, = C, [20,21] = Z =w=u+iveCx=R?
21
Mentre le loro inverse sono:

0ot C—= Uy, 2+ [1,2],
o' C— Uy, wes [w,1].
Siano N = (0,0,1) e S = (0,0, —1) il polo nord e il polo sud della sfera
S?={(z,y,t) eER* |2+ +2 =1} ={(z,0) | |2+ =1}, z =z +1iy.

Consideriamo 'atlante su S? costiuito dalle due carte (Uy = S? \ {N},¢n) e
(Us = S?\ {S},p,) di S? date da:
T Yy z

U R?2 2~ C t —
YN N — 7($7y7)'_>(1_t71_t) 1—¢

_y) z

Be:Us—>R*=C t) — =
Ps S ,(l’,y7) (1+t71+t 1+t’
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dove z = x + iy. Lo studente avra notato che ¢y ¢ esattamente la proiezione
stereografica dal polo nord mentre g € la coniugata della proiezione stereografica

g dal polo sud. Osserviamo che per
(z,t) eUnNUs ={(z,t) | |22 +t2 =1, t#%1}

si ha:
z 14t
11—t  z
Segue che I'applicazione F : S? — CP*

F(z,t) = { SDEI(SDN(ZJ)) =L ﬁ] se (z,t) € Uy
| o @z 1) = [155,1] se (z1) € Us,

definisce un omeomorfismo da S? a CP*'.

Per dimostrare che CP" ¢ semplicemente connesso consideriamo i due aperti
Up = {[(20,...,2n)] € CP"|zy # 0} = CP"\ H, dove H = {[(20,...,2n)] €
CP"zy = 0}, e V = CP" \ {po}, po = [1,0,...,0]. Ora Uy X R e Uy NV =
CP"\ {H Upo} = R?*\ {0} che ¢ connesso per archi e non vuoto per ogni n > 1.

Inoltre V si retrae per deformazione forte su H = CP"! tramite la retrazione
r:V = H, r([z0,21,--,2a]) = [0, 21, ..., z0].
Infatti I'omotopia
F:VxI—=VFE(z],t)=[1=1t)z0,21,---,20), [2] =[20,21,---,2a], (7.4)

soddisfa F'([z],0) = [z], F([z],1) =1[0,21,...,2,] € H e F([w],t) = [w],Y[w] € H
e Vt € 1. Con un ragionamento induttivo su n > 1 e usando il Corollario 7.2.1 si

ottiene allora che CP" é semplicemente connesso.

7.3 Seconda applicazione

Se Uy NU;y é semplicemente connesso dal Teorema 7.1.1 si ottiene immediata-

mente il seguente risultato.

Corollario 7.3.1. Supponiamo che valgano le ipotesi del Teorema 7.1.1 e che
Uy N Uy sia semplicemente connesso. Allora 'omomorfismo ® : m(Uy, xg) *

m1(Us, xo) = m (X, 2o) & un isomorfismo.

Di seguito calcoleremo il gruppo fondamentale di alcuni spazi usando il Co-
rollario 7.3.1.
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Esempio 7.3.2. Sia X = (] U ()} la figura 00 come dell’Esempio 1.4.10. Siano

r1 € C1 e x9 € Cy due punti diversi dal punto xg.

Y

Cy 4

Zo
i) r1 T

Allora Uy = X \ {x2} e Uy = X \ {21} sono due aperti di X connessi per
archi e U; N U & un aperto che si retrae per deformazione al punto zy e quindi
semplicemente connesso. D’altra parte U; si retrae per deformazione a C; = S,
Jj =1,2 e quindi m (U;, z0) = m(Cj,x0) = Z, j = 1,2. Applicando il Corollario
7.3.1 si ottiene

7T1(X, l’o) = 7T1(U1,l’0> *7T1(U2,ZL’0) = 7T1(CQ,?L’0) * Wl(Cl,xo) =7 x 1.

I due generatori liberi di 7 (X, x¢) sono rappresentati da due lacci chiusi di base

xo che girano una volta intorno ai punti (—1,0) e (0, 1).

Esempio 7.3.3. Piu in generale, consideriamo lo spazio X,, unione di numero

ni 1y 1 spazi omeomorfi a con un s unto zy in comune.
finito C4,...,C, d omeomorfi a S co olo punto z( in co

Lo spazio X, é chiamato il il bouquet di n cerchi. Ci proponiamo di
dimostrare che il gruppo fondamentale di X,, é il gruppo libero su n generatori.

La dimostrazione si ottiene per induzione sul numero n, n > 2, di circonferenze.
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Sappiamo, dall’esempio precedente, che il risultato & vero per n = 2. Supponiamo
che 'affermazione sia vera per 2 < k < n, cioé 7 (X, xg) = Zx*---xZ (k fattori).
Siano z; € Cj tali che z; # x9, 7 = 1,...,n. Consideriamo i due sottoinsiemi
aperti e connessi per archi di X, dati da Uy = X,,\{z,} e Uy = X, \{z1,... 21}
Allora U; si retrae per deformazione a X,_q, U, si retrae per deformazione a
C,2S'eUnNUy,=X\{x1,...,7,} ¢ non vuoto e semplicemente connesso
(si retrae per deformazione al punto zy). Applicando allora il Corollario 7.3.1 e

I'ipotesi induttiva si ottiene:
(X, o) = w1 (Xp_1,20) * 1 (Cryx0) = (Zx - % L)« L =Zx---x7Z (n fattori).

Osserviamo, infine, che ogni generatore v;, j = 1,...,n, di m(X,, o) & rappre-

sentato da un laccio di base xy che gira intorno al cerchio C'; una volta.

Esempio 7.3.4. Siano pi, ... p; un numero finito di punti distinti in R? e sia X =
R2\ {py,...,px}. Non ¢ difficile vedere che lo spazio X si retrae per deformazione
forte su un bouquet di k cerchi (cfr. Esempio 1.4.10 nel Capitolo 1 per il caso
k = 2). Per 'Esempio precedente il gruppo fondamentale di X ¢ il gruppo libero
con k generatori. Ogni generatore ¢ rappresentato da un laccio o, j =1,...,k,
ottenuto percorrendo una sola volta un cerchio C} centrato in p; e di raggio
r; < infyz; d(p;, pr)-

Esempio 7.3.5. Sia M una varieta topologica connessa (e quindi connessa per
archi) di dimensione n > 3. Ci proponiamo di dimostrare che il gruppo fonda-
mentale di M é lo stesso del gruppo fondamentale di M privata di un suo punto.

Siano dunque yo € M, Us un aperto che contiene yy tale che Uy = R"™ (un tale

aperto esiste in quanto M ¢ localmente euclidea), zo € U, tale che xy # yo €

Up =M\ {y}

Gt Dy,

I due aperti U; e U; sono connessi per archi e la loro intersezione U; N U; =
U \ {vo} = R™\ {0} ¢ non vuota e semplicemente connessa per n > 3 (cfr.

Corollario 2.5.3). Possiamo allora applicare il Corollario 7.3.1 e dedurre che:

T (M, 20) = m1(Us, 7o) * 11 (Uz, 20) = (M \ {%0}, o). (7.5)
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Osserviamo che il risultato vale per qualunque zqg € M in quanto sia M che

M \ {yo} sono connesse per archi (per questo ¢é sufficiente l'ipotesi n > 2).

Esempio 7.3.6. Sia C' una circonferenza di R® e sia X = R*\ C. Vogliamo
calcolare il gruppo fondamentale di X = R3\ C. Per fare questo calcoliamo
preliminarmente il gruppo fondamentale di Y = R3\ L, dove L ¢ una retta
affine di R3. Possiamo supporre L sia l'asse x3 (z; = 19 = 0). Consideriamo il
semipiano aperto S = {(z1, 79, 23) | 72 > 0,77 = 0} di R3. Lo spazio ottenuto
tramite una rotazione completa di S intorno all’asse x3 ¢ omeomorfo allo spazio
Y . Quindi Y = S x S!. 1l gruppo fondamentale di Y ¢ quindi

m(Y) =21 (S x SN =2 7m(S) x m(S') =7

in quanto S & semplicemente connesso (S ¢ convesso) e 71(S') = Z. Un generatore
dim (Y,y),y € Y, érappresentato da un laccio basato in y e gira una volta intorno
alla retta L.

Passiamo ora al calcolo del gruppo fondamentale X = R3\ C. Consideriamo
la proiezione stereografica

T X2 Zs3

c 3\ N — R3 (x1, 29, T3, T4) — , ,
™ \ ,(fl T2, T3 1’4) (1—334 1—334 1—.CE4

della sfera unitaria S* C R* privata del polo nord N = (0,0,0, 1) allo spazio R?

considerato come lo spazio equatoriale R* = {x, = 0}. Assumiamo che il cerchio

C sia il cerchio di centro l'origine e raggio 1 nel piano z3 = 0 di R? e cio¢
C={x?+z3=1, 23 =0}

Osserviamo che C giace nello spazio equatoriale z4 = 0 di S* (C vista in S ha
equazione C' = {2? + 22 = 1,23 = 74 = 0}) e che quindi 75'(C) = C Si ottiene
allora

R (X) 2§\ (N UC)
e quindi

m(X) = m(ST\{NUCYH = m(S°\C)

dove I'ultimo isomorfismo segue dall’Esempio 7.3.5 in quanto S*\ C' ¢ una va-
rieta topologica tridimensionale. Ora S®\ C' ¢ omeomorfa a S*\ C dove C ¢ la

circonferenza di S® data da:
C={a2+22=1, 2y =z, =0}.
Osserviamo che N € C' e quindi

S3\C =8\ (NUC) =R\ 7n(C \ N).
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Inoltre w7y (C'\ N) = L, dove L ¢ l'asse 3 in R®. Quindi
7Tl(X) = Wl(Sg\C) = 7T1(53\C~') = Wl(R?)\L) = Z,

dove 'ultimo isomorfismo segue da quanto detto sopra. Un generatore di (X, x¢),
xo € X, é rappresentato da un laccio basato in zy che gira una volta intorno alla

circonferenza C.

Osservazione 7.3.7. Nell’esempio precedente é importante che la circonferenza
C sia effettivamente una circonferenza euclidea e non semplicemente uno spazio
omeomorfo a S!. Infatti il gruppo fondamentale del complementare in R? di
uno spazio omemorfo a S' puo essere molto complicato. Uno spazio topologico
K C R3 omeomorfo a S! si chiama nodo e il gruppo fondamentale di R? \ K
si chiama il gruppo fondamentale del nodo. La teoria dei nodi ¢ una branca
importantissima della topologia di dimensione bassa cio¢ di quella teoria che
studia le varieta topologiche di dimensione < 4. In queste note non tratteremo
questa affascinante teoria. Lo studente interessato potra consultare il classico
testo [15] in bibliografia.

7.4  Terza applicazione: U, semplicemente con-

nesso

Dalla Proposizione 7.1.2 si ottiene immediatamente il seguente risultato.

Corollario 7.4.1. Supponiamo che valgano le ipotesi del Teorema 7.1.1, Uy sia

semplicemente connesso e siano
7T1(U17I0> = <a17 s O ‘ Py - -- 7p7">;

7T1(U1 N UQ,.T()) = <’}/1, e ,’}/p | T1y .- - ,Tt>
presentazioni finite dei gruppi fondamentali Uy e Uy N Usy. Allora m (X, zo) ha la

presentazione finita

(X, x0) = (@1, s | P1ye s Py UL, e Up)

dove per ogni o = 1,...,p, us € un espressione di p1(va) € m (U, xo) rispetto ai

generatori {aq, ..., am}.

Useremo questo corollario per ricalcolare il gruppo fondamentale del toro T? =
St x 81 e del proiettivo RP", n > 2, senza 'ausilio della teoria dei rivestimenti.
Le tecniche sviluppate in questi esempi ci permetteranno di calcolare il gruppo

fondamentale delle superfici compatte nel prossimo capitolo.
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Esempio 7.4.2. (gruppo fondamentale del toro) Pensiamo al toro T? come al
quadrato I? con i lati identificati come in figura e sia 7 : I? — T? la proiezione

sul quoziente.

I? T?
Tg T3 T 2 T
7
T
- E—
N C c
Y
| —
/ . a/\ . ACL
I T ! y !
\\ To Zo
6 | d d
}
jl j4 T (05} xT1

Nella figura i vertici del quadrato I e cioé 7; = (0,0), Zo = (0, 1), Z3 = (1,1)
e T4 = (1,0) si identificano tutti a z; € T? cosi come i lati verticali {0} x I e
{1} x I (risp. orizzontali I x {0} e I x {1}) di I* corrispondono ad un laccio
a; = w({0} x I) (risp. as = w(I x {1})) di T? di base z;. Osserviamo che I'interno
del quadrato Int(I?) ¢ omeomorfo a T?\ {a; U ay} tramite m. Sia g = (3,3) € I*
il centro del quadrato e y = w(g) € T?. Consideriamo i due aperti connessi
per archi U, = I\ {j} e Uy = Int(1?) di I%. Allora Uy = =(U;) = T2\ {y}
e Uy = w(Uy) = T2\ {a1 U ay} sono due aperti connessi per archi di T? tali
che T? = U, U Us. La loro intersezione ¢ aperto Uy N Uy = T?\ {y Ua; U as}
di T? il quale & connesso per archi in quanto immagine del connesso per archi
Uy N Uy, = Int(1?) \ {§} tramite 7. Sia 2o € U; N U,. Calcoliamo i gruppi
fondamentali m (U, o), m1(Us, o) € m (U N Us, xp).

L’aperto U, ¢ semplicemente connesso essendo omeomorfo al convesso Int(7?).
L’aperto U si retrae per deformazione (forte) ad un bouquet di due cerchi basati

in z; (cfr. Esercizio 1.10 del Capitolo 1). Segue allora dall’Esempio 7.3.2 che
m(Ur, 1) = Zx 7 = {[aa], [o2])

dove [oy], j = 1,2, denota la classe in m(Uy, x1) del laccio «; : I — Uy di base
x1 ottenuto percorrendo a; e compiendo un singolo giro. Sia 6 : I — I? 'arco nel
quadrato I? che si ottiene precorrendo il segmento di retta d che unisce Zy a 71,
dove &y & P'unico punto di I? tale che m(&y) = xo. Siano § : I = T2, § = 7o e

d = 7(d) le loro immagini nel quoziente. Segue che

m (U, z0) = (A1, Ag) ,
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dove
A= [5-a;-i(0)), j = 1.2, (7.6)

¢ la classe in 1 (Uy, 29) del laccio 6 - aj - i(6) : I — T? di base o (qui, come al

solito, “-” denota la concatenazione e i(d) I'arco definito da i(d)(t) = §(1 —t)).
Sia ¢ il cerchio di I? passante per Z, centrato in §. Allora U; N U, si retrae

per deformazione (forte) a ¢ e quindi U; N U, si retrae per deformazione (forte) a

¢ =7(¢). Si ha quindi che
m(Ur MUz, o) = (7))

dove 7y : I — T? ¢ il laccio di base zg dato da v = 7(¥) e 7 : I — I?* ¢ il laccio di
base zy ottenuto percorrendo ¢ e compiendo un singolo giro.

Siamo nelle ipotesi del Corollario 7.4.1. Dobbiamo quindi scrivere ¢ ([y]) in
termini dei generatori A; e Ay di m(Uy, ), dove gli A; sono dati dalla (7.6).

Vogliamo dimostrare che
pi1([]) = A1 A AT AL (7.7)

Per fare questo, sia & : I — I? il laccio di base %, ottenuto come concatenazione
6 -q-i(6) dove g : I — I? ¢ il laccio di base #; = (0,0) ottenuto percorrendo una
volta in senso orario il bordo del quadrato. Allora esiste un’omotopia F : 12 — U,
relativa a {0,1} tra 4 e & cio¢, con le notazioni della dimostrazione dal Teorema
7.1.1, 7 ~g, &. Segue che v ~y, 0, 0 = 7(d), tramite 'omotopia F' = 7 o F:
I? — T?2. Osserviamo che o : I — U, ¢ il laccio di base z, dato da

og=0-ay-ay-i(ay)-i(ag) - i(6).
Allora
Yoo, 0~y 0 aq - i(0) 0 ag - i(0) -0 - i(aq) - i(0) - 0 - i) - i(0)

e quindi
e1(V]) = v, = A1As AT A

ossia la (7.7). Segue allora dal Corollario 7.4.1 che
7T1(T2,[L'0) = <A1,A2 | A1A2A1_1A2_1>

il quale, per I’'Esempio 6.3.3 € omeomorfo, a Z x Z. Abbiamo cosi ottenuto una
dimostrazione alternativa del fatto che il gruppo fondamentale di T? ¢ isomorfo

a Z x Z in accordo con il Corollario 4.2.3.
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Esempio 7.4.3. (gruppo fondamentale del proiettivo reale) Calcoliamo, infine,
il gruppo fondamentale del proiettivo reale RP", n > 2. Cominciamo dal caso
n = 2. Con un ragionamento simile a quello del punto precedente e seguendo le

indicazioni del seguente disegno

D2 RP?
a
T
N
I T X1
5
a

non ¢ difficile dimostrare che:
7T1<R]P)2,l'0) = <A | A2> = ZQ.

I dettagli sono lasciati come esercizio allo studente (Esercizio 7.12).

Per calcolare m; (RP"), per n > 3, osserviamo che per la (7.5) abbiamo che
T (RP") = 7 (RP™ \ {yo})

dove gy ¢ un punto qualunque di RP". Sia yo = [1,0,...,0]. Allora RP" \ {y}
si retrae per deformazione su RP" ' = H = {[2¢,21,...,2,] | 2o = 0} tramite la

retrazione
rRP"\ {yo} = RP" ' 2 H: [xg,...2,] = [0,21,...,2,)].

Infatti il fatto che r sia una retrazione per deformazione si ottiene tramite I’omo-
topia F': RP" \ {yo} x I — RP" \ {yo} definita da:

F(z],t) = [(1 = t)xg, 21, . .., xs], [2] = [0, 21, ..., T0],
analogamente a quello fatto per il proiettivo complesso (cfr. (7.4)). Segue che
T (RP™) 22 m; (RP™\ {yo}) = 7 (RP" ).

Quindi, per induzione su n > 2, si ottiene che 71 (RP") 2 Zy in accordo con il
Teorema 4.3.2.
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7.5 Esercizi

Esercizio 7.1. Sia X = U; U U, uno spazio topologico connesso per archi unione
di due aperti Uy e Us. Dimostrare che se U; N Uy é connesso per archi allora Uy
e U, sono connessi per archi. (Suggerimento: imitare la dimostrazione della prima

parte del Teorema 7.1.1).

Esercizio 7.2. Dimostrare che lo spazio proiettivo complesso CP" ¢ una varieta
topologica compatta e connessa di dimensione di dimensione 2n (cfr. Esempio
7.2.4).

Esercizio 7.3. Calcolare il gruppo fondamentale dello spazio X unione di n
circonferenze di R? di centro i punti P; dell’asse delle ascisse di coordinate P; =

(2j —1,0), 5 =1,...,n, e di raggio unitario.

Esercizio 7.4. Calcolare il gruppo fondamentale del complementare di k£ punti

in S2.

Esercizio 7.5. Dimostrare che la “salsiccia” S = {(z,y,2) € R® | 2® + ¢? =
sin?(72)} e la “collana” C = {(=z,y, 2) € R® | \/22 + y2 = max (0,sin(7z))} sono

semplicemente connessi.

Esercizio 7.6. Calcolare il gruppo fondamentale del complementare in R? del-

I'unione dei 3 semiassi coordinati
{y=2=0, 2>0tU{z=2=0, y>0}U{y=2=0, 2> 0}.

Esercizio 7.7. Calcolare il gruppo fondamentale del complementare in R? del-

I'unione dei 3 semiassi positivi coordinati
{y=2=0,2>0}U{z=2=0,y>0}U{y=2=0, z > 0}.
Esercizio 7.8. Calcolare il gruppo fondamentale del complementare in R* di
{z=y=0,2>1}U{y=0, 22+ 2> =1}.
(Suggerimento: usare le idee sviluppate nell’Esempio 7.3.6).

Esercizio 7.9. Calcolare il gruppo fondamentale del complementare in R? dell’u-
nione di una retta e di un cerchio distinguendo tutte le possibilita che si possono

presentare. (Suggerimento: stesso dell’esercizio precedente).

Esercizio 7.10. Calcolare il gruppo fondamentale del complementare in R? di
due rette (risp. due cerchi) distinguendo tutte le possibilitd che si possono

presentare. (Suggerimento: stesso dell’esercizio precedente).
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Esercizio 7.11. Siano X; e X, due spazi topologici connessi per archi con gruppi
fondamentali rispettivamente Gy e GGy. Costruire uno spazio topologico con grup-
po fondamentale G * G5 (Suggerimento: considerare lo spazio topologico X ottenuto
come unione disgiunta dei tre spazi X7, X3 e [0, 1] con la relazione d’equivalenza che
identifica un punto x; € Xj con il punto 0 € [0, 1], un punto x2 € X2 con il punto

1 € [0, 1] e che identifica gli altri punti a se stessi).

Esercizio 7.12. Dimostrare che 7 (RP?) = Z, usando il Corollario 7.4.1 e le

indicazioni fornite nell’Esempio 7.4.3.



Capitolo 8

Classificazione delle superfici

8.1 Somma connessa di due superfici

Date due superfici S; e Sy possiamo costruire una nuova superficie, chiamata
la somma connessa di 57 e S5 e denotata con S;#5S55 come quella superficie
ottenuta togliendo un disco aperto da ognuna delle superfici e poi incollando
insieme i bordi dei due dischi. Pit precisamente scegliamo D; C Sy e Dy C Sy
entrambi omeomorfi al disco unitario D? = {(z,y) € R? | 22 + 4> < 1}, S, =
Si\ Int(D;) e Sy = Sy \ Int(Ds) e h : Fr(D;) — Fr(Dy) un omeomorfismo. La

somma connessa di S; e S5 é definita come lo spazio quoziente
Si#S, =5, x {1} U S, x {2}/ ~,
dove ~y, ¢ la relazione d’equivalenza che identifica i punti delle frontiere di D; e

Dy cioé x ~ h(z) per ogni = € Fr(D;) (i punti di S; x {1} e di S, x {2} vengono

identificati a se stessi).

Sl SQ

Fr(Ds)

Fr(D;) i)
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Sl 52

Vale il seguente fondamentale risultato che enunciamo senza dimostrazione.

Teorema 8.1.1. Siano S7 e Sy due superfici. La loro somma connessa S1#So ¢
una superficie. Inoltre il tipo topologico ' di S1#£Ss non dipende né dai dischi Dy
e Dy scelti ne dall’omeomorfismo h : Fr(Dy) — Fr(Ds).

Esempio 8.1.2. Per ogni superficie S si ha:
S#S* = S,

Questo segue dal fatto che se tolgo dalla sfera S? il disco aperto Dy = S?*N{z > 0}
si ottiene un disco chiuso.

N

'Due superfici hanno lo stesso tipo topologico se sono omeomorfe.
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Osservazione 8.1.3. Osserviamo che la somma connessa definisce una struttura
di monoide commutativo sull’insieme di tutte le superfici compatte e connesse.

Infatti vale ’associativita

(S1#S5)#53 = S1#(S2#S55),

la commutativita S;#Ss = So#S; e l'elemento neutro ¢ la sfera (per I’'Esempio
8.1.2). Questo monoide non & un gruppo non esistendo l'inverso di una data

superficie diversa dalla sfera.

Esempio 8.1.4. Siano S; = S, = T?

Allora la superficie S;#5S5 é un toro con due buchi.

<y
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Piu in generale se S; = --- = S, = T? allora si ottiene un toro con g buchi.

SISt

Esempio 8.1.5. Sia RP? il piano proiettivo reale e S una superficie. Allora la
somma connessa S#RP? si ottiene togliendo un disco aperto di S e incollando la
frontiera del nastro di Mébius (che é omeomorfa a S') alla frontiera di tale disco.

Infatti se D ¢ un disco in RP? allora RP? \ Int(D) ¢ omeomorfo ad un nastro di

Mobius N:
B
C B C
A = U C
B C B
C

Esempio 8.1.6. La somma connessa RP*#RP? ¢ omeomorfa alla bottigla di
Klein, in simboli RP?#RP? 2 Klein. Infatti, dall’esempio precedente, RP*#RP?

si ottiene unendo due nastri di Mobius lungo la loro frontiera. D’altra parte

anche la bottiglia di Klein si puo ottenere come somma connessa di due nastri
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di Mobius uniti lungo la loro frontiera come mostra la seguente figura:

b

C > C’
A 11 Y
A B’ A B’
ai 111 Ya ap 111 Ya
B A B A
T ! B A’
\ /
C % & A 1 Y
Ct--------- oo C’
b Y
AN II
A B’

La seguente proposizione mostra che la somma connessa di un toro e di un
piano proiettivo reale ¢ omeomorfa alla somma connessa di tre piani proiettivi

reali (si veda anche I’Esempio 8.6.11).
Proposizione 8.1.7.
T?#RP? = RP*4#RP>*4#RP?.
Dimostrazione: Dall’Esempio 8.1.6 sappiamo che Klein =2 RP*#RP?. Ba-
sta allora dimostrare che
T?#RP? = Klein#RP?,

Cominciamo a vedere come si ottiene la somma connessa T?#S con una superficie
S (non necessariamente RP?). Questa somma connessa si ottiene togliendo un
disco aperto Int D; da T? togliendo un disco aperto Int D, dalla superficie S e
incollando il bordo dei due dischi lungo la loro frontiera. Possiamo visualizzare
T2 \ Int(D;) come segue:

b A B

\ \
7 7

+a ct Q ta  al

\
>

b A B’

Y
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dove il disco D; é rappresentato dalla zona ombreggiata. Oppure come:

La somma connessa T?#S puod essere visualizzata come segue:

Quindi T?#S puod essere ottenuta in due fasi:

e nella prima fase uniamo la parte di T? data da ABA B’ \ Int D; alla super-
ficie S\ Int Dy;

e nella seconda fase uniamo il resto di T? cio¢ T2\ ABA'B'.

Nella prima fase stiamo facendo la somma connessa del tubo ABA B’ con la
superficie S. Questo tubo ¢ omeomorfo alla sfera S? con due buchi (cioé S? meno

due dischi aperti). Visto che S? & ’elemento neutro rispetto alla somma connessa
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si ottiene semplicemente la superficie S con due buchi:

La seconda fase consiste nel connettere insieme la superficie S con due buchi
con un tubo costituito da T2\ ABA'B':

W

Consideriamo ora il caso S = RP?. Se togliamo da RP? un disco aperto
otteniamo un nastro di Mobius (cfr. Esempio 8.1.5). Quindi la somma connessa
di T?#RP? si puod ottenere togliendo due dischi aperti dal nastro di Mébius e
attaccandoci T? \ ABA'B" e poi dopo riattaccando il disco alla frontiera del

nastro di Mdbius. Il tutto ¢ visualizzato nella seguente figura:
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Analogamente possiamo visualizzare Klein \ Int Dy come nelle figure seguenti

(si notino le orientazioni di a):

Y
Y

Con un ragionamento simile a quello precedente la somma connessa Klein#S
della bottiglia di Klein con una superficie S consiste nel connettere insieme la
superficie S con due buchi con un tubo costituito da Klein\ ABA'B':

Quindi (analogamente al caso precedente) la somma connessa di K lein#RP? si

puo ottenere togliendo due dischi aperti dal nastro di Mobius e attaccandoci
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Klein \ ABA'B’ e poi dopo riattaccando il disco alla frontiera del nastro di

Moébius. Il tutto é visualizzato nella seguente figura:

>

G A O

Confrontando i Disegni 1 e 2 si deduce che T?#RP? 2 Klein#RP?, quello che si
voleva dimostrare. O

Il seguente fondamentale teorema mostra che ogni superficie compatta e con-
nessa puo essere ottenuta come somma connessa di un numero finito di copie di
T? e RP? e che il numero di copie utilizzate determina la superficie a meno di

omeomorfismi (un’idea della dimostrazione di questo teorema verra fornita nel

Paragrafo 8.3).

Teorema 8.1.8. (classificazione delle superfici compatte e connesse) Una super-

ficie compatta e connessa ¢ omeomorfa ad una e una sola delle sequenti superfici:
e la sfera S?;
e la somma connessa di numero finito di tori;

e la somma connessa di un numero finito di piani proiettivi reali.

8.2 Presentazioni poligonali

Consideriamo una regione poligonale P chiusa nel piano di vertici pg, . . . , pn,
Po = pn. Il segmento che unisce p; con p;,; si chiama un lato di P. L’unione
dei lati di P verra chiamato il bordo di P e sara indicato con dP; P\ 0P verra
chiamato l'interno di P e denotato con Int P.

Sia L un segmento di R?. Un’orientazione di L ¢ semplicemente un ordine dei
suoi estremi. Il primo vertice p ¢ chiamato il punto iniziale mentre il secondo
vertice ¢ é chiamato il punto finale del segmento orientato. Diremo che L ¢é
orientato da p a ¢ e disegneremo l'orientazione tramite un freccia che va da p

a ¢. Se L & un altro segmento orientato da p a ¢ denoteremo con h : L — L
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'omeomorfismo di R? che porta il punto z = (1 — ¢)p + tq nel punto h(z) =
(1—t)p+1q e chiameremo quest’omeomorfismo 'applicazione lineare positiva
da L a L.

Sia P una regione poligonale nel piano. Un’etichettatura dei lati di P ¢
un’applicazione dall’insieme dei lati di P ad un insieme detto insieme delle etichet-
te. Data un’orientazione di ogni lato ed un’etichettatura definiamo una relazione

d’equivalenza sui punti di P generata come segue:
e ogni punto Int P ¢ equivalente a se stesso;

e due lati L e L che hanno la stessa etichetta vengono identificati tramite

I’applicazione lineare positiva da L a L, cioé z € L ¢ equivalente a h(z) € L.

Lo spazio quoziente X ottenuto da questa relazione d’equivalenza, dotato della
topologia quoziente si dira ottenuto da P incollando i lati insieme in accordo

con le relative orientazioni e etichette.

Sia P una regione poligonale chiusa di vertici pg, ..., pn, po = pn. Fissate le
orientazioni dei segmenti di P e una loro etichettatura, denotiamo con a4, ..., a,,
le etichette distinte assegnate ad ogni lato di P. Per ogni k, k = 1,...,n, sia
a;, Petichetta associata al lato py_ipy e sia €, = +1 (risp. —1) se l'orientazione
assegnata al lato va da py_1 a py (risp. da py a pg_1). Allora il numero dei lati, le
loro etichettature e la loro orientazione sono completamente determinati dal sim-
bolo a;'ag’ - - - a;". Chiameremo questo simbolo una presentazione poligonale
di lunghezza n dello spazio quoziente X. Di solito non scriveremo ’esponen-
te che ¢ uguale a 1. Osserviamo che una permutazione ciclica dei termini di

un’etichettatura cambiera lo spazio quoziente S solo a meno di omeomorfismi.

Esempio 8.2.1. Il disco unitario D? puo essere descritto dalla presentazione

poligonale di lunghezza tre aa=1b=':

b b

presentazione poligonale del disco
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Esempio 8.2.2. La sfera S? puo essere descritta dalla presentazione poligonale

di lunghezza quattro aa='bb~!:

ai , rp =~
7
7
7/
7
7/
7
7
\

presentazione poligonale della sfera

AR

Esempio 8.2.3. Per quanto riguarda il toro conosciamo gia (cfr. [7]) una sua

presentazione poligonale di lunghezza 4 e cio¢ aba='b1:

b

\
>

12

an AQ

\
>

b
presentazione poligonale del toro

Esempio 8.2.4. Non c’¢ nessun motivo per considerare una sola regione po-
ligonale. Dato un numero finito P;,..., P, di regioni poligonali disgiunte, con
etichettature e con i lati orientati si puo considerare lo spazio quoziente X ot-
tenuto incollando i lati come nel caso di una sola regione poligonale. Lo spazio

X potrebbe essere connesso oppure no. Per esempio il nastro di Mobius si puo

rappresentare come:

Yo
Yo

(1PN AbbA Ya >~ aAi Ya >~

oY
Y
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Oppure due cilindri disgiunti posso essere ottenuti come:

b e
> > - 3 — =
a A dA Ad =~ an dA

Esempio 8.2.5. La somma connessa di due tori ha la presentazione poligonale

di lunghezza otto, a;biay *by "agboay *by *:

by Qo
a 1
aq b1 2 bg aq bg

b2 a2 by az

b]_ al
5]

12

Si deduce allora facilmente che la somma connessa di g tori potra essere

descritta come la seguente presentazione poligonale di lunghezza 4g:

arbya; by taghyag byt - aghgay ! (8.1)

Esempio 8.2.6. Una presentazione poligonale di RP? di lunghezza quattro ¢
data da abab:

Yo

A A Ya ~ ~

S
o
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Esempio 8.2.7. La somma connessa di due copie di RP? (che ¢ omeomorfa alla
bottiglia di Klein per I’'Esempio 8.1.6) ha la seguente presentazione poligonale di

lunghezza quattro: ayaiasas:

a1 a2
a1 a2 a1 a2
(3] 2 (431 a2
ai a2

In generale la somma connessa di ¢ copie di RP? ha una presentazione poli-

12
12

gonale di lunghezza 2g:

1010203 -+ AgGy. (8.2)

Osserviamo che nelle presentazioni poligonali fino ad ora descritte, se si tratta
di una superficie, allora ogni lato viene identificato esattamente ad un altro lato.
(i si potrebbe chiedere se questo fatto determina una superficie. E in effetti la

risposta postitiva ¢ data dal seguente risultato.

Teorema 8.2.8. Sia X wuno spazio topologico che ammette una presentazione
poligonale aj} - --ai", €; = £1, e siano ai, ..., ay le etichette distinte. Allora X ¢é
una superficie compatta e connessa se solo se ogni lato st identifica esattamente
con un altro lato (quindi n = 2m). Se inoltre i vertici di P vengono identifica-
ti tutti ad uno stesso punto allora il gruppo fondamentale di X ha la sequente

presentazione:

m(X) = (Ar, o A | AG AT

Dimostrazione: Diamo un’idea della dimostrazione lasciando i dettagli allo
studente volenteroso. Lo spazio topologico X con la topologia quoziente ¢ com-
patto e connesso in quanto quoziente di P che é compatto e connesso. Si verifica
facilmente che l'applicazione quoziente m : P — X ¢ chiusa, ossia che se C' ¢é
un chiuso in P non ¢ difficile vedere che 7~!(7(C)) ¢ chiuso in P. Segue allora
dal seguente Lemma 8.2.9 che X ¢ di Hausdorff. Il fatto che X sia localmente
euclideo di dimensione due se e solo i lati della regione poligonale sono pari si
verifica considerando separatamente i vertici e i lati della poligonazione. La se-
conda parte del teorema si ottiene seguendo la falsariga del calcolo del gruppo
fondamentale di T? e RP? (cfr. Esempi 7.4.2 e 7.4.3). O

Lemma 8.2.9. Siano X e Y spazi topologici, X compatto e di Hausdorff. Sia
m: X — Y un’applicazione continua, suriettiva e chiusa. Allora'Y & compatto e

di Hausdorff.
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Dimostrazione: Lo spazio topologico Y é compatto in quanto immagine
del compatto X tramite l'applicazione continua m. Per dimostrare che Y é di
Hausdorff siano y; e ys due punti distinti di Y. Allora esistono due punti x; e
x9 in X tali che y; = w(21) e yo = m(x2). Siccome X ¢ di Hausdorff i suoi punti
sono chiusi e quindi y; e yo sono chiusi essendo 'immagine di due chiusi z; e
Ty tramite 7 che ¢ chiusa. Quindi 77!(y;) e 77 !(y2) sono due chiusi disgiunti di
X. Essendo X compatto e di Hausdorff allora X ¢ normale (si veda il corso di
topologia generale). Quindi esistono due aperti disgiunti U; e Uy di X tali che
7 Yy1) C Uy e 7 (y2) C Us. Poiché 7 ¢ chiusa (X \ Uy) e 7(X \ Uz) sono due
chiusi in Y tali che y; ¢ n(X \ U;), j = 1,2. Segue che W; =Y \ (X \ U;) e
Wy =Y \ m(X \ Us) sono due aperti di Y che contengono rispettivamente y; e
ys. Resta da far vedere che W; N W, = (). Supponiamo per assurdo che esista
yeWinNWy=Y\ (n(X\U)Un(X\Us)). Alloray ¢ n(X \ Uy) Un(X \ Us).
Segue che 771 (y) N (X \U;) =0, j = 1,2, quindi 7~ *(y) C Uy N Uy = O, che &
assurdo. O

Nel seguito indicheremo con ¢gT?, g > 0, la somma connessa di ¢ tori con
la convenzione che 0T? = S2?. Analogamente indicheremo con gRP? ¢ > 1, la
somma di g piani proiettivi reali. Osserviamo che la presentazioni poligonali di
gT? data da (8.1) e di gRP? data da (8.2) identificano i vertici della regione poli-
gonale tutti ad uno stesso punto. Dal Teorema 8.2.8 si ottiene allora il seguente

risultato:

Corollario 8.2.10. Il gruppo fondamentale di gT? ha la sequente presentazione:
m(gT?) = (A1, By, ..., Ay, By | AiBIAT' By .. AByA B ) (8.3)
mentre il gruppo fondamentale di gRP? ha la sequente presentazione:

Wl(gRIEDQ) = <A1,A2,...,Ag | A%A§A§> (84)

8.3 Dimostrazione del teorema di classificazione

Possiamo ora dare un’idea della dimostrazione del teorema di classificazione
delle superfici.
Dimostrazione del Teorema 8.1.8
Sia S una superficie compatta e connessa. Supponiamo che esista una curva
C' C S chiusa e semplice (cioé senza autointersezioni) che non separi S (cioé tale
che S\ C sia connesso). Si pud dimostrare che un intorno di C' in S ¢ omeomorfo

ad un cilindro o ad un nastro di Mobius. Rimuoviamo il cilindro o il nastro di
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Mobius tranne il loro bordo (due cerchi nel caso del cilindro e un cerchio nel
caso del nastro di Mébius) dalla superficie S e ricuciamoci sopra due dischi nel
caso del cilindro o un disco nel caso del nastro di Mobius. Otteniamo cosi una
nuova superficie S;. Quindi S si ottiene da S; togliendoci I'interno di due dischi e
attaccandoci un cilindro lungo il bordo (due cerchi) oppure togliendoci l'interno
di un disco e attaccandoci un nastro di Mébius lungo il bordo (un cerchio). Si

hanno dunque tre possibilita (cfr. dimostrazione della Proposizione 8.1.7)
S = S #T?, S = 8,#Klein, S = S;#RP%.

Consideriamo una curva chiusa semplice in S; che non separi S;. Ripetendo

il procedimento precedente si ottiene una superficie S5 tale che
Si = So#T?, S = So#t Klein, S; = SH#RP.
Iterando il procedimento si ottiene dopo j passi una superficie S; tale che
S = Si#n T #ja KleingtjsRP?, j = ji + ja + Js,

dove stiamo indicando con j;T? (risp. joKlein e ng]P’2) la somma connessa di
J1 tori (risp. 72 bottiglie di Klein e js piani proiettivi). Si dimostra che dopo un
numero finito £ di passi il procedimento termina e cioé che ogni curva semplice
chiusa in Sy separa Sjy. Inoltre si dimostra ? che I'unica superficie separata da

ogni curva chiusa semplice ¢ la sfera S?. Otteniamo quindi che:
S = S?#pT?H#HqKleindtrRP? = pT?#qKleindrRP?, p,q,r >0, p+q+r = k.
Dalla Proposizione 8.1.7 e dall’Esempio 8.1.6 segue allora che:

g o pT? se q+r=0
]l @p+2¢+7)RP? se g+ >0,

Quindi S ¢ omeomorfa ad una somma connessa di un numero finito di tori o di
piani proiettivi reali. Resta da dimostrare che S ¢ omeomorfa ad una sola di

queste superfici e quindi i seguenti fatti:
1. siano g, g > 0, se gT? ¢ omeomorfo a §T? allora g = g;
2. siano ¢, § > 1, se gRP? & omeomorfo a GRP? allora g = §;

3. slag>0eg>1, gT? non & omeomorfa a GRP? per nessun g e §.

2Quest’affermazione anche se intuitivamente plausibile ¢ un famoso teorema dovuto a

Schonflies.
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Supponiamo ¢T? = §T? (risp. gRP? = GRP?). Segue dell'invarianza topologica
del gruppo fondamentale (Teorema 2.3.1), da (8.3) (risp. (8.4)) e dall’Esempio
6.3.3 (risp. dall’Esempio 6.3.4) che

7% = Ab(m(gT?)) = Ab(m (§T?)) = 7%

(risp.
797Y X Zy = Ab(7,(gRP?)) =2 Ab(m, (§RP?)) = Z97' x Zy)

e quindi g = g (cfr. la classificazione dei gruppi abeliani finitamente generati,
Teorema 6.1.1). D’altra parte Ab(m;(gT?)) = Z*9 non puo essere isomorfo a
Ab(m (gRP2)) = ZI~! X Z, per nessun g e § (Z97' X Zy ha, a differenza di Z*9,

un elemento di ordine 2). Questo conclude la dimostrazione del teorema. O

Osservazione 8.3.1. L’abelianizzazione Ab(7;(.S)) del gruppo fondamentale 7 (.S)
di una superficie compatta e connessa si chiama il primo gruppo omologia della
superficie S. Piu in generale, il primo gruppo di omologia di uno spazio topologi-
co connesso per archi X ¢ dato da Ab(m (X)), 'abelianizzazione del suo gruppo

fondamentale 3.

La dimostrazione del Teorema 8.1.8 insieme all’invarianza omotopica del grup-

po fondamentale (Corollario 2.4.3) mostra la validita del seguente risultato.

Corollario 8.3.2. Due superfici compatte e connesse sono omeomorfe se e solo

se sono omotopicamente equivalenti.

Osservazione 8.3.3. La classificazione delle varieta topologiche di dimensione
3 (soluzione della congettura di geometrizzazione di Thurston) ¢ stata ot-
tenuta nei primi anni del 2000 da Gregori Perelman tramite I'uso di tecniche
sofisticate di Geometria Riemanniana. Osserviamo che in dimensione 3 non & pit
vero come per le superfici (Corollario 8.3.2) che due varieta compatte e connesse
sono omeomorfe se e solo se sono omotopicamente equivalenti. Dal risultato di
Perelman si puo dedurre (in modo non banale) che S* ¢, a meno di omeomorfi-
smi, I'unica varieta di dimensione 3 compatta e semplicemente connessa. Questo
fornisce una soluzione ad una famosa congettura di Poincaré. In dimensione
due l'analogo della congettura di Poincaré (cio¢ che una superficie compatta e

semplicemente connessa ¢ omeomorfa alla sfera S?) segue immediatamente dal

3Lo studente che seguira un corso sull’omologia incontrera una definizione molto diversa del

primo gruppo di omologia di uno spazio topologico.



8.4. ORIENTABILITA E GENERE DI UNA SUPERFCIE 123

Teorema 8.1.8. In dimensione maggiore o uguale a 4 esistono varietd compat-
te e semplicemente connesse che non sono omeomorfe alla sfera (per esempio
S? x §?). La congettura di Poincaré generalizzata asserisce che una varieta
n-dimensionale compatta e omotopicamente equivalente a S™ ¢ omeomorfa a S™.
Questa congettura ¢ stata dimostrata in dimensione n > 5 da Stephen Smale agli
inizi degli anni 60 e in dimensione 4 da Michael Freedman agli inizi degli anni
80. Entrambi vinsero la medaglia fields per i loro risultati. Per quanto riguarda
le varieta di dimensione maggiore o uguale a 4 si dimostra che non esiste una
loro classificazione. In effetti si dimostrano i seguenti fatti: 1) non esiste una
classificazione delle presentazioni finite di gruppi; 2) per ogni presentazione fini-
ta (S| R ) esiste una varietd M di dimensione 4 compatta e connessa tale che
m (M) = (S| R).

Osservazione 8.3.4. Non esiste una classificazione delle superfici non compatte.
Si presenta una grande quantita di tali superfici (si pensi che un aperto qualunque
di una superficie compatta e connessa ¢ ancora una superficie). Se una superficie
non compatta € semplicemente connessa un famoso teorema dovuto a Riemann

asserisce che allora la superficie ¢ omeomorfa a R2.

8.4 Orientabilita e genere di una superfcie

Sia S una superficie compatta e connessa. Diremo che S é orientabile
se non esiste un embedding N — S dove N ¢ un nastro di Mdbius. Segue
immediatamente che 'orientabilitd di una superficie &€ un invariante topologico.

L’orientabilita puo essere espressa in termini di presentazione poligonale. In-

fatti sia af} - - - a;", €; = 1, una presentazione poligonale della superficie S. Dal

in?

Teorema 8.2.8 segue che n = 2m e, per ogni j = 1,...,n, esiste un unico k(j) # j
tale che a;; = a;, ;. Allora, S ¢ orientabile se e solo se per ogni j = 1,...,n si
ha €; = —e,(;). Infatti, se j ¢ tale che €; = €(;), allora esiste un nastro di Mobius
N — S:

a;.

J

@iy, )

D’altra parte, non é difficile convincersi che se esiste un embedding N — S

(di un nastro di Mdbius V) allora se esiste un j tale che €; = €.
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Dalle presentazioni poligonali della sfera, del toro e del proiettivo si deduce
che S? e T? sono superfici orientabili mentre RP? non & orientabile. Inoltre la
somma connessa S1#Ss di due superfici & orientabile se e solo se S; e Sy sono
entrambe orientabili. Quindi la somma connessa di un numero finito di tori é una
superficie orientabile mentre la superficie ottenuta come somma connessa di un
numero finito di piani proiettivi reali non é orientabile.

Diremo che la sfera S? ha genere zero e la somma connessa di g tori (risp. g
piani proiettivi reali) ha genere g. Quindi, per esempio, il genere della bottiglia di
Klein ¢ due, come segue dall’Esempio 8.1.6. Il genere di una superficie orientabile
si pud pensare anche come il numero di “buchi” della superficie. Si puo dimostrare
che nel caso la superficie sia orientabile il genere rappresenta il massimo numero
di curve chiuse semplici (senza autointersezioni) e disgiunte della superficie che
non separino la superficie. Osserviamo che il genere di una superficie non ¢ un
invariante topologico. Un fatto notevole é che il genere di un superficie insieme
alla sua orientabilita costituiscono un sistema completo di invarianti cioé
caratterizzano una superficie a meno di omeomorfismi, come espresso dal seguente

teorema che segue immediatamente dal Teorema 8.1.8.

Teorema 8.4.1. Due superfici compatte e connesse sono omeomorfe se e solo se

valgono 1 sequenti fatti:
1. sono entrambe orientabili o non orientabuli;

2. hanno lo stesso genere.

8.5 Classificazione delle superfici con bordo

Sia A > 0 un numero naturale. Una superficie S compatta e connessa con
bordo si ottiene (per definizione) da una superficie S compatta e connessa alla
quale sono stati rimossi A dischi aperti disgiunti con frontiere (cerchi) disgiunte.
Le circonferenze frontiere di questi dischi sono chiamate le componenti di bordo
di S. 1l genere di S ¢ per definizione il genere della superficie S. Diremo che S

¢ orientabile (risp. non orientabile) se S ¢ orientabile (risp. non orientabile).

Esempio 8.5.1. Il disco D? ¢ una superficie orientabile di genere zero con una

componente di bordo (si veda 'Esempio 8.1.2).

Esempio 8.5.2. Il nastro di Mébius é una superficie non orientabile di genere
uno con una componente di bordo, come segue dalla prima parte dell’Esempio
8.1.6.



8.5. CLASSIFICAZIONE DELLE SUPERFICI CON BORDO 125

Il risultato seguente ¢ I'analogo del Teorema 8.4.1 (la dimostrazione viene

lasciata come esercizio allo studente volenteroso).

Teorema 8.5.3. Due superfici compatte e connesse con bordo sono omeomorfe

se e solo se e valgono i sequenti fatti:

1. hanno lo stesso numero di componenti di bordo;
2. sono entrambe orientabili o non orientabili;
3. hanno lo stesso genere.

Il calcolo del gruppo fondamentale di una superficie compatta e connessa con
bordo si puo ottenere tramite una sua presentazione poligonale con buchi
come segue. Consideriamo, per esempio, il caso di una superficie compatta, con-
nessa con bordo orientabile di genere g = 1 con h = 2 componenti di bordo. Una

sua presentazione poligonale con due buchi ¢ la seguente:

p by p
By By
a1 A Q Q A01
p by p

Applicando la seguente operazione

p by p
By By
ar A Q Ad1 ~
(&]
C1
p by p

Otteniamo che la superficie in questione ha la presentazione poligonale con
un buco

alblaflbflclBlcfl

ed & omotopicamente equivalente ad un bouquet di tre circonferenze:
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b

12

Bl aq

Iterando questo procedimento su tutti i buchi meno uno si ottiene che una
superficie compatta connessa con bordo orientabile di genere g e h componenti

di bordo ha una “presentazione poligonale con un buco” data da:
171 —17-1 —17-1 —1 —1
arbray by “asbeas by - - -agbgag bg ciBic; - ep—1 B,y

Con lo stesso ragionamento una superficie compatta connessa con bordo non
orientabile di genere g e h componenti di bordo ha la presentazione poligonale
con un buco

-1 -1
a1a1G2a3 - - - AgagC1 Bicy ™ - - cp_1Bp_1c),_ .

Indichiamo con ZZ la superficie compatta, connessa con bordo di genere g con
h componenti di bordo. Segue allora che E;‘ ¢ omotopicamente equivalente ad
un bouquet di 2g + h — 1 circonferenze nel caso orientabile e ad un bouquet di

g + h — 1 circonferenze nel caso non orientabile. Si ottiene allora dall’Esempio

7.3.3 che:

#2017 se g >0, se B & orientabile

m(Zh) =
1(Ey) { #th=17 se g > 1, se ¥ non ¢ orientabile.

Osservazione 8.5.4. Date due superfici con bordo non possiamo concludere
(come nel Corollario 8.3.2) che esse sono omeomorfe se sono omotopicamente
equivalenti. Si consideri, per esempio, la sfera S? meno tre dischi aperti e il toro
T? meno un disco aperto. Queste superfici con bordo sono orientabili non sono
omeomorfe (hanno genere diverso) ma sono omotopicamente equivalenti ad un
bouquet di due circonferenze. Un altro esempio ¢ dato dalla sfera S? meno due
dischi aperti e RP? meno un disco aperto (ossia un nastro di Mobius). Queste
superfici sono omotopicamente equivalenti a S* ma non sono omeomorfe (hanno

genere diverso e la prima ¢ orientabile e la seconda no).

8.6 Caratteristica di Eulero

Sia S una superficie compatta e connessa. Un triangolo 7" di S ¢ I'immagine
di un embedding f : 7 — S, T = f(7), dove 7 un triangolo di R?. I vertici e i lati
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del triangolo T sono rispettivamente le immagini dei vertici e dei lati di 7. Una
triangolazione T di S é una famiglia finita di triangoli di S che ricoprono S tali
che due triangoli di questa famiglia o hanno intersezione vuota o si intersecano
in un vertice o hanno esattamente un lato in comune. Vogliamo quindi escludere

situazioni come quelle in figura:

Pit in generale, si dice poligono P di una superficie compatta e connessa S
I'immagine di un poligono p di R? tramite un embedding g : p — S, P = g(p).
Una poligonazione della superficie S € una famiglia finita di poligoni di .S, che
ricoprono S, tali che due poligoni o hanno intersezione vuota, o si intersecano in
un vertice o hanno esattamente un lato in comune. Vale il seguente importante

risultato.

Teorema 8.6.1. Sia S una superficie compatta. Allora esiste un triangolazione

di S.

Questo teorema ¢é stato dimostrato per la prima volta da Tibor Rado nel
1925. La dimostrazione ¢ molto tecnica. Lo studente interessato potra trovare la
dimostrazione nel libro [12] in bibliografia.

Sia S una superficie compatta e connessa e sia T una sua triangolazione. La

caratteristica di Eulero x(7) di T ¢ il numero intero dato da:
X(T)=F—-L+V, (8.5)

dove F' rappresenta il numero dei triangoli, L il numero di lati e V' il numero
di vertici della triangolazione. Vale il seguente risultato del quale omettiamo la

dimostrazione.

Teorema 8.6.2. Siano T1 e Ty due triangolazioni di una superficie compatta S.
Allora x(T1) = x(T2).

In virtu dei teoremi precedenti possiamo quindi definire la caratteristica di
Eulero di una superficie compatta S, che indicheremo con x(S5), come la carat-
teristica di Eulero di una sua triangolazione. Il seguente teorema ¢ di immediata

dimostrazione.
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Teorema 8.6.3. Siano S e S due superfici compatte e connesse. Se S ¢ omeo-
morfa a S allora x(S) = x(S).

Esempio 8.6.4. Una triangolazione della sfera S? ¢ data da:

Ny

Questa triangolazione consiste di 8 facce, 12 lati e 6 vertici e quindi x(S?%) =
8—12+6=2.

Esempio 8.6.5. Una triangolazione del toro é data da:

1 2 3 1

Questa triangolazione consiste di 18 facce, 27 lati e 9 vertici e quindi y(T?) =
18 —27+9=0.

Esempio 8.6.6. Il piano proiettivo reale puo essere triangolato come in figura:
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Questa triangolazione consiste di 10 facce, 15 lati e 6 vertici e quindi e quindi
X(RP?) =10 — 1546 = 1.

Proposizione 8.6.7. Siano Sy e Sy due superficie compatte e connesse e S1#S

la loro somma connessa. Allora

X(S1#52) = x(51) + x(S2) — 2.

Dimostrazione: Consideriamo due triangolazioni delle superfici S7 e 5.
Dal momento che un triangolo ¢ omeomorfo ad un disco per ottenere la somma
connessa di Sy e Sy possiamo rimuovere l'interno di un triangolo 7T} della triango-
lazione di S; e l'interno di un triangolo 75 della superficie S e incollare insieme
i bordi di questi triangoli. Otteniamo quindi che la somma connessa S;#55 ha
Fi+ Fy—2 triangoli, L1+ Ly —3 lati e Vi + V5 — 3 vertici dove Fi, Ly e Vi (risp. Fs,
Ly e V3) rappresentano il numero di triangoli, lati e vertici della triangolazione di
Sy (risp. S3). Allora

X(S1#S2) = (F1+ Fo —2) — (L1 + Ly — 3) + (Vi + Vo — 3) = x(S51) + x(52) — 2,
che ¢ quello che si voleva dimostrare. O

Usando la Proposizione 8.6.7, gli esempi che la precedono e il Teorema 8.1.8,
possiamo calcolare la caratteristica di Eulero di una qualunque superficie com-

patta e connessa:

Corollario 8.6.8. Sia gT?, g > 0 la superficie compatta e connessa orientabile
di genere g (somma connessa di g tori) e gRP?, g > 1, la superficie compatta e

connessa non orientabile di genere g (somma connessa di g piani proiettivi reali).

Allora
x(gT?) =2—2g
mentre

X(gRP?) =2 —g.

e quindi il genere g é dato da:

g= 1 2@ xT?) se g >0, (8.6)
2 — x(gRP?) se g>1. '

Dal corollario e dal Teorema 8.4.1 si ottiene anche il seguente:

Corollario 8.6.9. Due superfici compatte e connesse sono omeomorfe se e so-
lo se hanno la stessa caratteristica di Fulero e sono entrambi orientabili o non

orientabili.
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Concludiamo questo paragrafo con il seguente risultato che descrive come tro-
vare la caratteristica di Eulero di una superficie conoscendo una sua presentazione

poligonale.

Proposizione 8.6.10. Sia aj; ---a;", €; = 1 una presentazione poligonale di

una superficie S compatta e connessa e siano ai,...,a,, 2m = n, le etichette
distinte (cfr. Teorema 8.2.8). Sia v il numero di punti distinti di S ottenuti

identificando i vertici della poligonale. Allora
X(S)=1—m+w.
Dimostrazione: si veda I'Esercizio 8.5. a

Esempio 8.6.11. Vogliamo verificare in due modi differenti che la presenta-
zione poligonale: ajasasasa;'a,’ rappresenta T24#RP? = RP?4#RP?4RP? (cfr.

Proposizione 8.1.7). Il primo modo ¢ tramite le seguenti figure:

Q2
> as
aia Ad1
> as
)
a
2 ag as
~ ap as
a9 as
a a
aq 2 1

Il secondo modo usa il Teorema 8.6.10. Osserviamo che lo spazio in questione
¢ una superficie non orientabile e quindi per il teorema di classificazione ¢ della
forma gRP?. D’altra parte, per la Proposizione 8.6.10, la sua caratteristica di
Eulero ¢ —1 (i vertici della poligonale vengono identificati tutti ad uno stesso

punto). Segue quindi da (8.6) che g = 3.
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8.6.1 Solidi convessi

Concludiamo questo capitolo con la dimostrazione che esistono esattamente
cinque solidi convessi e regolari nello spazio i cosiddetti solidi platonici. Un
solido convesso S ¢ un sottoinsieme limitato dello spazio R? definito dalle due

condizioni seguenti:
e S non ¢ contenuto in un sottospazio affine proprio di R?;
e S ¢& l'intersezione di un numero finito di semispazi chiusi di R3.

Un solido convesso S ¢ effettivamente un sottoinsieme convesso di R? in quanto
intersezione di semispazi di R? che sono convessi. Inoltre S é compatto in quanto
chiuso e limitato.

Sia S un solido convesso di R? e o un piano di R? tale che S sia contenuto in

uno dei due semispazi chiusi definiti da «. Si hanno le seguenti possibilita:
e SNa=10;
e SN a ¢ un punto che si chiama vertice di S;
e SN a é un segmento che si chiama spigolo o lato di S;
e SN a ¢é un poligono, che si chiama faccia di S.

Dal momento che S' ¢ intersezione di un numero finito di semispazi segue che esso
possiede un numero finito di vertici V', di lati L e di facce F'. Inoltre ogni spigolo
é un lato di due facce e ogni vertice € vertice di almeno tre facce e di altrettanti
spigoli. Vale il seguente risultato che era gia noto a Cartesio nel 1640 ma che fu

poi dimostrato da Eulero nel 1752.

Teorema 8.6.12. Sia S un solido convesso di R3 e siano V', L e F' come sopra.
Allora
V-L+F=2

Dimostrazione: Consideriamo un omeomorfismo f : S — D3 tale che
fiFres) @ Fr(S) — 5% Otteniamo quindi che la sfera S* ammette una poligo-
nazione con lo stesso numero di vertici, lati e facce del poligono S. Il risultato
segue allora dall’Esercizio 8.4 e dal fatto che x(5?) = 2. O

Un solido regolare ¢ un solido convesso di R? avente per facce poligoni

regolari tutti uguali tra loro e con lo stesso numero di lati uscenti da ogni vertice
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(quindi lo stesso numero di facce che si incontrano in un vertice). Esempi di solidi

regolari sono: il tetraedro, 'ottaedro, il cubo, il dodecaedro e I'icosaedro.

— 7R
b <o /ﬁf

Tetraedro Ottaedro Cubo Dodecaedro Icosaedro

Questi sono chiamati anche solidi platonici in quanto Platone ne parla nel
Timeo. Di essi tratta il XIII libro (I'ultimo) degli Elementi di Euclide dove si
fornisce una dimostrazione della loro esistenza. Il fatto notevole, che a differenza
dei poligoni regolari (che sono infiniti), i solidi platonici sono precisamente i 5
appena descritti. La dimostrazione di questo fatto si puo ottenere tramite 1'uso
della caratteristica di Eulero. Sia infatti S un solido platonico. Denotiamo con n,
n > 3, il numero di lati di ogni faccia (e quindi il numero di vertici in ogni faccia)
e con m, m > 3, il numero di lati uscenti da un vertice (e quindi il numero di
facce che si incontrano in un vertice). Si osservi che n e m non dipendono dalla
faccia o dal vertice scelto perché il solido &, per ipotesi, regolare. Dal momento
che ogni lato ha in comune due facce si ottiene allora che il numero di lati L e
il numero di vertici V' si possono scrivere in funzione del numero di facce F' del

poligono come segue:

_nk oy,

2 m
Per il Teorema 8.6.12 si ottiene allora:

n n

F—L+V:F(———+1):2.
m 2

4m
2n—mn+2m

dalla quale segue (essendo F > 0) che
2n

n—2

Usando questa disuguaglianza e il fatto che m > 3 si ottiene che n < 6 e m < 6.

e quindi F' =

> m. (8.7)

Dalla (8.7) le uniche possibilita per le coppie (n,m) con 3<n<6e3<m<6
sono cinque e cioe:

(3,3),(3,4),(3,5),(4,3),(5,3)
che corrispondono rispettivamente al tetraedro, all’ottaedro, all’icosaedro, al cubo

e al dodecaedro.
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8.7 Esercizi

Esercizio 8.1. Dimostrare che i gruppi G = (a,b | baba™) ¢ H = (a,c | a*c?)
dell’Esempio 6.2.6 sono isomorfi mostrando le presentazioni poligonali baba™"! e

a’c? sono omeomorfe alla bottiglia di Klein.

Esercizio 8.2. Calcolare il gruppo fondamentale della seguente presentazione

poligonale a - a---a (n fattori).

Esercizio 8.3. Sia G un gruppo abeliano finitamente generato. Dimostrare

che esiste uno spazio topologico X connesso per archi tale che m(X) =& G.

(Suggerimento: usare I'esercizio precedente e il Teorema 6.1.1).

Esercizio 8.4. Sia S una superficie compatta e connessa e sia P una sua po-
ligonazione costituita da un numero finito di facce F', di lati L e di vertici V.

Dimostrare che
X(S)=F—-L+V.

(Suggerimento: suddividere i poligoni di P in triangoli).

Esercizio 8.5. Dimostare la Proposizione 8.6.10 (Suggerimento: usare 1'Esercizio
8.4).

Esercizio 8.6. Calcolare la caratteristica di Fulero X(EZ) di una superficie ZZ
compatta, connessa di genere g e h componenti di bordo distinguendo il caso

orientabile dal caso non orientabile.

Esercizio 8.7. Calcolare la caratteristica di Eulero di una superficie ottenuta
come somma connessa di un piano proiettivo e di n tori e la caratteristica di

Eulero della somma connessa di una bottiglia di Klein con n tori.
Esercizio 8.8. Dimostare che abca 'b~'c™! & una presentazione poligonale di T?.

Esercizio 8.9. Dimostrare che ay---anaq - --a, ¢ una presentazione poligonale
di RP% (Suggerimento: osservare che i vertici del poligono vengono identificati con n

punti).

Esercizio 8.10. I lati di un ottagono regolare sono identificati in modo tale
che il quoziente sia una superficie. Dimostrare che la caratteristica di Eulero di
questa superficie ¢ > —2. Dimostrare, inoltre, che ogni superficie orientabile o non
orientabile la cui caratteristica di Eulero ¢ > —2 puo essere ottenuta identificando

opportunamente i lati di un ottagono regolare.

Esercizio 8.11. Cosa rappresenta la presentazione poligonale abcdec 'da=tb1e 1?7
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Esercizio 8.12. Dimostrare che la presentazione poligonale

1

1 - -1
102+ Gp—10p01 Qg -+ @, 10

¢ omeomorfa alla somma connessa di n piani proiettivi reali. (Suggerimento:

osservare che i vertici del poligono vengono identificati tutti ad uno stesso punto).

Esercizio 8.13. Cosa rappresenta la presentazione poligonale
-1 _—1 -1 -1
102+ Qp—10pQ7 Qg Q1 G, ¢

(Suggerimento: osservare che se n ¢ dispari i vertici del poligono vengono identificati

con due punti mentre se n ¢ pari vengono identificati ad uno stesso punto).

Esercizio 8.14. Dimostrare che non esiste una poligonazione della sfera dove le

facce sono tutti esagoni e da ogni vertice escono almeno tre lati.

Esercizio 8.15. Una palla da calcio é formata da pentagoni e esagoni tali che
tre facce si incontrano in un vertice e due facce distinte si incontrano al pit in un

vertice o in un lato. Mostrare che il numero di pentagoni ¢ 12.

Esercizio 8.16. Sia P un solido convesso in R? dove tutte le facce sono triangoli
e da ogni vertice escono cinque o sei lati. Dimostrare che P ha esattamente 12

vertici dai quali escono 5 lati.



Capitolo 9

Classificazione deil rivestimenti

9.1 Azioni di gruppi su spazi topologici

Sia X uno spazio topologico e G un gruppo. Lo spazio X ¢ detto un G-spazio
che da ora in poi sara sinistro) se X é un G-insieme sinistro (vedi Appendice E
p pPp

e ’applicazione bigettiva
Ly: X=X, v—g-x

¢ un omeomorfismo (in effetti & sufficiente richiedere che sia continua e la sua
inversa L,-1 risulta automaticamente continua). Equivalentemente si ha un omo-
morfismo di G nel gruppo Omeo(X) degli omeomorfismi di X che associa a ¢
I'omeomorfismo L,. Possiamo allora dotare lo spazio quoziente X/G della to-
pologia quoziente rispetto alla proiezione canonica m : X — X/G (U ¢é aperto
in X/G se e solo se 771 (U) ¢ aperto in X). Alcune proprieta topologiche dello

spazio quoziente sono descritte nella seguente proposizione.

Proposizione 9.1.1. Sia X un G-spazio e 7 : X — X/G la proiezione sul
quoziente. Allora 7 ¢ aperta e se G ¢ un gruppo finito allora w é anche chiusa.

Inoltre X/G ¢ di Hausdorff se e solo se l'insieme
K={(r,g-v) e XxX |ze X,ge G}
é chiuso in X x X.
Dimostrazione: Sia U un aperto di X. Allora
7 (7(U)={r € X |n(x) € n(U)} = {x € X | n(x) = n(y), per qualchey € U}

={z € X | z =g -y per qualche y € U e per qualche g € G}
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={re X |z eg-Uperqualche g € G} = Uy g-U = Ugeg Ly(U).

Dal momento che L, ¢ un omeomorfismo e U ¢ aperto segue che L,(U) é un
aperto di X e quindi w(7~1(U)) & aperto in quanto unione di aperti e quindi 7 &
aperta.
Se A é un sottoinsieme chiuso di X e G é finito allora allo stesso modo si
ottiene:
m(17(A)) = UgeaLy(A)

che & un chiuso in quanto unione finita di chiusi.

Infine osserviamo che 'applicazione
[ X xX = X/GxX/G, (z,y) ~ (7(x),7(y)).

é aperta e suriettiva e quindi un’identificazione.
Se A C X/GxX/G éladiagonale in X/G (cioé i punti della forma (z, z)) allo-
ra X /G ¢ di Hausdorff se e solo se A ¢ chiuso in X/G x G/K o, equivalentemente,

se e solo se
fHA) ={(z,y) e X x X [7(x) =7(y)} ={(z,y) e X x X |y=g-2} = K

¢ chiuso in X x X. O
Sia X un G-spazio. Diremo che 'azione di G su X & propriamente discon-

tinua se per ogni z € X esiste un aperto U contenente x tale che
(g1-U)N(g2-U) =0, Yg1,92 € G. (9.1)

Ovviamente un’azione propriamente discontinua € anche propria. Osserviamo
anche che 'azione di G su X é propriamente discontinua se e solo se per ogni

x € X esiste un aperto U contenente x tale che
(g-U)NnU =0, Vg € G. (9.2)

Infatti la (9.1) implica la (9.2) ponendo go = 1. Mentre se vale la (9.2) allora si
ottiene la (9.1):

(91-U)N(g2-U) = g2[(g5 ' 1U) N U] = 0,991, 92 € G.

Osservazione 9.1.2. Lo spazio quoziente di uno spazio di Hausdorff per un’azio-
ne propriamente discontinua non ¢ in generale di Hausdorff. Massey ha costruito
un esempio del gruppo Z che agisce in modo propriamente discontinuo su R? ma
R?/Z non ¢ di Hausdorff.
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L’interesse per le azioni propriamente discontinue ¢ giustificato dal seguente:

Teorema 9.1.3. Sia X un G-spazio. L’azione (a sinistra) di G su X é propria-

mente discontinua se e solo se m: X — X/G & un rivestimento.

Dimostrazione: Supponiamo che 'azione di G sia propriamente disconti-
nua. Dalla Proposizione 9.1.1 'applicazione 7 & continua, aperta e suriettiva.
Sia x € X e U un aperto di X contenente = dove vale la (9.2). Allora w(U)
¢ un aperto contenente mw(z). Se mostriamo che w(U) ¢ ben ricoperto da
seguird che 7 é un rivestimento. Abbiamo gia visto nella dimostrazione della
Proposizione 9.1.1 che 7=} (7(U)) = U,L,(U). Quindi ¢ sufficiente dimostrare
che mp,wy @ Ly(U) — 7(Lg(U)) = n(U) & un omeomorfismo. Quest’applica-
zione ¢ la composizione dell’omeomorfismo L,-1 : Ly(U) — U con l'applicazione
my : U — 7(U). Ma quest’ultima ¢ una bigezione (iniettiva per la (9.2)) continua
(restrizione di un’applicazione continua) e aperta in quanto 7 & aperta e quindi
un omeomorfismo.

Viceversa supponiamo che 7 : X — X/ sia un rivestimento. Dato x € X sia
V un aperto di 7(z) ben ricoperto da 7. Allora 7= (V) =UU; e Ty, : U; = V' &
un omeomorfismo. Sia Uj, I'aperto che contiene x. Per ogni g € G I'aperto g-Uj,
dev’essere disgiunto da Uj, altrimenti due punti di Uj, sarebbero nella stessa
orbita rispetto all’azione di G e la restrizione di m a Uj, non sarebbe iniettiva.
Quindi la (9.2) ¢ soddisfatta e I’azione di G é propriamente discontinua. O

Segue una lista di esempi di azioni propriamente discontinue. Lo studente é

invitato a dimostrare i dettagli.

Esempio 9.1.4. Il sottogruppo di Omeo(R? \ {(0,0)}) generato dalla moltipli-
cazione per A > 0, (z,y) — (Az, \y) agisce a sinistra su R? \ {(0,0)} in maniera

propriamente discontinua.

Esempio 9.1.5. Sia G = Z e X = R. Allora ponendo m -z =m+x, v € R
si definisce un’azione sinistra propriamente discontinua di G su X. Otteniamo

quindi un rivestimento m : R — S?.

Esempio 9.1.6. Sia G = Z? ¢ X = R?. Allora ponendo
(m,n) ' (Iay) = (:E+m,y+n), (ZE,y) € Rz

si definisce un’azione sinistra propriamente discontinua di G su X. Equivalen-
temente si sarebbe potuto considerare 1’azione sinistra del sottogruppo H di
Omeo(RR?) generato dalle isometrie (traslazioni) (z,y) — (z + 1,y) e (z,y)

(z,y + 1). Otteniamo quindi un rivestimento 7 : R? — T2
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Esempio 9.1.7. Sia G = Z e X = {(v,y) € R? | — % <y < %} una striscia

infinita. Allora ponendo
m - (xay) = (l‘ +m, (_1)my)

si definisce un’azione sinistra propriamente discontinua di G su X. Lo spazio

quoziente X /G & omeomorfo al nastro di Mobius e 7 : X — N ¢ un rivestimento.

Esempio 9.1.8. Consideriamo ’azione sinistra del sottogruppo H di Omeo(R?)
generata dalle isometrie (traslazioni) (z,y) — (z+1,1—y) e (z,y) = (z,y+1).
Quindi H ¢é costituito dalle isometrie della forma (z,y) — (z + m, (—=1)"y + n).
Equivalentemente si ¢ definita un’azione sinistra propriamente discontinua di H
su X. Lo spazio quoziente X/H ¢ omeomorfo alla bottiglia di Klein e 7 : R* —

Klein é un rivestimento.

Esempio 9.1.9. Sia G = Zy = {£1} e X = 5" la sfera unitaria centrata nell’o-
rigine. Allora ponendo +1-x = +x, x € S” si definisce un’azione propriamente

discontinua di G su X. Otteniamo quindi un rivestimento 7 : S™ — RP".

Se il gruppo G che agisce su uno spazio X é finito allora abbiamo un criterio

utile per controllare se I'azione sia propriamente discontinua.

Teorema 9.1.10. Sia G un gruppo finito che agisce liberamente su uno spazio

di Hausdorff X. Allora l’azione di G su X ¢é propriamente discontinua.

Dimostrazione: Siano gy = 1,91, ..., ¢, gli elementi di G esiaxz € X. Allora
ipunti g, -x,..., ¢, sono tutti distinti da g - = x in quanto 'azione é libera.
Siccome X é di Hausdorff esistono aperti Uy, ..., U, contenenti x, g1 -x,..., g,

rispettivamente tali che Uy N U; = () per ogni j = 1,...n. Allora
U=nl_g;" - Uj

¢ un aperto contenente = e che soddisfa la (9.2). Infatti, sia g € G, g # 1, allora
g=gr € G, k+#0, esiha:

gk U =gk (M=o g7 - Uj) = (Nf—g grg; ' - Uj) C Uy,

in quanto g;l'Uj CUpegr -Uy CU,. MaU C Ujye gp-U C U e siccome
UNUg =0 allora (gx - U)NU = (. O

Esempio 9.1.11. Sia S® = {(21,22) € C? | |21]? 4 |22/* = 1} la sfera unitaria in

R* =~ C2. Consideriamo 1'applicazione

h:S%— 83 (21, 29) (eQm/pzl,e%iq/sz),
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dove p e ¢ sono interi positivi primi fra loro e 1 < ¢ < p. L’applicazione h ¢ un

omeomorfismo con inverso
Rt 8% = S (21, 2) — (6_2”/”2’1,6_2”q/”22)
e h? = idgs. Possiamo quindi definire un’azione di Z, su S* come segue:
Z, x S®— 53 [n]y- (21, 22) == h"((21, 22)) = (e¥™M/Pzy, 2™/ ).

Quest’azione & libera: infatti se e2™/Pz = 2z e e2™4/Pzy = 2, e z; # 0 allora
e?™/P = 1 e quindi p|n; se invece z; = 0 allora 2, # 0 e e?™/? = 1 e quindi p|ng
ed essendo p e g primi p|n. Quindi per il Teorema 9.1.10 ’azione e propriamente
discontinua. Il quoziente S*/Z, ¢ quindi uno spazio topologico chiamato spazio

lenticolare e per il Teorema 9.1.10 esiste un rivestimento S® — S%/7Z,.

Osservazione 9.1.12. Si puo dimostrare che dato il disco unitario D? = {(z,y) €
R? | 22 + y* < 1} e un intero g > 2 esiste un sottogruppo I'; C Omeo(D?) che
agisce in modo propriamente discontinuo su D? e tale che lo spazio quoziente
D?/T, & omeomorfo a %, superficie compatta e connessa e orientabile di genere

g. Quindi esiste un rivestimento 7 : D? — 3.

9.2 Rivestimenti e gruppo fondamentale

In questo paragrafo studieremo alcuni legami tra un dato rivestimento p :
X — X e il gruppi fondamentali dello spazio totale X e lo spazio di base X.
Sia 7o € X e 1y = p(Zo) € X. Ricordiamo (si veda 4.4) che possiamo definire

un’applicazione che chiameremo lifting correspondence,
L:mi(X,20) = p~(x0), [f] = F(1) (9.3)

dove f : I — X ¢ I'unico sollevamento di f tale che f (0) = Zo. Ricordiamo anche

il Teorema 4.3.1:

Teorema 9.2.1. Se X ¢ connesso per archi allora L ¢ suriettiva. Se inoltre X &

semplicemente connesso allora L é una bigezione.
Vale anche il seguente risultato.
Teorema 9.2.2. Siap: X — X un rivestimento.

1. L’omomorfismo p, : w1 (X, &o) — m (X, z) indotto da p ¢ iniettivo (e quindi
pem (X, Zo) & un sottogruppo di m (X, ) isomorfo a m (X, %) );
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2. La lifting correspondence L induce un’applicazione iniettiva

7T1(X7 xO)

(K P )

dall’insieme delle classi laterali destre di p,m(X,%o) alla fibra p~(z0); ®

¢ bigettiva se X é connesso per archi.

3. Se f & un laccio di X basato in o, allora [f] € pemi (X, %) se e solo se f

st solleva ad un laccio di X basato in Zg.

Dimostrazione: 1. Sia f un laccio in X basato in 7, e supponiamo che
p.([f]) = [€x,]. Sia F un omotopia relativamente a {0,1} tra po f e €,,. Se F &
il sollevamento di F in X tale che F(0,0) = Z, allora £ ¢ un’omotopia relativa a
{0,1} tra f e ez,

2. L’iniettivita di ® é equivalente a:

L([f]) = L(lg]) < [f] € pmi(X, Z0)[g], V[f], [9] € m (X, x0), (9-5)

dove L ¢ la lifting correspondence (9.3).

Supponiamo che esistano [f],[g] € 71 (X, x0) tali che [f] € p.m(X,Z0)[g).
Esiste quindi un laccio i in X basato in Z, tale che se h = poh allora [f] = [h-g].
Osserviamo che I’arco h-§ ¢ il sollevamento di k- ¢ che inizia in Z,. Dal momento
che [f] = [h - g] allora f e h-§ (che iniziano in &) finiscono nello stesso punto di
X. Quindi anche f e § terminano nello stesso punto e quindi L([f]) = L([g]).

Viceversa se L([f]) = L([g]). Quindi f e § terminano nello stesso punto .
Segue che h = f-i(§) ¢ un laccio chiuso basato in Zg e quindi [k - §] = [f]. Se F &
un’omotopia relativa a {0,1} in X tra i lacci h-ge f allorapo F & un’omotopia
relativa a {0,1} tra h-g e f in X, dove h = poh. Segue che [f] € p.m1 (X, %0)[g].
Infine se X & connesso per archi allora L ¢ suriettiva e quindi anche ®.

3. Applicando la (9.5) al caso dove g ¢ il laccio costante basato in xzy si ottiene
che L([f]) = Zo se e solo se [f] € p.mi(X,&o). Ma L([f]) = & se e solo se il

sollevamento di f che inizia in Z termina in Z. O

Corollario 9.2.3. Siap: X — X un rivestimento, X connesso per archi. Allora

p & un omeomorfismo se e solo se pymi(X, %) = m (X, o).

Corollario 9.2.4. Sia p: X — X un rivestimento, X connesso per archi. Allora
il grado del rivestimento ¢ uguale a n se e solo se Uindice di p,mi(X,%o) in

m1 (X, xo) én, per ogni xo € X e Iy € X, p(Zo) = xo.
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Nella proposizione che segue ci proponiamo di capire come sono legati i due
gruppi p,m1 (X, Zo) e pom (X, 1) per scelte diverse di &g, #; € X tali che p(i) =

p(@) = Zo.

Proposizione 9.2.5. Sia p : X = X un rivestimento, X connesso per archi e

Fo, %1 € X appartenenti alla fibra di xq € X.

1. sia f éwun arco tra Tg e 1 e f = po f é il corrispondente laccio in X basato

n xg, allora
[f]_lp*ﬂl(XafZU)[.ﬂ :p*ﬂ-l()z7i’1)> (96)

e quindi p,m1 (X, %) e pomi (X, E1) sono sottogruppi coniugati di (X, x0);

2. wiceversa se H & un sottogruppo di (X, o) coniugato a p.mi (X, %) allora
esiste 1 € X, p(i1) = xo, tale che

H= p*ﬂ'l(X, f1>

Dimostrazione: 1. Osserviamo che u]zm()z',io) = m (X, %), dove ufp é

I'isomorfismo

wp:m (X, Z) = m(X, &) [g] = [i(f)- G- f).
Applicando p, si ha: p*ufm(f(, To) = pem (X,#). Daltra parte
P*Ufﬂl(XafO) = Ufp*ﬂl()z,i'o) = [i(f)]P*Wl(X,fo)[f] = p*ﬂl(X,i'l)
e la conclusione segue da [i(f)] = [f]~%.
2. Se H ¢é coniugato a p,mi(X, ) allora H = [f] 'p.m (X, Zo)[f] per un certo
[f] € m (X, x0). Sia f un sollevamento di f che inizia in #, e sia #; = f(1). Per
la parte 1. [f] 'p.m (X, Zo)[f] = pomi(X, #1) e quindi H = p,mi (X, 7). O

Osservazione 9.2.6. Le classi di coniugio di sottogruppi di 7 (X, x¢) sono inva-
rianti algebrici del rivestimento p : X — X. Mostreremo nel Corollario 9.5.4 che

queste determinano il rivestimento a meno di isomorfismi.

9.3 Teoremi di sollevamento per rivestimenti

Sia p : X — X un rivestimento, zo € X, T € p~Y(zo). Sia Y uno spazio
topologico, yp € Y e f: Y — X una funzione continua tale che f(yy) = 0.

Domanda: Quando esiste un unico sollevamento f di f rispetto a p (cioé una
funzione continua f Y — X, tale che po f = f) tale che f(yo) = &o?
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Dalla Proposizione 3.3.1 sappiamo che se Y € connesso allora se un tale solle-
vamento esiste € unico. Inoltre sappiamo che un tale sollevamento esiste nel caso
Y = I (Proposizione 3.3.2) e Y = I? (Proposizione 3.3.4).

Per capire quando un sollevamento esiste in generale osserviamo che se esiste
un sollevamento f:Y — X di f:Y — X allora

fem(Yoyo) = pefomi (Y y0) € pumi (X, Fo).

Quindi la condizione
fem(Y,y0) € pami(X, Zo) (9.7)

¢ necessaria per l'esistenza di un sollevamento f di f rispetto a p tale che f (yo) =

Zo. 1l seguente esempio mostra che in generale questa condizione non ¢ sufficiente.

Esempio 9.3.1. Sia Y il cosidetto cerchio polacco, Y = AU B U C, dove A =
{(z,9) €R? |2 +32 =1,y 2 0}, B={(z,9) €R*| —1 <z <0,y =0}e
C={(z,y) eR*|0<z<1ly=1isinZ}.

Si verifica facilmente che Y ¢ semplicemente connesso (in effetti ¢ contraibile).

Consideriamo il rivestimento exp : R — S, ¢+ (cost,sint), yo = (1,0) € Y,
To=0€R, 79 = (1,0) € S* e la funzione continua f : Y — S! definita da:

fony) = { (z,y) se (z,y)e A

Scegliamo una funzione continua p : [—1,1] — R tale che
cosp(x) =z, sinp(x) > 0, p(—1) = . p(L) = 0.

(¢ sufficiente prendere I'inversa di y = cos = nell’intervallo [0, 7]).

Analogamente consideriamo una funzione continua ¢ : [—1,1] — R tale che
cosg(z) = z, sing(z) <0, ¢(~1) = —, g(1) = 0.

(¢ sufficiente prendere I'inversa di y = cos z nell’intervallo [—, 0]).
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Vogliamo mostrare che f non ammette un sollevamento f : Y — X tale che
f(yo) = . Se per assurdo un tale f esistesse allora, per ogni (z,y) € A si
avrebbe:

exp f(z,y) = f(z,y) = (v,y) = (v, V1 —2?) = (cosp(x),sin p(z)) = expp(z)

e quindi

f(@,y) = p(x) + 2mn(z, y),
dove n é una funzione a valori interi definita su A. Essendo n continua perché

differenza di funzione continue segue che n é costante:

f(z,y) =p(x) + 2mn, V(z,y) € A (9.8)
Analogamente per ogni (z,y) € B UC' si avrebbe
exp f(w,y) = f(w,y) = (x,y) = (x,—V1 —2?) = (cos q(x),sin ¢(z)) = exp g()

e quindi
flx,y) = q(z) 4+ 2mm, Y(z,y) € BUC. (9.9)
per una certa costante intera m.
Valutando le equazioni (9.8) e (9.9) nei punti AN (BUC) = {(-1,0),(1,0)}
si ha:
f(=1,0) = p(=1) + 2mn = q(—1) + 27m

f(1,0) =p(1) + 27n = q(1) + 27m

Le quali implicano rispettivamente:
2n=m—(—7)=p(—-1) —q(=1)=21r(n—m) =n=m+1

0=0-0=p(1)—q(l)=21(n—m) =n=m.

Questa contraddizione mostra che f non puo esistere.
Se si analizza il cerchio polacco ci si accorge che non ¢ localmente connesso
per archi nell’origine. In effetti questo ¢ il motivo topologico per il quale il

sollevamento di f non esiste. Vale infatti il seguente:

Teorema 9.3.2. Sia p : X — X un rivestimento, to € X, &g € p(xo), Sia
wnoltre Y uno spazio topologico connesso e localmente connesso per archi, yo € Y
e f:Y — X una funzione continua tale che f(yo) = xo. Allora esiste un unico

sollevamento f di f rispetto a p se e solo se vale la (9.7).



144 CAPITOLO 9. CLASSIFICAZIONE DEI RIVESTIMENTI

Dimostrazione: Abbiamo gia visto che la condizione (9.7) é necessaria per
lesistenza di un rivestimento. Mostriamo ore che, insieme al fatto che Y é lo-
calmente connesso per archi, esiste un sollevamento f di f tale che f (yo) = o
(Punicita di f segue dalla connessione di ).

Costruiamo f usando la connessione per archi di Y (la locale connessione per

archi verra usata per dimostrare le continuita di f). Siay € Yesiagp: I — Y un

arco tale che ¢(0) =y e ¢(1) = y. Osserviamo che 'arco f o inizia in xy quindi

per il teorema del sollevamento degli archi esiste un suo unico sollevamento f o ¢
tale che f o p(0) = Zo. L’applicazione f:Y — X ¢ definita come il punto finale

dell’arco j/’;—g/o cioe:

Fly) == fop(l). (9.10)

Dobbiamo dimostrare che f é ben definita, cioé che non dipende dall’arco ¢ scelto.
Sia dunque ¢ : I — Y un altro arco in Y tale che ¥(0) = yo e (1) = y. Allora
¢ - () & un laccio basato in yo e quindi [ - i(¢)] € m (Y, o). L'ipotesi (9.7)

implica l'esistenza di un laccio chiuso « in X basato in Z tale che

Sl i) = [f o (p- i) = [(f o) - (f 0 i(¥h))] = pula] = [poal.

Segue che:

fop~py (fow) €y ~pony (fow) (foi(¥)) (fo) ~a (Poa)-(foi).

Per il teorema di sollevamento delle omotopie, i sollevamenti degli archi f oy e
(poa)-(fo1) che iniziano in Zy finiscono nello stesso punto. Ma il sollevamento
di foyp é fop mentre quello di (poa)-(fow) e a-forh, dove forh éil

sollevamento di f ot che inizia in a(1) = Zo. Segue che:

fow(l)=foi(1)

e quindi la definizione di f non dipende dall’arco scelto.

Mostriamo ora che f ¢ continua. Sia y € Y e U un aperto arbitrario di X
contenente f(y). Vogliamo trovare un aperto V di Y tale che f(V) C U. Siccome
p € aperta allora p(f]) é aperto in X. Esiste quindi U C p(U) ben ricoperto da
p, cioe p~H(U) = UjUj e P, Uj — U ¢ un omeomorfismo. Sia quindi Uy un
aperto contenente f(y) tale che P, U, — U sia un omeomorfismo. Segue che
Y p(UNU)) ¢ un aperto di Y contenente y. Essendo Y localmente connesso

per archi esiste un aperto V' connesso per archi e contenente y tale che

V C [T p(UNTY).
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Mostriamo che

f(V) - Un 0k - U

e questo mostrera la continuita di f. Scegliamo ¢/ € V. Sia ¢ un arco in Y
tra yo e y e sia  un arco in V tra y e y. Ora f(y’) ¢ dato dal sollevamento di
fo(-v)=(fo1):(fop)che comincia in Zy. Questo sollevamento & dato da
m - B, dove m é il sollevamento di f o1 che comincia in Zy e 3 é quello di
f o ¢ che comincia in m(O) — f(y). Per definizione f(y') = B(1). Dobbiamo
quindi dimostrare che 3(1) € UNU,. Mostreremo che 3(I) € UNU;. Osserviamo
che:

BI) cp ' (fle) Ccp ' (f(V)) Sp ' (p(UNUL) Cp ' (U) =U;U;.

Siccome ((0) € Uy, allora 8(I) C Uy. Inoltre

p(B(I)) = f(e(1)) € f(V) S p(UNTL)

e quindi essendo p ristretta a Uy iniettiva e S(I) C Uy segue che S(I) € U N Ty,
O

Corollario 9.3.3. Sia p : X — X un rivestimento, xo € X, &y € p (o),
Sia wnoltre Y semplicemente connesso e localmente connesso per archi, yo € Y e
f Y — X una funzione continua tale che f(yo) = xo. Allora esiste un unico

sollevamento f di f rispetto a p tale che f(yo) = Zo.

9.4 Omomorfismi e Isomorfismi tra rivestimenti

In questo paragrafo gli spazi topologici X;, X, e X saranno connessi e local-
mente connessi per archi.

Siano py : Xl — X epsy: XQ — X due rivestimenti sullo stesso spazio X. Un
omomorfismo tra i due rivestimenti ¢ un’applicazione continua ¢ : X, = X, tale
che p; = py o . Si verifica immeditamente che la composizione di omomorfismi
¢ un omomorfismo e che se p : X — X ¢ un rivestimento idg X 5 Xeéun
omomorfismo.

Un omomorfismo ¢ : )~(1 — Xg tra due rivestimenti p; : )~(1 — X e py:
X, — X ¢ un isomorfismo ovvero un’equivalenza se esiste un omomorfismo
¥ Xy — X tale che o ¢ = idg, e pot =idg,. Quindi un omomorfismo tra
rivestimenti € un isomorfismo se e solo se € un omeomorfismo. Due rivestimenti

saranno detti isomorfi ovvero equivalenti se esiste un isomorfismo che li lega.
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Teorema 9.4.1. Siano p; : )~(1 — X epy: XQ — X due rivestimenti e 1, € )~(1
e Ty € Xy tali che p1(Z1) = pa(Z2). Esiste un sunico isomorfismo ¢ : X, = X

tale che o(Z1) = Ty se e solo se pl*wl(Xl, 1) = pg*ﬂl(Xg,ig).

Dimostrazione: Sia ¢ : X; — X5 un isomorfismo allora essendo un omeo-
momorfismo

(,0*7T1(X1, i'l) = 7T1(X2, i’z)

e dal momento che p; = py o ¢ si deduce che
pl*ﬂl(Xl, 92’1) = p2*90*7T1(Xl, 1’1) = pQ*Wl(X% fiz)-

Viceversa supponiamo che p,m; ()~(1, T1) = poumm (Xg, Ts). Applicando il Teorema
sui sollevamenti al rivestimento p, esiste un unica applicazione continua ¢ : X; —
X, tale che p1=p20op e p(T) = Ty Allo stesso modo, scambiando il ruolo tra
Xl e Xg, esiste un’unica applicazione continua v : Xg — Xl tale che py = ps o
e (&) = #;. Ora Dapplicazione ¢ o ¢ : X; — X, ¢ un sollevamento di p; e
Y(@(Z1)) = 1, lo stesso vale per idg . Segue che 1) o p = idg . Analogamente
poy =idg,. a

Osservazione 9.4.2. Segue dalla dimostrazione del teorema precedente che se
1 )~(1 — X epsy: Xz — X sono due rivestimenti e T; € )~(1 eIy € )~(2 tali che
p1(Z1) = p2(Z9), allora esiste un omomorfismo ¢ : X, — X, tale che o(T1) = Zg

se e solo se pl*’ﬂ'l(Xl,i’l) Q pQ*WI(XQ,j}Q).

Osserviamo che il Teorema 9.4.1 non risolve il problema di quando due rivesti-
menti sono isomorfi. Potrebbe capitare infatti che non esista un isomorfismo che
manda il punto Z; su 5 nonostante i due rivestimenti siano isomorfi. Il seguente

teorema tiene conto di questo.

Teorema 9.4.3. Siano p; : )~(1 — X epy: XQ — X due rwestimenti e T € )~(1
e iy € Xy tali che p1(Z1) = pa(Z2) = xo. Esiste un isomorfismo ¢ : X, — X, se

e solo se i sottogruppi pl*m(f(l,fl) e p2*7r1()~(2, T9) di m (X, xo) sono coniugati.

Dimostrazione: Sia ¢ : X; — X, un isomorfismo e p(Z;) = #,. Per il teore-
ma precedente pi,m1 (X1, #1) = po.mi(Xo, &) e per la 1. della Proposizione 9.2.5
pg*m(ffg,ité) ¢ coniugato a pg*m(f(g,a?g) e quindi pl*ﬂ'l(Xl,Zi‘l) e pg*m(f(g,i:g)
sono coniugati. Viceversa se pi,m; ()21,531) € Doy (5(2,:%2) sono coniugati allora
per la 2. della Proposizione 9.2.5 esiste &, tale che py,m; (f(l, T1) = pouTy (X’z, zh)

e per il teorema precedente esiste un unico isomorfismo ¢ : X; — X, tale che

o(T1) = T, O
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9.5 Rivestimenti universali e esistenza di rivesti-

menti

Supponiamo che p : X — X sia un rivestimento con p(Zg) = zo. Se X &
semplicemente connesso, allora X & chiamato un rivestimento universale di
X. Dal momento che m (X, &) = {1}, segue dal Teorema 9.4.3 che due rivesti-
menti universali sono isomorfi. Per questo motivo X si chiamera il rivestimento

universale. L’aggettivo universale nasce dal risultato seguente.

Proposizione 9.5.1. Siano X, X e X; tre spazi topologici connessi e localmente
connesst per archi, p : X — X un riwestimento con X semplicemente connesso.
Se p1 : X1 — X e un altro rivestimento allora esiste un rivestimento p : X — X,

tale che p = py o p.

Dimostrazione: Siccome {1} = p,m; (f(, Zo) C pram ()21) segue dal teorema
di sollevamento che esiste p : X — X, tale che p = p; o p. Per il punto 1.

dell’Esercizio 9.3 si deduce che p € un rivestimento. O

Domanda: Sia X uno spazio topologico. Sotto quali condizioni esiste un rive-

stimento p: X — X, con X semplicemente connesso?

Andiamo alla ricerca di condizioni necessarie. Supponiamo quindi che p : X —
X, sia un rivestimento con X semplicemente connesso. Sia Ty € X e g € X
tale che p(Zy) = xo e U un aperto banalizzante che contiene xy. Esiste quindi
un aperto V di X che contiene 7, tale che pyv : V. — U sia un omeomorfismo.
Denotiamo con i : U — X e j : V — X le inclusioni. Allora i opy =poj.
Passando alla applicazioni indotte sui gruppi fondamentali e usando il fatto che

X ¢ semplicemente connesso si deduce che:
ixm1(U, 70) = pajumi(V, %) = {1}.

Equivalentemente i, ([f]) = [e,] per ogni [f] € m1 (U, x).

Quindi se X ammette un rivestimento universale allora soddisfa la seguente
proprieta:

ogni punto o € X ha un intorno aperto U tale che 'omomorfismo indotto
dall’inclusione i, : m (U, xg) — m (X, zo) € banale.

Detto diversamente questo significa che ogni laccio in U basato in xg € equiva-
lente all’arco costante €,, (tramite un’omotopia che non avviene necessariamente
in U). Uno spazio topologico che soddisfa questa proprieta é detto semilocal-

mente semplicemente connesso. Dalla definizione risulta chiaro che questa
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proprieta é locale (cioé vale per ogni altro intorno aperto di g contenuto in
U). Osserviamo che uno spazio semplicemente connesso ¢ anche semilocalmente
semplicemente connesso.

Esistono spazi topologici connessi e localmente connessi per archi che non sono
semilocalmente semplicemente connessi. Consideriamo per esempio 1’orecchino
hawaiano ossia X = U2, C,,, dove C,, ¢ la circonferenza di raggio + e centro nel
punto (£,0) in R

Si verifica immediatamente che X é connesso e localmente connesso per archi
ma non ¢ semilocalmente semplicemente connesso. Infatti sia U in intorno aperto
dell’origine xzy = (0,0) di X. Per n sufficientemente grande C,, C U. Fissiamo
un tale n e consideriamo la retrazione di X su C,, che invia tutti i cerchi C,,
con n # m nell’origine e lascia fisso C,,. Quindi I'inclusione j : C,, — X induce
un omomorfismo iniettivo j, : m(Cph,z9) = Z — m(X,x9). Siano ¢ : U —
X ek : (), — U le inclusioni. Segue che i o k = j e quindi 7, o k, = 7,.
Ora se X fosse semilocalmente semplicemente connesso allora i, dovrebbe essere
I’omomorfismo banale e quindi j, dovrebbe essere banale, in contrasto con quello
appena dimostrato.

In effetti ’essere semilocalmente semplicemente connesso e anche una condi-

zione sufficiente per l'esistenza di un rivestimento universale:

Teorema 9.5.2. Sia X uno spazio connesso e localmente connesso per archi.
Allora esso ammette un rivestimento universale se solo se X ¢& semilocalmente

semplicemente connesso.

In generale vale il seguente teorema (di cui il teorema precedente é un co-
rollario immediato quando applicato al gruppo banale) che fornisce una risposta
(algebrica) completa per l'esistenza di un rivestimento di uno spazio topologico
dato.

Teorema 9.5.3. Sia X uno spazio connesso, localmente connesso per archi e
semilocalmente semplicemente connesso e sia xg € X. Sia H un sottogruppo di

(X, 20). Allora esiste un rivestimento p: X — X e un punto & € p~*(xo) tale
che pomi (X, &) = H.
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Dimostrazione: Diamo solo un’idea della dimostrazione rinviando il lettore
a [13| per dettagli. Sia P l'insieme costituito da tutti gli archi di X che iniziano
in xg e definiamo una relazione d’equivalenza su P definendo f ~ g se e solo se

le seguenti condizioni sono soddisfatte:
o f(1)=g(1);
o [f-ilg) € H.

Denotiamo con f# la classe di equivalenza del cammino f € P. Sia X Dinsieme

delle classi d’equivalenza e p : X — X definita come:

p(f%) = f(1).

Dal momento che X & connesso per archi 'applicazione p é suriettiva. Si dimostra
che se dotiamo P con la topologia dei compatto-aperti e X con la topologia

quoziente, I'applicazione p é un rivestimento e p,m; (f( ,To) = H. O

Come conseguenza del Teorema 9.4.3 e del Teorema 9.5.3 otteniamo una

classificazione algebrica dei rivestimenti di uno spazio topologico (cfr. Esercizio

9.5):

Corollario 9.5.4. Sia X uno spazio connesso, localmente connesso per archi e
semilocalmente semplicemente connesso. Sia xg € X. Esiste una corrispondenza
biunivoca tra le classi di isomorfismo di rivestimenti di X e le classi di coniugio

di sottogruppi di m (X, o).

9.6 Automorfismi di un rivestimento

Sia p : X — X un rivestimento. Un automorfismo ¢ un isomorfismo dal
rivestimento in se stesso. L’insieme degli automorfismi, chiamati anche trasfor-
mazioni di rivestimento (oppure deck transformations) & un gruppo rispetto
alla composizione e verra denotato con Aut(f( ,p). Nel prossimo teorema dimo-
striamo che Aut(X,p) ¢ determinato da p,m (X, Zo). Ricordiamo che se H ¢ un
sottogruppo di un gruppo G il normalizzatore di H in G e il sottogruppo di G
definito da:

Norm(H)={g € G | gHg ' = H}.

Osserviamo che Norm(H) ¢ il pitt grande sottogruppo di G che contiene H come

sottogruppo normale (H ¢é normale in G se e solo se G = N(H)).
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Teorema 9.6.1. Sia p: X — X un rivestimento, X e X connessi e localmente

connessi per archi. Dato xo € X e #y € p~'(x0) il gruppo Aut(X,p) ¢ isomorfo
Norm(p*zn (X,i0))
p*ﬂ'l(X:iO) ’

al gruppo quoziente

Dimostrazione: Consideriamo la bigezione

o - 7T1(X7 ZE())

—1
: ——— — p " (20)
p*W1<X7x0>

data da (9.4) e 'applicazione
U Aut(X,p) = p~(z0), () = @),

(ben definita in quanto p o ¢ = p). Osserviamo che ¥ ¢ iniettiva in quanto
I’automorfismo ¢ € univocamente determinato dal valore che assume in Z;.

Ricordiamo che, dato [f]p.m (X, %) € z% con [f] € m (X, zo)

o ([fp.m (X, 7o) = f(1),

dove f é I'unico sollevamento dell’arco f che inizia in Z;.

Cominciamo a dimostrare che l'immagine di ¥ ¢ uguale all'immagine del sotto-

Norm(p.mi (X,20)) 3 m1(X,z0)
gruppo p*ﬂ’l(X,iO) di p*7r1()~(,5:0)

che ¢(iy) = f(1) se e solo se [f] € Norm(p,m (X, Zo)). In effetti per il Teore-
ma 9.4.1 un tale automorfismo ¢ esiste se solo se p,m1(X, %) = pomi(X, %),
dove #; = f(0). D’altra parte, per la Proposizione 9.2.5, [f]™'p.m1 (X, &0)[f] =
p.m (X, Z1). Quindi ¢ esiste se e solo se [f] " 'pomi(X, Zo)[f] = pami(X, Fo) ossia
[f] € N(p.m1(X, o)), che dimostra I'asserto.

Segue che I'applicazione

tramite ®. Questo é equivalente a dimostrare

Norm(p.m (X, Z0))
p*ﬂ-l (X7 jO)

dtoWw: Aut(X,p) —

é una bigezione. Dimostriamo che quest’applicazione ¢ un omomorfismo di gruppi
e questo concludera la dimostrazione del teorema.

Siano ¢ e s due automorfismi di X tali che 01(Zo) = &1 € Ya(Tp) = To €
quindi ¥(p;) = 1 e U(gpy) = Ty. Sia fi (resp. fg) un arco in X da o in # (risp.
Tg)e f=po fl (risp. fo =po fz) il laccio chiuso in X basato in zy. Allora
O([filpsmi (X, Fo)) = &1 e D([folpmi(X, 7o) = Fo. Sia iz = 1(pa(do)) = 1 ().
Allora W(¢; 0 ) = Z3. Per dimostrare che ® oW ¢ un omomorfismo dobbiamo

far vedere che
DN (W(p10p3)) = D H(U(p1)) 2 (T(p2))
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O (75) = &1 (21) D (F2) = [falpemi (X, Zo) [ folpemi (X, Fo) = [f1 folpemi (X, o).

Equivalentemente, dobbiamo mostrare che:

O([f1 - folpemi(X, o)) = &s.

Siccome fQ ¢ un arco tra Ip a I segue che p; o fz é un arco tra p1(Zy) = 71
e p1(Z2) = Z3. Ha senso quindi considerare 1'arco fl “(p1 0 fg) in X che ¢ il
sollevamento di f;- f» che inizia in Z, in quanto po f; = f1 e pogplofz = pofy = fo
Quindi

O([f1 - falpemi (X, %)) = (f1 - (10 f2))(1) = @1 (fa(1)) = s,
che conclude la dimostrazione. O

Osservazione 9.6.2. Se consideriamo 'applicazione
Aut(X) x p~H (o) = p~' (o), (¢, %0) = @(Fo),

¢ immediato verificare che questa & un’azione del gruppo Aut(X) sulla fibra

P~ (o).

9.7 Rivestimenti regolari

Diremo che un rivestimento p : X — X con X connesso per archi é regolare
(normale o di Galois) se dato zp € X esiste &g tale che p,m (X, %) ¢ un
sottogruppo normale di m (X, z¢). Non ¢ difficile verificare che questa definizione
non dipende dalla scelta del punto zy o dal punto Z, sulla sua fibra (cfr. Esercizio

9.7). Dal Teorema 9.4.3 otteniamo quindi il seguente:

Corollario 9.7.1. Sia p : X — X un rivestimento, X, X connessi e localmente
connessi per archi, xo € X. Il rivestimento é regolare se e solo se per ogni

iy, @y € p~Y(z0) esiste € Aut(X,p) tale che p(i1) = &5. In questo caso esiste
T (Xi:ro)
. pem1(X,E0)

In particolare se X é semplicemente connesso allora il rivestimento ¢ regolare
e Aut(X,p) = (X, x0).

un isomorfismo tra Aut(X,p) e

Osservazione 9.7.2. Un rivestimento p : X — X (X e X connessi e localmente
connessi per archi) & un’applicazione aperta e quindi un’identificazione e quindi

esiste una relazione d’equivalenza su X che identifica i punti che stanno sulle
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stesse fibre. Non é detto pero che quest’identificazione avvenga tramite I'azione
di un gruppo. Questo capita se e solo se il rivestimento é regolare e il gruppo
che identifica i punti delle fibre é esattamente il gruppo degli automorfismi del
rivestimento.

La prima parte del Corollario 9.7.1 si puo esprimere dicendo che il rivestimento
p: X — X ¢ regolare se e solo se lazione definita nell’Osservazione 1.6.2 ¢

transitiva.

Esempi di rivestimenti regolari si ottengono quando (X, xy) ¢ abeliano,
oppure quando il rivestimento ha grado due.

Vogliamo mostrare che i rivestimenti regolari non sono altro che i rivestimenti
che nascono da un’azione propriamente discontinua di un gruppo G su uno spazio
topologico connesso e localmente connesso per archi. Abbiamo gia visto (cfr.
Teorema 9.1.3) che I'applicazione quoziente 7 : X — X /G associata ad un’azione
di un gruppo G su uno spazio topologico X ¢ un rivestimento se e solo se I'azione
¢ propriamente discontinua. Nella proposizione seguente mostriamo che un tale
rivestimento & regolare (se X ¢ connesso ¢ localmente connesso per archi) e che

G ¢é il suo gruppo di automorfismi.

Proposizione 9.7.3. Sia G un gruppo che agisce in maniera propriamente di-
scontinua su uno spazio topologico X connesso e localmente connesso per archi.
Allora m: X — X/G ¢é un rivestimento regolare e Aut(X,m) = G.

Dimostrazione: Sappiamo gia che 7 ¢ un rivestimento. Mostriamo prima
che Aut(X,7) = G.

L’inclusione G C Aut(X, 7): dato g € G si ha che mog = 7.

L’inclusione Aut(X,7) C G: dato ¢ € Aut(X,7) si ha che 7o ¢ = 7. Quindi
o(x1) = x9 e m(z1) = 7(xg). Esiste quindi g € G tale che g-x; = 5. Per I'unicita
p=g.

Infine se x; e x5 sono tali che w(z1) = 7(x2) allora esiste g € G = Aut(X, )
tale che g - 1 = x5 e il rivestimento ¢ regolare per il Corollario 9.7.1. O

Dal Corollario 9.7.1 otteniamo quindi:
Corollario 9.7.4. Siano G e X come nella Proposizione 9.7.3. Allora
G = m(X/G, p(xg))/pem1(X, x0). (9.11)
Quindi se X é semplicemente connesso

G =2 m(X/G, p(xy)). (9.12)
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Domanda: E’ vero che tutti i rivestimenti regolari nascono da un’azione pro-
priamente discontinua di qualche gruppo G ?
Nel Teorema 9.7.6 daremo una risposta positiva a questa domanda. Dimo-

striamo prima un fatto generale.

Proposizione 9.7.5. Sia p : X — X un rivestimento (non necessariamente

regolare) allora il gruppo Aut(X' , D) agisce in modo propriamente discontinuo su
X.

Dimostrazione: Sia U un aperto di X tale che P U — p(ﬁ) sia un

omeomorfismo. Allora
Une(U)=0,Yp € Aut(X,p), ¢ # idg.

Infatti se esistesse & € U tale che p(Z) € U, allora p(Z) = p(p(Z)) e (per
Viniettivita di pg) ¢(Z) = 2 e quindi ¢ = idy. O

Teorema 9.7.6. Sia p : X — X un rivestimento regolare e sia m : X —
X/ Aut(X, p) il rivestimento dato dall’azione propriamente discontinua di Aut(X, p)
su X. Allora esiste un omeomorfismo F : X — X/ Aut(X,p), tale che Fop = 7.

Dimostrazione: Definiamo F : X — X/ Aut(X,p) come F(z) = 7(Z), dove
7 & un punto di p~*(z). Quest’applicazione ¢ ben definita in quanto se ¥’ € p~*(z)
allora esiste ¢ € Aut(X,p) tale che (&) = &' e quindi 7(%) = 7 (&).

Segue che Fop = .

F ¢ iniettiva: se F(x) = F(y) allora 7(2) = 7(y), T € p~'(z) e g € p~}(y).
Esiste allora ¢ € Aut(X,p) tale che p(Z) = § e quindi

F & suriettiva: sia [#] una classe in X/ Aut(X,p), sia # un rappresentante di
questa classe e z = p(z). Allora F(z) = n(z) = [Z].
F' ¢ continua: in quanto p é un’identifcazione e w € continua.

F~1 ¢ continua: in quanto 7 ¢ un’identifcazione e p ¢ continua.

9.8 Monodromia di un rivestimento

Sia p: X — X un rivestimento, 2o € X. Possiamo definire un’applicazione

p(xo) X m (X, z0) = p~H(wo), (Zo,[f]) — f(1),
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dove f ¢ il sollevamento di un rappresentante f € [f] che inizia in Z;. Quest’ap-
plicazione non dipende dal rappresentante scelto e definisce un’azione destra (cfr.
Esercizio 9.9) del gruppo fondamentale 7 (X, o) sulla fibra chiamata azione di
monodromia o semplicemente monodromia del rivestimento p : X — X. Le
principali proprieta della monodromia sono riassunte nella proposizione seguente

lasciata come esercizio per il lettore (cfr. Esercizio 9.10).
Proposizione 9.8.1. Sia p: X — X un riwvestimento, o € X. Allora

1. lazione di monodromia ¢ transitiva se e solo se p~*(xg) appartiene alla stes-
sa componente connessa per archi di X (in particolare se X ¢ connesso per
archi allora l’azione di monodromia é transitiva sulla fibra di un qualunque
punto di X );

2. X é semplicemente connesso se e solo se l’azione di monodromia € transitiva

e libera;
3. il gruppo di isotropia del punto Ty € p~*(xg) & p*ﬂ'l(X, To);

4. esiste una bigezione equivariante tra la fibra p~*(xo) e le classi laterali destre
m(X, 20) /p.m(X, Zo).

Osservazione 9.8.2. Il punto 4 della Proposizione precedente fornisce una di-

mostrazione alternativa del Teorema 9.2.2.

La monodromia di un rivestimento determina il rivestimento come mostra il

seguente teorema (si veda [8] per una dimostrazione).

Teorema 9.8.3. Sia X uno spazio topologico connesso, localmente connesso per
archi e semilocalmente semplicemente connesso e sia xog € X. Per ogni insieme
T e per ogni azione destra di m(X,xo) su T esiste un rivestimento p : X — X

ed una bigezione ® : T — p~Y(xq) tale che
O(t-[f]) = @) - [f], vt € T,V[f] € m(X, xo).

Inoltre la coppia (p,®) & unica a meno di isomorfismi, cioé per ogni altra
coppia (p, <i>) (p : X — X rivestimento e ® : T — p~H(wo) bigezione), esiste un

isomorfismo di rivestimenti X — X che estende ® o ®1.

9.9 Esercizi

Esercizio 9.1. Sia S, una superficie non orientabile compatta e connessa di

genere g. Allora esiste un rivestimento doppio p : ¥,_; — Sy, dove ¥, ¢ la
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superficie orientabile compatta e connessa di genere g — 1. (Suggerimento: se g
¢ dispari si consideri il rivestimento p : S? — RP? e si faccia la somma connessa
con dei tori; se ¢ & pari si costruisca prima un rivestimento doppio T? — Klein

e si faccia la somma connessa con dei tori).
Esercizio 9.2. Classificare tutti i rivestimenti di S*.

Esercizio 9.3. (composizione di rivestimenti) Siano X, Y, Z spazi topologici con-
nessi e localmente connessi per archi. Siano ¢: X — Y er:Y — Z applicazioni

continue e sia p =roq: X — Z. Dimostrare che:

1. se p e r sono rivestimenti allora ¢ ¢ un rivestimento;
2. se p e ¢ sono rivestimenti allora r € un rivestimento;

3. se r~1(z) ¢ finita per ogni 2 € Z e r e ¢ sono rivestimenti allora p & un

rivestimento;

4. se Z ha un rivestimento universale e r e ¢ sono rivestimenti allora p ¢ un

rivestimento;

Esercizio 9.4. Uno spazio topologico X ¢ detto localmente semplicemente con-
nesso se per ogni x € X e per ogni intorno aperto U di z esiste un intorno V' di
x, V C U, con V semplicemente connesso. Trovare uno spazio topologico semi-
localmente semplicemente connesso ma non localmente semplicemente connesso.
(Suggerimento: sia X I'orecchio hawaiano in R? e si consideri il cono C'(X) su X,

ossia il sottoinsieme di R? costituito da tutti i segmenti che uniscono in punti di
X x {0} al punto (0,0,1)).

Esercizio 9.5. Dimostrare il Corollario 9.5.4.

Esercizio 9.6. Sia p : X — X un rivestimento, X, X connessi e localmente

connessi per archi e 7 : X — ﬁ I’applicazione quoziente indotta dall’a-
7p

zione (propriamente discontinua) di Aut(X,p) su X. Dimostrare che esiste un

rivestimento 7 : m — X tale che p=rom.

Esercizio 9.7. Dimostrare che la definizione di rivestimento regolare non dipende
dalle scelte fatte.

Esercizio 9.8. Dimostrare che le azioni descritte negli Esempi 9.1.4-9.1.7 sono
propriamente discontinue e gli spazi quozienti ottenuti sono quelli indicati. Usare
la (9.12) per (ri)calcolare il gruppo fondamentale del cerchio S!, del il toro T2,
del nastro di Moebius NN, della bottiglia di Klein, dello spazio proiettivo reale e
degli spazi lenticolari (si veda I’Esempio 9.1.11).
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Esercizio 9.9. Dimostrare che ’azione di monodromia é effettivamente un’azione

nel senso dell’Appendice E.

Esercizio 9.10. Dimostrare la Proposizione 9.8.1.
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Capitolo 10

Omologia singolare

Ricordiamo che in uno spazio affine ¢ + 1 punti (P, --- , P,) son detti linear-

mente indipendenti se lo sono i g vettori

pP-F,. . . P-hK.

Dati n + 1 punti (Fy,--- , P,) di uno spazio affine A di dimensione n, e n + 1
punti (Qo, - ,Q,) di uno spazio affine B, esiste un’unica applicazione affine
f: A — B tale che f(P) = Q.

Dati due punti P, @ in uno spazio affine A, il segmento che congiunge P a ()

¢ insieme

PQ={(1-t)P+tQ c Alt € [0,1]}.

Un sottoinsieme X C A ¢é detto convesso se per ogni coppia di punti P, Q) € X
si ha PQ C X.

10.1 Simplessi

D’ora in avanti considereremo R" con l'usuale struttura di spazio affine e in-
trodurremo il concetto di simplesso di R", per poi definire il concetto di simplesso

singolare su uno spazio topologico.

10.1.1 Simplessi in R"

Dato un insieme x,...,z, di ¢ + 1 punti di R" il loro inviluppo convesso

[zo, ..., %, &1il piu piccolo insieme convesso che contiene i punti o, . .., ,.



160 CAPITOLO 10. OMOLOGIA SINGOLARE

Si ha inoltre (verificare!) che

q q
=0 =0

Definizione 10.1.1 (g-simplesso). Un g-simplesso di R" ¢ la chiusura convessa

di un insieme di ¢ + 1 punti linearmente indipendenti.
Esempio 10.1.2.
o [xo] ¢ il punto xy;
o [1g,x1] ¢ il segmento che unisce i punti xy € T1;
o [zg,x1, 23] & il triangolo di vertici xg,x1 € 3.

Proposizione 10.1.3. Dato l'insieme {x,...,x,} C R", i suoi punti sono

linearmente indipendenti se e solo se la condizione sequente ¢ soddisfatta

q q q q
ZtZL:ZSZxZ e th:ZSZ = t;=s5;,1=0,...,q.
1=0 1=0

i=0 =0

Dimostrazione. Mostriamo le due implicazioni:

(=) Siano {zo,...,z,} punti linearmente indipendenti, con
q q
i=0 i=0
q q
dti=) s (10.2)
i=0 i=0
Dalla 10.2 si ha Y7 ((s; — ;) = 0 = >°7 (s; — t;)zo, e dalla 10.1 si ha

q

! o(si —ti)x; =0, da cui

q

> (si = ti)(x; — x0) = 0.

i=1
Poicheé i vettori {x; — x, ..., 2, — 2o} sono linearmente indipendenti, si deve

avere t; = s; per t = 1,...,q e dunque, per la 10.2, anche ty = s.

(<) Consideriamo ora la seguente combinazione lineare

q

> ai(wi — o) =0,

i=1
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e definiamo

1=1
Allora
q q q
E a;x; = E aixon: E O'l’i,
i=0 i=0 i=0
e, per come abbiamo definito ag, si ha chiaramente >} ja; = 0 = 7 0.

Per ipotesi, possiamo dedurre che a; = 0 per tutti gli indici e concludere che i

vettori {x; — x¢, ..., 2, — %o} sono linearmente indipendenti. O

I punti x; sono detti vertici del simplesso. Ogni punto z di un g-simplesso

[Zg, ..., x4] siscrive in modo unico nel modo seguente

q
=0

dove to,...,t, € R sono tali che Y ! ¢, =1et; >0 perognii=0,1,---,¢ 1

numeri reali ?o, ..., %, sono detti coordinate baricentriche di x.
Definizione 10.1.4. E detto ¢-simplesso standard di R™™ il simplesso ordinato
A, = [Eo, ..., E,
dove Ey = (1,0,...,0),...,E,=(0,...,0,1).

Si osservi che A,, munito della topologia indotta da R?™ ¢ omeomorfo al
disco D".

E,

AO A1

Dati Py, ..., P, punti di R", indichiamo con (F, ..., P,) la restrizione a A,
dell’'unica applicazione affine f: R?™' — R" che porta E; in P; per ogni i =

0,...,q. In particolare porremo d, = (Ep, ..., E;) = ida,.
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10.1.2 Simplessi singolari su spazi topologici

Sia ora X uno spazio topologico

Definizione 10.1.5. Un g-simplesso singolare su X ¢é un’applicazione continua
o Ay — X.

Osservazione 10.1.6. Non bisogna confondere un q-simplesso singolare, che é
una applicazione, con la sua immagine in X. Inoltre é facile rendersi conto che
l'immagine di un simplesso singolare non é necessariamente omeomorfa ad un
simplesso standard (basta ad esempio considerare una applicazione costante) e

cto quustifica il nome di simplesso singolare.

Esempio 10.1.7. Uno 0-simplesso singolare puo essere identificato con un punto

m X, mentre un 1-simplesso singolare é un arco in X.

Fissato un vertice di un simplesso standard, la faccia geometrica opposta a
tale vertice é ancora un simplesso e quindi definisce un simplesso singolare come

segue:

Definizione 10.1.8 (Faccia di g-simplessi standard). Dato un g-simplesso stan-
dard [Ey, ..., E,], definiamo la sua i-esima faccia come la restrizione a Ay_q

dell’unica applicazione affine F} : R? — RI*! tale che si abbia:

; E; se g <1
Fq(Ej):{ EJ . .
1 se J =1

Tale applicazione verra spesso denotata con (FEy,- - - ,Ei, -+, E,), dove E;
indica l’omissione dell’i-esimo vertice del simplesso A,. In Figura 10.1 sono
raffigurate le facce del 2-simplesso standard.

Utilizzando le facce dei simplessi standard si possono definire le facce di un

simplesso singolare come segue:

Definizione 10.1.9 (Faccia di ¢g-simplessi singolare). Dato un g-simplesso singo-
lare o : Ay, — X, la sua i-esima faccia & il (¢ — 1)-simplesso singolare o' definito
come seque::

o':=0ol].
La seguente proposizione sara utile in seguito:

Lemma 10.1.10. Se ¢ > j wvale la sequente proprieta:
i i i il
F,oF, \=F]oF

Dimostrazione. Lasciata per esercizio. O
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Figura 10.1: Facce del 2-simplesso standard

10.1.3 Gruppo delle g-catene

Indichiamo con S,(X) il gruppo abeliano libero generato dai g-simplessi (sin-
golari). Un elemento ¢ € S,(X) & chiamato catena ¢-dimensionale, o q-catena, e

si esprime come somma formale finita di simplessi singolari, a coefficienti interi:

c= Zaiai, a; € 7.

i€l
Definiremo ora un operatore da S,(X) in S,_1(X). Per far cio sara sufficiente

definirlo sui generatori di S,(X) e quindi estenderlo per linearita su tutto S,(X).

Definizione 10.1.11 (Operatore bordo). Si definisce operatore bordo l’applica-

zione che sui generatori & definita come seque:

8,1 Sy(X) = Sy r(X)
q q

0 0,0 = Z(—l)ia(i) = Z(—l)ia o F..

i=0 =0
Si pone 0y := 0.

Per ¢ = E a;o; si ha dunque
i

aq(z CL,‘O‘Z‘) = Z a; aqO'Z‘.

Osservazione 10.1.12. Quando risultera chiaro dal contesto ometteremo l'indice

all’operatore di bordo, indicandolo semplicemente con 0.
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Esempio 10.1.13. Consideriamo il 2-simplesso (singolare) (Eo, E1, Es). 1l suo

bordo sara dato da
8(E0, E17 EQ) - (El, Eg) - (EO, Eg) ‘|‘ (E(), El)

Esempio 10.1.14. Piu in generale, il bordo del simplesso (singolare) (P, ..., P,)

di RY sara
q

0y(Po, ... Py) =Y (1)(Po, ... P, Py).

i=0
Questo esprime il fatto che il bordo geometrico del simplesso [Py, ..., P,] ¢ la

somma delle sue facce.

Esempio 10.1.15. Un 1-simplesso singolare o : Ay — X mnon ¢é altro che un
cammino in X. Il suo bordo sara dato da o(Fy) — o(FEy), ossia la differenza
dell’estremo finale meno quello iniziale. In particolare si osservi che se il cammino

¢ chiuso allora il suo bordo ¢é 0.

Lemma 10.1.16. Si ha 0;—1 00, = 0.

Dimostrazione. Per verificare la proprieta é sufficiente dimostrare che é vera sui
generatori, ossia i simplessi singolari.

Per un simplesso singolare o : A, — X avremo:

2(04—1004)0 = Oy—1 (i(—l)ia o F;)
=3 (oo F)
-1y (Z(—nja 0 Fio F)

Jj=0

[M]=

0

<.
I

-1

(—1)i+j (0 o F; o qufl)

=)

M-

i=0 j=0
— Z (1) (0o FioFI_|) + Z (1) (g0 Fio F/.))
j<i=1 0=:<j3

Facendo la sostituzione i’ = j, 7/ = i—1 e rinominando gli indici nella seconda
sommatoria dell’ultima uguaglianza, dopo aver utilizzato il Lemma 10.1.10, si

ottiene 'opposto della prima sommatoria e quindi I’asserto. O

D’ora in poi scriveremo semplicemente 92 = 0.
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10.2 Gruppi di omologia singolare

Consideriamo ora la successione di catene

D2 G (X)) 5 S, (X) 2 S, (X)) — 2 S (X) — 0.

In virtu del Lemma 10.1.16, per ogni ¢ si ha

Im 0,41 C Kerd, <.5,(X).
Dunque possiamo dare la seguente

Definizione 10.2.1. Il gruppo abeliano definito come seque

Kerd,

H,(X) =
‘I( ) ]maq+17

¢ detto g-esimo gruppo di omologia singolare (a coefficienti in Z) di X .

Osservazione 10.2.2. [] fatto che si parli di coefficienti in Z suggerisce che si
possano definire dei gruppi di omologia singolare con altri coefficienti. In effetti
la costruzione che abbiamo fatto funziona altrettanto bene se si sostituisce Z, con
un qualunque anello commutativo unitario R. In tal caso i gruppi di omologia

saranno indicati con Hy(X,R). In queste note non tratteremo il caso generale.

Definizione 10.2.3. Posto B,(X) = Im0y41 e Zy,(X) = Kerd,, gli elementi di
B,(X) sono detti g-bordi (o semplicemente bordi), mentre gli elementi di Z,(X)

sono detti g-cicli.

Piu esplicitamente la relazione di equivalenza sui cicli tramite cui si ottiene
H,(X) ¢ data da

c1~ ey = 3be S (X) N5 (9(X)) te cr—cp=b,
e si dice che ¢; e ¢ sono omologhi.

Esempio 10.2.4 (Omologia del punto). Sia X = {x}, e consideriamo un gq-
simplesso o4: Ay — {x}. Per ogni q esiste un unico g-simplesso su {z}, dato
dall’applicazione costante. Allora il gruppo delle q-catene Sy(x) é il gruppo ciclico

generato dalla o, ovvero Sy(z) =< 0, >=17Z -0, ~Z. Allora

1 . 1 . 0 per q dispari
dog = Z(_l)zgq—l = ( (_1)Z> Og-1 =

Og—1 per q pari
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Dunque 0,: Sy(x) = Sy—1(x) €
1. lapplicazione nulla, se q ¢ dispari;
2. un isomorfismo, se q ¢ pari.

Nel primo caso si ha 0, = 0, dunque Sy(x) = Kerd, = Z,(x). Dato che q¢+1

é pari, Og+1 € un isomorfismo e dunque Sy(x) = Im0,41 = By(x). Allora
Zq() _ Sq() _
By(z)  Sy()

Nel secondo caso ci sono due possibilita:

Hy(z) =

o ¢ #0. 0, ¢ un isomorfismo, dunque Ker0, = Z,(z) = 0. Allora

Hy(z) = %

o ¢ =0. Per definizione 0y = 0, dunque So(x) = Kerdy = Zy(x) ~ Z. Inoltre
01 =0, dunque Im0; = By(z) = 0. Allora

Zo(z)
H = =7 >~ 7.
o) = B = Zole)
Riassumendo si ha:
0 per q+#0
Hy({z}) =
Z per q=20.

10.2.1 Invarianza topologica dell’omologia singolare
Sia f: X — Y applicazione continua tra spazi topologici. Possiamo costruire
in modo naturale un morfismo indotto
Sq(f): Sg(X) = 54(Y)

procedendo come segue. Consideriamo inizialmente un simplesso singolare o,

e definiamo

Sq(f)0): = foo.

Poiché i simplessi generano S,(X) possiamo estendere S,(f) per linearita su

tutto S,(X). Qundi, data una catena ¢ = q;0;, avremo
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Sy(N)(€) = aiSy(f)(o:) = Y ai(f 0 00).

167

(10.3)

L’applicazione S,(f) ¢ quindi un omomorfismo di gruppi e vale inoltre la

seguente proprieta

Lemma 10.2.5. Se f: X — Y é continua, per ogni ¢ > 1 si ha:

0g0Sy(f) = Sg-1(f) 0 9,.

Dimostrazione. Sara sufficiente verificare la proprieta sui simplessi singolari. Sia

dunque o un simplesso. Avremo

04(5q(f)(0)) = 9y(f o o)

Il
—
|
[a—
N—

<.
~
o
—~
q
o
<3
S~—

Si verifica inoltre facilmente che S, & un funtore (verificare!).

Lemma 10.2.6. Se f: X — Y ¢é continua, per ogni q si ha
1.54(F)(Z4(X)) € Zo(Y);
2. S,(f)(B(X)) C B,(Y).

Dimostrazione. 1. Sia ¢ € Z,(X) , dunque 9,c = 0. Allora

aqSQ(f>(c) = Sq—l(f)(aqc) = 07
da cui Sy(f)(c) € Z,(Y).

2. Sia ¢ € By(X) , dunque ¢ = 0,b per un certo b. Allora

Sq(F)(€) = Sy(f)(94b) = 0ySq41(f)(D)

da cui S,(f)(c) € B,(Y).

]

Il Lemma 10.2.6 ci permette di definire ’applicazione indotta da f in omologia:
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Definizione 10.2.7 (Indotta in omologia). Si chiama indotta in omologia di
f: X =Y lapplicazione

Hy(f): Hy(X) — Hy(Y)
[c] = Hy(f)le] = [Se(f)())-

Anche per H, valgono le proprieta funtoriali:

(10.4)

Proposizione 10.2.8. H, ¢ un funtore dalla categoria degli spazi topologici alla

categoria dei gruppi abeliani.
Dimostrazione. Lasciata per esercizio. O

La proposizione precedente implica immediatamente che i gruppi di omologia

sono invarianti topologici.

10.2.2 Omologia di spazi connessi per archi

Il gruppo di omologia di grado 0 fornisce I'informazione sul numero di com-

ponenti connesse per archi dello spazio topologico X. Infatti valgono i seguenti

Proposizione 10.2.9. Se X ¢ connesso per archi allora Ho(X) = Z.

Dimostrazione. Presa una catena ¢ € So(X), ¢ = Y a,x, cerchiamo una condi-

zione necessaria e sufficiente affinché ¢ = 9b per un certo b.
e Sedb=ceb= > v,0, dovei o, sono archi, si ha 9b = > v, 00, =
va(az(El) — agg(Eo)) = > 0,0.(E) + > (—v,)0.(Ey) = ¢. Dunque ¢ =
ob=>a,=0.

e Se > a, = 0, consideriamo l'arco da zy a x (che esiste, in quanto X &

connesso per archi) e lo pensiamo come un 1-simplesso.

0.0 A = X, con o0.(FEy) =x9 e 0,(E)=x.

Allora o, = x — g, €

c:Zax:v—OwozZaxﬂc—(Zaz)xO:
= Zax(:c — l’o) = Zamaax = a(z amax).
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Dunque una catena é un bordo se e solo se la somma dei coefficienti & zero.
Ora, dato che 9y = 0, Sp(X) = Ker 9y = Zp(X).

Sia 0%: So(X) — Z con ¢ = > a,x + Y. a,. L’applicazione 8% ¢ un omo-
morfismo suriettivo di gruppi e, per quanto appena dimostrato, Ker 0% = By(X).

Concludiamo, per il primo teorema di isomorfismo, che

So(X) o Zo(X)
Ker 0# — By(X)

1%

Z ~ Ho(X).

O

Sia {X,}aca l'insieme delle componenti connesse per archi di X e o un ¢-
simplesso singolare su X. Poiché A, é connesso per archi e lo sono anche le
sue facce (come simplessi standard) allora la sua immagine tramite o & tutta
contenuta in una componente connessa per archi X; e quindi il bordo di o ¢ un
elemento di S,—1(X;). Si ha quindi

S‘J(X) = @aSq(Xa),

cioé ogni g-catena si scrive in modo unico come somma di un numero finito di
catene sulle componenti connesse per archi.

Osserviamo inoltre che se o = Y25 | 0, dove 0; € S,(X;), allora 9o = 31, o
e 0o; € Sy(X;). Quindi o & un ciclo se e solo se ogni g; & un ciclo.

Il seguente risultato ¢ la chiave di svariati risultati che riguardano la connes-

sione:

Proposizione 10.2.10. Se {X,}aca ¢ Uinsieme delle componenti connesse per

archt di X, per ogni q si ha
Hy(X) = GacaHy(Xa).

Dimostrazione. Sfruttando la discussione che precede la proposizione, definiamo
un omomorfismo

¢ 1 Zy(X) = BacaHy(Xa)
come segue. Dato o = Y2F_

k

o(0) = o]

i=1
Poiché 9(S,41(X)) C ker ¢, si ottiene un morfismo indotto ¢ : Hy(X) — @acaHy(Xa)-

Si verifica immediatamente che ¢ ¢é iniettivo e suriettivo e quindi un isomorfi-

SMoO. O
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In particolare lo 0-esimo gruppo di omologia ¢é il gruppo abeliano generato
dalle componenti connesse per archi dello spazio e quindi, tenendo conto della

Proposizione 10.2.9

Corollario 10.2.11. Uno spazio X é connesso per archi se e solo se Hy(X) = Z.

10.2.3 Omologia ridotta

Counsideriamo la successione

D2 G (X)) 5 S, (X) B S, (X)) — - 2 S (x) Dz

dove 0% ¢ 'applicazione definita nella dimostrazione della Proposizione 10.2.9, e

definiamo i gruppi di omologia ridotta come

~ Ker 0#
Hy(X) = o,

Dobbiamo verificare che 0% o 9; = 0. Per quanto visto nella dimostrazione
della Proposizione 10.2.9 uno 0-simplesso che ¢ un bordo ha somma dei coefficienti
nulla e quindi Im &, = By(X) C Ker 8% che equivale a dire che 9% o 9, = 0.

I legame tra Ho(X) e Hy(X) ¢ espresso dalla seguente

Proposizione 10.2.12. Hy(X) = Hy(X) & Z.
Dimostrazione. Si veda 'osservazione dopo il Corollario 11.1.12. m

Il Corollario 10.2.11 si puo quindi rienunciare come segue:

Corollario 10.2.13. Uno spazio topologico X é connesso per archi <= ffo(X) =
0.

Si osservi inoltre 'omologia ridotta del punto é sempre banale. Uno spazio X

per il quale 'omologia ridotta é banale ¢ detto aciclico.
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10.3 Esercizi

Esercizio 10.1. Si dimostri che I'inviluppo convesso dei punti {zo,...,z,} €

uguale all’insieme

=0 i=0

Esercizio 10.2. Si dimostri il Lemma 10.1.10.
Esercizio 10.3. Si dimostri la Proposizione 10.2.8.

Esercizio 10.4. Siano X uno spazio affine e A, B due suoi punti. I due 1-
simplessi singolari (A, B) e (B, A) sono distinti e lo sono anche le due 1-catene
(A,B) e —(B,A). Si dimostri che (A, B) 4+ (B, A) ¢ un bordo (quindi (A4, B) =
—(B,A) 4+ 00). (sugg: si calcoli il bordo del 2-simplesso singolare (A, B, A) e si
sfrutti il fatto che 1’1-simplesso costante ¢ un bordo)

Esercizio 10.5. Siano A, B, C, D i vertici del quadrato I x I C R?* ordinati in

senso antiorario a partire da A = (0,0). Consideriamo i due simplessi singolari
o= (A,B,D)er=(B,C,D). Si calcoli il bordo di o + 7.
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Capitolo 11

Successionl esatte e complessi di

catene

In questo capitolo introdurremo il concetto di successione esatta che é lo stru-
mento fondamentale per il calcolo dei gruppi di omologia e il concetto di complesso

di catene che ¢ il contesto naturale per discutere la teoria dell’omologia singolare.

11.1 Gruppi abeliani liberi

Sia (G,4) un gruppo abeliano. Ricordiamo che un sottoinsieme {g;}icr ¢
detto sistema di generatori per G se ogni elemento g € G si puo scrivere come

combinazione lineare finita a coefficienti in Z dei g;.

Definizione 11.1.1. Sia (G,+) un gruppo abeliano. Un sottoinsieme {g;}cr &

detto libero se Y n;g; = 0 se e solo se n; =0 per ogni i.
E evidente che un sottoinsieme di un sistema libero & anch’esso libero.

Definizione 11.1.2. Sia (G,+) un gruppo abeliano. Un sottoinsieme B =

{gi}ier € detto base per G se ¢ libero ed é un sistema di generatori per G.

Un gruppo abeliano si dice libero se ammette una base. E immediato verificare

che, se B = {¢;}icr ¢ una base allora ogni elemento g € G si scrive in modo unico
come »  n;g;.
Esempio 11.1.3. Non tutti i gruppi abeliani ammettono una base: un esempio
di tale situazione é dato dai gruppi ciclici Z,, in cui non esistono sottoinsiems
liberi.

La seguente proposizione ¢ ’analoga per i gruppi abeliani di quella nota per

gli spazi vettoriali:
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Proposizione 11.1.4 (Estensione lineare). Sia G un gruppo abeliano di base B.
Allora per ogni gruppo abeliano H e per ogni applicazione ¢ : B — H esiste un
unico omomorfismo f: G — H tale che fip = ¢.

Dimostrazione. Lasciata per esercizio. O

Definizione 11.1.5. Un elemento g € G ¢ detto di torsione se esiste n € Z tale
chen #0 eng = 0.

L’insieme di tutti gli elementi di torsione di G ¢ un sottogruppo (verificare!)
detto sottogruppo di torsione e verra denotato con T'(G). Si hanno inoltre le

seguenti proprieta:
Proposizione 11.1.6. Siano G e G’ due gruppi abeliani.

e se ¢: G — G & un omomorfismo allora ¢(T(G)) C T(G');

e se ¢ : G — G' ¢ un isomorfismo allora ¢r : T(G) — T(G') ¢ un

isomorfismo.
Dimostrazione. Lasciata per esercizio. O

La proposizione precedente implica immediatamente quanto segue:

Corollario 11.1.7. Se ¢ : G — G’ & un isomorfismo di gruppi abeliani allora ¢
induce un isomorfismo ¢ : G/T(G) — G'/T(G").

Si osservi inoltre che il sottogruppo di torsione di G/T(G) ¢ banale (dimo-
strare!).

Il teorema di classificazione dei gruppi abeliani finitamente generati (si ve-
da Teorema 6.1.1) afferma che un gruppo abeliano finitamente generato G ha

sottogruppo di torsione finito e G & isomorfo a Z" & T(G) per un certo n € Z.

Definizione 11.1.8. Una successione di gruppi abeliani H, G, K e omomorfismi

f9

H- a5 K

st dice esatta in G se Im f = kerg.

Una successione di gruppi abeliani {H,} e morfismi {f.}

s Hon ™M H, I H,

st dice esatta se ¢ esatta in ogni H,.
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Avere una successione esatta della forma
0—G-L K

equivale a dire che ¢ ¢ iniettiva, mentre averne una della forma
G-LK—0

equivale a dire che g ¢ suriettiva.

Definizione 11.1.9. Una successione esatta corta di gruppi abeliani é una suc-
cessione della forma
0—HLa- %S K—o.

Data una successione esatta corta
0— H-1s6 2 K—50

si ha, per quanto osservato prima, che f ¢ iniettiva e g ¢ suriettiva. Quindi H ¢

isomorfo a f(H) e G/H = K.

Osservazione 11.1.10. Nel caso delle successioni esatte di gruppi abeliani G/H =
K non implica che G = H ® K. Per esempio nella sequente successione esatta
(dove 2 significa moltiplicazione per 2 e 7 & la proiezione sul quoziente) questo
non accade:

0—7Z-57"57,—0.

Vedremo pit avanti una condizione che ci permette di concludere in tal senso.

Lemma 11.1.11. Data una successione esatta corta di gruppi abeliani
0—HLHG- 5K -—0

le sequenti proprieta sono equivalents:

1. esiste un omomorfismo h : G — H tale che ho f = idy;
2. esiste un omomorfismo k : K — G tale che go k = idg;

3. esiste un isomorfismo ¢ : G — H ® K che fa commutare il sequente dia-
gramma, dove iy e Tk sono rispettivamente l’inclusione del primo addendo

e la proiezione sul secondo addendo:

G
SN
0— H-DHoOK_——K  —0

iy

St dice che una tale successione é spezzante.
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Dimostrazione. e 3) = 1),2). Per questo ¢ sufficiente definire h :=ryo¢ e
k:=¢ toig.

e 1) = 3). Definiamo ¢ : G — H & K come ¢(z) = (h(z), g(x)). Per ogni
x € G si ha:
v = (z = f(hx))) + f(h(z))
dove © — f(h(z)) € kerh e f(h(x)) € Imf. Quindi G = kerh + Im f
e vogliamo dimostrare che la somma ¢ diretta. Per far questo, sia b €
ker h N Im f, cioé b = f(a) e h(b) = 0. Avremo dunque:

e quindi b = 0.
Mostriamo che ¢ ¢ suriettiva. Sia (z,y) € H @ K. Per la suriettivita di g

esiste b € G tale che g(b) = y. Poiché G =kerh@®Im f siha b= f(a') + ¥,
con h(b') = 0. Tenendo conto dell’esattezza della succesione, avremo

y=g() =g(f(@) +V)=0+g(t) e h(f(z) + V) = 2.

Allora
o(f(z) +0) = (h(f(z) +b),9(f(z) +V)) = (2,9)

e questo mostra che ¢ € suriettiva.

Per dimostrare l'iniettivita di ¢ consideriamo b € ker ¢, ossia (h(b), g(b)) =
(0,0). Per l'esattezza della successione g(b) = 0 implica che esiste x € H
tale che b = f(z). Da 0 = h(b) = h(f(x)) = x si deduce che b = 0 e quindi

che ¢ ¢ iniettiva.

e 2) —> 3). Definiamo ¢ : H & K — G come ¥(z,y) = f(x) + k(y). Si
verifica facilmente che 1 é un isomorfismo che fa commutare il diagramma

e ¢ :=1)~! & Papplicazione cercata.
O

Corollario 11.1.12. Se, nella successione esatta corta precedente, K ¢ libero

allora la successione é spezzante.

Dimostrazione. Sia {b;};c; una base di K. Per l'esattezza della successione, per
ogni b; esiste x; € G tale che b; = g(x;). Per la Proposizione 11.1.4 esiste un
unico morfismo k : K — G tale che k(b;) = x;. Si verifica immediatamente che
gok =idg. [
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Osservazione 11.1.13. Utilizzando il corollario precedente si deduce facilmente
la Proposizione 10.2.12. Infatti dalla definizione di 0% e dalla dimostrazione della
Proposizione 10.2.9 si deduce che Bo(X) C Kerd%. La successione esatta

0 — Kerd® —5 So(X) 257 — 0
¢ spezzante in quanto Z. ¢ libero e quindi si ha
So(X) = Kerd* & 7Z.
Quozientando rispetto a Bo(X), poiché By(X) C Kerd¥, si ottiene

Ho(X) 2 So(X)/Bo(X) = (Kerd* | By(X)) & Z = Hy(X) & Z.

11.2 Complessi di catene

Definizione 11.2.1. Un complesso di catene é una successione di coppie (Cy, 0,),

dove per ogni q si ha
e C, gruppo abeliano;
o 1 0,: C; = Cy_y sono omomorfismi tali che Oy 0 0y = 0.
La seconda condizione equivale al fatto che Im 9,4, C Ker 9.

Esempio 11.2.2. La successione delle g-catene (S,(X) con gli operatori di bordo

0y, definiti nel capitolo precedente formano un complesso di catene.

Poiché per un complesso di catene C' = {(C,,0,)} si ha Im 09,1, C Kerd,,
come nel caso delle catene singolari, si possono definire i gruppi di omologia del

complesso di catene
Ker 0
H,(C) = —C (11.1)

N Im 3q+1 ’

Definizione 11.2.3. Una mappa di catene o morfismo di catene tra due comples-
si di catene {(Cy, 0p)} € {(C},0;)} ¢ una successione di omomorfismi fo: Cy — Cy
tali che per ogni q si abbia

050 fg = fq-100,.

Si verifica facilmente che i complessi di catene formano una categoria i cui

morfismi sono le mappe di catene.
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Esempio 11.2.4. Per quanto visto nel capitolo precedente, una funzione conti-

nua tra due spazi topologici f : X — Y induce una mappa di catene S(f) =
{Sq(f)}qu'

Come nel caso dell’omologia singolare, una mappa di catene f = {f,} induce
dei morfismi in omologia H,(f) : H,(C') — H,(C"), definiti come segue:

Hy(f)le] = [fe(0)]-
E immediato verificare che H, é un funtore dalla categoria dei complessi di catene
a quella dei gruppi abeliani.
Il concetto di successione esatta corta tra gruppi abeliani si estende come

segue al caso dei complessi di catene:

Definizione 11.2.5. Una successione di complessi di catene
0—cLcLc—o

dove f e g sono morfismi di catene verra detta esatta corta se mel sequente

diagramma (commutativo)

0— C, AN c, 2 ¢ —0

e

fa— 9q—
0—Cl_, —= Cypy —— CI_;—0
ogni riga € una successione esatta corta di gruppi abeliani per ogni q.

Definizione 11.2.6. Una omotopia di catene tra due mappe di catene f = {f, :
Cqy— Ciy eg=1{g,: Cq = Ci} & una successione di omomorfismi f = {D, :
Cq — Cpyy} tali che per ogni q si abbia

3,’]+10Dq+Dq,103q:fq—gq,

croé tali che il sequente diagramma commuti:

Oq+1 0y
Cq+1 Cq qul
D
9 fq —9q Dy_1
’ ’ ’
q+1 5 Cq EY qul

q+1
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Denoteremo con f ~ g 'omotopia di catene.

Proposizione 11.2.7. Se f ~ g allora per ogni q f, e g, inducono la lo stesso

omomorfismo in omologia.

Dimostrazione. Se [c] € H,(C) allora Oc = 0 e quindi si avra
fa(€) = 9q(¢) = 041 (Dq(€) + Dyg-1(94¢) = 911 (Dy(c))

e quindi [, (0)] = [g,(c)]. =

Invarianza omotopica dell’omologia singolare

Data una omotopia tra funzioni continue f e g é possibile costruire una omoto-
pia di catene tra i morfismi di catene S(f) e S(g). Questo permette di dimostrare

il seguente risultato.

Teorema 11.2.8. Se f,g: X — Y sono omotope allora per ogni q si ha H,(f) =
Hy(g).

Dimostrazione. Si veda [4] o [3]. O

Usando la funtorialita di H, si ottiene immediatamente il seguente

Corollario 11.2.9 (Invarianza omotopica dell’omologia singolare). Se f : X —

Y é un’equivalenza d’omotopia allora H,(f) é un isomorfismo per ogni q.

11.2.1 Omologia relativa

Dato uno spazio topologico X e un suo sottospazio A 4 X , 'applicazione
S(7) indotta dall’inclusione i ¢ anch’essa un’inclusione. Resta inoltre ben definita
anche 0y s,(4)54(A) = Sy-1(A), perche il bordo di una catena in A ¢ ancora una
catena in A. Possiamo allora considerare il complesso di catene {(S,(A),d,} e il

seguente diagramma é commutativo

Si(4) 2 5,(X)

BqJ( 0Oq
Sqfl(i)
S1(A) 2% 5, (X).

Y

L’applicazione S,(¢) ¢ iniettiva, perché & un’inclusione. Dal momento che

Sq(A) € 8,(X), possiamo considerare la proiezione sul quoziente m, : S, (X) —

gq ((ii)) e dunque ottenere per ogni ¢ la successione esatta corta
q

0 — S,(A) 28 g, (x) Lo 202/
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Poiche 0,(5,(A)) € S,—1(A), risulta ben definita ’applicazione

S0 Sa(X)
% 8,(4) 7 5, (A)
] > e = [0,(0)

che chiude il diagramma

Si(X) o S

Poniamo

Quindi abbiamo un complesso di catene {S(X, A), 0}
5q+1 5q 5(}—1
= Sy(XLA) — S (XA — L

Definizione 11.2.10. Il g-esimo gruppo di omologia relativa della coppia (X, A)
¢ il g-esimo gruppo di omologia del complesso {S(X, A), D}, ossia

Kero
Hq(X, A) = Hq(S(X, A)) = I :1.
q

Per avere un’idea piu geometrica dell’omologia relativa introduciamo

e i ¢-cicli modulo A

Z/(X, A) = {s € 5,(X) | 9,5 € S,1(A)}

e i ¢g-bordi modulo A

By(X, A) ={s € Sy(X) | s = 0p18' + 54, § € Sps1(X), 54 € 54(A)}

Si osservi che B, (X, A) ¢ un sottogruppo di Z,(X, A) e che valgono le seguenti
inclusioni:

S,(A) C By(X,A) , ByX)C B,/X,4) , Z,(X)C Z,(X,A).
Possiamo ora enunciare la seguente

Proposizione 11.2.11. Si ha
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Dimostrazione. Consideriamo 'applicazione m, : Sy (X) — ZZ(();)) e osserviamo
innanzitutto che 7,(Z,(X, A)) = kerd,. Infatti se s € Z,(X, A) allora 9,(s) €
S,-1(A) e per definizione di 9, avremo 9,([s]) = [9,s] = [0] e quindi [s] € ker J,.

Viceversa, se [s] € ker J, allora si ha
0 = y([s]) = [0,]

cioé 0,(s) € Sy—1(A) e quindi s € Z,(X, A).
Possiamo allora considerare la restrizione di m, a Z,(X, A) e ottenere I'omo-
morfismo suriettivo
Ty Zy(X, A) = ker 0, ,

il cui nucleo & S;(A). Per il primo teorema di isomorfismo possiamo concludere

che 7 (X A
—q< ’ )%keréq.

Sq(A4)

In modo del tutto analogo si dimostra che

B,(X,A) ~
Sq(A) Im aq+1 .

1%

Infine, per il terzo teorema di isomorfismo, avremo

Z,(X,A)
B,(X,A)

2

H,(X,A)

]

Se {X4}aeca € linsieme delle componenti connesse per archi di X, per I'omo-

logia relativa vale un risultato analogo a quello della Proposizione 10.2.10:

Proposizione 11.2.12. Se {X,}aca € linsieme delle componenti connesse per

archi di X e A, = AN X, per ogni q si ha
Hq<X> A) = 6BozeAlT—[q()(om Aoz)-

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ simile a quella della Proposizione 10.2.10 e

viene lasciata per esercizio. ]

Nel caso dello 0-esimo gruppo di omologia relativa vale la seguente

Proposizione 11.2.13. Se X ¢é connesso per archi e A C X & non vuoto, allora
st ha

Hy(X, A) = 0.
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Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che Zy(X, A) = Sy(A) poiché dy = 0.

Se A ¢& non vuoto, fissiamo zy € A e consideriamo ¢ € Zy(X, A)
c= Z a,T.
x

Sia 0, un arco di estremo iniziale zo ed estremo finale x (o, esiste perché X &

connesso per archi ) e consideriamo la 1-catena

h = Z AyOy.

calcolando il bordo di A si ottiene:

Oh = Z%a% = Zaxx - (Z ay)To =€ — (Z a.)xo,

da cui si ottiene

c=0h+ (Z az)To,

e questo mostra che ogni 0-ciclo relativo ¢ uno 0-bordo relativo e quindi Hy (X, A) =
0. O

Combinando le proposizioni precedenti otteniamo

Corollario 11.2.14. 1l gruppo Hy(X, A) ¢é il gruppo abeliano libero generato dalle

componenti connesse per archi di X che non intersecano A.

11.3 La successione esatta lunga dell’omologia re-

lativa

Dalla successione esatta corta di complessi di catene
0— S(A) 2% g5(x) T4 S(X, A) — 0
otteniamo per ogni ¢ le successioni (in teoria non necessariamente esatte)
L0 1% g (x, A).
Vogliamo costruire degli omomorfismi
0t Hy(X,A) — H, 1 (A),

in modo da ottenere una successione esatta lunga.
In realta questa costruzione vale per una qualunque successione esatta corta

di complessi di catene e quindi dimostriamo direttamente il caso generale:
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Lemma 11.3.1 (Lemma dello zig-zag). Data una successione esatta corta di
complessi di catene

0—C Lo —o,
per ogni q esiste un omomorfismo di gruppi, detto omomorfismo di connessione,

8q: Hy(C") — H,1(CY),

tale che la successione

1)
v H(0) Y o) T oy 2l () —
sia esatta.
Dimostrazione. 1. Costruiamo per ogni ¢ l'omomorfismo d,. Consideriamo

una parte della successione esatta corta di complessi di catene

Jo+1 9g+1
0—C;,y —— Co1 —— Cf;— 0

6[1+1 Og+1 az/z/+1
i g
0— C —— C; —— CIl —0
o, g ol
/ fo—1 9q—-1 1"
0—C,y — Cpy — C/1—0
oy Bg—1 oy
/ fq—2 9q—2 7
0—C, 9 — Cpo —— C ,—0

Sia z; € CJ un ciclo, e quindi J; z; = 0. Avremo

"

e g, ¢ suriettiva, dunque esiste ¢, € C; tale che g,(c,) = z;.

e Poiché il diagramma ¢ commutativo, si ha g, 1 09, = 9, o g, Dunque
94-1(04¢q) = 0;(94(cq)) = 02/ = 0,

e 0ycq € Ker g4-1.
e Per 'esattezza, Ker g1 =Im f,_1, quindi 9,¢, € Im f, ;.

e f,-1 ¢ iniettiva, dunque esiste un unico ¢; ; € C;_,; tale che

fa1(ch1) = Oqeq. (11.2)
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e ¢, ; ¢ un ciclo. Infatti, per la commutativita del diagramma si ha

, .
Jo200, 1 =0, 10 fy1, da cui

fq—2(8;—1ci1—1) = aq—l(fq—l(d;—l)) = (9q_1(3ch) =0,

dove l'ultimo passaggio ¢ vero per le proprieta del bordo. Dunque
041651 € Ker fy o il che implica necessariamente, essendo f, o

.. . / / —
iniettiva, che d, ;¢ ; = 0.

Possiamo ora definire ’'omomorfismo di connessione come segue

6g: Hy(C") — Hy1(C")

(11.3)
[24] = 04 2] = [cf] -

2. Verifichiamo che la ¢, non dipende:

(a)
(b)

(a)

dalla scelta della controimmagine cy;

"
dalla scelta del rappresentante z .

sia ¢, € O tale che g,(¢;) = g4(cy) = 2. Allora g,(¢,—c,) = 0, dunque
Cq — Cq € Ker g, =Im f,.
Sia b, € C; tale che f,(b;,) = ¢, — ¢;. Applichiamo ai due membri J;;

da una parte, sempre grazie alla commutativita, si ottiene

aq(fq(%)) = qul(a(/;b/q)'

Siano ¢, ,¢, ; gli unici elementi di € C;_; tali che d,c; = fy-1(c, )

e 0,64 = f4-1(¢,_,). Allora
0qCq — Oqcq = fo-1(Cy1) — fa-1(cq1) = for(Cpy — 1)
Per D'iniettivita di f,_q, si ha
by, =y — ¢y,

/
q—1

controimmagine di z.

ovvero [¢, ;] = [c/ ;] e quindi la definizione di §, non dipende dalla

Sia ¢, € C, tale che 2] = g,(c,) e sia ¢_; I'unico elemento di C}_, tale
che f,_1(c, 1) = Jcq. Quindi 04[z;] = [c,_;] quando si definisce 4 a
partire dal rappresentante 2.

: P~ " P/ // /! /! 1
Sia z, € [z7], dunque Z; = z; + 0, c;,; per un certo ¢, € C7;.
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Dato che g, € suriettiva, esiste cg11 € Cqyq tale che ¢, = ggr1(cgs1)-
Allora

a(/1/+1C/q/+1 = a(/;/+1<9q+1(cq+1)) = gq(aq+lcq+1)a

e dunque, poiché z; = g,(c,), si ha
5(/; = Zf;' + 94(0g11¢11) = gq(cq + Ogr1cq+1)-

Sia bj,_; I'unico elemento di C;_, tale che f,_1(b;,_1) = 04(cg+0441¢441)-
Quindi 6,[27] = [b)_;] quando si definisce ¢, a partire dal rappresen-
tante z.

D’altro canto si ha 0,(c, + Og41¢4+1) = 04¢q. Per liniettivita di f,_q,
si ha necessariamente b, ; = ¢;_; e quindi la definizione di ¢, non

dipende dalla scelta del rappresentante di [2/].

3. Mostriamo che ¢, ¢ un omomorfismo. Dati 2/, z] € C7/, siano ¢, ¢, tali che

q’7q
9q(cq) = 2 e g4(¢;) = Z: essendo g, un omomorfismo, si ha g,(c, +¢&;) =

z;’ + 2{1’ . Anche 0, ¢ un omomorfismo
Oy(cq + €4) = 0y¢q + 04Cy-

ed esistono un unico ¢, ; e un unico ¢, ; tali che f, 1(c, ;) = Oy,

S 4 : , 5 - _ _
fq—1(Cq_1) = 0,¢4- Da qui, fq—l(cq—l + Cq—l) = 04Cq + 044 = Oy(cy + )
e dunque, per definizione di somma tra classi, si ha

0g([2] + [24]) = 0l2g + 2] = [cq1 + Ea] = [cgn] + [Eqpa] = dqlzq] + 04[]

Resta da verificare I'esattezza della successione
g e Y gy 9 g oy 2o g, ) e

Mostriamo l'esattezza in H,(C"), lasciando per esercizio la dimostrazione
dell’esattezza in H,(C) e H,(C") :

e (ImH,(g9) C Kerd, ) Sia z, € H,(C) un ciclo (quindi 9,2z, = 0) tale che
[Z(/;I] = Hy(9)[24) = [94(24)]. Allora

5(1[2}/1,] = 04194(24)] = [0],

dove l'ultimo passaggio ¢ dovuto alla definizione di d,, scegliendo z, come
controimmagine di g,(z,), osservando che d,z, = 0 e sfruttando ancora una

volta I'iniettivita di f,_;.
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e (ImH,(g9) 2 Kerd, ) Sia [z]] € Ker §,. Cio significa che esiste z, € C
tale che g,(z,) = 2] e tale che 0z, = f,_1(c;_;) per un certo ¢, ; omologo
a 0. Avremo quindi ¢, = 9/c;. Utilizzando ancora la commutativita del

diagramma si ottiene

Ogzq = fq—1<ci171) = aq(fq(cé))

o equivalentemente 9,(z, — fq(c,)) = 0. Quindi z, — f,(c) € un ciclo e si ha

dove si ha g,(fy(c;)) = 0 per via dell’esattezza delle righe della successione

di complessi.
O

Osservazione 11.3.2. Nel caso specifico dell’omologia della coppia il morfismo

di connessione ha un’interpretazione molto semplice. Se z € Z,(X, A) avremo:

042] = [942]-

Esempio 11.3.3. Consideriamo il disco D" e linclusione canonica i : S*™1 —
D". Scriviamo una parte della successione esatta lunga della coppia (D", S"1):

()

L H ) D g e sy 2 g, sy 0 g o) T g, sy L

Per linvarianza omotopica dell’omologia singolare si ha che H,(D") = 0 per
q#0 e Hy(D") =Z. Quindi per ¢ > 2 avremo

0 — HyDr, v 2 g, sy e

che, per Uesattezza della successione, implica che H, 1(S™™') = H, (D", S"1).
Vedremo nei prossimi capitoli come calcolare Hy_1(S"1).
Per q = 1, ricordando che Hy(D",S"™') = 0 per via della Proposizione

11.2.13, otteniamo la successione sequente

(@)

0 — Hy (D", S"Y) 25 mysm ) 29 my (D) —0
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e discutiamo i vari casi a seconda del valore di n.
Per n > 2 si ha che S™ e D™ sono connessi, ossia Hy(D") = Z = Hy(S"1).
La successione diventa allora

01

N Ho (i)

0 — Hy (D", S" 1) 5 Z—0

ed ¢ spezzante perché Z ¢ libero e quindi ne deduciamo che Hy(D",S"1) = 0.
Per n =1 invece si ha Hy(S*™™') X Z ® Z e quindi, ancora per il fatto che la

successione € spezzante st ottiene

H,(D',S°) = Z.

Applicazione ai retratti

Supponiamo che A sia un retratto di X e siano 7 ed r rispettivamente 1'inclu-
sione canonica e una retrazione. Si ha quindi 7 o7 = id4 e per la funtorialita di
H, otteniamo

He(r) o Ho(t) = idp,(a)-
Quindi H,(r) ¢ suriettiva e H,(i) ¢ iniettiva. Consideriamo allora la seguente
parte della successione esatta della coppia

Hq (1)

N, (x) T

H,(A) L) [, A) 2 H, o (A) Ha@)

Per I'esattezza in H,(X, A) e per I'iniettivita di H,(7) abbiamo Im §, = ker H, (i) =
0. Quindi possiamo riscrivere il tratto della successione come segue

Hq (i)

0—H,(A) 19 g (x) "D g (x, 4) 22 0.

Siccome abbiamo la relazione H,(r) o Hy(i) = idg,(a), il Lemma 11.1.11 implica

che la successione ¢ spezzante e quindi avremo
Hy(X) = Hy(A) @ Hy(X, A). (11.4)

Possiamo applicare quanto appena dimostrato al calcolo di Hy (X, zo) dove x

¢ un punto di X. Poiché abbiamo la retrazione ovvia r : X — {x}, otteniamo
H,(X) = Hy(xg) & Hy (X, xo).

Ricordando che tutti i gruppi di omologia del punto sono banali tranne lo 0-
esimo si ottiene che H,(X) = H, (X, x) per ¢ > 1. Per ¢ = 0 abbiamo Hy (X, o)
¢ isomorfo alla somma diretta di tante copie di Z quante sono le componenti
connesse per archi che non intersecano xg, cioé¢ tutte meno una. Ma questo vale

anche per lo 0-esimo gruppo di omologia ridotta di X e quindi in sintesi si ottiene

Hy(X, 29) = Hy(X).
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11.4 Esercizi

Esercizio 11.1. Si dimostri la Proposizione 11.1.4.
Esercizio 11.2. Si dimostri la Proposizione 11.1.6.

Esercizio 11.3. Si dimostri che il quoziente di un gruppo abeliano rispetto al suo

sottogruppo di torsione ha torsione banale.

Esercizio 11.4. Si dia un esempio di quoziente di un gruppo abeliano libero, che

non sia libero.

Esercizio 11.5. Si concluda la dimostrazione del Lemma dello zig-zag, dimo-

strando [’esattezza della successione in H,(C) e H,(C") .



Capitolo 12

L’omomorfismo di1 Hurewicz

In questo capitolo mostreremo il legame tra gruppo fondamentale e primo
gruppo di omologia singolare. Abbiamo gia visto che un laccio in uno spazio
topologico determina un 1-ciclo. Mostreremo che questa associazione determina
in realta un omomorfismo chiamato omomorfismo di Hurewicz.

Inizieremo col dimostrare alcune proprieta generali che riguardano i cammini.
Per semplificare le notazioni, per dire che due cammini f, g : I — X sono omotopi
relativamente a {0, 1} scriveremo semplicemente f ~ g, mentre scriveremo f ~ g

per dire che f — g = dc (anche nel caso in cui f e g non siano cicli).

Proposizione 12.0.1. Valgono le sequenti proprieta:
1. Se f e il cammino costante allora f ~ 0;
2. se f~gqgallora f ~g;

3. se f e g sono cammini tali che f(1) = g(0) allora f-g— f —g ¢ un ciclo e
sitha f-g~ f+g.

Dimostrazione. 1. Se f é I'l-simplesso costante tale che f(to,t1) = =z € X,
allora consideriamo il 2-simplesso costante o tale che o(tg, t1,t5) = =x.

Calcolando il bordo di o si ottiene

do=f—f+f=1
e quindi f é un bordo.

2. se f ~ g, sia F l'omotopia relativa a {0,1} tra f e g. Consideriamo

I’applicazione continua @ : I x I — A, definita come segue

Q(s,t) = (1 —=t)[(1 — s)Ey + sE1] + t[(1 — s)Ey + sEs).
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Per s fissato, 'immagine di Q(s,?) ¢ il segmento che unisce i punti [(1 —
S)EO + SEl] [(1 — S)EU + SEQ].

Si osservi che @ ¢ un’identificazione, che per s = 0 si ha Q(0,t) = Ey,
mentre per s # 0 la ) é iniettiva. Questo implica che F' passa al quoziente
rispetto () e quindi esiste un unico o : Ay — X tale che 00 Q) = F.

Calcolando il bordo di ¢ si ottiene

do=f(1)—g+f
e poiché f(1) & un bordo per la proprieta precedente si ha f — g ~ 0.
3. Siano f e g cammini tali che f(1) = ¢(0). La verifica che f-g— f —¢g é un
ciclo é immediata ed é lasciata per esercizio.

Sia ora p : Ay — [Ep, E»] la proiezione ortogonale sul lato [Ey, Fs| del
simplesso As.
Sia v : [Ey, Es] — X definita da ~[(1 — t)Ey + tEy] := f - g(t). Definiamo

un 2-simplesso o : Ay — X come segue

o :="7yop.

Si verifica facilmente che si ha
do=g—f-9+/f

e quindi I'asserto.
m

Osservazione 12.0.2. Dalle Proprieta 1 e 3 si deduce che se f é un cammino e

i(f) il cammino inverso, allora si ha f +i(f) ~ 0.

Per via delle proprieta dimostrate sopra ¢ possibile definire una applicazione
h: 7T1(X,ZL‘0) — Hl(X)

come h(a) = [e(ar)], dove c(a)[(1 —t)Ey + tEy| = ().

Per un simplesso o definiamo il cammino ¢(o) come 'unico cammino tale che
¢(o)(t) = o(1 —t,t). Ovviamente si ha ¢(¢(0)) =0 e é(c(a)) = a.

La Proposizione 12.0.1 ci assicura che h ¢ ben definita e che si tratta di un
omomorfismo di gruppi, chiamato omomorfismo di Hurewicz.

Il seguente risultato ci fornisce il legame tra il primo gruppo di omologia e il

gruppo fondamentale di uno spazio connesso per archi:



191

Teorema 12.0.3 (Teorema di Hurewicz). Se X ¢ uno spazio topologico connesso
per archi allora 'omomorfismo h é suriettivo e si ha che Kerh coincide con il
sottogruppo dei commutatori di (X)) e quindi Hy(X) & l'abelianizzato del gruppo
fondamentale div X.

Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto la suriettivita di h. Per far questo
scegliamo per ogni z € X un cammino da z, (il punto base scelto per il gruppo
fondamentale) a = e denotiamolo con [,. Per il punto base scegliamo il cammino
costante, cioé l,, = €.

Ad un 1-simplesso ¢ associamo il laccio basato in xg definito come segue
l(0) == lo(Ey) - €(0) - i(lomy))-
Si osservi che per un laccio a0 basato in xg si ha
le(a)) =y - a-i(ly,) ~ a.

Poiché h & un omomorfismo, se 7 = h(«) allora nT = h(a™) per un qualunque
intero n. Quindi, anziché trovare la controimmagine di cicli della forma »_ n;o;,

sara sufficiente cercarla per cicli del tipo Y o; dove i o; sono simplessi singolari.

Se S°F 0, ¢ un ciclo allora si ha Y% (04(E1) — 04(Ey)) = 0. Allora per oy
esistera un certo o;, che ha lo stesso estremo iniziale o finale di uno dei due estremi
di 7. Si pud quindi considerare la concatenazione oy - 0y, (0 0;, - 01 a seconda di
quali estremi coincidono). Per la Proposizione 12.0.1 avremo oy + 04, =~ 07 - 03,
e quindi nel ciclo Zle o; € possibile sostituire oy + 0, con oy - 0;, ottenendo un
ciclo che ¢ omologo alla somma di £k — 1 simplessi. Continuando con lo stesso
ragionamento si ha che il ciclo Zle 0; ¢ omologo a un 1-simplesso o tale che
o(Ey) =o0(Ey) = x.

Possiamo ora considerare il laccio basato in zy dato da

per il quale abbiamo h(l(0)) ~ o e questo mostra la suriettivita di h.
Per mostrare la seconda parte del teorema osserviamo che, poiche H;(X)
¢ abeliano, Ker h contiene il sottogruppo dei commutatori di 7 (X, zg). Resta

quindi definito un omomorfismo suriettivo

h: ’7Tl(X, x[))ab — HI(X>

Vogliamo dimostrare che h € un isomorfismo e per far questo dimostriamo che

é iniettiva, costruendo una inversa sinistra.
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Sial: S1(X) — m (X, zo)a U'estensione lineare (si veda la Proposizione 11.1.4)
dell’applicazione [ definita precedentemente per gli 1-simplessi singolari. Deno-
tiamo con [z] gli elementi di 71 (X, xg)qp € ricordiamo che per ogni coppia di lacci
ae 3, sihafo- f] = [o] + [A].

Dimostriamo che By(X) C Kerl. Per far cio ¢ sufficiente verificarlo per il

bordo dei 2-simplessi. Per un generico 2-simplesso ¢ avremo:

l(ag) _Z(U[El Es] = O[Eq,Es] + O|Eo,E1] )

=llo()) * O1E1, By - Wlo(Ey))] — [lo(B0) - OlE0,E2) - 1 (lo()] + [lo(Bo) - OE0,E1) - 1(lo(E))]

o(Eo) * O(Eo.B] " Wlo(m))] + [la(El) 0By, By)  1(lo(B))] — lo(By) * O1Be,B) * 1(lo(5y))]

o(Eo) * OlEo.Er] * O[E1,Es) - 1(0(E0,52)) * 1(lo(i))]

a(Ep) * 08As ° Z(ZJ(E0)>]

L
L
L
[costante] = 0,

dove si ¢ sfruttato il fatto che o(g, g - O[py B - (OB, E2]) = Coa, € che oga, €
omotopo al laccio costante perché & una applicazione della circonferenza (il bordo
di Ay) in X che si estende al disco A, (si veda Proposizione 1.3.6).

Quanto dimostrato implica I’esistenza di un omomorfismo

l: Hl(X) — 7T1(X,$o)ab

Per quanto osservato precedentemente per un laccio a basato in x( si ha
I(h(a)) ~ o e quindi avremo [ o h = id, cioe [ & inversa a sinistra di h.
m



Capitolo 13

Il teorema di escissione e la

successione di Mayer-Vietoris

Sia X uno spazio topologico e U un ricoprimento aperto. Sia Sg (X) il gruppo
abeliano libero generato dai g-simplessi singolari o : A, — X tali che o(4,) sia
contenuto in qualche aperto di U.

Poiché il bordo di un simplesso singolare con immagine contenuta in qualche
aperto di U ¢ una catena formata da simplessi con immagine in U, {SY(X),d} ¢
un complesso di catene chiamato complesso delle catene U-piccole. Si definisce il
complesso ridotto delle catene U-piccole come S}f(X) =SHX)N Sy(X).

Utilizzando un procedimento detto di suddivisione baricentrica dei simplessi

si dimostra il seguente risultato per la cui dimostrazione rimandiamo a [4]:

Teorema 13.0.1. Le inclusioni SY(X) — S(X) e SUX) — S(X) sono dei

morfismi di catene che inducono isomorfismi in omologia.
Dati due complessi di catene C' = {(C;,0;)} e C" = {(C!,0!)}: possiamo
definire un nuovo complesso di catene
CaelC ={(CiaC,ood)}, (13.1)
dove
(0; @ 0;)(ce ) = bi(c) ® Gi(c).

Consideriamo ora il caso in cui abbiamo un ricoprimento aperto di X formato

da due aperti U, V. Avremo il seguente diagramma commutativo
Unv —4s U

o e

Jv
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A livello di catene si ottiene quindi il seguente diagramma commutativo

swnv) 29 sw)

S(iv)l ls(jU)

S(V) —— S(X)

S(v)
da cui otteniamo le successione esatta corta di complessi di catene

(S(iv),—S@iv))

0 — S(UNV) POV gy g gy SO

SYUX)—0 (132
Enunciamo dunque il

Teorema 13.0.2 (Successione di Mayer-Vietoris). Dato uno spazio topologico
X, se X; e Xy sono due suoi sottospazi tali che X = IntX; U IntXs, le sequenti

successiont sono esatte

®q Vy dq
s —> Hq(Xl N XQ) — Hq(Xl) D Hq(XQ) — Hq(X) — Hq_1<X1 N XQ) — ...

e H (X0 N X)) 5 H (X)) @ Hy(Xs) % (X)) 2% H, (XN Xa) > ..
dove in entrambe

® 0, ¢ 1l morfismo di connessione definito nel Lemma 11.5.1;

o O, = (Hy(iv), —H,(iv));

o U, = H,(ju)+ Hy(jv )

Dimostrazione. E sufficiente applicare il Lemma 11.3.1 alla successione esatta
corta 13.2 e tener conto del Teorema 13.0.1 che assicura I'isomorfismo tra HY(X)

e H(X). Allo stesso modo si ottiene la successione per I'omologia ridotta. O

Osservazione 13.0.3. Il Teorema 13.0.1, nel caso di un ricoprimento formato da
due aperti U e V', ci dice che per ogni classe [z] € Hy(X) esiste un rappresentante
della forma z = ¢+ d, dove ¢ e d sono rispettivamente in Sy(U) e S,(V). Poiché
z & un ciclo si ha che Oc = —0d € S,_1(U NV). Ricordando la definizione di

morfismo di connessione dato nel Lemma 11.5.1 si vede che §[z] = [Oc].
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13.0.1 Omologia della sfera

Vogliamo dimostrare che I’omologia ridotta della sfera é data da

S 7,
Hq(S ):

0, altrimenti.

se q=mn

La dimostrazione si fa per induzione su n.
Per n = 0 abbiamo che Sy ha due componenti connesse, quindi Hy(S°) = Z.
In piu, sfruttando la Proposizione 10.2.10, si vede che

ﬁq(so) = ﬁq<{_1v 1} = ﬁq(_l) ® ﬁq(l) =0,

per ogni g # 0. Abbiamo dunque la base dell’induzione.

L’ipotesi induttiva ¢ la seguente

- Z, se =n—1
A,(5") = !

0, altriments.

Scriviamo S™ come unione dei due aperti

1

E+={:L’€Sn|$n+1>_§}a

1
E:{xGS”’xn+1<§}.

Ognuno dei due aperti ¢ omeomorfo al disco D", dunque entrambi sono omo-

topi al punto e la loro omologia ridotta & banale.

Poiché i due aperti £/, e E_ hanno omologia ridotta banale, la successione di
Mayer-Vietoris

] ] Yy 7 n 8 7 N
— H,/(E )®H(E_) — H,(S") — H,.1(EsNE_) — H, (Ey)®H, 1 (E_) —
si riduce per ogni ¢ alla successione esatta corta
0— H,(S") % H, (B, NE_) =0 (13.3)

e quindi il morfismo di connessione ¢ un isomorfismo. Inoltre si ha che S"~1 C

E. N E_ ¢ un retratto di deformazione forte (verificare!) di £, N E_ e si ha

H, (E;NE_)=~H, (S").
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Dunque la 13.3 diventa

0 — H,(S") 2% H,_1(S"") -0,
da cui H,(S™) = H, 1(S™"). Ora, per ipotesi induttiva

] n—1 Z’
Hq—l (S ) = ) )
0, altriment:

se g—1l=n—1,t1e.seqg=n

il che conclude la dimostrazione.

Corollario 13.0.4. La sfera S™ é omotopicamente equivalente alla sfera S™ se e

solo se m =n.

Dimostrazione. Se m = n le sfere sono omeomorfe e quindi omotopicamente
equivalenti. Viceversa se S™ ¢ omotopicamente equivalente alla sfera S™ allora si

deve avere Z = H,(S™) = H,(S™). ma questo puo accadere solo se m =n. [

Confrontando I'omologia ridotta del punto e quella della sfera si ottiene facil-

mente il seguente corollario:
Corollario 13.0.5. La sfera S™ non ¢é contraibile.
Utilizzando 'omologia della sfera e I’Esempio 11.3.3 ¢ ora possibile terminare

il calcolo dell’omologia della coppia (D", S"!), ottenendo quanto segue:

7, se =n
Hq(]D)n,Sn_l) — q

0, altrimenti.

13.0.2 Applicazioni

Possiamo utilizzare ’'omologia della sfera appena calcolata per dimostrare in
tutta generalita il Teorema del punto fisso di Brower. Per far questo occorre

dimostrare la seguente proposizione:

Proposizione 13.0.6. La sfera non & un retratto del disco.

Dimostrazione. Se la sfera fosse un retratto del disco, per la 11.4 nel caso ¢ = n—1
si avrebbe
Hn—l(Dn) = Hn—l(Sn_l) D Hn—l(Dna Sn_l):

ma il primo membro ¢ il gruppo banale, mentre il secondo membro contiene il

sottogruppo non banale H,,_;(S" 1) = Z. [
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Teorema 13.0.7 (Teorema del punto fisso di Brower). Sia f : D" — D" continua.

Allora f ha almeno un punto fisso.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che f non abbia punti fissi. Allora argo-
mentando come nel caso n = 2 (si veda Teorema 4.2.5) possiamo definire un’appli-
cazione r : D" — S™"~! che al punto x € D™ associa 'intersezione della semiretta
affine di R con origine in = e vettore direttore x — f(x), con la frontiera di D"
(cioe S™1). Tale funzione ¢ continua ed ¢ una retrazione del disco sulla sfera e

questo ¢ assurdo per la Proposizione 13.0.6 O

13.0.3 Un generatore di H;(S')

Abbiamo dimostrato che nella successione di Mayer-Vietoris della sfera il mor-
fismo di connessione ¢ un isomorfismo. Consideriamo ora il caso particolare di
St.

Poiche H,(S") 2 Hy(S°) = Z, il morfismo di connessione 8, invia un generatore
di H,(S") in un generatore di Hy(S?).

Ricordiamo che Hy(S°) = Z[o_1] ® Z[o1], dove oy e o_; sono gli unici 0-
simplessi con immagine rispettivamente 1 e —1. Dalla definizione di Oy si deduce
facilmente che Hy(S%) ¢ generato da [o_; — o4].

Ora consideriamo i due seguenti 1-simplessi di S! (definiti in coordinate bari-
centriche):

it

U(to, tl) = expml N T(to,tl) = —exXp

Si verifica immediatamente che o 4+ 7 ¢ un ciclo.
Se applichiamo il morfismo di connessione d; alla classe di omologia [0 + 7] e
otteniamo
01[o + 7] =[00]
=[o_1 — 0q].
Questo mostra che la classe [0 + 7] ¢ controimmagine del generatore [0y — 0y

tramite Iisomorfismo d; e quindi genera H;(S!).

Osservazione 13.0.8. Per le proprieta dell’omomorfismo di Hurewicz la conca-

tenazione ot € omologa a o + T e quindi & anch’essa un generatore.

13.0.4 Omologia delle superfici compatte

Prima di calcolare I'omologia delle superfici compatte, utilizziamo la suc-
cessione esatta di Mayer-Vietoris per calcolare 'omologia del bouquet di due

spazi.
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Consideriamo due spazi puntati, cioé due coppie (X, z¢) e (Y,yo) dove X,
Y sono spazi topologici e zyp € X,yg € Y. Sull’'unione disgiunta dei due spazi
consideriamo la (piu piccola) relazione di equivalenza che identifica ogni punto con
se stesso e xg con yy. Lo spazio quoziente rispetto a tale relazione verra indicato
con X VY e sara detto bouquet di X e Y. Sia 7 la proiezione sul quoziente.

Supponiamo che esista in X un intorno aperto U di x( tale che xq sia un
retratto forte di deformazione di U e in Y un intorno aperto V di y, tale che yo

sia un retratto forte di deformazione di V. Diremo che gli spazi sono ben puntati.

Proposizione 13.0.9. Se (X, xzq) e (Y, y0) sono ben puntati allora per ogni q si
ha:

H (X VY)= H,(X)® H,(Y).

Dimostrazione. Consideriamo gli aperti di X VY definiti come segue:
A=m(XUV), B:=n(UUY).

L’aperto A si ritrae per deformazione forte su 7(X) = X, I'aperto B si ritrae per
deformazione forte su 7(Y) 2 Y, mentre 'aperto AN B si ritrae per deformazione
forte su m(xg) = m(yo) (si veda Esercizio 13.3).

Dalla successone esatta di Mayer-Vietoris per AU B = X VY, tenendo conto

delle considerazioni precedenti si ottiene immediatamente 1’asserto. O]

Osservazione 13.0.10. La definizione di bouquet si estende facilmente al caso
di un numero finito di spazi topologici puntati. Se tutti gli spazi sono ben puntati

vale la proposizione precedente.

Esempio 13.0.11. Utilizzando la proposizione precedente si ottiene

- &7, se =1,
(St vsh) = 1

0, altrimenti.

Allo stesso modo si puo calcolare I’omologia del bouquet di n circonferenze.

13.0.5 Omologia del toro bidimensionale

Per il calcolo dell’omologia del toro utilizzeremo le stesse notazioni utilizzate
nell’Esempio 7.4.2.
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Pensiamo al toro T? come al quadrato I? con i lati identificati come in figura

e sia 7 : I? — T? la proiezione sul quoziente.

12 T2
T T3 T Q2 T
7
T
- E—
R ¢ c
f)/
| ——
/ . a ™ . a
I _ ! Yy !
\\ i) Zo
5 [ d d
>
Zi'l i4 I a2 T

Siano § = (3,3) € I?, y = n(y) € T?, U, = >\ {§} e Uy = Int(1?). 1 due
aperti del toro Uy = 7(0U) = T2\ {y} e Uy = n(U,) = T2\ {ay U ay} ricoprono
il toro. La loro intersezione ¢ 'aperto Uy N Uy = T2 \ {y Ua; Uay} di T2 Sia
2o € Uy NUs,. Sia é : I — I? larco nel quadrato 12 che si ottiene precorrendo
il segmento di retta d che unisce 7o a 71, dove % ¢ unico punto di 2 tale che
7(Zo) = . Siano § : [ — T2, § = oo e d = 7(d) le loro immagini nel quoziente.
L’aperto U, ¢ contraibile e quindi avremo }N[q(Ug) =0 per ogni ¢ > 0.
L’aperto Uy si ritrae per deformazione forte sul bouquet di due circonferenze e
quindi H,(U;) = 0 per ogni ¢ > 2, Hy(U,) =0 e Hy(U,) = Z]a)] © Z[ay], dove a;
e ap sono i lacci (visti come 1-simplessi singolari) immagine dei lati del quadrato.
Poiché U; N Us si ritrae per deformazione forte sulla circonferenza ¢ immagine
della circonferenza ¢ centrata in § e passante per T, si avra ﬁ[q(Ul NU,) = 0 per
ogni ¢ # 1 e Hy(U; NUy) = Z[b], dove b ¢ il laccio basato in zq che fa un giro
della circonferenza in senso antiorario.
La successione di Mayer-Vietoris per ’'omologia ridotta per il ricoprimento del
toro dato da {U;, Us} sara:

[ Pq 7 ] Ve 7 % 7
s —> Hq(Ul M UQ) — Hq<U1) D Hq(UQ) — Hq<T2) — qul(Ul N Ug) — ...
Per le osservazioni precedenti, se ¢ > 3, ogni porzione della successione si riduce
come segue:
@4 LN 2 dq
0—0— H,/(T*) — 0,
da cui deduciamo che H,(T?) = 0 per ogni ¢ > 3. Sappiamo inoltre che Hy(T?) =

0 poiché il toro & connesso per archi.
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Resta quindi da analizzare la seguente porzione della successione:

0 — Hy(T2) 2 H (U, N Uy) 25 Hy(UY) & Hy(Us) —2 Hy(T?) -2 0.
Ricordiamo che & = (H,(iy, ), —Hi(ivy)) e che Uy = Hy(ju,) + H1(ju,). Per cal-

colare ®, sara sufficiente calcolare I'immagine del generatore b. gli omomorfismi
H(iy,) e Hy(iy,) sono indotti dalle inclusioni e quindi occorre calcolare la classe
di omologia di b in H,(U;) e in H1(Usz). Dato che Hy(Us) = 0 si ha che H;(iy,)
¢ il morfismo nullo. Resta quindi da determinare la classe di omologia di b in
Hi(Uh).

Il laccio b ¢ omologo a & +i(0) + b (Osservazione 12.0.2) che ¢ omologo alla
concatenazione i(0) - b- 0 per la Proposizione 12.0.1. Il laccio i(d) - b- 6 ¢ omotopo
relativamente a {0,1} al laccio a1 - ag - (a;)™! - (az)~! che ¢ omologo alla catena
aj + ag —a; —ay = 0. Questo implica che H(iy,) € 'omomorfismo nullo e quindi
anche ®; & 'omomorfismo nullo. Allora nella successione esatta d9 ¢ ¥, sono

isomorfismi e in conclusione si ha Hy(T?) = Z e H\(T?) = Z & Z.

13.0.6 Omologia delle superfici compatte

Ragionamento come nel calcolo dell’omologia del toro, utilizzando la seguente
presentazione poligonale del piano proiettivo reale, si calcolano facilmente i suoi

gruppi di omologia.

D2 RP?
a
T
TN
z x
I 1 1
0
a
Si ottiene quanto segue:
Ly, se q=1,

0, altrimenti.
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Il ragionamento per le superfici compatte ¢ del tutto analogo ai casi precedenti
se si utilizzano le presentazioni poligonali usuali viste nel Capitolo 8. T gruppi
di grado superiore a due, come nel caso del toro, sono banali. Separatamente si
analizza la parte finale della successione di Mayer-Vietoris e si trovano le immagini
dei generatori tramite i morfismi 9o, ®; e U;. Per far questo basta osservare che
il quoziente del poligono meno il centro si ritrae sul bouquet di un certo numero
di circonferenze, e applicare I’Esercizio 13.5.

Per la superficie orientabile di genere g si ottiene quanto segue:

7Z&®---DlL, se q=1,
—_—————

f] "]IQ 2g—volte
o(9T7) = Z, se q=2,

0, altriments.

Per la superficie non orientabile di genere g si ottiene:

Lo®Z@--- DL, se q=1,
H,(gRP?) = (g—1)—volte

0, altrimenti.

13.1 Escissione

Siano (X, A) e (Y, B) coppie formate da uno spazio topologico e un suo

sottospazio.

Definizione 13.1.1. Un morfismo di coppie [ : (X, A) — (Y, B) ¢é una applica-
zione continua f : X —'Y tale che f(A) C B.

Se f:(X,A) — (Y, B) & un morfismo di coppie si ha S,(f)(5,(A)) C S,(B)
e quindi risultano ben definiti i morfismi
Sy(f) : Sy(X, A) = S,(Y, B)

con S,(f)([c]) = [S,(f)(c)]. Si verifica facilmente che i S,(f) sono morfismi di

catene e quindi inducono dei morfismi in omologia

H

q

(f) : Hq(X’ A) — Hq(Ya B)-
Possiamo ora definire il concetto di escissione:

Definizione 13.1.2. Data una coppia (X, A) e U C A, diremo che linclusione

(di coppie)
i (X,A)— (X\UA\U)
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¢ una escissione o che U puo essere escisso se i morfismi indotti in omologia H, (i)

sono isomorfismo per ogni q.

Il Teorema di Escissione ci fornisce una condizione sufficiente affinché un

sottoinsieme possa essere escisso. Si rimanda a [4] per una dimostrazione

Teorema 13.1.3 (Teorema di Escissione). Sia (X, A) una coppia e U C A tale
che U C IntA. Allora Uinclusione

i (X,A) = (X\UA\U)
€ una escisstone.
Il teorema di escissione si puo esprimere in modo equivalente come segue:

Teorema 13.1.4. Per ogni coppia di sottospazi A e B di X tali che X = Int AU

Int B, l’inclusione

i:(B,ANB) = (X, A)

€ una escissione.

Mostriamo 'equivalenza dei due teoremi di escissione.

Siano A e B due sottospazi di X tali che X =Int AUInt B. Sia U = X \ B.
Stha ANB=A\U, B=X\Ue X \IntB C Int A. Inoltre poich¢ X \ Int B ¢
un chiuso che contiene X \ B abbiamo U = X \ B € X \ Int B. Quindi U si puo

escindere della coppia (X, A) e si ottiene che
i:(B,ANB)— (X,A)

€ una escissione.

Viceversa, se U ¢ tale che U C Int A, poniamo B = X \ U. Per le proprieta

dell’interno e della chiusura di un insieme avremo
X=IntBUX\B=Int BUU =Int BUInt A,

e questo implica che

i:(B,ANB) < (X, A)

¢ una escissione. Poich¢ B =X \U e AN B = X \ A abbiamo l'asserto.
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13.1.1 Omologia locale e invarianza del dominio

Sia X & uno spazio topologico 71, x € X e V un intorno di x (cioé esiste un
aperto U tale che x € U C V).

Utilizzando le proprieta della chiusura e degli interni abbiamo
X\V=X\IntV C X\ {z} =Int(X \ {z}),

dove I'ultima uguaglianza vale perché i punti di X sono chiusi.

Allora X \ V' si puo escindere e quindi si ha:
Hy(V, VA {z}) = Hy(X, X\ {z}).

I gruppi H, (X, X \ {z}) sono detti gruppi di omologia locale in x e danno del-
le informazioni topologiche locali sullo spazio considerato. Una applicazione

importante ¢ il seguente

Teorema 13.1.5 (Invarianza del Dominio). Siano U C R™ e V' C R™ aperti. Se

U eV sono omeomorfi allora m = n.

Dimostrazione. Sia f : U — V un omeomorfismo. Allora abbiamo H,(U,U \

{z}) = Hy(V, VA {f(2)})-

Per escissione si ottiene
Hy(U, U\ {z}) = H,(R",R" \ {0}).

Dalla successione esatta della coppia si ricava (verificare!)

H,y(R", R*\ {0}) = H, 1 (R" \ {0})
e poiché S™™! ¢ un retratto forte per deformazione di R™\ {0} avremo
Hyr(R"\{0}) = Hya(S").
Riassumendo si ottiene

- Z, se q=n,
Hy(U,U\A{z}) = S
0, altrimenti

~ Z,
H,(V,V\A{f(2)}) =

0, altrimenti

se q=m,

e quindi perché U e V siano omeomorfi si deve necessariamente avere n = m. [
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13.2 Esercizi

Esercizio 13.1. Utilizzando la successione esatta della coppia si dimostri che

H,(R",R"\ {0}) = H,_;(R"\ {0}).

Esercizio 13.2. Si dimostri che una varieta topologica é ben puntata in ogni suo

punto.

Esercizio 13.3. Siano (X, o) e (Y,v0) due spazi ben puntati. Si dimostrino le

affermazioni fatte nella dimostrazione della Proposizione 15.0.9
Esercizio 13.4. Si calcoli I’'omologia del bouquet di n circonferenze.
Esercizio 13.5. Si calcoli I'omologia di S*> V S3.

Esercizio 13.6. Se (X,U,V) e (Y,U', V') soddisfano alle ipotesi per la succes-
sione di Mayer-Vietoris e f : X — Y ¢ una applicazione continua tale che
f(U) cU e f(V)cC V', indicheremo con Hy(f) anche le indotte in omologia
dalla restrizione di f a U, a' Ve a UNV. Si dimostri che la successione di

Mayer-Vietoris é naturale, cioe che i sequenti diagrammi commutano

LLCHUNY) 2 H(U) e H(V) —s H(X) — H,_(UNV)...
Hq(f)l l(qu,Hq(f)) lﬂqm lHqﬂ(f)
Hq(U’ﬂV') T} Hq(U/)@Hq<V,) \IJ—> Hq(Y) 5—> qul(U/mV,)...



Capitolo 14
Il grado di un’applicazione

Data una funzione f: S™ — S™ continua, con n > 1, sappiamo che resta
determinata per ogni ¢ 'applicazione indotta in omologia che ¢ un omomorfismo.
In particolare, visto che i gruppi di omologia ridotta di S™ sono tutti nulli tranne
H,(S™) analizziamo

H,(f): H,(S") =Z — Hy,(S") =Z.

Essendo un omomorfismo, é sufficiente vedere come agisce su un generatore di
Z; sia a tale generatore. C’¢ un unico intero per cui H,(f)(a) = d - a e in effetti

non dipende dal generatore, in quanto

Hy(f)(—a) = —Hyu(f)(a) = —d-a=d- (—a).
E dunque possibile dare la definizione:

Definizione 14.0.1 (Grado di un’applicazione). Si chiama grado dell’applica-

zione f: 8™ — S™ ['unico intero d per il quale

Hn(f)(a) =d- a,
e st denota d = deg f.

Proposizione 14.0.2. [l grado ha le sequenti proprieta:
1. degidgn = 1;
2. se f non é suriettiva, deg f = 0;
3. f~g=degg=degf;

4. deg(fog)=degf-degg;
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se f;: 8™ — S™ e la riflessione rispetto all’i-esimo piano coordinato, deg f; =
_1:

)

6. deg(—id) = (—1)"*t, dove —id ¢ ’applicazione antipodale —id: S™ — S™;
7. Se f: S™ — S™ non ha punti fissi, deg f = (—1)"*1.

Dimostrazione. 1. & vero perche H,(idgn) = idp, s
2. Infatti possiamo scegliere un p ¢ Im f e scrivere f come f = 7o f, dove

i: 8"~ {p} — S™. L’applicazione indotta

Ho(i): Ho(S™ ~ {p}) = Ho(S") = Z

¢ lapplicazione nulla, in quanto S™ ~\ {p} ¢ contraibile e dunque H, (S™ \

{r}) =0.

Discende dal fatto che f ~ g = H,(f) = H,(g).

Per definizione si ha

H,(f o g)(a) = deg(f o g)a.

D’altra parte, per la funtorialita delle applicazioni indotte in omologia,

H,,(f o g)(a) = (Hn(f) 0 Hn(g))(a) = Hn(f)(Hn(g)(a)) = deg f(deg g - a),
dunque deg(f o g) = deg f - degg.

Consideriamo la riflessione f; di S™ rispetto all’iperpiano di equazione x; =
0. La restrizione di f; alla sfera equatoriale di S™ coincide con la riflessione
di S*~!. In dimensione 0, usando le notazioni del Paragrafo 13.0.3, I'indotta
di f; a livello di catene scambia o_; e 0. Allora I'indotta di f; a livello di
omologia invia il generatore [0_; — 1] nel suo opposto e quindi il grado di
fre—1.

Supponiamo che deg f; = —1 per ogni sfera di dimensione n — 1. La ri-
flessione f; lascia invariati gli aperti £, e E_ definiti nel Paragrafo 13.0.1.

Nella successione di Mayer-Vietoris

0= ]:‘I‘I(Sn) i> gq—l(E-i- NE_) = ]:Iq—l(Sn_l) — 0
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i d, isomorfismi e per la naturalitd della successione (vedi Esercizio 13.6)
abbiamo il seguente diagramma commutativo dove tutti gli omomorfismi
sono isomorfismi ) 5 .
H,(S") —— H, ,(S"1)
(

f{n(fl)J/ Hn_1(f1)

Ho(S") —— Hyoa(S™7)

e quindi anche H,(f;) é la moltiplicazione per —1 e questo termina la

dimostrazione.

6. E sufficiente vedere ’applicazione antipodale come composizione delle n+ 1

riflessioni f;, e applicare le proprieta 1) e 4).
7. Consideriamo 'applicazione
f:8"xI— 8"

(1 —t)f(x) —ta
11 =) f () — taf|

Essa é un’omotopia tra f e —id, e dunque le due applicazioni hanno lo

(x,t) —

stesso grado per la 3).

]

Osservazione 14.0.3. In realta Hopf ha dimostrato che é valido anche il vice-

versa della 3): due funzioni f,g: S™ — S™ aventi lo stesso grado sono omotope.
Una importante applicazione della teoria del grado ¢ il seguente

Teorema 14.0.4. Una sfera S™ ammette un campo di vettori tangenti continuo

senza singolarita se e solo se n ¢ dispari.

Dimostrazione. Se esiste un campo di vettori tangenti senza singolarita v(x) allora
possiamo supporre (dopo eventualmente aver diviso per la norma che ¢ non nulla
poiché il campo non ha singolarita) che v(z) abbia norma pari a uno.

Quindi il campo puo esser visto come una applicazione v : S — S". Poiché &
tangente si deve avere < x,v(x) >= 0 per ogni .

L’applicazione f :[0,1] x S" — S™ definita da

f(t,x) := cos(mt)x + sin(wt)v(x)

é ben definita ed & una omotopia tra ’applicazione identita e quella antipodale.
Questo implica che I'applicazione antipodale deve avere grado 1 e questo puo

accadere solo se n é dispari.
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Viceversa, se n é dispari, poniamo n = 2m + 1. Allora I'applicazione v :
S2mtl oy §2m L definita da

V(T1, To, 0, Tomi 1, Tame2) = (=22, 21,7+, —Tomy2, Tomi1)

definisce un campo di vettori senza singolarita sulla sfera S?"+1 c R?m+2, O

14.1 Esercizi

Esercizio 14.1. L’espressione della riflessione f, rispetto ad un gemerico iper-
piano di R™™ passante per l'origine e vettore normale v puo essere descritta come
seque:

folz)=2—-2<v,2>w0.

Si dimostri che la restrizione di f alla sfera S™ ha grado —1. (sugg.: sfruttare
la connessione per archi per trovare un cammino c(t) tra v e un altro vettore
unitario w per costruire una omotopia f.ytra f, e f,. Applicare quanto fatto al

caso in cui u ¢ il vettore (1,0,...,0).)

Esercizio 14.2. Si calcoli il grado della applicazione f : S' — S' definita in

coordinate complesse da f(z) = 2", dove n € N.



Capitolo 15

Il Teorema di separazione di

Jordan-Brower

In questo capitolo dimostreremo alcuni risultati di separazione che genera-
lizzano il classico Teorema della curva di Jordan, che vedremo appunto come
corollario di un teorema piu generale.

Iniziamo col seguente risultato:

Teorema 15.0.1. Sia X uno spazio topologico e {U;};en+ una famiglia di aperti di
X tali che X = Ujen+U; e U; C Usiq per ognit € N*. Denotiamo con i, : U, = X
€ imn - Up = Up, le inclusioni canoniche.

Allora per ogni q st ha Hy(X) = liﬂﬂq(Ui), ossia:
1. per ogni o € H,(X) esiste n € N* tale che o € Im(H,(iy,);

2. se a, € Hy(U,) e Hy(in)(ay,) =0, allora Hy(imn)(an) = 0 per m sufficien-

temente grande.

Dimostrazione. Osserviamo che se K C X é un compatto, allora esiste U, tale
che K C Uy. Se a = [c] € Hy(X), il ciclo ¢ ¢ somma finita di simplessi singolari,
ognuno dei quali puo essere visto come simplesso singolare in un certo Uy, (per la
compattezza del simplesso standard). Allora esiste U, tale che ¢ € S,(U,), cio¢
¢ = Sy(in)(c). A livello di indotta in omologia si avra quindi o € Im(H,(i,)) e
questo mostra la prima proprieta.

In modo simile si dimostra la seconda proprieta. O

Teorema 15.0.2. Sia n un numero naturale fissato e Y uno spazio topologico
tale che, per ogni embedding topologico f :Y — S™, si abbia H(S™\ (f(Y)) = 0).
Allora lo spazio I XY gode della stessa proprieta.
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Dimostrazione. Sia f: 1 xY — S™ un embedding topologico e supponiamo per
assurdo che esista 0 # o € H(S"\ f(I x Y)). Poniamo

UozS”\f([O,%] ><Y) o :Sﬂf([%,@ xy).

Avremo
UpNU, =S"\ f(IxY) | UOUUle"\f<{%} ><Y>.
Per ipotesi Uy U U; ¢ aciclico e quindi dalla successione di Mayer-Vietoris
Hy (U UUL) — Hy(Uy N UY) — Hy(Up) @ Hy(Uy) — Hy (U UUY)

si ottengono gli isomorfismi tra H,(Uy N Uy) e Hy(Uy) @ H,(U;). L'immagine
dell’elemento o € PNIq(UO N Uy) tramite tali isomorfismi verra quindi inviato in
un elemento non nullo in almeno uno tra H,(Uy) e H,(U;). Possiamo supporre
che sia non nullo in ﬁq(UO) e quindi ripetere il ragionamento iniziale sostituendo
Pintervallo I con [0, 3].

In tal modo si ottengono degli intervalli nidificati --- C Iy C I, C ... I, C I
tali che la lunghezza di I, sia pari a 27% e a viene inviato in 0 # aj € H,(S™ \
f(I X Y)).

Dato che gli intervalli sono nidificati e la loro lunghezza decresce, si ha Ngenl =
{z} per un certo z € I. Quindi gli aperti Vj, = S"\ f(Ix x Y) verificano quanto

segue:
UkenVe = 8"\ Mienf (I X V) = §"\ f({z} x Y).

Avremo allora H,(UrenVi) = Hy((S*\ f({z} xY)) = 0. Ma « ¢ inviato su oy # 0
per ogni k& mentre la sua immagine in E[q(UkeNVk) ¢ 0 e questo ¢ assurdo per il
Teorema 15.0.1. O

Corollario 15.0.3. Se f : D¥ — S™ ¢ un embedding allora si ha H.(S*\ f(DF)) =
0. In particolare S™\ f(D¥) & connesso.

Dimostrazione. Si dimostra per induzione su k. Il risultato € chiaramente vero
per k = 0 in quanto D° & un punto e la sfera S privata di un punto ¢ omeomorfa
a R™. Supponiamo la tesi vera per k — 1. Poiché il disco D* é omeomorfo a I*¥ =

I x I¥1 2= x D¥! ¢ sufficiente applicare il Teorema 15.0.2 per concludere. [

Possiamo ora dimostrare la generalizzazione del Teorema della curva di Jor-

dan:
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Teorema 15.0.4 (Teorema della curva di Jordan generalizzato). Se f : Sk — S»
e un embedding allora si ha:
Z, se i=n-—k—1,

lffi(S"\f(Sk))Z 0, se i#n—k—1

Equivalentemente si ha Hy(S™\ f(S¥)) = H;(S**1).

Dimostrazione. Dimostreremo il teorema per induzione su k. Il teorema & vero
per k = 0 poiché S*\ S’ & omeomorfa a R" \ {0}. Supponiamo vero per k — 1
e dimostriamolo per k. Sia f : S¥ — S" & un embedding topologico e siano
D% e D¥ rispettivamente gli emisferi superiore e inferiore di S* (inclusa la sfera
equatoriale S¥71). Avremo S* = Dﬁ UD* . Essendo Dﬁ e D¥ compatti, i seguenti

sottoinsiemi di S™ sono aperti:
Up =S"\ f(D}) U-=S"\ f(D").
Si verifica facilmente che

U UU_=S"\ f(D¥ N D*) =5"\ f(S*)

U, NU_=S"\ f(SF).
Per il Corollario 15.0.3 si ha H,(U,) = H,(U,) = 0. Dalla successione di Mayer-

Vietoris
(U @ Hy(U-) =% H,(U,UU,) 2% H, (U, NU-) — H,(U,)® H,_(U_),
si ottiene

Hy 1 (S"\ f(8%) = Hy 1 (Uy NU-) 2= Hy(Uy UU,) = Hy(S™\ f(S*7)).
Applicando 'ipotesi induttiva si ha ’asserto. O]

Una conseguenza importante ¢ il seguente risultato:

Corollario 15.0.5 (Teorema di separazione di Jordan-Brower). Se f : S*~! — S"
¢ un embedding allora S™\ f(S"')) ha esattamente due componenti connesse

entrambe acicliche, aventi entrambe f(S¥)) come frontiera.

Dimostrazione. Per il Teorema 15.0.4 si ha Hy(S™ \ f(S"™!)) = Z & Z, mentre
tutti gli altri gruppi di omologia sono nulli. Questo implica che S*\ f(S"7!)) ha

esattamente due componenti connesse e che ognuna di esse ha omologia ridotta
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banale. Siano U e V le due componenti connesse. Poiché f(S"!) & chiuso, in
quanto compatto, U U V' ¢é aperto di S” e quindi una varieta topologica non
connessa le cui componenti connesse sono U e V' che sono quindi degli aperti.
Poiché U e V sono aperti, non intersecano le loro rispettive frontiere. Inoltre
siha *UNV = FrVNU = (. Infatti, se esistesse z € FrU NV, essendo V
aperto, esisterebbe un disco aperto D, in §" (ottenuto intersecando S™ con una
(n + 1)-palla di R"*1) centrato in x e completamente contenuto in V. Poiche U
e V sono disgiunti si avrebbe D, NU = () e quindi = ¢ FrU. analogamente si
dimostra che Fr V N U = 0.

Abbiamo quindi dimostrato che Fr U C f(S" ') e FrV C f(S"!). Restano da
dimostrare le altre due inclusioni. Dimostriamo che f(S"!) C FrU. Supponiamo
per assurdo che esista p € S*~! tale che f(p) ¢ FrU. Allora esiste un aperto N
che contiene f(p) ma non interseca U. Sia W un disco aperto di S"~! di raggio
sufficientemente piccolo affinché si abbia f(IW) C N (esiste per la continuita di
f). Poiche W ¢ sufficientemente piccolo si ha S"~!' \ W = D"! (si utilizzi ad
esempio la proiezione stereografica).

Sia ora Y = S"\ f(S" '\ W). Per il Corollario 15.0.3 Y ¢ connesso. Poiche
S\ W =~ D! ¢ compatto, la sua immagine tramite f ¢ compatta e quindi
chiusa. Questo implica che Y & un aperto di S™. Inoltre Y = U UV U f(W) C
UUV UN e quindi abbiamo Y = (UNY)U[(VUN)NY].

Ma UNY e (VUN)NY sono aperti non vuoti di Y, che sono disgiunti in
quanto lo sono U e V U N, e quindi abbiamo trovato una separazione di Y che
¢ connesso e questo ¢ assurdo. Questo mostra che f(S"™!) C FrU e allo stesso
modo si dimostra che f(S"™') C FrV. O

Osservazione 15.0.6. Nel caso in cui n = 2, si ottiene come corollario il clas-
sico Teorema della curva di Jordan. In questo caso il risultato € piu forte in
quanto asserisce che U =Y = D2, Queste non ¢ vero in generale come dimo-
strato dall’esempio della sfera cornuta di Alexander (si veda [4] per maggiori
dettagli).



Appendice A

Componenti connesse e connesse

per archi

Lo studente puod consultare |7, Capitolo 9| per le definizioni e le principali

proprietadegli spazi connessi e connessi per archi.

A.1 Componenti connesse e connesse per archi

Consideriamo uno spazio topologico X. Esiste un modo naturale per scrivere
lo spazio come unione di sottospazi connessi e connessi per archi. Cominciamo
con i connessi. Diremo che due punti z e y di X sono in relazione se esiste un
sottospazio connesso di X che contiene x e y. La riflessivita e la simmetria di
questa relazione sono immediate. La transitivita segue dal fatto che se A é un
sottospazio di X che contiene x e y e B un sottospazio che contiene y e z allora
AU B ¢ un sottospazio connesso (unione di due connessi A e B con il punto y in
comune) che contiene z e z. Le classi di equivalenza rispetto a questa relazione
d’equivalenza sono chiamate le componenti connesse di X. Vale il seguente

risultato lasciato come esercizio per lo studente.

Teorema A.1.1. Le componenti connesse di X sono sottospazi connessi, chiusi
e disgiuntt di X che ricoprono X. Ogni connesso € contenuto in una e una
sola componente connessa. Inoltre la cardinalita delle componenti connesse é un

mwvariante topologico.

Se la cardinalitaa delle componenti connesse ¢ finita allora ogni componente
connessa ¢ un sottoinsieme aperto (oltre che chiuso) di X. Infatti in questo caso
una componente connessa ¢ il complementare del chiuso ottenuto come unione

finita delle altre componenti connesse. Ma in generale una componente connessa
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non € aperta. Si pensi, ad esempio, alle componenti connesse di Q che sono

costituite dai singoli punti (che non sono aperti di Q).

Veniamo ora ai connessi per archi. Diremo che due punti z e y di X sono
in relazione se esiste un arco in X che congiunge x con y. La riflessivita di
questa relazione si ottiene usando l’arco costante, la simmetria usando l'arco
i(f): I — X, i(f)(t) = f(1 —1t) e la transitivita usando la concatenazione tra
archi (cfr.(2.1) del Capitolo 2). Le classi di equivalenza rispetto a questa relazione
d’equivalenza sono chiamate componenti connesse per archi di X.

Anche la dimostrazione del seguente teorema ¢ lasciata per esercizio allo

studente.

Teorema A.1.2. Le componenti connesse per archi di X sono sottospazi connessi
per archi e disgiunti di X che ricoprono X. Ogni sottospazio connesso per archi é
contenuto in una e una sola componente connessa per archi. Inoltre la cardinalita

delle componenti connesse per archi € un invariante topologico.

Le componenti connesse per archi di uno spazio X possono essere aperte

oppure chiuse. Consideriamo per esempio i seguenti sottoinsiemi del piano:
1
C={(~y) €R*|yecl0,1],n>1intero}, I, = {(z,0) € R* | x € (0,1]}
n

E’ immediato verificare che C'U I, € connesso per archi e quindi connesso. Inoltre
si dimostra (cfr. |7, Esempio 9.2.6]) che

X ={R}uCUl,, F=(0,1) (A.1)

¢ connesso ma non connesso per archi. Lo spazio X ha una componente connessa
(essendo connesso) mentre le componenti connesse per archi sono due: una é
costituita dal punto Py = (0,1) che ¢ chiusa ma non aperta e l'altra da X \ Fy
che é aperta ma non chiusa. Osserviamo che esistono spazi dove le componenti

connesse per archi non sono né aperte né chiuse (non ne parleremo).

Sia x un punto di uno spazio topologico X. Diremo che X é localmente

I connesso V

connesso in x se per ogni aperto U contenente x esiste un intorno
di x contenuto in U. Se X ¢ localmente connesso in ogni suo punto diremo che X
e localmente connesso. Analogamente X ¢ localmente connesso per archi
in x se per ogni intorno aperto U di x esiste un intorno connesso per archi V' di z

contenuto in U. Se X ¢ localmente connesso per archi in ogni suo punto diremo

'Un intorno di un punto z di uno spazio topologico X & un sottoinsieme N di X per il quale
esiste un aperto A di X tale che z € A C N.
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che X ¢ localmente connesso per archi. Dal momento che uno spazio connesso
per archi ¢ anche connesso segue che uno spazio localmente connesso per archi
é localmente connesso. Esistono spazi localmente connessi ma non localmente
connessi per archi (non ne parleremo). Osserviamo che una varieta topologica (o

pit in generale uno spazio localmente euclideo) ¢ localmente connessa per archi.

Osservazione A.1.3. Non esiste nessun legame tra la locale connessione e la
connessione oppure tra la locale connessione per archi e la connessione per archi.
Per esempio 'unione di due intervalli disgiunti di R non é connesso per archi (e
neppure connesso) ma localmente connesso per archi (e quindi localmente con-
nesso). Un esempio di spazio connesso per archi ma non localmente connesso (per
archi) si ottiene considerando lo spazio Y = X U S dove X ¢ lo spazio dato da

(A.1) e S & il segmento di retta verticale che congiunge 1’origine con il punto Fj.

Teorema A.1.4. Sia X wuno spazio topologico localmente connesso per archi.
Allora le componenti connesse per archi di X sono sia aperte che chiuse e coin-
cidono con le componenti connesse di X. In particolare uno spazio connesso e

localmente connesso per archi & connesso per archi.

Dimostrazione: Sia A una componente connessa per archi di X diversa dal
vuoto. Vogliamo mostrare che A é aperta e chiusa. Sia x € A e sia V un intorno
di x connesso per archi (che esiste perché X ¢é localmente connesso per archi in
x). Allora V' C A altrimenti V' U A sarebbe un connesso per archi che contiene A.
Questo mostra che x € un punto interno di A e quindi A é aperto. Ma allora A &
anche chiuso in quanto complementare dell’unione delle componenti connesse per
archi diverse da A.

Sia ora C' una componente connessa di X. Esistera quindi una componente
connessa per archi A di X tale che ANC # (). Quindi AN C ¢ un sottoinsieme
non vuoto sia aperto che chiuso di C'; essendo C' connesso A N C = C ossia
C C A. D’altra parte A C Caltrimenti A U C' sarebbe un connesso che contiene

C. Concludiamo che A = C' quello che si voleva dimostrare. O

A.2 Esercizi

Esercizio A.1. Dimostrare i Teoremi A.1.1 e A.1.2.
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Appendice B

Spazi localmente compatti

Lo studente pud consultare |7, Capitolo 10| per le definizioni e le principali
proprieta degli spazi compatti. Inoltre nella dimostrazione della Proposizione
B.3.2 faremo uso di alcune proprieta degli spazi quoziente che lo studente puo

trovare in |7, Capitolo 11]).

B.1 Definizioni e prime proprieta

Sia x un punto di uno spazio topologico X. Diremo che X é localmente
compatto in x se esiste un intorno compatto di x, cioé se esiste un compatto
K C X,z € K eun aperto U di X tale che z € U C K. Se X ¢ localmente
compatto in ogni suo punto diremo che X ¢ localmente compatto.

I seguenti fatti sono di facile verifica e sono lasciati come esercizio per lo

studente (cfr. Esercizio B.1):
(i) Ogni varietaa topologica ¢ localmente compatta.
(ii) Ogni spazio topologico compatto é localmente compatto.
(iii) I prodotto di due spazi localmente compatti ¢ localmente compatto.

(iv) Se f: X — Y ¢& un’applicazione continua, aperta e suriettiva (un’identifica-
zione aperta) e X é localmente compatto allora Y é localmente compatto.

In particolare la locale compattezza é una proprieta topologica.

Teorema B.1.1. Uno spazio topologico X é localmente compatto e di Hausdorff

se e solo se esiste uno spazio topologico X*>° che soddisfa le condizioni sequenti:

a) X ¢ un sottospazio di X°°;
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b) X°°\ X & un solo punto;
c) X ¢ uno spazio compatto e di Hausdorff.

Inoltre, se X e X* sono due spazi topologici che soddisfano le condizioni a),
b), ¢), allora esiste un omeomorfismo da X a X che ¢ uguale all’identitaq

ristretto a X.

Dimostrazione: Dimostriamo prima l'ultima parte del teorema. Definiamo
un’applicazione f : X — X che porta il punto co := X \ X nel punto o :=
X \ X e che sia 'identita su X. Vogliamo dimostrare che f ¢ un omeomorfismo.
Per fare questo sara sufficiente far vedere che f ¢ aperta (per simmetria infatti lo
sara anche f~!). Sia U un aperto di X*°. Se oo ¢ U allora f(U) = U. Siccome
U ¢ apertoin X* e U C X allora U = UNX é aperto in X. Siccome X ¢é aperto
anche in X°°, l'insieme U ¢é aperto in X, Supponiamo che invece oo € U.
Siccome K = X\ U ¢é chiuso in X allora ¢ compatto in X* (in quanto X
é compatto). Dal momento che K é contenuto in X allora K & un compatto di
X (per la proprieta assoluta dei compatti). Ma allora K ¢ anche un compatto di
X (sempre per la proprieta assoluta dei compatti) e quindi chiuso in X (in
quanto X*° & di Hausdorff). Allora f(U) = f(X*\ K) = X*\ K ¢ aperto in
X

Mostriamo ora che se X* & uno spazio topologico che soddisfa le condizioni
a), b), ¢) allora X ¢é localmente compatto e di Hausdorff. Il fatto che X sia di
Hausdorff segue dal fatto che X ¢ un sottospazio di X*° che ¢ di Hausdorff. Dato
x € X mostriamo ora che X ¢ localmente compatto in z. Come sopra denotiamo
con oo il punto X*°\ X dato da b). Dal momento che X* ¢ di Hausdorff esistono
due aperti disgiunti U e V' di X* che contengono rispettivamente il punto x e il
punto co. Allora K = X°° \ V ¢ un chiuso di X* e quindi compatto in quanto
X ¢& compatto. Ma K ¢ un sottoinsieme di X e quindi ¢ compatto anche in
X. Inoltre x € U C K, e quindi K ¢ un intorno compatto di x e quindi X &
localmente compatto in x.

Supponiamo ora che X sia uno spazio topologico localmente compatto e di
Hausdorff e costruiamo uno spazio X > che soddisfa le condizioni a), b) e ¢). Sia oo
un punto qualsiasi che non appartiene a X e poniamo X := XU{oo}. Definiamo
una topologia su X*° come la famiglia dei sottoinsiemi di X costituita da (1)
tutti i sottoinsiemi U aperti di X e (2) da tutti gli insiemi della forma X\ K,
dove K ¢é un sottoinsieme compatto di X. La verifica che si tratta effettivamente
di una topologia ¢ lasciata allo studente (cfr. Esercizio B.3). Mostriamo ora che

X ¢& un sottospazio di X* cioé un insieme U ¢ aperto in X se e solo se esiste
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un aperto V di X tale che U = X NV. Se I'aperto di X ¢ di tipo (1) allora
U = XnNU, che ¢ aperto in X. Mentre se 'aperto di X*° ¢ di tipo (2), cioé della
forma V' = X\ K con K compatto di X, allora VN X = X \ K che & aperto
in X (complementare del chiuso K). Mostriamo ora che X ¢ compatto. Sia U
un ricoprimento aperto di X*°. La famiglia U deve contenere un aperto di tipo
(2), X°°\ K perché gli insiemi aperti di tipo (1) non contengono il punto co. Si
consideri la famiglia di tutti gli elementi di U escluso 'aperto X*°\ K. Otteniamo
cosi una famiglia di aperti di X che ricopre K. Essendo K un compatto di X e
quindi di X (per la proprieta assoluta dei compatti), un numero finito di questi
aperti ricopre K. Si ottiene quindi un numero finito di aperti di U che, insieme
all’aperto X\ K, costituisce un sottoricoprimento finito del ricoprimento U.
Mostriamo infine che X* ¢ di Hausdorff . Siano = e y due punti distinti di
X, Se entrambi stanno in X allora esistono due aperti di X (e quindi di X*)
disgiunti U e V' contenenti rispettivamente z e y. Se x € X e y = oo. Sia U
un aperto di X e K un sottoinsieme compatto di X tali che x € U C K (qui
si sfrutta il fatto che X ¢ localmente compatto). Allora U e X*° \ K sono due

aperti disgiunti che contengono = e oo rispettivamente. O

B.2 Altre proprieta degli spazi localmente com-

patti

La definizione di spazio localmente compatto non é una proprieta locale. Di solito
uno spazio X soddisfa una data proprieta “localmente” se ogni x € X ammette
un intorno “arbitrariamente piccolo” che soddisfa la proprieta. La definizione di
compattezza locale non ha a che fare con il concetto di “arbitrariamente picco-

7

lo”. Se pero X ¢ di Hausdorff esiste una caratterizzazione “locale” degli spazi

localmente compatti.

Teorema B.2.1. Sia X uno spazio di Hausdorff. Allora X é localmente compatto
se e solo se per ogni x € X e per ogni aperto U contenente x esiste un aperto V.

contente x tale che V ¢ compatto e vV CUuU.

Dimostrazione: Se é soddisfatta la condizione del teorema allora X ¢ local-
mente compatto. Infatti dato # € X e 'aperto U = X basta definire K = V
(dove V' & I'aperto tale che x € V C VCXx ). Viceversa sia X localmente com-
patto. Sia x € X e U un aperto di X che contiene x. Sia X*° come nel Teorema
B.1.1 esia H = X*°\ U. Allora H ¢ un chiuso in X* e quindi compatto in

X, Siano V e W due aperti disgiunti di X* che contengono rispettivamente x
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e H (due compatti disgiunti in uno spazio di Hausdorff possono essere separati
da aperti). La chiusura V di V in X & compatta. Inoltre W NV = @ implica
WNV =0equindi HNV = 0. Deduciamo che V C U & un compatto di X tale
chex e VCVCU. O

Gli spazi topologici “fatti bene” sono gli spazi metrizzabili e gli spazi compatti
e di Hausdorff. Inoltre ogni sottospazio di uno spazio metrizzabile & metrizzabile
ma in generale un sottoinsieme di uno spazio compatto e di Hausdorff (pur essendo
di Haussdorff) non & compatto. Se il sottoinsieme ¢ chiuso allora é compatto. Ma
se il sottoinsieme € aperto questo non ¢é vero. Per gli spazi localmente compatti

e di Hausdorff questo continua a essere vero come mostra il seguente:

Corollario B.2.2. Sia X uno spazio localmente compatto e di Hausdorff e sia
C (risp. A) un sottoinsieme chiuso (risp. aperto) di X. Allora C (risp. A) é
localmente compatto (e di Hausdorff).

Dimostrazione: Sia x € C e siano U e K rispettivamente un aperto e un
sottospazio compatto di X tali che x € U C K. Allora K N C ¢é chiuso in K
e quindi compatto e contiene I'aperto U N C che contiene z. Sia x € A. Per il
Teorema B.2.1 esiste un aperto V contente x tale che V & compatto e V C A.
Allora K =V & un sottoinsieme compatto di A tale che z € V C K. O

Il corollario seguente mostra che la condizione che caratterizza gli aperti de-
gli spazi compatti e di Hausdorff ¢ quella di spazio localmente compatto e di
Hausdorft.

Corollario B.2.3. Uno spazio topologico X & omeomorfo ad un sottoinsieme
aperto di uno spazio compatto e di Hausdorff se e solo se X ¢ localmente compatto
e di Hausdorff.

Dimostrazione: Se X ¢ localmente compatto e di Hausdorff allora X ¢
un aperto dello spazio compatto e di Hausdorff X*° (si veda il Teorema B.1.1).
Viceversa se X é omeomorfo ad un aperto di uno spazio compatto e di Hausdorff

allora ¢ localmente compatto e di Hausdorff per il Corollario B.2.2. O

B.3 Compattificazioni di Alexandrov

Nel Teorema B.1.1 se X ¢ compatto allora lo spazio X non ¢ molto interes-
sante: & semplicemente X al quale é stato aggiunto un punto isolato oo (infatti in

questo caso {oo} é un aperto di X°° in quanto complementare del chiuso X). Se
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invece X non & compatto allora il punto co = X°° \ X é un punto di accumula-
zione di X. Infatti un aperto di X che contiene oo ¢ della forma X\ K con K
compatto di X il quale interseca X in un punto diverso oo in quanto X \ K # ()
(altrimenti X sarebbe uguale a K e quindi compatto). Segue allora che X & denso
in X, cioé X = X*®. Se X* ¢& uno spazio compatto e di Hausdorff ¢ X ¢ un
sottospazio proprio tale che X\ X sia un solo punto allora X>° ¢ chiamata la
compattificazione di Alexandrov (o con un punto) di X. Il Teorema B.1.1
mostra che esiste una compattificazione di Alexandrov di uno spazio X se e solo se
X ¢é localmente compatto e di Hausdorff. Notiamo anche che la compattificazione
di Alexandrov X*° di X ¢ univocamente determinata a meno di omeomorfismi

come segue dall'ultima parte del Teorema B.1.1.

Esempio B.3.1. La sfera n-dimensionale S™ ¢ la compattificazione di Alexandrov
di R™. Infatti usando la proiezione stereografica R™ & omeomorfo a S™\ N, dove

N é il polo nord.

Proposizione B.3.2. Sia X uno spazio compatto e di Hausdorff e U C X un
suo sottoinsieme aperto. Allora esiste U la compattificazione di Alezandrov di

U e

X
LY
X\U
dove XL\U denota la spazio quoziente di X tramite la relazione d’equivalenza che

identifica due punti di X se e solo se appartengono a X \ U.

Dimostrazione: L’esistenza di U* segue dal Corollario B.2.2. Consideriamo
lapplicazione f : X — U definita da: f(z) = x, se z € U e f(zr) = oo se
x € X \ U. Dimostriamo che f ¢ continua facendo vedere che la controimmagine
di sottoinsieme aperto di U™ é aperto in X. Sia V C U aperto, abbiamo due

casi:

e V C U aperto, ma allora, dato che U C X & aperto questo significa che V'
¢ aperto in X e quindi per definizione f~1(V) = V aperto.

e V =U>\K con K compatto in U, per la proprieta universale dei compatti,
K & compatto in X e quindi & chiuso (dato che X ¢ di Hausdorff); inoltre,
osservando che co € K e che U \ K C U, abbiamo

FHUPNE) = fH o) Uf(UNK) = (X\U)U(U\K) =X\ K

che ¢ aperto in quanto complementare di un chiuso.
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Notiamo inoltre che f passa al quoziente rispetto alla proiezione canonica
X
X = — = [z].

Infatti 'unico insieme in cui 7 non ¢ iniettiva ¢ X \ U ma f(X \ U) = co. Per il

[7, Corollario 10.2.3]) esiste un’unica applicazione continua

~ X
e = U™
SN,
tale che f om = f. Osserviamo che f ¢ iniettiva. Siano infatti [z], [y] € XL\U
tali che [x] # [y| e siano z,y € X tali che 7(z) = [z] e 7(y) = [y]. Si hanno
due possibilta (a meno di scambiare x con y): 1) z,y € U, x # y, 2) x € U,

y € X\ U. Nel primo caso f([z]) = f(z) =z #y = f(y) = f([y]) e nel secondo

caso f([a]) = f(z) = = # 00 = f(y) = f([y)-
Infine, f é anche chiusa in quanto applicazione continua dal compatto %
(quoziente del compatto X) allo spazio di Hausdorff U*°. Concludiamo che f ¢é

un omeomorfismo. O

Corollario B.3.3. Sia D" = {(z1,...,7,) € R* | 22 + -+ + 22 < 1} il disco

n

unitario e D™ = S"! la sua frontiera. Allora
D?’L
Sn—1 :
Dimostrazione: Dalla Proposizione B.3.2 con X = D" e U = D™\ S" L.

L’aperto U (il disco unitario aperto) ¢ omeomorfo a R™. Si ottiene quindi, usando
I’Esempio B.3.1,

Sn

I

D D"
S ( ) u Dn \ U Snfl

B.4 Esercizi

Esercizio B.1. Dimostrare le affermazioni (i), (ii), (iii) e (iv) del Paragrafo B.1.

Esercizio B.2. Dimostrare che i numeri razionali non sono uno spazio localmente

compatto.

Esercizio B.3. Sia X uno spazio di Hausdorff. Dimostrare che la famiglia di
sottoinsiemi di X = X U {oo} costituita da tutti gli aperti di X e dagli insiemi
della forma X \ K al variare di K compatto in X definisce una topologia su
X,
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Numero di Lebesgue

Lo studente puo consultare |7, Capitolo 2| per le definizioni e le principali
proprieta degli spazi metrici.

Sia (X, d) uno spazio metrico e sia S C X un sottoinsieme arbitrario di X. Il
diametro di S, indicato con diam(5), & definito come diam(S) := sup, ,cq d(7,y)
mentre la distanza di un punto x € X dall’insieme S, indicato con d(z, S),

¢ definito come d(z, S) := infscg d(z, s).

Lemma C.0.1. (esistenza del numero di Lebesque) Sia (X, d) uno spazio metrico
compatto e sia W = {U;};es un ricoprimento aperto di X. Allora esiste un
numero 9, detto numero di Lebesgue del ricoprimento U, tale che per ogni
sottoinsieme S C X con diam(S) < ¢ esiste k € J tale che S C Uy.

Dimostrazione: Poiché¢ X ¢ compatto possiamo supporre che J sia un
insieme finito. Definiamo una funzione f : X — R come:

f(x) = max{ f;(x)}, (C.1)

jeJ

dove, dato j € J, f; : X — R ¢ la funzione definita da f;(z) = d(z, X \ Uj).
Si verifica facilmente che la funzione f ¢ continua (cfr. Esercizio C.2). Inoltre
f(z) > 0 per ogni x € X. Infatti per definizione f(x) > 0 per ogni z € X . Se
per assurdo f(z) fosse uguale a zero per qualche z € X allora d(z, X \ U;) =0
per ogni j € J e quindi, essendo X \ U; chiuso, z € X \ U; per ogni j € J (cfr.
|7, Lemma 5.2.9]). Quindi 2 € Njes (X \U;) = X \UjesU; = X\ X =0, la quale
fornisce la contraddizione desiderata.

Essendo X ¢ compatto esiste § > 0 tale che f(xz) > J, per ogni x € X.
Vogliamo dimostrare che ¢ ¢ un numero di Lebesgue del ricoprimento U. Sia
dunque S C X, S # 0, tale che diam(S) < 0 e sia g € S. Allora f(zg) >
e quindi esiste k € J tale che fy(xg) = d(zo, X \ Ux) > 0 e quindi zy € U.
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Resta da dimostrare che ogni y € S appartiene a U, o, equivalentemente che
d(y, X \ Ur) > 0. Questo segue da:

dove si ¢ usato 'Esercizio C.1 e il fatto che d(x¢,y) < diam(S) < 4. O

C.1 Esercizi

Esercizio C.1. Sia (X,d) uno spazio metrico e S C X un sottoinsieme di X.
Dimostrare che per ogni z,y € X si ha d(z,S) < d(z,y) + d(y, S).

Esercizio C.2. Dimostrare che la funzione f definita da (C.1) ¢ continua.
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Spazi metrici completi e la curva di

Peano

Lo studente puo consultare [7, Paragrafo 10.4.2]) per le definizioni e le prin-

cipali proprieta degli spazi metrici completi.

D.1 Spazi metrici completi

Ricordiamo qui di seguito alcuni fatti sugli spazi metrici completi. Sia (X, d)
uno spazio metrico. Una successione z,, di punti di X ¢ detta di Cauchy se per
ogni € > 0 esiste ng € N tale che per ogni n,m > ng si ha d(z,,z,) < €. Si
dimostra facilmente che se x,, & una successione convergente ad un punto xr € X
allora z,, é di Cauchy.

Diremo che uno spazio metrico (X, d) é completo se ogni sua successione di
Cauchy é convergente. Non ¢ difficile vedere che lo spazio euclideo R™ & completo
mentre I'insieme dei numeri razionali Q non ¢ completo (si consideri, per esempio,
la successione z,, = (1 + %)” di numeri razionali che & di Cauchy ma converge al

numero di Nepero e ¢ Q).

Lemma D.1.1. Ogni sottoinsieme chiuso di uno spazio metrico completo ¢ com-

pleto.

Dimostrazione: Sia (C,d) un sottospazio chiuso di uno spazio metrico com-
pleto (X,d) e sia z, una successione di Cauchy di punti di C. Allora x,, ¢ di
Cauchy anche in (X,d) e quindi é convergente ad un punto z € X. Essendo C

chiuso (e quindi chiuso per successioni) il punto x appartiene a C. O

Siano (X, d) e (Y, d) due spazi metrici. Diremo che un funzione f : X — Y ¢ li-
mitata se f(X) ¢ un sottoinsieme limitato di (Y, d). Denotiamo con (L(X,Y), p)
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lo spazio delle funzioni limitate da X a Y dotato della metrica

p(f,9) =supd(f(z),9(z)), f,g € L(X,Y), (D.1)

zeX

e con CL(X,Y) C L(X,Y) lo spazio metrico delle funzioni continue e limitate da

X a'Y, dotato della metrica indotta da p (che indichiamo ancora con p).

Teorema D.1.2. Siano (X,d) e (Y,d) due spazi metrici. Supponiamo che (Y, d)
sia completo. Allora (L(X,Y),p) e (CL(X,Y), p) sono spazi metrici completi.

Dimostrazione: Sia f, una successione di Cauchy in L(X,Y’). Per ogni = €
X la successione f,(z) di (Y,d) ¢ di Cauchy (questo segue dalla disuguaglianza
A(fo(2), fm(@)) < p(fa, fm), per ogni m,n € N). Essendo (V,d) completo, per
ipotesi, f,(z) converge ad un punto f(z) di Y. Abbiamo cosi definito una funzione
f X — Y come f(z) = lim, o fn(x). Per mostrare che (L(X,Y),p) ¢
completo dobbiamo far vedere che f, converge a f in (L(X,Y),p) e che f &
limitata. Essendo f,, di Cauchy, per ogni ¢ > 0 esiste nyg € N tale che per ogni
n,m > ng si ha p(f,, fm) < €. Questo implica che cz(fn(x),fm(:v)) < ¢, per ogni
z € X. Facendo tendere m — +oco si ottiene che d(f,(z), f(z)) < € e quindi
p(fu, [) < €, per ogni n > ng. Segue che la successione di funzioni f, converge

alla funzione f nella metrica p. Inoltre, dalla disguaglianza

diam(g(X)) < diam(f(X)) + 2p(y, f), (D.2)

valida per ogni coppia di funzioni f,g : X — Y (cfr. Esercizio D.1), si deduce

che, per ogni n,

diam(f (X)) < diam(f, (X)) + 2p(fn, f),

la quale implica, insieme al fatto che f,, converge alla funzione f nella metrica p,
che f é limitata.

Per dimostrare che (CL(X,Y),p) ¢ uno spazio metrico completo ¢ sufficien-
te, per il Lemma D.1.1, far vedere che (C(X,Y), p) € un sottoinsieme chiuso di
(L(X,Y),p), ossia che se f, & una successione di funzioni in (L(X,Y),p) con-
vergente ad una funzione f : X — Y (nella metrica p) allora f & continua e
limitata. Abbiamo gia mostrato che f & limitata quindi resta da dimostrare che
f € continua. Sia zy € X. Osserviamo che, dalla disguaglianza triangolare, si

ottiene:

d(f(z), f(z0)) < d(fu(2), f(2)) + d(fa(@), fu(0)) + d(fu(20), f(20)),

per ogni n. Dato € > 0 esiste no € N tale che per ogni n > ng si ha p(f,, f) < §.

Fissiamo n = ng. Allora d(f,,(z), f(x)) < s e d(foy(20), flz0)) < %, Inoltre,
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essendo f,, continua esiste § > 0 tale che se d(z, zo) < & siha d(fp, (), fue(20)) <
£. Mettendo insieme le cose abbiamo dimostrato che dato zo € X e dato € > 0,
esiste & > 0 tale che se d(z, xo) < & allora d(f(z), f(x0)) < € e quindi f & continua

in xg; questo conclude la dimostrazione del teorema. O

D.2 La curva di Peano

Vogliamo dimostrare 1’esistenza di una curva di Peano cioé di un’applica-
zione continua e suriettiva p : I — I* [T = [0, 1].

La curva di Peano verra costruita come limite di una successione di curve
continue. Per costruire una tale successione partiamo dalla curva continua g :
[a,b] = R? (a < b, a,b € R) il cui grafico & costituito dai due segmenti che
uniscono ¢;(a) e g1(c) e gi(c) con go(b) come in figura. La curva ¢ contenuta nel
quadrato che ha come lato il segmento che unisce g;(a) con g(b) dell’asse delle

x e il punto g;(c) ¢ il centro di questo quadrato.

g91(a) 91(b)

In modo analogo possiamo considerare le curve continue gy : [a,b] — R?

gs : [a,b] = R? e g4 : [a,b] — R? i cui grafici illustrati nelle tre figure seguenti.

92(b)

g2(a)
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g3(a)

g3(c)

9a(c)

93(b)

94(b)

Consideriamo poi la curva hy : gi([a, b]) — R? che trasforma I'imagine di g

nella spezzata costituita da 8 segmenti tutti della stessa lunghezza come in figura.

Osserviamo che la curva inizia sempre in g;(a) e finisce in g;(b).

ha

o

In modo analogo possiamo considerare le tre curve continue h; : g;([a,b]) —

R2, i = 2,3, 4, che trasformano 'immagine di g; nella spezzata costituita da 8

segmenti tutti della stessa lunghezza illustrati nelle tre figure seguenti.
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ha

Consideriamo infine la successione di applicazioni continue f, : I — I?

costruita usando le applicazioni precedenti e illustrata nella figura seguente:

fo f1 ! fo
3 3 i 3
1 oA | D
Jo(0) Jo(1)

Vogliamo mostrare che f,, converge ad una funzione continua e suriettiva p :
I — I* (la curva di Peano), rispetto alla metrica p su C(I,I?) (lo spazio delle

funzioni continue da I e I?) data da:

p(gvh) = Supteld(g(t)’h(t))v g,h € O(L ]2)>
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dove d ¢ la distanza su R? definita da:

d((x1,y1), (22, 12)) = max{|x; — 2, [y1 — o}

Dal Teorema D.1.2 segue che (C(I,I?),p) ¢ completo (cfr. Esercizio D.2)
quindi per mostrare che f, ¢ convergente é sufficiente mostrare che é di Cauchy.
Per fare cid osserviamo che ogni triangolo del quale é costituito f, () é contenuto
in un quadrato di diametro 2% Quando si passa da f, a f,+1 stiamo rimpiazzando
ognuno di questi triangoli con 4 triangoli che stanno nello stesso quadrato. Quindi
la distanza tra f,(t) e fop1(t) ¢ al pitt 55, cioe d(fu(t), fas1(t)) < 5=, per ogni
t € I. Segue che p(f,g) < 5.

Quindi per ogni m, n si ha:

P(fm fn—i—m) < p(fnv fn-i-l) + p(fn-i-lv fn+2) +oee At p(fn+m—1a fn+m) <

1 1 1 2 1

1
< - “ e < - ]_ — “ e < —_ =
- 9n + 2n+1 + + 2n+m—1 - 2n< + 92 + + 2m—1> on 2n—1

dalla quale segue che f,, ¢ una successione di Cauchy e in (C(I,I?),p) e quindi
converge ad una funzione continua p : I — I? rispetto alla metrica p. Per

concludere resta da dimostrare la seguente:
Proposizione D.2.1. L’applicazione p é suriettiva.

Dimostrazione: Sia z un punto arbitrario di I2. Mostreremo che per ogni

¢ > 0 il disco aperto D.(z) di centro x e raggio ¢ in R? (rispetto alla metrica

d) interseca p(I). Da questo seguira che z € p(I) e siccome p(I) C I? & chiuso

(compatto in uno spazio di Hausdorff) si ha che x € p(I) = p(I) e quindi p &

suriettiva. Per dimostrare che D (x) N p(I) # 0 sia ng un numero naturale tale

che p(fre:p) < § € 505 < § (tale ng esiste in quanto f, converge a p). Segue che

d(fno(t),p(t)) < & per ogni t € I. Scegliamo t, € I tale che d(f,,(to), ) < 5

2m0)

un tale o esiste in quanto f,,(/) ¢ contenuto in ogni quadrato di lato 2%0 nel
quale ¢ suddiviso I? (al passo ng ci sono 4™ di questi quadrati). Allora
€ €
d(x,p(t())) < d(x7 fno(to)) + d(fno(to)vp(to)) < 5 + 5 =6
che implica p(tg) € D(x) e quindi D (x) Np(I) # 0. O

D.3 Esercizi

Esercizio D.1. Dimostrare la disuguaglianza (D.2).

Esercizio D.2. Dimostrare la completezza di (C(I,1?),p).
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Azioni di gruppi su insiemi

Sia X un insieme non vuoto e G un gruppo. Diremo che GG agisce a sinistra

su X ovvero che X ¢ un G-insieme sinistro se esiste una funzione
GxX—X (g,2)~g-x
tale che:
e 1.-z=ux Vxe X, dovel él'elemento neutro di G;
e g-(h-z)=1(gh) -z, Vx € X, Vg,h € G (gh ¢& la moltiplicazione in G).

Analogamente che GG agisce a destra su X ovvero X ¢ un G-insieme destro
se esiste una funzione
XxG—=X,(z,9)—z-9g

tale che:
e r-1=ux VrelX:
o (x-g)-h=ux-(gh), Vv € X, Vg,h € G.

Osservazione E.0.1. Se GG agisce a destra su un insieme X allora si verifica
facilmente che

g-xr:=x- g’1
definisce un’azione sinistra di G su X.

Esempio E.0.2. Sia H un sottogruppo di un gruppo G allora
HxG— G, (hyg)— h-g:=hg

definisce un’azione sinistra di H su G.
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Esempio E.0.3. Sia G un gruppo e P(G) il suo insieme delle parti. Allora
GxP(G)—=PG), g-U:=gU={gu|uelU}

definisce un’azione sinistra di G su P(G).

Esempio E.0.4. Sia X uno spazio topologico e Omeo(X) l'insieme degli omeo-
morfismi di X dotato del prodotto gh = goh, g,h € Omeo(X). Allora I'applica-
zione

Omeo(X) x X — Omeo(X), g-x := g(z)
definisce un’azione sinistra di Omeo(X) su X.

Sia GG un gruppo che agisce a sinistra su un insieme non vuoto X. Possiamo
definire una relazione d’equivalenza su X ponendo x ~ y se e solo se esiste g € GG
tale che g - = y. L’insieme delle classi di equivalenza verra indicato con X/G e
la proiezione sul quoziente m : X — X/G. Fissato x € X, il sottoinsieme di X
definito da

G-x={g-z|geG}

E chiamata l'orbita di 2. Chiaramente 2 ~ y se se solo se y € G -z. Lo

stablizzatore o gruppo di isotropia G, ¢ il sottogruppo di G definito da
G,={9€G|g -x=uzx}

Le classi laterali sinistre di G, in G verranno denotate con G/G,. Osserviamo
che dato un G-insieme sinistro X e x € X, 'orbita G - x e le classi laterali sinistre
G /G, sono G-insiemi sinistri in modo naturale. Siano X e Y due G-insiemi

sinistri. Un’applicazione f : X — Y ¢ detta G-equivariante se
flg-x) =g fx), ¥z e X,Vg € C.

Proposizione E.0.5. Sia X un G-insieme sinistro, e x € X. Allora esiste una

bigezione equivariante tra G -z e G/G,.

Dimostrazione: Definiamo 'applicazione
¢:G-x—G/Gyy, y=g-z— |9,

dove [g] denota la classe laterale sinistra di g in G/G,. Si verifica facilmente che

® ¢ ben definita, equivariante e invertibile (con inversa ¥([g]) = ¢ - x). 0

Ricordiamo infine che un gruppo G agisce liberamente (a sinistra o a destra)

su un insieme non vuoto X (e I’ azione verra detta libera) se per ogni g # 1 e
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per ogni x € X, g-x # z. Mentre GG agisce transitivamente (a sinistra o a
destra) su un insieme X (e 'azione verra detta transitiva) se per ogni z,y € X
esiste g € G tale che g -z =y.

Quindi se G agisce liberamente e tramente (a sinistra) su un insieme X allora

per ogni z,y € X esiste un unico g tale che g -z = y.
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