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Introduzione

Queste dispense ricalcano sostanzialmente le lezioni fatte in aula. In
alcuni casi, pero, sono riportati (per completezza) anche alcuni risultati
e dimostrazioni aggiuntive. L’oggetto delle domande durante la pro-
va d’esame, in ogni caso, riguarda contenuti specificati nel programma
dettagliato, disponibile sul sito docente nella sezione insegnamenti rela-
tivo all’anno accademico di riferimento (le dimostrazioni da conoscere
saranno specificate con la dicitura c.d. = con dimostrazione). Anche il
diario ufficiale delle lezioni viene pubblicato sul sito a corso concluso.
Non fatevi quindi spaventare dal numero delle pagine! Gli argomenti
sono trattati, tra l'altro, in maniera molto discorsiva; molti teoremi
sono presentati con piu formulazioni per dare un’idea di come possa-
no essere enunciati in maniera differente in testi diversi; sono presenti
molte note con richiami di definizioni (utili per lo studente che, non
ricordando una tal definizione, non deve perdere tempo a cercarla).

I1 Capitolo 1 contiene i prerequisiti necessari per Capitolo 2, che & 'ef-
fettiva parte di programma oggetto d’esame. Nella Bibliografia sono
riportati sia dei testi concretamente citati nelle dispense sia altri testi
di riferimento per l'introduzione all’analisi complessa.

Sono ben accette (anzi gradite) segnalazioni su eventuali errori e/o re-

fusi.
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Capitolo 1

I numeri complessi

1.1 Il campo dei numeri complessi

Consideriamo l'insieme R dei numeri reali e indichiamo con R? il pro-

dotto cartesiano R x R:
R? = {(z,y) : 2,y € R}.
Definiamo in R? le due operazioni di somma e prodotto seguenti:
(@, 9)+ (2" y) = (a+a’ y+yf) e (2,9)(@y) = (w2'—yy' 2/ +ya').
Si verifica facilmente che tali operazioni sono commutative e associative

(cio segue dalla commutativita e associativita di + e - in R).

Osserviamo che
(z,9) 4 (0,0) = (0,0) + (z,y) = (z,y) V (z,y) € R?,
mentre

(z,y) - (1,0) = (1,0) - (z,9) = (z,y) V (z,y) € R,

e quindi le coppie (0,0) e (1,0) sono I'elemento neutro per la somma e,
rispettivamente, per il prodotto.

Inoltre, I'elemento (—x, —y) & 'opposto (unico) di (z,y):

(I,y)+(—$, _y) = (070)7
z -y
$2+y2 ’:1:2_+_y2

mentre, se (x,y) # (0,0), la coppia ( ) ¢ 'inverso

(unico) di (z,y), essendo

@ —y
- = (1,0).
e (s s ) =10
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Infine, vale la proprieta distributiva del prodotto rispetto alla somma;
pertanto R?, con le due operazioni definite, ha la struttura di campo,
detto campo dei numeri complessi e indicato con C.}!

Osserviamo che C contiene il sottoinsieme C, delle coppie del tipo
(x,0); Cy risulta essere un sottocampo di C. Infatti, la somma e il
prodotto sono chiuse in Cy:

(z,0) 4+ (2',0) = (x +2/,0) € Cy

(2,0) - (2/,0) = (z2',0) € Cy .

Cp puo essere ordinato ponendo (z,0) < (2/,0) se z < .

La corrispondenza biunivoca tra l'insieme R e C; definita da
¢:R—Cy, x+ (x,0)

e un isomorfismo tra campi ordinati. Per questo motivo i numeri reali x
possono essere identificati con 1 numeri complessi della forma (z,0). Si
dice che il campo dei numeri complessi C € un ampliamento del campo
dei numeri reali R. Per questo motivo, si usa spesso la convenzione di

indicare la coppia (1,0) con 1. Inoltre, se « € R, si scrive

a-(z,y) = (@,0) - (z,9) = (az, ay).

Consideriamo ora il numero complesso (0,1); esso ha una particolare
proprieta:

(O’ 1) : (07 1) = (_170)7
cioé il suo quadrato coincide con il numero reale —1. Per questo moti-
vo la coppia (0, 1) viene indicata con i e chiamata unita immagina-
ria. Risulta, allora, che con questa convenzione ogni numero complesso

(x,y) puo essere scritto in uno ed un sol modo nella forma
(z,y) = (2,0)+(0,1) - (y,0) =1 -z +i-y=2z+iy.

Con questa notazione le leggi di somma e prodotto definite prima
diventano proprio le ordinarie regole del calcolo letterale, dove i = —1:

(xz+iy) + @ +iy) = (x+2) +ily +¢)

'In realtd il campo dei numeri complessi pud essere costruito in diversi modi. Qui si &
scelta questa impostazione.



(z +1y) - (2" +1y) = (z2’ — yy') +i(zy +ya’).
I1 numero complesso (z,y) viene spesso chiamato z e l'espressione
z=x+ 1y

¢ detta forma cartesiana o algebrica del numero complesso z; x ¢
detta parte reale e si indica con Re(z), mentre y & detta parte im-
maginaria e si indica con Im(z). Se la parte reale ¢ nulla il numero

viene detto puramente immaginario o immaginario puro.

1.2 Proprieta e operazioni tra numeri complessi

Consideriamo ora la divisione tra due numeri complessi. Mostriamo

T+1
che Y

——— ¢ un numero complesso se 2’ + iy’ # 0; se denotiamo
'+ iy
con a + ib il quoziente, si deve avere x + iy = (2’ + iy/')(a + ib), cioé

r+iy = (2'a —y'b) +i(y'a+ 2'b), da cui

r=2a'a—y'b
y=1vy'a+ 2'b.
Il sistema ottenuto ammette 'unica soluzione
xx' + gy
) 2
Ty
Ty —xy
= x/Q + y/2’
essendo z'? + y? # 0. Quindi si ha
x4+ 1y xx' +yy 2y —axy
x! —i—iy’ = 13/2 +y/2 t 13’2 +y/2 '

Per trovare il quoziente di due numeri complessi x + iy e 2’ + iy’ si usa
un veloce metodo pratico, cioé si moltiplica numeratore e denominatore
per ' — iy’ (che, come si vedra poco piu avanti, e il coniugato del
divisore ' + iy'):

T+ 1y x4y o —iy oz +yy +i(2y — xy)

x + iy/ - x + iy’ ’ T — iy’ /2 + y/2
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In particolare, il reciproco di un numero complesso diverso da zero e

dato da
I z—uy

r4iy a4 y?
Il numero x —1y ¢ detto complesso coniugato di z = x+1y e si indica

con z. Risulta che
z4+Z=2Re(z)=22x e z-—7Z=2ilm(z) = 2iy,

cioé

_l’_ —
Re(z) = T e Im(z) = z 5 ©

L’operazione di coniugio gode delle seguenti proprieta rispetto alla

somma e al prodotto:

1

(z4w) =z +w,

I
S
I
]|
&
N
ISH|
"
I
Q] =

Con 1 si denota 'inverso moltiplicativo di z; da quanto mostrato prima
si hazche

1 z

: TR
dove |z| & il modulo di z (si veda poco piu avanti). Piu in generale, si

definisce

glw
g
=

Inoltre si ha che <i> =
w

gl

Piu in generale, se R(z,w,u,...) denota una qualunque operazione

razionale applicata ai numeri complessi z,w, u, ..., si ha
R(z,w,u,...) = R(Z,w,T,...).
Per esempio, se zy e una radice dell’equazione
ap?" +a12" M+ a1z +a, =0,
allora Zy € una radice dell’equazione

2" +a 2" Gy1z @, = 0.



In particolare, se i coefficienti a;, ¢ = 0,1, ...,n sono reali, zg e Zy sono
entrambe radici dell’equazione (le radici non reali di un’equazione a
coefficienti reali sono complesse e coniugate).

Un numero complesso ¢ reale (cioé ha parte immaginaria nulla) se e
solo se z = Z. Esso & immaginario puro (cioé ha parte reale nulla) se e
solo se z = —Z.

Risulta inoltre che il coniugio & un’operazione involutoria, cioé z = z;

quindi 27 e reale, e si ha
2z = (v +iy)(z — iy) = 2° + y* > 0;

la quantita \/W ¢ detta modulo o valore assoluto di z, e si
indica con |z[; allora si ha 2z = |z|2.

Si verificano facilmente le seguenti proprieta:

i) ]2] >0, |2/=0 < 2=0;

i) |z| = |2];
iii) —|z] < Re(z) <|z|, —|z] <Im(z) < 2], [z] < [Re(2)| + [Im(2)[;
) 1 1 z ||
iv) |zw| = [2|[w], |=|=— |= =17
2|7 Jw | |

v) |z +w| < |z| + |w| (disuguaglianza triangolare);
vi) |z — w| > Hz! — |w|’ elz+w| > Hz! — |w||

Le i), ii) sono evidenti. La iii) segue, rispettivamente, dal fatto che

r<\22+y? VazyeR,

da

y<va*+y? VaoyeR
2 2 < g YV x R.
Vat4y? <zl + |yl Y €

Inoltre Re(z) = |z| se e solo se z ¢ reale e z > 0.
Per la iv), per il modulo del prodotto osserviamo che

lzw|* = 2w - ZW = 2wFw = 2Zww = |z|*|w|?;



2 2 2
il quoziente —, con w # 0, ¢ tale che w- — = z e, quindi |w| ‘—' = |z].
w w w

Per induzione si dimostra anche che

n n
1= =111
i=1 i=1

il valore assoluto di un prodotto ¢ uguale al prodotto dei valori asso-
luti).

Per mostrare la v) osserviamo che

lz+wf = (z+w) (z+w) = |2]* + |w]® + wz + 2w

= |2” + [w|* + 2Re(2W) < |2[* + |w]” + 2|z [w| = (|2] + [w])*.

Analogamente si trova

|2 = w]” =[] + [w|* — 2Re(20);
puo essere utile la seguente identita

|2 = wf’ + |2 = w]* = |2 + Jw.

Per induzione la proprieta puo essere estesa alla somma di un numero

< Z El (1.1)

(il valore assoluto di una somma & minore o uguale alla somma dei

finito di termini
n

D

i=1

valori assoluti).

Nella disuguaglianza triangolare vale 1'uguale se e solo se zw > 0; se

z
w # 0 questa condizione puo essere scritta nella forma |w|*— > 0, e
w

z
quindi e equivalente a — > 0.

w
Nel caso generale, supponiamo che in (1.1) valga 'uguale; allora si ha

|z1] + [z2] + -+ |2n] = [(21 + 22) + 23+ + 25

<z zo| 4 2|+ -+ za| <z + 22| 4 |z + 0+ 2]



Ny . <1
Quindi |z; + 29| = |z1| + |22] €, se z2 # 0, concludiamo che — > 0;
22
ma essendo il numero dei termini arbitrario, il rapporto di due qualun-
que termini non nulli deve essere positivo. Viceversa, supponiamo che
quest’ultima condizione sia soddisfatta; supponendo che |z;| # 0 si ha
22 Zn,

|Z1+2’2|+"'+Zn|:|21|"1+—+"'+—
21 21

_ 2 <n o |22| |Zn|
=lunl(1+=+ -+ ) =zl (1+ =+ +—
1 1 | 1] EA

= |z1| + [z2] + - -+ |20

(l'uguale nella disuguaglianza triangolare vale se e solo se il rapporto
di due qualunque termini non nulli é positivo).

Dalla disuguaglianza triangolare segue che:

2l = 1(z —w) + w| < [z — w| + |w],
cioé
2| = |w| < [z — wl;
analogamente
w| = |z + (w—2)[ < [z] + |w - 2],
cioé

[w] = [2] < [z = wl,

da cui segue la vi).

Sez==x+iyew=2x"+1iy, si ha

lz4w| = (2 + 22+ (y +¥)2 = Va2 + ()2 + 42 + ()2 + 222’ + 2yy/,

|2 = Jw| = Va2 +y? = /(@) + (y)?

ed, essendo quest’ultima quantita un numero reale

|2 = |w|| = Va2 + y2 — V(@) + (v)2.

Quindi, la vi) equivale a

\/362 + (22 + 2 + ()2 + 2za’ + 2yy’ > \/x2 + 12— /(@) + ()2,
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cioé

za' +yy > —a + i (@) + ()2
che e veraV z,y € R.
Un caso particolare della disuguaglianza triangolare ci permette di os-
servare che |z+iy| < |x|+]y|: il valore assoluto di un numero complesso
¢ al massimo uguale alla somma dei valori assoluti delle parti reale e

1IMMaginaria.

Vale la seguente

Proposizione 1.1 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Se z1, ..., 2,

e wi, ..., w, sono numeri complessi, allora

n 2 n n
> ] <3 IAEYlul
=1 =1 i=1

Dimostrazione. Per ogni numero complesso A si ha

n

0<> fz = dwil> = (Jzil” + A [wi]® — 2Re(zAw;))
=1

=1

n n 2
= Z]zi|2—|— \)\\ZZ |w;)? —2ReZzini. (1.2)
i=1 i=1 i=1

Poiché X e arbitrario, possiamo prendere

=== _
Z?:l |w;|?
k

Osserviamo che senza dubbio > " | |w;|* # 0, altrimenti non avrem-

mo nulla da dimostrare. Inoltre, il A scelto ¢ quello che minimizza la

quantitd Y"1 [z — dwy|?. Con tale scelta si ha

2 2
0 < i\2'|2+ iy zwil” [ ziwil
= (]
— i lwil? Dot lwil®

cioé

n
g ZiW;

=1

2 n n
<Al ) lif?
i=1 i=1

11



Dalla (1.2) segue anche che I'uguale nella disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz vale se e solo se z; € proporzionale a w;.

Dalla disuguaglianza appena dimostrata segue per esempio che, se

| 2]
-

>oo2, |zi* converge, allora converge anche Y >0, Infatti, fissato

un intero n positivo, si ha

n ’Zz‘ n 1 n ) 3
> =Xl s ) (=
i=1 ¢ i=1 v i=1 J

i=1

M

S
—_

M

Il primo fattore, Vn, e limitato per ipotesi, e anche il secondo converge
D 1 tale n-esima S, 1
per n — oo. Dunque qualunque somma parziale n-esima » ;" —

J

limitat indi 1 . A
imitata, e quindi la serie ) |\ — converge.
Osserviamo che la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz puo essere dimo-

strata anche per induzione, oppure a partire dalla cosiddetta identita
di Lagrange:

n 2 n n
Szl =GP lwilP = Y mwy —wia
=1 j=1 j=1

1<j<k<n

1.3 Il piano di Gauss

I numeri complessi, essendo coppie di numeri reali, possono essere rap-
presentati come punti del piano riferito a un sistema di assi cartesiani
ortogonali: I'ascissa ¢ la parte reale, e 'ordinata la parte immaginaria;
I’asse = viene detto anche asse reale e ’asse y asse immaginario. In

tale contesto il piano e detto piano complesso o piano di Gauss.

12



piano di Gauss

Il modulo del numero complesso z = x + 4y rappresenta geometrica-
mente la distanza euclidea ordinaria del punto (x,y) del piano di Gauss
dall’origine (0, 0), cioé il modulo del vettore che congiunge 'origine col
punto (x,y). Le proprieta elencate nel paragrafo precedente possono
ora essere verificate per via geometrica; la quantita |z — w| rappresenta
la distanza tra i punti z e w, mentre le proprieta v) e vi) esprimono i
noti teoremi riguardanti le lunghezze dei lati di un triangolo (la lun-
ghezza di un lato di un triangolo ¢ sempre minore o uguale della somma
degli altri due e maggiore o uguale della loro differenza). Come mostra
la figura sottostante, per fare la somma e la differenza tra due numeri
complessi nel piano di Gauss si puo usare la regola del parallelogramma.

13



» Z+W

Il numero complesso z e il suo coniugato zZ sono simmetrici rispetto
all’asse z, mentre il simmetrico di z rispetto all’asse y e —z. I numeri
z, —Z, —z e z sono i vertici di un rettangolo simmetrico rispetto a en-

trambi gli assi.

1.4 Forma trigonometrica di un numero complesso

Si puo ricavare un’interpretazione geometrica anche per il prodotto di
due numeri complessi, e per farlo si introducono le coordinate polari. I
punti del piano infatti possono essere individuati dalle loro coordinate
cartesiane, ma anche dalle coordinate polari (p,#): p ¢ il raggio polare
(la distanza del punto considerato dall’origine) e 6 & I’angolo polare
(I'angolo che la retta congiungente il punto con l'origine forma con

'asse z, contato in senso antiorario).

14



y 2= (xY)

|Z=p

Una coppia (p,#), p > 0, individua un determinato punto del piano,
ma un punto del piano individua univocamente la coordinata p, mentre
I’angolo #, misurato in radianti, ¢ determinato solo a meno di multipli
di 27. Quindi, dato un numero complesso z, il suo modulo, nel piano
complesso, coincide col raggio polare del punto z; uno qualunque degli
angoli 0 relativi a z, invece, ¢ detto argomento di z (a volte ampiez-
za) e si indica con arg(z). Anche l'insieme di tutti gli argomenti di z
viene denotato con arg(z), e un elemento di tale insieme viene detto
determinazione dell’argomento di z. Per determinare ’argomento di z
in maniera univoca occorre fissare un intervallo semiaperto di ampiez-
za 27 in cui far variare I'angolo 6; in genere (come in queste dispense)
si considera 'intervallo (—m, 7] (ma si puo considerare come intervallo
principale anche [—7,7) o, come accade spesso, [0,27)): in tal caso
arg(z) viene detto argomento principale e viene indicato con Arg(z)
(con “a” maiuscola).

La natura “multivalore” della funzione arg(z) riflette profonde pro-
prieta di C, che saranno approfondite piu avanti.

Dalla rappresentazione geometrica del numero z = x + 2y nel piano di

Gauss si ricavano le relazioni tra le coordinate cartesiane e le coordinate

15



polari:

x=pcosl, y=psind. (1.3)

Quindi il numero z si puo scrivere anche nella forma
z = p(cosf + isin ),

detta forma trigonometrica di z; in questa forma sono subito evi-
denti il modulo e 'argomento di z. Dalla (1.3) si ricava

T
cosf = — sir19:g = 4

T
N N

da cui
9 x 9 . Yy
= arccos ——— 0 = arcsin ————
/332 + ,y2 /I'Z _|_ y2
o)
sin 6 Y
cosf
da cui

0 = arctan J .
T

La forma trigonometrica risulta molto comoda per esprimere i prodotti

e i quozienti di numeri complessi. Per esempio, se
z = p(cosf + isinh) e w=r(cos¢p+ising)
si ottiene
Zw = pr[cos@cosgb — sinfsin ¢ + i(sin 6 cos ¢ + cos@singb)},

da cui
zw = pr[cos(0 + ¢) + isin(f + ¢)], (1.4)

cioé il prodotto di due numeri complessi € un numero complesso che
ha per modulo il prodotto dei moduli e per argomento la somma degli

argomenti.

Se w # 0 si ha

z _p cosf+isind p cosf+isinf cos¢—ising
w r cosd+ising r cosd+ising cosd — isinod

16



= g [cos(f — @) + isin(f — gb)],

cioé il quoziente di due numeri complessi € un numero complesso che
ha per modulo il quoziente dei moduli e per argomento la differenza
degli argomenta.

Dalle precedenti osservazioni si puo ottenere una costruzione geome-
trica di zw; infatti il triangolo di vertici 0,1, z € simile al triangolo di
vertici 0,w, zw. Dati i punti 0,1, z e w, per similitudine si determina
il prodotto zw.

Nel caso della divisione la costruzione geometrica ¢ la stessa, ma i trian-

z
goli simili sono quelli di vertici 0,1,z e 0, —, w.
w
La (1.4) si generalizza (per induzione) al caso del prodotto di n numeri
complessi z; = py(cosbty +isinby), ..., z, = pu(cosf, +isinb,):
2oz =precpa|cos(fy + -+ 0,) Fisin(@ + -+ 6,)].

Nell'ultima uguaglianza, prendendo tutti i fattori uguali a z si ottiene
la formula per le potenze di z:

2" = p"[ cos(nb) + isin(nb)];

essa € banalmente valida per n = 0 e, essendo
1 1 . 1 -
— = —(cosf —isinf) = p~ [ cos(—0) + isin(—0)],
P
risulta valida anche quando n € un intero negativo.
Per p =1 la formula diventa
2" = (cosf+isind)" = cos(nf) + isin(nb),

detta formula di De Moivre.

Definizione 1.1. Dato un numero complesso w, si dice che z € una

radice n-esima (complessa) di w se 2" = w.

Quindi per trovare la radice n-esima di un numero complesso occorre

risolvere I’equazione 2" = w.

17



Teorema 1.1 (di De Moivre). Sia w € C en € Z, n > 1. Allora
esistono n radici n-esime complesse zy, 21, ..., Zn—1 di w; posto w =

r(cos¢ +ising) e zx = pr(cosby + isinby), si ha

1 + 2k
P L Y T (1.5)

n

Dimostrazione. Se w = 0, I'’equazione 2" = 0 ha n radici coincidenti in
0 e il teorema e verificato.
Sia, ora w # 0. Applicando la formula di De Moivre, si vede che i z

sono radici di w. Infatti deve essere 2} = w, cioé
pr(cos by +isinfy)" = r(cos ¢ + isin @),
. . 1
da cui p} =1, cioé p, =rn e

(cos by + isin )" = cos(nby) + isin(nby) = cos ¢ + isin ¢,

da cui
= 2k
Osn) =C0s0 —ghokm ke = f= T
sin(ndy) = sin ¢ n

Mostriamo che z;, £ = 0,1,...,n — 1 sono le uniche radici di w: se ci
fosse un’altra radice R(cosv + isint)), dovrebbe risultare

R'=r e nYy=¢+2hmw, conhelZ,

cioé )
2hm
R=r" e @D:? +—.

n n

Per h =0,1,...,n — 1 si ritrovano gli z,. Dando ad h un qualsiasi altro
valore h diverso dai precedenti, questo puo essere scritto nella forma

h =k + mn, con m € Z quoziente e k resto della divisione di h per n,
e quindi si avrebbe

o  2km
Y =— 4+ — +2mnm = Oy + 2mm;
n n
cioé, anche in tal caso si ritrovano i numeri z. O

18



Il caso w = 1 ¢ di particolare interesse. Le radici dell’equazione 2" =1

sono dette, infatti radici n-esime dell’unita e, se si pone

2r 27
W = COS — —+ 181N —,
n n
tutte le radici possono essere espresse da 1,w,w?,...,w" . Quindi se

{/z denota una radice n-esima di z, allora tutte le radici n-esime pos-
sono essere espresse nella forma w* Yz, k=0,1,....,n— 1.

Osservazione 1.1. Si osservi che le notazioni /z o i POSSONO in-
dicare sia l'insieme delle n radici complesse di z, sia una particolare
di esse. Cio potrebbe creare confusione quando z € reale. Per esem-
pio, V4 inteso come radice aritmetica é 2, mentre inteso come radice

complessa di 4 € l'insieme dei due numeri {—2,2}.

Mostriamo ora che si puo calcolare esplicitamente la radice quadrata
di un numero complesso. Dato il numero a + b, cerchiamo il numero

x + 14y tale che (x +iy)? = a + ib; questo equivale a risolvere il sistema
{x2 —1y?=a
2zy = 0.
Da queste due equazioni si ottiene
(2 +y?)? = (22 — ?)? + 422 = a® + b2

Quindi si ha
? +y? =Va+ b2,
dove la radice quadrata e positiva o nulla. Insieme alla prima equazione

del sistema si trova

2= (ot VT P)
yQZ%(—cH—\/m).

Osserviamo che queste quantita sono positive o nulle indipendentemen-

te dal segno di a. Le equazioni ottenute danno, in generale, due valori
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opposti per z e due per y, ma tali valori non possono essere combi-
nati arbitrariamente dato che deve essere soddisfatta anche la seconda
equazione del sistema iniziale; quindi occorre scegliere x e y in modo
tale che il loro prodotto abbia il segno di b. Cio conduce alla soluzione
generale

, a+vVa2+b®2 b [ —a++ a2+ 12
a+1ib==x f—l—zm 5

se b # 0. Se b =01 valori sono +y/a se a > 0, +i/—a se a < 0 (&
inteso che tutte le radici quadrate di numeri positivi sono prese con

segno positivo).

Le radici quadrate di un numero complesso quindi esistono e hanno due
valori opposti; esse coincidono solo se a + ib = 0, sono reali se b = 0
e a > 0 e sono immaginarie pure se b = 0 e a < 0. Quindi, tranne lo
zero, solo i numeri positivi hanno radici quadrate reali e solo i numeri
negativi hanno radici quadrate immaginarie pure. Poiché entrambe le
radici sono in generale complesse, non é possibile distinguere tra radici

quadrate positive e negative di un numero complesso.

1.5 Forma esponenziale di un numero complesso

Indichiamo ora con S la circonferenza di centro 'origine e raggio uni-

tario, e consideriamo 'applicazione
d:R—SCR? tw (2,y) = (cost,sint).

® non ¢ iniettiva ed & periodica di periodo 2w. Se ora identifichiamo
R? con C, i punti di S sono numeri complessi di modulo 1. Inoltre,

osserviamo che
r
zzweS = zweS, ze€l8 = - =2z €85, 1es.
z

Quindi S C C forma un gruppo commutativo rispetto al prodotto.
Inoltre
q)(tl + tg) = (I)(tl)q)(tg) i t1,t € R,
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come si trova facilmente usando la definizione dell’applicazione ®, la
definizione del prodotto in R? e le formule di addizione del seno e del
coseno:

Pty +tg) = (cos(tl + t2),sin(t; + t2)>

O(t1)P(ty) = (costy,sinty) - (costy,sints)
= (costy costy — sinty sinty, costy sinty + sint costs)
= <cos(t1 + o), sin(ty + t2)>.

L’applicazione ® manda, dunque, il gruppo commutativo (R,+) nel
gruppo commutativo (C, ). Nel campo complesso viene dunque messa
in luce una parentela formale tra la funzione esponenziale e le funzioni
trigonometriche. Estendiamo, allora, ’applicazione ® a tutto C, indi-
chiamo con ®¢ : C — C tale estensione e introduciamo I’esponenziale
complesso P¢(z) := e* = (e* cosy, e” siny) (il nome ¢ dovuto all’ana-
logia con la nomenclatura e la notazione gia usata nel caso reale):

i) se z = x ¢ reale

ii) Se z = iy ¢ immaginario puro
Pz = iy) = e = e = (cosy,siny) = cosy + isiny

(in tal caso l'applicazione ®¢ coincide con 'applicazione ® definita
prima).

iii) Se z = o + iy
Doz =z +iy) = e = "t = e*(cosy + isiny).

Si pone, quindi, P¢(z) = e*.
Dal fatto che, se z = x, l'esponenziale complesso coincide con lo
sviluppo in serie di Taylor di e*, z € R:

T _ = Ik
=D
k=0
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risulta allora naturale porre (in maniera del tutto formale), per z € R:
©  _k
2
=> - (1.6)
k=0

Applicando, per esempio, il criterio del rapporto, si verifica che la serie
a secondo membro converge per ogni z € C. Allora, se z = iy, y € R,

manipolando la serie si ha

2 03 4 05 6 o7 8
. Yy Yy Yy Y Yy 3% Yy
I T E R T v M N

2 4 6 8 3 5 7
Yy Y Yy Yy . Yy Yy Y
(1—5—1-5—54‘5— .)+z<y——‘+———‘+...)

0 2k+1

<_
s Qk 2k; 2k +1)!

= Ccosy +1sIny.

Usando nuovamente la (1.6) e manlpolando le serie, si verifica che
et = e*e” Vz,w € C.

Allora, se z = x + 1y, si ha

ef ="t = e%e" = ¢"(cosy + isiny),

che fornisce una “giustificazione” formale della definizione di esponen-
ziale complesso data sopra.

La formula (che ritroveremo anche pit avanti)
iy _ ..
e’ =Ccosy + sy

¢ detta formula di Eulero. Da questa consegue che, se w € C e

tale che |w| = 1, allora esiste un 6, 0 < § < 2m, tale che w = €%.

Osserviamo che V z # (0,0), si ha
A1 () = 1
z=lz]- | — ) =z w
2|
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dove Z w ha modulo 1. Allora la formula di Eulero permette di

2|
rappresentare un numero complesso in forma compatta

z=re?,
detta forma esponenziale o rappresentazione polare del numero
complesso z, dove r & il modulo di z (r = |z|) e # & un argomento.

©
>
SN
N
I
)

Vk € Z si ha
0 2kmi e — 1= eﬂ'i — efﬂ'i — e(2k+1)m’.

l=¢e"=c¢

L’ultima formula pud essere scritta nella forma e™ + 1 = 0, che fa

intervenire 5 numeri notevoli in matematica: 0,1, 7, e, .

Inoltre
. ; 6i(—g+2k7r).

In generale si ha
e* T2k — o Yk e 7.
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Quindi I'esponenziale complesso ¢ una funzione periodica (di periodo

271), non iniettiva e mai nulla. Infatti

v =0 =0
o0 o e C.Osy N Closy
e’siny =0 siny = 0,

da cui I'immagine della funzione ®¢ ¢ C\ {0}. L’esponenziale com-
plesso € una funzione continua, essendo le sue componenti (parti reale
e immaginaria) funzioni continue.

#tw — e%e segue, oltre che dalla manipolazione formale

La formula e
delle serie di potenze, anche dalla definizione dell’esponenziale com-
plesso (la funzione ®¢) e dalle formule di addizione e sottrazione del

seno e del coseno: da una parte
ertw _ platiy)+'+iy') _ o(ata)+ilyty') ew+9«"(Cos(y+y’)+z'sin(y+y’));
dall’altra
eFel = ettt iy [e®(cosy +isiny)] - [ex/(cos Y +isiny)]
_ ot [ cosycosy +icosysiny + isinycosy — sinysin y’}
— ot [(cos ycosy —sinysiny’) + i(cosysiny’ + siny cos y')}
— ot (cos(y+y') +isin(y+y')).

Vale inoltre la formula (e*)" = e"?.

Un numero complesso z non nullo ha infinite rappresentazioni della
forma z = re?, r > 0, # € R. I numeri reali positivi hanno come ar-
gomento principale 0 e quelli negativi . Per il numero 0 ’argomento

non viene definito.

La formula del prodotto di due numeri complessi vista prima in forma
trigonometrica si puo esprimere anche in forma polare: se z = p(cos 6+
isinf) = pe e w = r(cos ¢ + isin @) = re'®,

2w = (pr) - e0+9),

Esempio 1.1. Per trovare tutte le radici seste di 2, indichiamo con
re’ una di esse e imponiamo
(re®)® = 2 = 2¢™,
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cloé
T6€Z69 — 2610

)

da cui risulta che r =25 e 8 = 0 sono soluzioni dell’equazione. Quindi
. 1, . .
il numero reale 25 ¢ una radice complessa di 2.

Potremmo poi risolvere l’equazione
7‘66169 —9— 2627rz’
da cut st ha

r 5 6

Questi valori corrispondono al numero

Ccos T om ol 1 3
—_ = 6 — _
3 —i—zsm3 5 +1 5 .

In modo analogo, si possono risolvere le equazioni:

wl 3

10600 — 9 — 9pimi.
r0ei00 — 9 — 967
r0ei00 — 9 — 987
rSei00 — 9 — 9p10mi

(qui i k della formula (1.5) sono k =0,1,2,3,4,5) per ottenere le altre

4 radici seste di 2 in modo diretto:
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Esempio 1.2. Per trovare le radici complesse di un numero z $i puo
usare direttamente la formula fornita dal Teorema 1.1. Per esempio,

si trova che le 3 radici cubiche di —1 = 1(cosm +i0) sono i numeri zy,

m  2km o
conpk:160k2§ —|—T,conk‘:0,1,2, Cloé:
1+.\/§ _ 1 V3
ZO_2 22 ) 21 = ) 22_2 22

~
.,

N

Pl Sal TN
- ’! ~~

Osserviamo che le 3 radici cubiche di —1, rappresentate nelle figura qui
sopra, non sono disposte in modo casuale nel piano di Gauss.

Infatti, se w = r(cos¢ + isin @), le radici n-esime 2, 21, ..., 2,1 di w
sono disposte nei vertici del poligono regolare di n lati inscritto nella
circonferenza di centro 0 e raggio r%, con il vertice zy posto nel punto

che ha come argomento 0 = ? .
n
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Nella figura qui sopra sono rappresentate le 8 radici ottave di 1.

Il Teorema 1.1 afferma che il polinomio 2" + a, a € C, ammette esat-
tamente n radici in C, di cui una o due di esse stanno in R. In realta,

vale un risultato molto piu generale:

Teorema 1.2 (teorema fondamentale dell’algebra). Un polinomio di

grado n > 1 a coefficienti complessi ammette n radici in C, contate
con la dovuta molteplicita.

Esempio 1.3. Le 3 radici cubiche di v sono

iz V3 1 i3 . S 1
66:——|—’L§, ez = —1, e's :——+z§.

2

1.6 La rappresentazione sferica

Per molti propositi e utile estendere C introducendo il simbolo co per

rappresentare infinito, tale che z 4+ co = oo + 2z = 0o per ogni numero
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finito z e w - 00 = 00 - w = oo per ogni w # 0 , compreso w = 0.

Non & possibile, pero, definire co + 0o e 0 - 0o senza violare le leggi

z
dell’aritmetica; ciononostante scriveremo, per convenzione, 0= o0 per

z;«éOeE = 0 per w # oo.

Nel pian%onon c’e spazio per un punto corrispondente a oo, e quindi
introduciamo un punto “ideale” chiamato punto all’infinito. I punti
del piano insieme al punto all’infinito formano il piano complesso
esteso C = CU {oo}. Converremo che ogni linea retta passi nel punto
all’infinito, mentre il semipiano non conterra tale punto ideale.
Sarebbe ora desiderabile introdurre un modello geometrico nel quale
tutti i punti del piano esteso abbiano un rappresentante concreto. A
questo scopo consideriamo la sfera unitaria S? la cui equazione nello
spazio tridimensionale & 3 + x3 + 23 = 1; a ogni punto di 52, tranne al
punto (0,0, 1), possiamo associare (con una corrispondenza biunivoca)

un numero complesso
1+ 179
z2=—— (1.7)
1— T3

infatti da tale relazione si ottiene

2 4 .2
2= 7+ 14 as

|Z _(1—ZE3)2_1—I‘3

|2]> =1 . 247z z2—Z

m. Inoltre si ha I = T||2 e Lo = m
z z i z

La corrispondenza puo essere completata facendo corrispondere al pun-

e, quindi x3 =

to all’infinito il polo nord (0,0, 1); in tal modo si puo allora riguardare
la sfera come una rappresentazione del piano complesso esteso o del
sistema dei numeri complessi esteso; essa viene chiamata sfera di Rie-
mann. Osserviamo che la semisfera z3 < 0 corrisponde al disco |z| < 1
e la semisfera z3 > 0 alla parte di piano fuori dal disco |z| > 1.

Se il piano complesso ¢ identificato col piano (z1,x5) con gli assi x1, 2
corrispondenti agli assi reale e immaginario rispettivamente, la trasfor-
mazione (1.7) assume un semplice significato geometrico: se z = x + iy
si ha

riy:—1l=x1:29: 23— 1,
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e questo significa che i punti (x,y,0), (21, x2, x3) e (0,0, 1) giacciono su
una linea retta. Quindi la corrispondenza ¢ una proiezione centrale dal
centro (0,0, 1), detta proiezione stereografica.

Nella rappresentazione sferica non ¢’e¢ una semplice interpretazione del-
la somma e del prodotto, ma il vantaggio e che ora il punto all’infinito
non e piu distinto.

E geometricamente evidente che la proiezione stereografica trasforma
ogni retta nel piano z in una circonferenza su S? passante attraverso il
polo (0,0, 1) e viceversa. Piu in generale, ogni circonferenza sulla sfera
corrisponde a una circonferenza o a una retta nel piano z: infatti una
circonferenza sulla sfera giace in un piano ajyx; + asxs + azrs = g,
dove possiamo assumere che o +a3+ai =1e0 < oy < 1. In termini
di z e Z questa equazione diventa

(2 +7Z) —agi(z —2) +as(|z]* = 1) = ap(|z]* + 1)

(o — az) (2 + y?) — 20120 — 200y + ap + az = 0.

Per oy # a3 questa e I'equazione di una circonferenza e per oy = ag
quella di una retta. Viceversa, I'’equazione di una circonferenza o di
una retta possono essere scritte in questa forma (la corrispondenza e
biunivoca).

Calcoliamo ora la distanza d(z, ') tra la proiezione stereografica di z e
2’5 se 1 punti sulla sfera sono (xy, xe, x3) e (2], x), x%), si ha

(1 = 1) + (29 — 25)° + (23 — 23) = 2 = 2(21 2] + T2y + T325).
Sostituendo le espressioni di z1, xoexs in funzione di z e Z si ottiene
2|z — 7|
VAR +[P)

Per 2’ = oo la formula corrispondente ¢

d(z,2) =

2

\/1+\z|2'

d(z,00) =
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Capitolo 2

Funzioni complesse

2.1 Funzioni complesse di variabile complessa

Identificando C con R? e fissato zy € C possiamo definire in C I'intorno

sferico (o bolla o disco aperto) di centro z e raggio r
By (z0) ={2€C: |z — 2| <1}

(che in molti testi, e talvolta nel seguito, ¢ indicato con B(zg,7)). Dato
un sottoinsieme 7' C C e zy € T, si dice che zy € interno a T' se esiste
un intorno di centro zy e raggio r > 0 interamente contenuto in 7.
L’insieme dei punti interni si denota con ]o’ oInt(T). Se T = %, T si
dira aperto. Anche le altre definizioni della topologia di R? (definizione
di insieme chiuso, di punto esterno, punto di frontiera, punto di accu-
mulazione, di convergenza di una successione, ecc.) si trasportano in
C in modo analogo.

D’ora in avanti, chiamiamo dominio un insieme aperto e connesso';

un dominio viene generalmente denotato con la lettera D.

Per estendere il concetto di funzione di variabile reale a valori reali al

caso complesso (e il relativo calcolo differenziale e integrale) si potreb-

!Un insieme X si dice connesso se non puod essere espresso come unione di due insiemi

chiusi, non vuoti e disgiunti (oppure se i suoi unici sottoinsiemi aperti e chiusi sono X
stesso e l'insieme vuoto).
Nella pratica & pit semplice verificare che l'insieme U sia connesso per archi (se U &
connesso per archi, allora & connesso, mentre non vale il viceversa in generale; in R? vale
anche il viceversa), cioé, nel nostro caso, che per ogni coppia di punti z,w € U esiste un
arco (funzione continua r : [0,1] — U tale che r(0) = z e (1) = w) interamente contenuto
in U che li congiunge.
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bero considerare funzioni f : U C R — C, con U aperto in R, cioe
funzioni di variabile reale a valori complessi, che a un numero reale
x € U associano un numero complesso f(z) = w = u(x) + iv(z), dove
u e v sono a valori reali. Tale estensione, pero, non porta grandi novita

rispetto al caso di funzioni f: R — R.

Consideriamo, allora, funzioni di variabile complessa a valori complessi:

sia U C C aperto e
f:U—=C, z—w=f(z).

Posto z = z + iy, si avrd w = f(z) = Re(f(2)) + ilm(f(2)), con
Re(f(2)) = u(z,y) e Im(f(2)) = v(z,y), dove u e v sono a valori reali.
Quindi, alla funzione complessa di variabile complessa f(z) possiamo
associare la funzione vettoriale F(z,y) = (u(x, y),v(z, y))

Per esempio, se f(z2) = 22, u(z,y) = 22 — y* e v(z,y) = 2zy.

Data la funzione esponenziale f(z) = €7, si ha ¢*™ = % . % =

e*(cosy +isiny), da cui si ricava u(z,y) = e* cosy e v(z,y) = e” siny.

Dato che in C non esiste un ordinamento naturale, alle funzioni com-
plesse non verra esteso il concetto di funzione monotona, né le defini-

zioni di massimo e minimo.

2.2 Limiti di funzioni complesse

Sia f : U — C, U C C aperto; introduciamo il concetto di limite di
f(2) per z — zg, dove zy = zg + iyo € un punto di accumulazione per
U: si dice che f converge a [ € C per z che tende a zg, e si scrive

lim f(z) =1

Z—20

se, per ogni intorno V' di [ e possibile trovare un intorno W di z, tale
per cui

f(z) eV se zp#zeWnU.

Precisamente, si ha che lim,_,,, f(z) =1 se

Ve>03(e) >0: 2z€eU e 0<|z—2/<d = |f(z)—I<e
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(alcuni testi danno questa definizione, anziché con la condizione z € U
e 0 < |z — 2| < 9, richiedendo che z € U N B}(z), dove B}(z) ¢
I'insieme {z € C: 0 < |z — 2| < r}, detto disco bucato di centro z,
e raggio 7). Si ha, posto zp = xy + iyo, che

lim f(z) =leC & {hm(wvy)*(wovyo)u<xay):Re(l)

z—z20 1M (44) s (20,50) V(@ ¥) = Im(1).
Infatti f(z) — [ per z — 2y ¢ equivalente a f(z) — [ per z — 2.
La funzione f : U — C si dira limitata in U se f(U) ¢ limitato in

C, cioé se esiste M > 0 tale che |f(2)| = /u2(z,y) + v3(z,y) < M in

U (cioé, se e solo se le sue componenti u(x,y) e v(x,y) sono funzioni

limitate).
Se f e definita in un intorno di zy, essa si dice continua in z; se
f(z) = f(z0) (con f(zo) finito) per z — zj, cioé se e solo se le sue

componenti u(z,y) e v(z,y) sono funzioni continue: infatti si ha
1f(2) = f(z0)| = [u(z,y) + iv(z,y) — [u(zo, yo) + iv(xo, yo)]|

< fu(z,y) — ulzo, yo)| + |v(z,y) — v(20,Yo)|;
d’altra parte

[u(,y) — u(xo, yo)| < |f(2) — f(20)]

[v(z,y) — v(xo, yo)| < |f(2) — f(20)]-

Una funzione definita in un aperto U si dice continua in U se lo € in
tutti i punti di U. La somma, il prodotto e la composizione di funzioni
continue € ancora una funzione continua. Il quoziente di due funzioni
continue f(z) e g(z) ¢ definita e continua in 2z se e solo se g(zy) # 0.
In particolare, si ha quindi che se f(z) & continua, anche Re(f(z)),
Im(f(z)) e |f(2)] lo sono. Inoltre, le funzioni polinomiali sono continue
in tutto C, mentre le funzioni razionali fratte risultano continue in C

privato degli zeri del polinomio a denominatore.
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Esempio 2.1. Calcoliamo il limite

2iRe(z) - Im(z) .

lim
z—0 z
Si ha
2ix 2ixy(x — i 212 222
flo +iy) = L 3/2( Qy): 5 y2+2’2 y2
T +y vty ¢t +y Tt +y
2112 222
cioé u(x,y) = il A v(z,y) = PV Calcoliamo i
[L’Z + y2 $2 + y2
lim  wu(x, e lim o(z,y);
(=,y)—(0,0) (#:9) (z,y)—(0,0) (:9)
passando a coordinate polari si trova
. 2p®cosfsin?é . 2p®cos?fsind
lim — =0 e lim—— =0;

p—0 p2 p—0 p2
quindi
. 2Re(z) - Im(2)
lim
z—0 z
Verifichiamo ora la definizione di limite:

=0.

2izy|  [2p*cosOsinb)|
Vo2 4 y? P

che tende a zero per p — 0.

|f(z) =1 = = 2p|cosfsinf| < 2p

Esempio 2.2. Calcoliamo il limite

. Z
lim —.
z—0 2

Ponendo z = x + 1y si ha

x—1y x?—y?— 2ixy

+ ) — . - 9
fx+iy) T+ 1y z? + 92
2 _ 2
T — 2z
cioé u(x,y) = Ty2 ev(x,y) = _Tyz . Passando a coordinate
=Ty =Ty

polari si trova che parti reale e immaginaria di f(z) sono

20 cos 0 sin
o 2

2 29 o 29
pricos sin”6) =cos(20) e

= —sin(20),
e ; (20)
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il cui limite per p — 0 non esiste.
1l fatto che il limite assegnato non esista si vede piu facilmente usando

la forma esponenziale dei numeri complessi: la funzione

= —if
P o
- = o =c

z pe’

non ha un limite uniforme rispetto a 6 per p — 0.

Per quanto riguarda il limite di f(z) per z — oo, occorre fare una pre-
cisazione.

Per le funzioni reali g di di variabile reale x, per definire il limite per
xr — F00, si introduce 'ampliamento della retta reale R, la retta am-
pliata R* := R U {—o00, +00}, estendendo a R* 'ordinamento di R (si
conviene che, Vx € R, —00 < x < +00), e si definiscono gli intorni
di —oo e di +oo (rispettivamente, [—00, b) e (a, +0o0]), per considerare
—00 e +00 come punti di accumulazione.

Poiché, invece, R™, n > 1, non ¢ un insieme ordinato, I’ampliamento
appena considerato non si puo fare in R™. Allora, conviene considerare
un diverso ampliamento, ottenuto da R con I’aggiunta di un solo punto,
0o: R := RU{o0}. Si definisce intorno (sferico) di oo il complementare
di qualunque intervallo chiuso [—a,a], a > 0.

Un modello di R* si puo ottenere considerando le proiezioni dal centro
C' di una semicirconferenza sulla retta tangente nel “polo sud”, come

in figura
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Da questa proiezione dal centro, al punto A corrisponde —oo, e al pun-
to B +o0.

Osserviamo, invece, che R (che non ¢ altro che la retta proiettiva) puo
essere messo in corrispondenza biunivoca con i punti di una circonfe-

renza, come indicato nella figura sottostante
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In questa proiezione, al “polo nord” N (come gia visto nel Capitolo 1,
Paragrafo 6) corrisponde il punto co.

In modo analogo, si puo definire R” := R U {co}, n > 1. Un intorno
(sferico) di oo sara il complementare di una qualunque bolla chiusa di
R™, centrata nell’origine.

A questo punto si possono definire i limiti, per ||(x,y)|| — oo per una
funzione vettoriale F : U C R? — R? pensando R? come immerso
nell’ampliamento R2. Tale ampliamento di R? nel campo dei nume-
ri complessi risulta molto piu naturale, dato che “tendere a infinito”
nel piano complesso significa allontanarsi indefinitamente dall’origine
(z — oo significa |z| — 00). Un intorno di infinito (in @) ¢ un insieme
del tipo {# € C : |z| > R}, con R > 0, che in genere viene denotato
con Bg(oo).

In definitiva, per definire il limite per z — oo di f(z) (e analogamen-
te per definire quando f(z) — oo per z — 2g) si identifica 'insieme
C U {o0} con R2U {oo}; CU {oo} = C ¢ il piano complesso esteso che
abbiamo introdotto nel Capitolo 1.

Data f : U — C definita almeno in un intorno bucato B (zg) di 2y per

36



qualche r > 0, diciamo che

lim f(z) = o0

se VK >0 3(K) > 0 tale che, se 0 < |z — 29| < d si ha |f(z)| > K.
Per calcolare il limite nella pratica e utile osservare che

lim f(2) =00 & lim  (u(z,y) +0v*(z,y)) = oc.

220 (z.y)—(z0,y0)
Data f : U — C definita almeno in un intorno di co, diciamo che
lim f(z) =1

ramdedl

se Ve >0 3 N(e) > 0 tale che, se [2] > N si ha |f(z) =] <e.
Si ha

lim f(z) =1leC o {hm(ﬂv,y)ﬁoo U(-T, y) = Re(l)

200 hm(w,y)%oo U(ZE, y) = Im(l)

dove con (z,y) — oo si intende [|(z,y)|| = V22 + y? = |2| = 0.

1
Esempio 2.3. Sia f(z) = —, z € C\ {0}; risulta
2

flo+iy) 1 r—1y x Y
r+1y) = — = , — = —1 ,
VU0 @t -iy) 2ty 2y
cioé U(.’I,y) = L € U($7y) = _—y ) (x,y) € Rz \ {(070)} Si

x2+y2 $2+y2
ha
xXr
hm(zy)_m x2+y2 =0
-y
hm(x,y)_,oo 2+y2 _0,
€

2 y?
lim + =
(2,5)~(0,0) ((x2 +y?)? (2% + y2)2>
(anche in questo caso si possono calcolare i limiti passando eventual-
mente a coordinate polari), da cui

1 1
lim — =0 e lim - = oo.
2—00 2 z—0 2z
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1

1
Pit rapidamente, si puo osservare che |f(z)| = |—| = =k che tende a
z 2

infinito quando |z| (che é reale) tende a zero (e, rispettivamente, tende

a zero quando |z| tende a infinito.

Infine, data f : U — C definita almeno in un intorno di oo, diciamo

che
lim f(z) = o0

Z—00
se VK >0 3N(K) > 0 tale che, se |z| > N si ha |f(z)| > K.
Si ha

lim f(2) = o0 & lim (uQ(:z:,y) + v2(9:,y)> = 00.

Esempio 2.4. Verifichiamo che

lim (2° 4 5iz — 2) = oo.
Z—00

5 50 2
Z 1+;—;

Si ha

|23 + 5iz — 2| =

dove ¢ stata usata la proprieta i) (a pag. 8) del modulo |z + w| >

|z| — |w]|, e dove l'ultimo membro tende a infinito per |z| — co.

Dal precedente esempio segue che un qualunque polinomio complesso
a coefficienti complessi di grado n > 1 tende a infinito per z — oo.

Esempio 2.5. Verifichiamo che

. bz —2 ,
lim = d1;
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st ha

Siz—2 [ | -2-5i |-2-5] VO _ V9
P e e e E !

che tende a zero per |z| — 0.

Le proprieta riguardanti i limiti di una somma, di un prodotto e di
un quoziente continuano a valere anche nel caso complesso, dato che le

dimostrazioni utilizzano le proprieta dei valori assoluti.

2.3 Funzioni olomorfe

Ricordando che C e dotato della struttura algebrica di campo, e che
quindi risultano ben definiti il prodotto e il quoziente, si puo dunque
pensare di introdurre il concetto di derivabilita in senso complesso in

analogia alla nozione di derivata di una funzione reale di variabile reale.

Definizione 2.1. Siano f : U C C — C, U aperto, e zy € U. Se esiste
finito (in C) il limite
I f(2) = f(%0)
im —————=
Z—20 zZ— 20
esso viene chiamato derivata complessa di f in zy e indicato con
f'(z0); [ si dice derivabile in senso complesso o dotata di de-

rivata in senso complesso in 2.

Osserviamo che se la funzione f non e definita in un aperto ma in un
insieme T qualunque, nella definizione si puo prendere un punto qua-

lunque interno a 7.

Se f ha derivata complessa in ogni punto z € U, essa si dice olomorfa
(o analitica) in U. Sottolineiamo il fatto che l'insieme aperto U ¢

parte integrante della definizione di funzione olomorfa. In alcuni testi

ZPer definire la derivata complessa si pud anche considerare il rapporto incrementale di

zo+ h) — f(z
f nel punto zp € U scritto nella forma M, con h # 0 tale che zo + h € U,

h
f si dice derivabile in 2z se esiste (in C) il limite del rapporto incrementale per h — 0, e
tale limite & f’(20).
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si trova scritto “funzione olomorfa in un punto”: si intende che la fun-
zione ¢ olomorfa in un intorno del punto considerato.

Una funzione olomorfa in C e detta anche intera.

Dal fatto che la definizione di derivata complessa e formalmente iden-
tica a quella di derivata di funzioni reali di variabile reale, segue che
le regole di derivazione di somma, prodotto, quoziente, composizione
e funzione inversa si estendono al caso di derivata complessa, e anche
le dimostrazioni sono analoghe a quelle per funzioni reali. In generale,
rimangono inalterate tutte le proprieta che non coinvolgono le relazioni
d’ordine.

Precisamente, valgono i seguenti

Teorema 2.1 (Algebra delle derivate). Siano f,g: U C C — C, U
aperto, e zo € U; se f e g sono derwabili in senso complesso in 2y,

allora lo sono anche af + Bg, con o, 5 € C, fqg e, se g(z) # 0, anche
f

’ (af + B9)'(20) = af'(20) + BY (20,)
(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20),
<£)’ _ (20)g(z0) = F(20)9/(20)
g (9(20))? '

Teorema 2.2 (Derivata di funzione composta). Siano f : U — C,

g:V = U, UV C C aperti; se g ¢ deriwabile in senso complesso
inzg €V ed floéinwy= g(z) € U, allora la funzione composta
fog:V — C é derivabile in zy e si ha

(fog)(20) = f'(9(20))g'(20)-

Teorema 2.3 (Derivata di funzione inversa). Siano f : U — C, U
aperto; se f ¢ invertibile e olomorfa in U, e se f'(z) # 0, allora la

funzione inversa di f, f~', & derivabile in wy = f(20), € si ha

(fi >/<w0> = f/(Z()) :
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Come accade per le funzioni reali di variabile reale, una funzione deri-

vabile in zy € continua in zy. Infatti risulta

_[fe) =)

Z— 20

|f(2) = f(20) (z —20)|:

in generale non vale il viceversa.

Esempio 2.6. La funzione f(z) = Z & continua ma non derivabile in
z = 0; risulta f(0) =0 elim,o f(2) = 0; infatti | f(2)| = [Z| = |2]| = 0
per z — 0, mentre

f(z) — f(0) z

lim = lim —
2—0 z—0 z—0 2

che non esiste, come mostrato nell’Esempio 2.2.

Dalla definizione segue facilmente che la funzione costante e derivabile
in tutto C con derivata nulla.

Dalle proprieta enunciate segue anche che
(2" =nz"', 2€C,neN e (z") =-nz""' 2€C\{0}, n#0.

Si ha allora che le funzioni razionali, sia intere che fratte, si derivano

in campo complesso esattamente come in campo reale.

Osserviamo che si puo dare una definizione alternativa di funzione olo-

morfa in un aperto (cioé di funzione analitica) tramite un operatore

differenziale formale ( , come vedremo meglio nel seguito.

5

Torniamo per un attimo alle funzioni f : U C R — C; la definizione di
derivabilita sara analoga anche in questo caso: f e derivabile in xq € U
se esiste finito il limite

oo (@) = )

T—T0 T — X

e tale limite, in tal caso, sara f'(xo).
Risulta che f(z) = u(x) + iv(z) ¢ derivabile se e solo se lo sono le sue
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componenti u e v e si ha f/(z) = u/(z) + iv'(x).> Se, invece, si consi-
dera f : U C C = C, f(2) = u(z,y) +iv(x,y), f(2) puo non essere

u(x
derivabile nonostante u(x,y) e v(x,y) lo siano, come mostra il seguente

Esempio 2.7. Prendiamo nuovamente la funzione dell’Esempio 2.6,
f(2) = Z; in questo caso u(x,y) = x ev(x,y) = —y sono derivabili con
derivate parziali di qualunque ordine continue, ma f(z) = x — iy non
e derivabile non solo in z = 0, ma nemmeno in nessun altro punto:

infatte il rapporto incrementale in un generico zy = xg + 1Yo sarebbe
(2 — 20) — i(y — yo)
(x —x0) +i(y — yo)

che e sempre della forma di frazione che ha a denominatore un numero

complesso e a numeratore il suo complesso coniugato, e il cui limite per
(x,y) — (z0,Y0) non esiste.
Anche la funzione f(z) = x + y non ¢é deriwabile in senso complesso,

nonostante u e v stano molto regolari.

Esempio 2.8. Consideriamo la funzione f = iy; essa puo essere pen-
sata sia come funzione da R in C che come funzione da C in C. Nel
primo caso, essa ¢ derivabile con derivata uguale a i; nel secondo ca-
so la derwata non esiste. Per semplicita, consideriamo il limite del
rapporto incrementale nel punto zo = 0: si ha

) -f0) _ wywylx—iy)

z r4+iy a2 4 y?
quindi 1 limiti
y?
lim —>—— = limsin®#

(z,y)—(0,0) T2 + Y2 p—=0

e
ry . )
lim ——— =limcos#sinb

(@y)—=(00) 22 +y2  p—0
non esistono.

30sserviamo subito che alle funzioni f : U C R — C di variabile reale a valori complessi
si estende facilmente anche la teoria dell’integrazione risulta infatti che f(z) & integrabile
inUseesoloseuev1osonoesihan d:c—fU dx+sz x) dx.
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2.4 La condizione di Cauchy-Riemann

Nel caso di funzioni reali di variabile reale la derivabilita di una funzione
f coincide con la sua differenziabilita. Anche per le funzioni complesse
di variabile complessa accade la stessa cosa. La funzione f: U C C —
C si dice differenziabile nel punto zy € U se I'incremento Af della
funzione relativo all’incremento Az = z — zg puo essere espresso come
somma di due termini, uno lineare rispetto a Az e l'altro infinitesimo
di ordine superiore rispetto a Az per Az — 0, cioé se

Af =f(z)— f(20) =alz —20) +0(|]z — 20]) perz—2z  (2.1)

per qualche o € C.
Osserviamo che, se f e derivabile in zy, allora

f(z) = f(=)

= f'(20) + o(|]z — 20]) per z — 2o,
zZ— 20

f(2) = f(20) = f'(20)(2 = 20) + o(|z — 20])  per z = 2,

che & proprio la (2.1) con a = f'(29); quindi f e differenziabile in z.
Viceversa, sia f differenziabile in zy5. Allora, dividendo primo e secondo
membro della (2.1) per z — 2y e passando al limite per z — zq si trova
che f ¢ derivabile in zy con derivata f'(z) = .

Analogamente al caso di funzioni da R in R, il differenziale di f(z) si
indica con df (z) = f'(2) dz.

Ci chiediamo allora che relazione intercorre tra la derivabilita di f in
senso complesso e la differenziabilita della funzione vettoriale F(z,y) =
(u(x,y),v(z,y)) ad essa corrispondente. Ricordiamo che F(z,y) &

differenziabile in (xg, y) se e solo se
u(z,y) = u(xo, Yo) + uz(2o, Yo)(z — o) + uy (0, Yo)(y — Yo)

+o(Vi—wP+w—wP) per (@)~ (wo.w0)| =0

v(x,y) = v(2o, Yo) + Ve (Lo, Yo) (T — o) + vy(T0,Y0) (¥ — Yo)
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+o(ViE =2 +y—w)) perlI(,y) = (o, p0)l| = 0.

dove si pud osservare che \/(z — 20)2 + (y — v0)? = |2 — 20| = ||z — 20]|-

Possiamo compattare le due relazioni precedenti moltiplicando la se-
conda per ¢ e sommando membro a membro; usando la notazione com-
plessa (f, = u, +iv, e f, = u, +iv,) si ha che F(x,y) ¢ differenziabile

in (z9,y0) se e solo se
f(z) = u(z,y) +iv(z,y)

= f(20)+ fo(20)(x—m0) + fy (20) (y —90) +0(|z—20]) per 2 = 2. (2.2)
Il seguente teorema afferma che la derivabilita in senso complesso di
f (considerata come funzione di z) non equivale alla differenziabilita
delle parti reale e immaginaria u e v, ma che alla differenziabilita di
f (considerata come funzione di due variabili) occorre aggiungere una

condizione:

Teorema 2.4. Siano f : U C C — C, U aperto, e zg € U; f e
derivabile in senso complesso in zy se e solo se F(x,y) é differenziabile
in (zo,Y0) € se (inoltre) vale la condizione di Cauchy-Riemann
(C-R):

fy(20) = ifu(20) (2.3)
0, analogamente, le condizioni (o equazioni di Cauchy-Riemann):

Uz (20, Yo) = vy (2o, Yo)
{Uy(930>y0) = —vz(%0, Yo)-

Dimostrazione. Sia f derivabile in senso complesso in zy. Allora, dalla

(2.1) nella forma

f(2) = f(z0)+ ['(20)(x —x0) +if (20)(y —v0) + 0(|]z — 20]) per z — 2

segue la (2.2) con f'(z0) = fo(20) e if'(20) = fy(20), da cui segue che
F(x,y) e differenziabile in (z¢,yo), e da cui si ha anche la (2.3).
Sia, ora, F(z,y) differenziabile in (z¢,yo); allora vale la (2.2) che,

usando la relazione di C-R, si puo scrivere come
f(z) = f(20) + fa(20)(z — 20) + 0|z — 20]) Pper z = z0;
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quest’ultima relazione esprime la derivabilita in senso complesso di f,

con f'(z0) = fu(20)- O
Osserviamo che la (2.3) si puo scrivere anche nella forma
f'(z0) = fa(z0) = —ify(20). (2.4)
Risulta, cioe, che la derivata complessa di f(z) ¢ data da
f(z) = uy + iv,

oppure da

f'(2) = —i(uy + ivy) = v, — iuy,.

Esempio 2.9. Tornando alla funzione f(z) = Z dell’esempio (2.7),
abbiamo ora un altro strumento per dire che f(z) non e derivabile in
nessun punto: essendo u, = 1 e vy, = —1, le condizioni di C-R non

sono mai soddisfatte.

Esempio 2.10. La funzione f(z) = 2% ¢ olomorfa in C. Infatti, usando
la Definizione 2.1 si ha

2% =22
f'(z0) = lim O — lim (2 +2) =22 Vz eC.
zZ—z0 2T — ZO Z—r20

Oppure si possono verificare le condizioni di C-R: essendo u(zx,y) =
2?2 —y?, v(z,y) = 2zy, si ha

fy = =2y + 2iz = i(2x + 2iy) = if,
o0, analogamente,
Uy (7, Y) :2xzvy($ay) € uy(x,y) = =2y = v.(7,y).

In effetti f(z) e della forma 2" con n = 2, quindi ¢ una funzione ra-

zionale intera la cui derivata, come visto in precedenza, & f'(z) = 22*71.
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Esempio 2.11. La funzione f(z) = |z| non ammette derivata com-
plessa in nessun punto z € C. Infatti, essendo f(x +iy) = /22 + y?,

cioé u(z,y) = /a2 +y? ev(z,y) =0, si ha

T Yy
Ua:(x7y) = \/Tyy uy(x7y> - \/ﬁ ) con (I,y) 7é (070)

(u non é differenziabile nell’origine) da cui uy(x,y) # 0 = vy(x,y) se

r#0 euy(r,y) #0=—v,(x,y) sey #0.
Essa e pero continua in C:

lim  w(z,y) = /23 4+ v2 = |20]; lim  w(z,y) =0.
(2,y)=(z0,90) (2,y)=(z0,90)

In effetti, le componenti di |z| u(x,y) e v(x,y) sono continue in R

Esempio 2.12. La funzione f(z) = e* = e*(cosy + isiny) e olomorfa
in C. Infatti, essendo u(z,y) = e* cosy e v(x,y) = e*siny differenzia-
bili in R?, st ha u, = e”cosy = v, e u, = —e*siny = —v, o, anche,
che

fy=e"(—siny +icosy) = [e*(cosy +isiny)| = if,,
da cui f'(z) = fo(2) = €*.

Esempio 2.13. Vale la sequente proprieta: se f = u+iv € una funzione
derivabile in senso complesso, la matrice jacobiana di u e v rispetto a x

ey ha per determinante il quadrato del modulo della derivata complessa
di f, cioé
, O(u,v)
e =]
A(z,y)

Infatti, dalle condizioni di Cauchy-Riemann si possono ricavare due

espressioni per f'(2); una di queste ¢&, per esempio, f'(2) = uy + iv,?,
da cui si ricava

1F ()P =2+ 02 =y Uy + Vp - Uy = Uy Uy — Uy - Uy

4Naturalmente, si pud utilizzare anche I’altra espressione della derivata di f: fl(z) =
vy — iuy, da cui segue |f'(2)|* = uZ + vy.
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Oppure, partendo dal determinante e sempre usando le equazioni di

Cauchy-Riemann, si ha

L’ultimo esempio mette in luce il fatto che le funzioni complesse di
variabile complessa derivabili, viste come funzioni da R? in R?, sono
particolari funzioni differenziabili in senso reale: infatti la matrice ja-
cobiana della funzione vettoriale F associata a f ha per entrate quattro
funzioni non indipendenti 'una dall’altra, ma legate dalle condizioni di

Cauchy-Riemann.

Osserviamo anche che, essendo Vu = (u,, u,) e Vo = (v,,v,), le con-
dizioni di C-R affermano che il gradiente di v si ottiene da quello di u
tramite una rotazione di 7 in senso antiorario. Risulta Vu - Vv =0 e
[Vul| = [[Vol].

Si puo fare anche un’altra osservazione: come gia notato, la definizio-
ne di derivata complessa di una funzione f(z) complessa di variabile
complessa e data come limite (per z che tende a zy) del rapporto incre-
f(2) — f(20)

zZ — 20
per funzioni reali di variabile reale. Dal “punto di vista reale” pero,

mentale , ed e quindi formalmente identica a quella data

f(2) pud essere considerata come funzione da R? in R?, ma mentre per
funzioni di due variabili reali si introduce il concetto di differenziabilita
(cioé di approssimazione lineare dell’incremento della funzione) perché
non avrebbe senso dividere I'incremento per un vettore, qui si divide
I'incremento della funzione f(z) — f(z0) per 'incremento z — zy dato
che, invece, ha senso dividere per un numero complesso. Quindi le due
definizioni (di derivata in R e in C), anche se formalmente identiche,
in realta hanno notevoli differenze, che saranno evidenziate dalle pro-
prieta di una funzione olomorfa (che una funzione derivabile in R non

possiede).
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Esempio 2.14. Consideriamo le funzioni complesse f = x? +ilogy
e g = 2% + iy?; per verificare in quali punti siano derivabili, vediamo
dove sono verificate le condiziont di C-R. Per f si ha u, = 2x, u, = 0,
vy, = 0 e vy = —, definita per y > 0; quindi i punti z = x + iy n cui
f e derivabile sono quelli tali che 20y = 1, con y > 0; in tali punti, la
derivata di della funzione é f'(z) = u, + iv, = 2.

Per g si hau, = 2x, uy =0, v, = 0 e v, = 2y; quindi 1 punti z = x+1iy
mn cui g e deriwabile sono quelli tali che x = y; in tali punti, la deriva-

ta della funzione € ¢'(z) = uy+iv, = 2z, cioé la stessa della funzione f.

Teorema 2.5. Sia f = u + 1w una funzione derivabile in ogni punto
di un insieme D aperto e connesso. Se una fra u, v o |f| é costante su
D, allora f ¢ costante su D (dove |f| indica la funzione il cui valore
in z e|f(2)|). Inoltre, f & costante se f'(z) =0 per ogni z € D.

Dimostrazione. Supponiamo che u sia costante su D. Dalle equazioni
di C-R segue allora che v, = v, = 0 su D, e quindi v ¢ costante in D.
Un ragionamento simile mostra che se v e costante allora u ¢ costante

e, dunque , f e costante.

Ora supponiamo che |f| sia costante in D. Allora [f|? = u® + v? &
constante in D. Derivando rispetto a x e rispetto a y quest’ultima

espressione si trova
Uy +vv, =0 e wuu,+vy, =0. (2.5)

Sfruttando le condizioni di C-R la seconda equazione nella (2.5) puo
essere riscritta come

VU, — UV, = 0;

moltiplicando quest’ultima equazione per v, la prima della (2.5) per u

e sommando membro a membro, si ottiene
(u* + v*)u, = 0.

Quindi, se u? +v? = 0, allora u = v = 0, cioé f = 0. Se u? + v? # 0,

allora u, = 0. Analogamente, usando la condizione di C-R nella prima

48



equazione in (2.5), moltiplicando la prima equazione per v e la seconda
per u e sottraendo membro a membro si ottiene (u? 4+ v?)u, = 0 da
cui, a meno che u e v non siano identicamente nulle, segue che anche

u, = 0. Allora u ¢ costante, e quindi f ¢ costante.

Infine, se f’(2) = 0 su D, entrambe le derivate parziali v, e v, sono nulle
su D, da cui, proseguendo come nella prima parte della dimostrazione,
si trova f costante in D. O]

Osserviamo che il Teorema 2.5 vale se si considera f olomorfa in un
dominio. Se l'insieme non & connesso, si puo solo affermare che f e
costante in ogni componente connessa dell’insieme di definizione. Una

funzione olomorfa che si riduce a una costante si dice degenere.

Esempio 2.15. Dal Teorema 2.5 seque che le funzioni Re(z), Im(z)
e |z| mon sono derivabili in nessun dominio D di C: esse sono tutte
funzioni a valori in R (in tutti e tre i casi la parte immaginaria é nulla)
ma non sono costanti; quindi non possono essere derivabili in D.

Ci si potrebbe chiedere allora (le considerazioni fatte precedentemente
non lo escludono) se tali funzioni siano derivabili in senso complesso in
qualche punto isolato, ma non é cosi: si puo verificare (come gia fatto
per |z| nell’Esempio 2.11) che le condizioni di C-R non sono soddisfat-
te in nessun punto, e quindi Re(z), Im(z) e |z| non sono derivabili in

nessun punto di C.

L’esempio precedente mostra anche che una funzione derivabile in sen-
so complesso in un dominio deve avere valori complessi; infatti, se essa
ha valori reali o valori immaginari puri, allora ¢ costante.

Queste considerazioni possono essere enunciate anche dicendo che, data
f:D — C, con D dominio in C, a valori reali, allora f & derivabile
i D se e solo se [ é costante in D.

Talvolta puo risultare utile esprimere le condizioni di olomorfia in coor-

dinate polari. Sia f(z) = u(z,y) +iv(z, y) una funzione olomorfa in un
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aperto U. Poniamo z = pe?, con (p,0) € U’ tale che il corrispondente
punto z = pe? € U. Posto

9(p,0) = f(pe™) = ulpcosd, psin) + iv(pcost, psinf), (p,6) € U,
per la regola di derivazione della funzione composta e sfruttando le
condizioni di C-R si ha

dg Ou Or Ou Oy Ov Ox Ovdy

=t i i

op Ox 0Op Oy 0Op Oxr OJp Oy dp

= Uy cos 0 + u, sin 0 + v, cos 6 + v, sin ¢

dg Ou Oxr Ou Oy Ov Ox Ovdy

R

00  Ox 00 Oy 00 Ox 00 0Oyl
= Uy (—psiné) + u,pcos 0 + v, (—psin @) + iv,p cos b,

cioé, sfruttando le condizioni di C-R

a . .
a—‘z = (uy + iv,) cos 0 + i(v, — iuy,)sinf = f'(pe'?)e®
(2.6)
a . .
a—‘z = ip[i(uy + 1v,) sin 6 + (v, — iuy,) cos 0] = ipf'(pe?)e®.
Quindi si ottiene
dg 1 0g dg . 0Oy
3_,0 = ﬁ% oppure 50 = zpa—p. (2.7)

Viceversa, supponiamo che valga la (2.7). Per le (2.6) si ha 'uguaglian-
za
(uy + iv,) cos 6 + i(v, — i) sin @ = i(u, + iv,) sin @ + (v, — iu,) cos b,
cioé

[(ug +iv,) — (v, —iu,)] e =0,
da cui

Uy + 10 = Uy — 1y,

cioé I'olomorfia della funzione f. Si ha

. Jg _. 109 _.
/ 0\ —160 — —i6
Fleet) =56 " = a8
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2.5 L’operatore di Cauchy-Riemann

Per chiarire meglio la relazione tra I'olomorfia di una funzione f(z) e
il legame tra le derivate parziali delle sue componenti u(z,y) e v(z,y),
soffermiamoci a considerare una particolare classe di funzioni: i poli-

nomi complessi.

Ci sono vari modi, leggermente differenti, di guardare i polinomi dal
punto di vista complesso. Uno di questi ¢ considerare polinomi in z e
y, (z,y) € R?, con coefficienti complessi. Per esempio

(2+d)xy + 3iy® + 5%

polinomi come questo forniscono funzioni da R? in C, che potrebbero
essere riguardate come funzioni da C in C, con (z,y) tali che z = z+iy.
Un altro tipo di polinomi che si possono considerare sono i polinomi a

coefficienti complessi nella variabile complessa z, per esempio
i+ (3+14)z + 522

Anche questi danno funzioni da C in C. Un polinomio in z genera
naturalmente un polinomio in = e y con la sostituzione z = x 4 iy. Per

esempio
i+ (3+i)z+522 =i+ (3+1i)(x+iy) + 5z +iy)?

=i+ (3+i)z+ (3i — 1)y + 5z* + 10izy — 5y°.

E interessante notare che il procedimento inverso a questo non sempre
funziona: ci sono infatti diversi polinomi in x e y che non possono
essere scritti come polinomi in z, come, per esempio, il polinomio x.
Se fosse vero che x = P(z) = P(z + iy) per qualche P(z), allora
P dovrebbe essere di primo grado, ma un polinomio di primo grado
az +b = axr + iay + b non puo essere identicamente uguale a x per
nessuna scelta di a,b € C. Un modo per scrivere un polinomio in x e

y in notazione complessa ¢ usare la sostituzione

2+ Z z—Z
2 YTy

r =
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Quando un polinomio in x e y viene convertito in notazione z,Z, in
genere ci sono degli Z nell’espressione risultante, che non si possono

eliminare.

Esempio 2.16. Consideriamo il polinomio x*> + y*. Si ha

s o z+z2\° [(2-2z\° 22 2z B 22 iz B
Ty = + =+t ——F+F - =2z

2 21

St puo verificare che non esistono espressioni polinomiali in z che ugua-

glino 2® + y* in cui non compaia Z.

Naturalmente, puo accadere talvolta che, operando questo tipo di so-

stituzione, Z non ci sia:

Esempio 2.17. Nel polinomio sequente tutti gli z si elidono:

) 2 _ _
Z+z zZ—7Z Z+z z—Z
2_ 2 2 _ o 2

La caratteristica che Z a volte compaia e a volte no e la chiave dell’a-
nalisi complessa: che cosa sia I'analisi complessa riguardo alle funzioni,
non solo polinomiali, dipende da z e non da Z nello stesso modo in cui
22 —1y?+2izy dipende da z ma non da z. La questione & come estendere

questa idea dai polinomi a funzioni pill generali in modo preciso.”

Come detto in precedenza, la definizione di olomorfia di una funzione
f(2) puo essere data utilizzando un particolare operatore differenziale
(formale). Prima di introdurre questa definizione alternativa, ricordia-

mo alcune altre nozioni fondamentali.

Tralasciamo i dettagli.
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Definizione 2.2. Sia U C R? un insieme aperto ed f : U — R una
funzione continua. Si dice che f ¢ di classe C' su U (derivabile con

af

continuita) se le derivate parziali 72 € 90 esistono e sono continue

Z )
in U, e siscrive f € CHU).
Si dice che f ¢ di classe C* su U (derivabile con continuita k
ok oF
volte) se tutte le derivate parziali di f fino all’ordine k —f e —f
oxk Oy
compreso esistono e sono continue in U, e si scrive f € C’k(U).

In particolare, C'(U) indica la classe delle funzioni continue in U e
C>(U) quella delle funzioni infinitamente derivabili con continuita in
U.

Sfruttando I'associazione tra f(z) e F(x,y) fatta prima, diremo che la

funzione complessa f = u + iv & di classe C* se sia u che v lo sono.

Ricordiamo che, se f € C*(U), essa ¢ indipendente da z se e solo se

0
8_f = 0 in U e, analogamente, e indipendente da y se e solo se 0 =0
x Y

in U. Vorremmo avere una nozione simile di derivabilita per accertare
se f dipende da z o da z. Ricordiamo che

0 0 0

— =1 =0, —az=0—y=1.
xz Y y ) ayx Y ayy

ox ox
Vorremmo che capitasse una cosa simile per z e Z al posto di = e y.

Definiamo allora, per una funzione f : U — C, f = u+iv, di classe C!

i seguenti operatori differenziali:

o 1(0 9 0_1(8 9V
9. 2 \ar ‘oy) °© oz 2\or oy )’

essi agiscono su f in questo modo:



Si verifica che

0 o _0 0 _0 o B
TU ot et
Osserviamo anche l'inversione apparente di segno, giustificata dalle
(2.8):

1. (2.8)

, 0 10 i 0
T 9: " 20z 20y
_ 0 1 0 i 0
FEEW, 9z 20r 20y
Gli operatori — e — mnon sono derivate parziali, ma di fatto possie-

dono regole di calcolozanaloghe a quelle delle derivate usuali.

Si verifica facilmente che — e — sono lineari:

0z 0z
oF oG 0 OF oG

9]
Z (aF g L p— ~ (aF g 1
(aF + bG) s +b82 : 5 (aF +bG) =a +0b

0z 0z 0z
YV a,b e CeVF,G diclasse C'. Inoltre, per essi vale anche la regola di
Leibniz:

0 oF oG 0 oF oG
—(F-GQ)= — . F.— —_(F-GQ)=— . -
5 F Q=g Gl FE Q=5 GHF 5

. . ) 0 0 0 0
Si dimostra che, dati due operatori L =a— +b— e M = c— +d—,

or 0Oy ox Jy

con a,b,c,d € Cetaliche Lz=1,LZz=0, Mz=0e Mz =1, allora
L coincide con — e M con —. In altre parole, le definizioni di — e
5 0z 0z 0z
7 sono le uniche possibili. Infatti, imponendo

Z

Lz=1
Lz=0
si trova
a+ib=1
a—ib=0 "
. . . 1 1 0
e I'unica soluzione del sistema ottenuto ¢ a = —=;b= —: L = —. Con
2 21 5 0z
1
lo stesso ragionamento si trova c = —;d = ——: M = —.
2 0z
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Diamo ora la seguente

Definizione 2.3. Una funzione f : U C C — C, U aperto, di classe
CY(U) si dice olomorfa se

0f(2)
0z

=0 Vzel.

L’operatore 7 ¢ detto operatore di Cauchy-Riemann.® Si ha
Z

0 1 8+,8 (+')—1 ou Ov +z’ 81}+8u
az7 “2\or oy )T T 9\ar oy ) T2\6r Ay )

— ¢ detta parte antiolomorfa di f, e EP ¢ detta parte olomorfa.
z
e f e olomorfa, allora
of df
— = = f’(z);
0z dz
Risulta cioé che, se f ¢ olomorfa, essa “e indipendente” da Z, ma

dipende solo da z. Essendo

: 1Lro 0 4 1 .
fe =5 (% B Za_y) (u+iv) = Slus + vy +i(vs —uy)l,

sfruttando le equazioni di Cauchy-Riemann si riottengono le due espres-
sioni per la derivata complessa di f(z):

F(2) = 520+ 200] = w4 0, = ()

oppure

1

f'(z) = 5[2% — 2iuy| = vy — iu, = —if,(2).

0
Osserviamo che l'operatore Pr e stato definito (in maniera naturale)
Z

sulle funzioni di classe C, e quindi abbiamo richiesto questa condizione

0
5Gli operatori 3, € 57 Somo chiamati anche derivate di Wirtinger.
z z
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su f (cioé sulle sue componenti) nella definizione appena data.” In
realta, la consuetudine di applicare gli operatori a% e % a funzioni
di classe C' ¢ una richiesta eccessiva, dato che I'equivalenza con la
definizione di olomorfia data in precedenza (in base al Teorema 2.4)
condurrebbe alla seguente: f: U — C, U C C aperto, € olomorfa in U
se e solo se (pensata come funzione di (x,y)) é differenziabile in senso
reale in U esiha%(;) =0mU.

Si dimostra (lo dimostreremo piu avanti) che una funzione olomorfa ¢
anche analitica (ecco perché, come abbiamo sottolineato in precedenza,
le funzioni olomorfe in un aperto sono chiamate anche funzioni analiti-
che). Risulta allora che se una funzione ¢ derivabile in senso complesso
in un aperto, allora la sua derivata e continua ed esistono anche tutte
le derivate successive. Una funzione olomorfa definita in un aperto am-
mette inoltre uno sviluppo in serie di potenze (locale) in un intorno di
ciascun punto del suo dominio. Ribadiamo che se la funzione ¢ definita
in un qualunque sottoinsieme 7" di C, non necessariamente aperto, dire
che “f e analitica in T” significa dire che essa ¢ analitica in qualche
insieme aperto contenente T'; f si dira analitica in un punto zy se essa
e la somma di una serie di potenze centrata in tale punto.

D’ora in avanti, avendo appurato che verificare che valgano le condi-
zioni di C-R & equivalente a verificare che la funzione complessa di
variabile complessa sia indipendente da Z, useremo entrambi gli stru-

menti a seconda della convenienza.

Una funzione puo avere derivata in un punto ma non essere analitica

in quel punto:

Esempio 2.18. La funzione f(z) = |z|* ammette derivata in z = 0,

ma non ¢ derivabile in nessun altro punto di C.

"Per dare la definizione di olomorfia di f tramite l’operatore 7 (tale operatore &
Z

definito tramite gli operatori % e — ) si richiede spesso che f sia di classe C! nell’aperto
x

Oy
in cui ¢ definita (cioé che le sue componenti u e v siano di classe C'). Nella definizione
di olomorfia data in precedenza, in effetti, tale richiesta non c’e, ma osserviamo che molti
testi la fanno (si veda anche [3], pag. 230 e successiva osservazione): una funzione viene
cioé chiamata olomorfa se é derivabile in un aperto e se é di classe C! in tale aperto
(senza questa richiesta, a volte si deve “anticipare” la proprieta di analiticita delle funzioni
olomorfe, come verra fatto talvolta nel seguito).
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Infatti in 2o = 0 si ha

f(2) = flzo) 2P 2?4y wx(@®+y?) —iy(a® +yP)
z—z oz xHiy 21 y?

=T -y

lim,y)—0,0) 7 = 0
hm(:v,y)—)(0,0) —y=0.

Osserviamo anche che le componenti di f(z) sono di classe C': u(z,y) =

Quindi lim,_,q

2?2 +y* e v(z,y) = 0. Per ogni z # 0, essendo f(z) = |2]* = 2 - Z,

9f(z)

Osserviamo anche che la funzione f(z) considerata é quella “proveniente”

=2 #0, e quindi f(z) non ¢ analitica in zero.

risulta

dal polinomio dell’Esempio 2.16.

1l fatto che l'unico punto di derivabilita per la funzione assegnata sia
lorigine puo essere verificato usando le condizioni di C-R: essendo
u(z,y) =22 +y* ev(z,y) =0 si ha u, = 22, u, =2y e v, = v, = 0;

quindi u, = v, e u, = —v, sono nel punto (z,y) = (0,0).

Esempio 2.19. La conclusione dell’Esempio 2.15 si puo ottenere an-

che usando l'operatore di Cauchy-Riemann: posto z = x + iy, si ha

+Z 0 1
Re(z) =z = : 5 : e, quindi, g(Re(z)) =3 # 0; inoltre Im(z) =
_3 o ;
y = : ZZ e, quindi, g(Re(z)) = % # 0 e, infine |z] = Vz-Z e,

0
ndi, — 0.
quindi, 32|Z| +

2.6 Alcune particolari funzioni complesse

Consideriamo prima di tutto le funzioni polinomiali complesse.
Osserviamo prima che ogni costante e una funzione olomorfa; la piu
semplice funzione olomorfa non costante ¢ f(z) = z, la cui derivata e
1 (come si verifica facilmente usando la definizione). Poiché la somma
e il prodotto di due funzioni olomorfe ¢ ancora una funzione olomorfa,
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segue che ogni polinomio P(z) = ag + a1z + az2® + -+ + a,2" (di
grado n se a, # 0) ¢ una funzione olomorfa con derivata P'(z) =
ap + 2as2 + -+ - + napz" L.

Dal Teorema fondamentale dell’algebra, sappiamo che se le radici di

P(z) sono oy, a, ..., ay, il polinomio puo essere fattorizzato come
Pz)=ay(z—a1)(z—ag) - (2 — an),

dove aq, am, ..., a, non sono necessariamente distinte; dalla fattorizza-
zione si ottiene che P(z) non si annulla per nessun valore diverso da
Q1,Qo, ..., 0y; inoltre, la fattorizzazione e univocamente determinata
tranne che per 'ordine dei fattori.

Se, tra gli «y, h coincidono, il loro valore ¢ detto zero del polinomio di
ordine h; si trova che la somma degli ordini degli zeri di un polinomio
e uguale al suo grado. Un polinomio di grado n ha n zeri.

L’ordine di uno zero a puo essere determinato anche tramite conside-
razioni sulle derivate successive di P(z) in z = a: se « € uno zero di
ordine h allora si puo scrivere P(z) = (z — a)"Py(z), con P(a) # 0; le
derivate successive forniscono P(a) = P'(a) = --- = P"D(a) =0 e
PM(a) # 0. Risulta cioé che I'ordine di uno zero ¢ pari all’ordine della
prima derivata non nulla. Uno zero di ordine 1 ¢ detto zero semplice
ed ¢ caratterizzato dal fatto che P(a) =0 e P'(a) # 0.

Citiamo il

Teorema 2.6 (di Lucas). Se tutti gli zeri di un polinomio P(z) giaccio-
no su un semipiano, allora tutti gli zeri di P'(z) giacciono sullo stesso

Semipiano.

Una formulazione piu debole del teorema afferma che il piu piccolo po-
ligono convesso® che contiene gli zeri di P(z) contiene anche gli zeri di
P'(2).

E chiamato Teorema di Gauss-Lucas quello che afferma: dato un po-

linomio P(z) non costante a coefficienti complessi, gli zeri di P'(z)

8Un insieme X (nel piano complesso) si dice convesso se, presi due qualunque punti
x,y € X, il segmento che li congiunge ¢ interamente contenuto in X.
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appartengono alla chiusura convessa® dell’insieme degli zeri di P(z).

Nel primo capitolo abbiamo gia introdotto (in maniera formale) I’espo-
nenziale (complesso). Avendo ora definito le funzioni olomorfe (e
avendo anticipato la loro proprieta di analiticita), si puo definire la
funzione esponenziale come la soluzione dell’equazione differenziale
f'(z) = f(z) con condizione iniziale f(0) = 1 (nell’Esempio 2.12 abbia-
mo visto che la funzione e* ha, come derivata prima, se stessa, come

succede nel caso reale), che si risolve ponendo
2 -1
f)=a+amz+axz”+---+a,12" +a2" + -

e, quindi
f'(z) = a1 +2a9z - +na,z""t+ -

Imponendo f'(z) = f(z) si trova a,_; = na,, mentre la condizione

1
iniziale fornisce ay = 1; segue per induzione che a,, = -
n!

La soluzione di tale equazione viene denotata con e* e chiamata fun-
zione esponenziale complessa per analogia col caso reale. Essa ¢ quindi

definita come

tale serie, detta serie esponenziale, converge nell’intero piano com-
plesso, come si verifica applicando, per esempio, il criterio del rapporto.
Avendo definito e* come somma di una serie di potenze possiamo ora
ridimostrare le proprieta viste (in maniera formale) nel Capitolo 1.
La proprietd e*t*% = e?e¥ segue dall’equazione differenziale: infatti,

osservando che Ve € C si ha

segue che e* - 7% & costante (e* - e“* = K), e il suo valore si trova

ponendo z = 0 (K = e°). Allora risulta e* - e“~* = € posto ¢ = z + w

9Si chiama chiusura convessa (o inviluppo convesso) di un insieme X I'insieme composto
da tutti e soli i punti ottenuti come combinazione convessa (combinazione lineare con
coefficienti non negativi la cui somma ¢ 1) di punti di X. Essa si pud definire anche come
il piu piccolo insieme convesso che contiene X o come l'intersezione di tutti gli insiemi
convessi che contengono X.
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si ricava la proprieta che volevamo mostrare.

Osserviamo che nel ragionamento precedente si ¢ usato il fatto che f(z)
e costante se f’(z) ¢ identicamente nulla; questo fatto & sicuramente
vero se f(z) & definita nell’intero piano complesso (si veda il Teorema
2.5).

Un caso particolare della proprieta dimostrata si ha per e* - e™* = 1,
che mostra che e* non ¢ mai nullo. Per x reale lo sviluppo esponenziale
mostra che e* > 1 per x > 0 e, dato che e” e e™* sono reciproci, che
0 < e® < 1perx <0. Il fatto che la serie abbia coefficienti reali mostra
che €7 sia il complesso coniugato di e*. Quindi |[e¥|>? = e -7 =1 e
e +iY| = 7.

Consideriamo, ora, le funzioni trigonometriche complesse. Som-
mando e sottraendo membro a membro la formula di Eulero con la sua
formula analoga (con —y al posto di y) e™% = cosy — isiny si ottiene
, e — e W eV 4 e
Sy = 2—1 (& COS Yy = T
Definiamo allora il seno complesso di z e il coseno complesso di z

come ‘ , . .
622’ _ e—’LZ 612 + e—'lZ
sinz (= ————— e coSz 1= ————— 2.9
24 2 (2.9)
V z € C. Essendo e* una funzione intera (con derivata e*, come mostra-
to nell’Esempio 2.12), lo sono anche sinz e cos z e, dalla regola della

catena, segue che
(sinz) =cosz e (cosz) = —sinz, VzeC.

Sostituendo nella definizione la serie esponenziale si trovano gli sviluppi

in serie delle funzioni trigonometriche:

3 o0 2n+1

z
81nz—z—§+——~ E: 2n+1) (2.10)
¢ 2 4 6 % 2
z z z 2"
cosz=1-— T HEZO(—l) an)l’ (2.11)
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Se z e reale si riottengono le ben note serie circolari.

Si definisce, poi,

sin z 1 e* —e 2
tan z 1= = = ———,
COS 2 1, e+ e
analogamente,
COS 2
cotz := — .
sin z

Si verificano facilmente tutte le proprieta formali (periodicita, simme-
trie, formule di addizione, di duplicazione, di prostaferesi, etc.). Anche
le funzioni cotangente, secante e cosecante sono definite in analogia al
caso reale.
Definiamo anche le funzioni iperboliche complesse

sinh z := e e coshz:= crer” (2.12)

2 2

dette seno iperbolico complesso e¢ coseno iperbolico comples-
so e, analogamente alla tangente complessa, la tangente iperbolica

complessa
sinh z

tanh z ;= )
cosh z

Le (2.12) possono anche essere definite come
iliz) _ p=iliz) eiliz) 4 o=iliz)
simhz: =—————, coshz:=———
212 2
Dalla loro definizione, segue che anche le funzioni seno e coseno iper-
bolico complesse sono funzioni intere (e si possono calcolare facilmente
le loro derivate (sinh z)" = cosh z e (cosh z)" = sinh z).
Sostituendo 'espressione di e come serie di potenze nella definizione
delle funzioni sinh z e cosh z si ottengono gli sviluppi

o0 2n+1 00 2n

. z z
sinh z = Zm [§] cosh z = ZW (213)
n=0 n=0
Il legame tra le funzioni iperboliche e le funzioni circolari ¢ il seguente:
cosz = cosh(iz) e sin z = —isinh(iz),
oppure
coshz = cos(iz) e sinh z = —isin(iz).
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Le funzioni e?, sin z, cos z, sinh z e cosh 2z sono dette funzioni trascen-
denti elementari.'® Dopo aver definito e come serie esponenziale,
sin z, cos z, sinh z e cosh z possono anche essere definite dalle (2.10),
(2.11), (2.13); manipolando poi tali sviluppi in serie si riottengono le
(2.9) e (2.12).

Osserviamo che tutte le funzioni trigonometriche e le funzioni iperbo-

liche sono funzioni razionali di e**

Dalla definizione (2.9) di cosz e sinz si ottiene la formula di Eule-
ro € = cosz + isinz. La stessa puod essere ottenuta partendo dallo

sviluppo di €”* e sfruttando gli sviluppi (2.10) e (2.11); si ha

P (2 _ 22 2 A AP

e” = . o +22—§—z§ E—i_la_'“
o) 2n+1

:;)( 1) —l—ZZ 2n+1) = cosz + isinz.

Inoltre, con un semphce Calcolo si verifica che la prima formula tri-
gonometrica fondamentale resta valida anche per il seno e coseno in
campo complesso, cioé si ha sin? z + cos? z = 1 V z € C; analogamente,
si dimostra che cosh?z — sinh? 2z = 1 Yz € C; invece, non & vero, in
generale, che [sinz| <1 e |cosz| < 1.

Le funzioni e, sin z, cos z, sinh z e cosh z sono funzioni illimitate in
C. Mostriamolo per la funzione sinz: esplicitando le parti reale e

immaginaria, dalla formula di addizione del seno si ha
sin z = sin(x + 1y) = sin z cos(iy) + cos x sin(iy)
= sinx cosh y + 7 cos x sinh y;

la stessa espressione di trova sfruttando la definizione di esponenziale

complesso:
' eiz _ iz ez(w+zy) _ efz(aH»zy) e ytiT _ py—iz
Sl 2 = . = - = -
21 21 21
'0Si dice funzione trascendente una funzione che non sia algebrica. Una funzione f(z)
di dice algebrica se esiste un polinomio P(z1,22) nelle due indeterminate z1, z2 tale che
P(z, f(z)) = 0. Intuitivamente, una funzione algebrica si pud “costruire” applicando un
numero finito di volte le quattro operazioni fondamentali dell’aritmetica, I’elevamento a
potenza e 'estrazione di radice n-esima.
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= —[e¥(cosz + isinz) — e’(cosz — isinz)]

1 ey —e ¥ . eV4e?
— —cosxT +smx
1

= ¢ cos x sinh y 4 sin x cosh y.
Allora si ha

2

| sin z|* = sin® z cosh® y + cos® z sinh” y

— sin? z cosh? y + sinh? (1 — sin® ) = sin® x + sinh?y.
Quindi lim, ;)00 (sin # + sinh® y) = oo (ricordiamo che z,y € R).
Analogamente si trova
| cos z|? = cos? z + sinh? y
e, sfruttando poi il legame tra le funzioni goniometriche e le funzioni
iperboliche si ricava

|sinh z|? = |sin(iz)|* = sinh?® z + sin? y

| cosh z|? = | cos(iz)|* = sinh® z + cos? y.

Quindi, facendo il limite per (x,y) — oo si verifica che le funzioni con-

siderate sono illimitate in C.

Verifichiamo ora con un esempio che esistono numeri complessi z tali

che |sinz| > 1: essendo

2

| sin z|*> = sin z cosh? 3y + cos? zsinh? y

= (sinz coshy + i cos x sinh y)(sin x cosh y — i cos x sinh y),

si ha che i numeri sinz coshy £ icoszsinhy con parte immaginaria

nulla e maggiori di 1 soddisfano la nostra richiesta. Cioé, si deve ave-
T
re cosxsinhy = 0, da cui cosx = 0, e quindi x = 5—1— km, k € Z;

inoltre, imponendo la condizione sinz coshy = (—1)¥coshy > 1, si
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trova che i numeri complessi z con la proprieta cercata sono della for-

™
maz:§+2k7r+iy,y7é0.

Un’altra caratteristica interessante delle cinque funzioni trascendenti
elementari che stiamo considerando ¢ la periodicita. La funzione espo-
nenziale ¢ periodica di periodo 277 (si ha 2™ = e%e?™ = ¢7), e da
cio (usando le (2.12)) segue che anche sinh z e cosh z lo sono, con lo
stesso periodo. Le funzioni sin z e cos z sono invece periodiche di perio-
do 27. Nel caso delle funzioni complesse la periodicita non si traduce
in proprieta “grafiche” come accade nel caso reale, ma & una proprieta
analitica.

Osserviamo inoltre che, mentre data una funzione f : R — R continua
e periodica, allora essa ¢ limitata, le funzioni da C in C e?, sin z, cos z,

sinh z e cosh z sono tutte continue e periodiche, ma illimitate.

Vale la pena anche soffermarsi sugli zeri di queste cinque funzioni tra-
scendenti elementari. Come abbiamo gia visto, e* non ammette zeri.

Per trovare gli zeri della funzione sin z dobbiamo risolvere 1’equazione

sinz = 0, che ¢ equivalente a |sinz| = 0, cioé V/sin? z 4 sinh?y = 0;
quindi deve essere

sinz =0

sinhy = 0,
da cui z = km, k € Z. In modo simile si trova che gli zeri di cos z sono

T
dati dai punti z = 5 + km, k € Z.
L’equazione cosh z = 0 e equivalente all’equazione

| cosh z| = \/cosh2x —sin®y = 0;

poiché sin?y < 1 < cosh®z, si ha cosh?z — sin?y = 0 se e solo se

cosh? z = 1 = sin? y; la prima equazione ha soluzione z = 0 e la secon-

T
day = 5 +km. Gli zeri della funzione cosh z sono dunque dati dai punti

z = (g + /m) i, k € Z. Analogamente, sinh z = 0 per z = kmi, k € Z.
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Esempio 2.20. Consideriamo la funzione f(z) = 2%, 2 € U = {z =
x+iy € C: x> 0}; essa & iniettiva nel semipiano U, quindi invertibile,
e il dominio della funzione inversa =1 & immagine di f, cioé il piano

complesso meno il semiasse negativo, che possiamo indicare come
dom(f~') =C\ (—00,0] :=C\ {z € R: z <0}.

Infatti
i T
z=pe” €U & p>0efec 505 )7

22 = p2e® | e quindi

zelU & |2 =p">0c¢carg(z?) =20 € (—m,m).

O fwsil=107

La funzione inversa di f, f~'(z) = \/z ¢ detta valore principale di
Vz. Per il Teorema 2.3, essa é olomorfa in C\ (—o0,0] e si ha

I = = 1 er z — 00
(V3 = 7 =5y PrieC\(mo0l 21

Osserviamo che il valore principale di \/z coincide con la funzione reale

Vv perx € C\ (—o0,0] NR =Rt = (0, +00).

Nell’esempio precedente abbiamo definito la funzione valore principa-
le della radice quadrata di z come inversa della funzione di partenza.
Sappiamo che un numero complesso w # 0 ammette n radici n-esime
complesse; volendo, quindi, definire la funzione /z ¢ necessario che
questa notazione indichi una sola di queste radici, scelta in maniera
univoca con qualche convenzione. Il fatto che un numero comples-

so abbia esattamente n radici n-esime ci dice quindi la che funzione
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f(z) = {/z & una funzione a n valori, cioé una multifunzione.

Ricordiamo che una multifunzione (o funzione multivoca o fun-
zione polidroma) ¢ una funzione da un insieme A all’insieme delle
parti P(B) di un insieme B, che associa ad un elemento a di A un
sottoinsieme di B. Nel contesto delle funzioni complesse di variabile
complessa si incontrano spesso multifunzioni (la sorgente primaria della
polidromia & proprio la funzione arg(z)); ecco perché, per sottolineare il
fatto che una funzione sia a valore singolo, essa talvolta viene chiamata

funzione univoca o funzione monodroma.

Anche in R si incontrano multifunzioni, che generalmente nascono come
inverse di funzioni non iniettive. Il classico esempio ¢ dato dalla rela-
zione inversa di y = x?: essa ¢ la multifunzione f(z) = {V/x, —/1},
definita per = > 0; f(x) ha due determinazioni (dette anche rami del-
la multifunzione): la determinazione positiva \/x e la determinazione
negativa —y/z. Le multifunzioni complesse presentano un aspetto di
continuita che non si manifesta invece per le multifunzioni di varia-
bile reale. Nell’esempio che stiamo considerando, le determinazioni
Yo = /T e Yy = —+/x sono completamente distinte: quando x varia
con continuita da 0 a +00 ognuna delle due varia indipendentemente
dall’altra e, se ci si restringe a considerare una sola di esse, I’altra non
entra mai in gioco. Nel campo reale non e possibile passare con conti-
nuita da un ramo all’altro di una multifunzione, ed e per questo che la
nozione stessa di multifunzione non ricorre frequentemente.

In C invece le cose funzionano diversamente: prima di tutto la funzio-
ne /z & definita (questa & la vera e propria “essenza”’ di C, dato che
esiste i € C tale che i* = —1) Vz € C (per z = 0 'argomento di 2z
non ¢ ben definito ma si pone v/0 = 0); in secondo luogo, i rami della
multifunzione, in un certo senso, “‘comunicano” fra loro.

Prima di vedere meglio questa caratteristica torniamo alla convenzione
da adottare per scegliere univocamente una determinazione della mul-
tifunzione. Nel caso delle funzioni reali radici di indice pari la scelta e
abbastanza facile (anche se del tutto arbitraria): essendo R ordinato,
si decide di scegliere, in genere, la determinazione positiva (anche se

66



niente vieta di scegliere quella negativa), che viene chiamata, appunto
determinazione principale o ramo principale della radice. Nel
caso complesso, invece, non essendoci un ordinamento, la scelta non e
cosl ovvia.
Abbiamo gia definito la funzione determinazione principale o ramo
principale (o valore principale) di /z; definiamo ora la funzione fun-
zione radice n-esima principale di z (con z = pe®) ponendo
1 Am()
{I/E = pn e’L " )
dove I'argomento principale di z & scelto in modo tale che Arg(z) €
(—m, 7. Laradice n-esima principale di z & soltanto uno degli n numeri
che, elevati a potenza n, danno z; essa ¢ una funzione definita su tutto
C.
Si puo fare poi una convenzione analoga per definire le altre n — 1
funzioni radici n-esime: se z = pe'A83) Arg(z) € (—m, 7], Vn > 2,
n €N, per k=0,1,...,n— 1 si pone
fk(Z) = p%eiArg<zv)1+2kr
Quando si scrive {/z senza nessuna precisazione si intende la determi-
nazione principale fo(2).
Per esempio, per n = 2 si ottengono le due determinazioni della radice
quadrata di z: la determinazione principale fy(2) e la determinazione

fiz) = pie

Per capire come i rami di una multifunzione “comunicano” fra loro con-

iArg(zz)-&-% jAre(z) o

= p%e 2 el = —p%eZT = _fO(Z)

sideriamo la funzione radice n-esima principale per n = 2; seguiamo il
valore della funzione radice quadrata principale lungo la circonferenza

di centro 0 e raggio 1 partendo dal punto —1; su tale circonferenza si ha

. Arg(z) . . .. .
fo(z) = €~ % ; mentre z compie un giro (per esempio in senso orario),
Arg(z) varia da 7 a —7 (escluso), quindi partendo da fy(—1) = ez =i

Arg(z)

la funzione assume tutti i valori 5 e, quando Arg(z) — —m, es-
sa tende a e”'2 = —i. Poiché avremmo trovato un risultato simile se
avessimo preso una circonferenza di raggio qualunque, deduciamo che
la funzione fy(z), pur essendo definita V z € C, risulta discontinua lun-

go la semiretta y = 0, < 0 (e lo stesso si verifica per fi(z)). Inoltre,
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quando z tende a —1 dopo aver fatto un giro lungo la circonferenza,
cioé avvicinandosi a —1 dal semipiano inferiore, fy(z) tende al valore
f1(=1). Succede quindi che dopo un giro i valori della funzione fy si
sovrappongono ai valori della funzione f; e che dopo un ulteriore giro,
si torna nuovamente a f;.

Questo comportamento e tipico delle funzioni polidrome: nel caso del-
la funzione /z, z € C, si ha che la radice quadrata complessa di z &
una funzione polidroma con due determinazioni (piu che una funzione
‘a due valori”, essa ¢ una coppia di funzioni univoche), ciascuna delle
quali & definita in tutto C ma & continua solo in C \ (—o0, 0]; I'origine
¢ detto punto di diramazione (o punto di ramificazione): esso &
il punto girando attorno al quale una diramazione “si trasforma” nel-
I'altra.

Analogamente, la radice n-esima complessa di z € una funzione polidro-
ma a n determinazioni fy, fi ..., fn_1; dopo un giro completo attorno
all’origine in senso orario, fy diventa f,,_;, dopo un altro giro diventa
fn_o € cosi via; dopo n giri si torna a fy.

Se f(z) torna per la prima volta al suo valore iniziale dopo n giri attor-
no al punto di diramazione, il punto di diramazione si dice di ordine
(algebrico) n — 1; un punto di diramazione di ordine 1 (come 1ori-
gine per /z) & detto punto di diramazione semplice; se f(z), per
quante volte si giri attorno al punto di diramazione, non torna mai al
suo valore iniziale, il punto di diramazione ¢ detto logaritmico o di
ordine infinito.

Osserviamo che, nell’esempio appena visto, ’essere partiti dal punto
z = —1 e 'aver scelto una circonferenza ¢ solo una scelta dettata dalla
comodita; risulta infatti che un qualunque movimento continuo di un
punto nel piano lungo una curva chiusa qualsiasi che circonda l'origi-
ne fa passare I'immagine della multifunzione da un ramo all’altro. La
scelta iniziale del ramo ¢ arbitraria (cosi come ¢ arbitrario scegliere \/x
o —v/z per la multifunzione f(x), * € R, nominata in precedenza);
inoltre, si puo osservare che se la curva chiusa non circonda 1’origine,
tale fenomeno non si manifesta.

Dalle considerazioni fatte risulta ora ancora piu evidente che una multi-

funzione complessa, a differenza di una multifunzione reale, € un tutt’u-
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no che non si presta a essere “separato” in rami in maniera arbitraria.
Per ottenere una funzione ad un sol valore quello che si fa e restringere
la multifunzione a un insieme connesso che non contenga il punto di
diramazione: si prende quindi il piano complesso privato di una semi-
retta che parte dal punto di diramazione e va fino a oo, (proprio per
impedire che ci siano curve chiuse attorno al punto di diramazione);
essa e chiamata taglio o linea di diramazione. In realta anche la
scelta del taglio e arbitraria: non e necessario che essa sia una linea,
ma deve essere una curva semplice che parte dall’origine e va a oo; di
solito, pero, si sceglie come taglio proprio 'asse reale negativo perché
tale scelta corrisponde a scegliere 'argomento principale di z apparte-
nente all'intervallo (—m, 7], e definisce quindi il ramo principale della
funzione.

Non ci soffermiamo ad approfondire questo argomento. Osserviamo
soltanto che esistono punti di diramazione diversi dall’origine, e che
una funzione puo avere pitt punti di diramazione.!*

Tornando all’Esempio 2.20 da cui siamo partiti, le determinazioni della
multifunzione radice n-esima (che sono funzioni univoche) possono es-
sere considerate come funzioni inverse della funzione potenza n-esima
(nell’esempio n = 2). Piu in generale, ogni funzione monodroma che si
puo definire facendo una scelta (come la convenzione su k da noi adot-
tata nel caso della radice n-esima) nell’insieme delle immagini di f(z)
e detto, appunto, ramo dell’inversa; il ramo scelto dalla convenzione
adottata (il ramo fo(z) nel nostro caso) ¢ detto ramo principale, e il

suo valore e chiamato valore principale.

Come abbiamo visto, la funzione esponenziale complessa, essendo pe-
riodica, non ¢ invertibile. In analogia col caso reale, pero, ¢ naturale de-
finire il logaritmo complesso (che si indica con log, z o semplicemente
con log z, quando risulti chiaro che si tratta del logaritmo complesso)
come relazione inversa dell’esponenziale complesso. Se z = x + iy € C

"Per esempio, f(z) = vz — ¢ ha un punto di diramazione in z =i e f(z) = V22 + 1=
vz +1i+/z — 1 ha due punti di diramazione.
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ew=pe? e C\ {0}
ef=w & z=log, w;

z = log,w ¢ quindi una radice dell’equazione e* = w; dato che e* # 0
sempre, il numero zero non ha logaritmo; ’equazione e* = w si scrive
come e”e” = pe'® da cui, poiché due numeri complessi sono uguali se e
solo se hanno uguali i moduli e se gli argomenti differiscono di multipli
di 27, deve aversi che e* = p, cioé © = logp, e y = ¢ + 2km, k € Z.
Quindi, per ogni numero complesso w = pe'?, w # 0, si ha

log.w =logp+i(¢p+ 2km), keZ, (2.15)

cioé, per ogni numero complesso w # 0, esistono infiniti logaritmi com-
plessi di w : essi hanno tutti la stessa parte reale (il logaritmo del mo-
dulo di w) e parti immaginarie che si ottengono aggiungendo all’arg(w)
multipli di 27.

Il logaritmo complesso €, dunque, una funzione a infiniti valori, cioé
una multifunzione: logq 2z € una funzione polidroma a infinite deter-
minazioni; I'origine & punto di diramazione di ordine infinito: infatti,
continuando a girare (sempre nello stesso verso) lungo una curva chiusa
attorno all’origine non si torna mai alla stessa determinazione da cui
si ¢ partiti. Partendo, per esempio, da fy (la determinazione che si
ottiene dalla (2.15) per k = 0, che non ¢ altro che la determinazio-
ne principale del logaritmo) e girando attorno all’origine in senso
antiorario, fy si trasforma in f;, dopo un altro giro in fs5, e cosi via;
girando in verso orario fj si trasforma in f_;, dopo un altro giro in f_,,
e cosl via.

Calcoliamo, per esempio

log.(—1) =log| — 1| + i(m + 2km) = mi(2k + 1), k € Z,

log,(1) = log|1] 4+ (0 + 2km) = 2kmi, k € Z.

Osserviamo che, mentre tutti i logaritmi complessi di —1 hanno parte
immaginaria diversa da zero, tra gli infiniti logaritmi complessi di 1,

uno e reale: il logaritmo reale di 1. In generale, se z e reale positivo, il
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suo logaritmo reale ¢ uno degli infiniti logaritmi complessi di z: 1'unico
reale.

Abbiamo visto quindi che per w # 0 I'equazione e*™¥ = w ¢ equivalente

a
e’ = |w|

v = 2

|wl

La prima equazione ammette un’unica soluzione x = log |w|, il loga-
ritmo reale del numero positivo |wl; il membro a destra della seconda
equazione € un numero complesso di modulo 1: tale equazione ammette
una e una sola soluzione nell'intervallo —7 < y < 7 (spesso, sopratutto
per il logaritmo complesso si sceglie la convenzione Arg(z) € [0,27)
anziché considerare 'argomento principale Arg(z) € (—, 7]).

La parte immaginaria di logw ¢ anche chiamata argomento di w ed
e interpretata geometricamente come l’angolo (in radianti) tra 'asse
reale positivo e la semiretta dall’origine al punto w. Come gia det-
to, in accordo con tale definizione 'argomento ha infiniti valori che

differiscono di multipli di 27 e
log w = log |w| + jarg(w).

Restringendo 'argomento di w a intervalli di ampiezza 27 si ottengono
infinite funzioni monodrome.

Dopo aver introdotto la funzione logaritmo, e ora pitu comprensibile la
notazione esponenziale di un numero complesso, noti il suo modulo e
il suo argomento.

Le proprieta formali dei logaritmi restano valide anche nel campo com-
plesso (esse sono una conseguenza delle proprieta dell’esponenziale). In
particolare, Vz,w € C\ {0} si ha

log.(zw) = log,. z + log, w.

Quest’ultima relazione, essendo un’uguaglianza tra multifunzioni, vale
in “senso insiemistico”: se log, z e log,.w denotano l'insieme dei loga-
ritmi complessi di z e di w rispettivamente, allora 'insieme formato
sommando tutti questi elementi (un addendo del primo insieme con un

addendo del secondo) coincide con l'insieme dei logaritmi complessi di
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ZW.

Anche in questo caso, per passare dall’avere, per ogni z, infiniti loga-
ritmi all’avere infinite funzioni logaritmo, ciascuna con valore univoca-
mente determinato Vz # 0, si puo introdurre una convenzione come

fatto nel caso di {/z: si pone
fr(2) =log|z| +i(Arg(z) + 2kn) k€ Z,

chiamando logaritmo principale di z la determinazione ottenuta per
kE=0.

Oppure possiamo considerare una opportuna restrizione dell’esponen-
ziale complesso, la funzione f(2) =e*, z€e U ={z=2+iy € C: -1 <
y < m}12; essa ¢ iniettiva, e dunque invertibile in U; inoltre e* = e® e,

da cui
zelU <& |ef]=e">0carg(e’) =y € (—m,m)

e, quindi,

dom(f™) =C\ (—00,0].

O e = 0p

-

La funzione inversa di f, f~'(z) = logz ¢ detta valore principale
0, anche, determinazione principale o ramo principale del loga-
ritmo complesso. Il logaritmo principale viene spesso denotato con la
L maiuscola (Log z). Per il Teorema 2.3, log z € olomorfa in C\ (—o0, 0]

e si ha

, 1 11
(logz) = Fillog ?) = gz = berze C\ (—00,0].  (2.16)

128j noti, in questo caso, la diversa scelta dell’argomento principale.
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Osserviamo anche che il valore principale di log, z coincide con la fun-
zione reale logz per z € C\ (—00,0]NR = R* = (0, 400). In partico-
lare, log |z| coincide col logaritmo naturale di |z|.

La determinazione log z = log|z| + iarg(z), —m < arg(z) < m, z # 0,
non e continua nei punti della semiretta z = z, x < 0. Mostriamo,
per esempio, che non e continua nel punto z = —1. Consideriamo la
restrizione della funzione log z alla semiretta z = —1 + 4y, y > 0; si ha

lim (log+/1+ y?+iarg(—1+iy)) = im;

y—07t
considerando, invece, la restrizione alla semiretta z = —1 + 1y, y < 0;
si ha
lim (log V1+y? +darg(—1+ Zy)) = —iT.
y—0—

In generale, per ogni xy < 0 si ha

log |xo| 4+ im = Log zo se Im(z) >0

Z—I0

lim L =
ST {log |zo| — im se Im(z) < 0.

Ancora piu in generale, risulta che, fissato o € R, la funzione log z =
log |z| + darg(z), —a < arg(z) < a + 2w, z # 0, non ¢ continua nei
punti della semiretta z = te'®, t > 0. Ecco perché si considera spesso
la funzione log z = log |z| + iarg(z), —a < arg(z) < o + 2, z # 0, che
¢ definita (come la funzione f~!(z) inversa di e* nella striscia U consi-
derata prima) nel cosiddetto piano tagliato lungo la semiretta z = te'®,
t > 0. Naturalmente, considerando il piano complesso privato di una
semiretta uscente dall’origine, in esso sono definite infinite determina-
zioni continue del logaritmo. Per esempio, in C\ {z = (2,0), = < 0}
sono definite, appunto, la determinazione principale del logaritmo e le

determinazioni
log z = log|z| +iarg(z), (2k—1)m < arg(z) < (2k + 1),
k=0, 41, +2,...

La definizione dell’esponenziale e del logaritmo complesso permettono
ora di definire

2V =evloeez e C\ {0} eweC,
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essendo €'8* = 2 Vz € C\ {0} e log, t* = wlog.t. Anche questa
operazione non ¢ univocamente definita. Le proprieta formali delle
potenze rimangono valide (intese, sempre, in “senso insiemistico”).

Se si restringe z ai numeri reali positivi, allora log z sara reale e z* ha
un singolo valore; altrimenti, log z ¢ il logaritmo complesso e z* avra
in generale infiniti valori che differiscono di un fattore e**™ k ¢ Z:
infatti

wlog, z wllog |z|+i(arg(z)+2km)] _ e log |z|+iwarg(z)+2kmiw

€ =€

Ci sara un singolo valore se e solo se w € un intero n e allora z* puo

essere interpretato come una potenza di z o di 27!, Se w ¢ un numero
. p " : X
razionale —, allora z" ha esattamente ¢ valori e puo essere rappresen-

q
tato come /2zP.

In particolare, la funzione f(z) = 2%, a € C, definita da
2t i=et87 2 e C\ (—o0,0]

¢ detta valore principale o determinazione principale di z*. Per
il Teorema 2.2, essa ¢ olomorfa in C\ (—o0,0] e

(Za)/ — (6alogz)/ — aealng(IOg Z)/ — aza—l'

Osserviamo che il valore principale di z* coincide con la funzione reale
z% per x € C\ (—00,0)NR =R" = (0,400) e per a € R.

Valgono le stesse considerazioni fatte per il logaritmo anche per la fun-
zione radice n-esima (che puo essere riguardata come funzione z*, con

w:%):

= [ele™,

1 1 1 . 1 .arg(z)
{L/Z — on —en logz _ en (log |z|+iarg(2)) _ en log|z\ez 2

z # 0. La funzione radice n-esima ¢ una funzione a n valori e quindi
la si puo pensare come n funzioni ad un sol valore, che si ottengono

considerando, fissato o € R,

2m 2
a+—k<argz<a+—(k+1), k=0,1,...,n—1.
n n
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Osserviamo che considerando due determinazioni ottenute dando a k
valori consecutivi (per esempio h e h + 1), esse si possono prolungare
i(a+2)

con continuita sulla semiretta z = te , t > 0, ottenendo una

funzione continua di cui le precedenti sono restrizioni.

Le considerazioni e gli esempi precedenti mostrano che anche le mul-
tifunzioni possono essere analitiche se ristrette al dominio in cui sono

funzioni univoche.

Esempio 2.21. Vogliamo verificare la derivabilita della funzione radice
n-esima principale sfruttando le condizioni di olomorfia in coordinate
polari. La funzione f(z) = /z espressa in funzione di p e 6 diventa
9(p,0) = pretn, con § =Arg(z) € (—m, . Tale funzione ¢ definita in
C ma é continua in C~\ (=00, 0], quindi verifichiamo la derivabilita in

quest ultimo insieme, cioé per Arg(z) € (—m, 7). Si ha

ag 1 1 41 ;0 ag i 1
—_— = — 0N en (& —_— = — pOn e
dp n’ 90 n’

2
n

Quindi risulta che € proprio la condizione di olomorfia in

9y
20 Zpa—p,
coordinate polari, e si dimostra analogamente per le altre n — 1 deter-
minazions.
Consideriamo ora il caso n =2 e calcoliamo la derivata di f(z) =+/z

(z = pe'):

f’(z):@ —iezlp%—leige—w: 1 _ 1

€ )
dp 2 Qp%e’% 2V/z

che conferma il risultato gia trovato nella (2.14) tramite il Teorema di

deriwazione della funzione inversa.

Esempio 2.22. Consideriamo la funzione logaritmo principale di z =

pe: logz = g(p,0) = logp +i0, con § =Arg(z) € (—m, m]. Anche

questa funzione & definita in C ma & continua in C ~\ (—o0,0], quindi
verifichiamo la derivabilita per Arg(z) € (—m, 7). Si ha

dg 1 dg .

= e o =1

ap p
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0
Quindi si ha 99 _ z'pa—g, che dimostra la derivabilita della funzione
P

06

nell’insieme considerato.
Calcoliamo ora la derivata di f(z) =logz (z = pe®):

Jg _. 1 1
= —96_20 =

op pet? T

f'(z)

)

che conferma il risultato trovato nella (2.16).

3

Esempio 2.23. Sia a € R, a > 0; calcoliamo a” in senso complesso.

Sia k € Z; si ha
a® = edloge @ = 3loglal+2kmi) laf? - [COS(GI{?TF) + isin(6k7r)} =a’

(intesa in senso reale). In questo caso, quindi, 'operazione di eleva-
mento a potenza € univocamente definita e coincide con quella definita
m campo reale.
Esempio 2.24.

1 1 . 1 (T . .
i1 = 1198t — o4 (log“'“(?Hk”)) —e'5e?* £ =0,1,2,3.

9

Quindi

1 s s s s
o [ie oo ln 1% - 1%
it ={e's,ie's, —e's | —ie's };
in questo caso, cio€, l'operazione coincide con [’estrazione di radice

quarta.

Esempio 2.25.
(_1)\/5 _ eﬁlogc(—l) _ 6\/§m(2k+1)7 keZ.
Questa operazione, che non e definita in campo reale, ammette infiniti
risultatt complesst.
Esempio 2.26.

i eilogci _ ei(log\i\Jri(%Jr?km))

7 —e 27 LeZ,

quindi ’operazione ha un’infinita di risultati reali, pur non avendo

significato in campo reale.
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Osservazione 2.1. Poiché potrebbe nascere un’ambiguita sulla nota-
zione €*, con essa si intende l'immagine (univocamente definita) di z
tramite la funzione esponenziale, e mon [’operazione di elevamento a

potenza con base e.

E importante sottolineare che nella teoria delle funzioni analitiche com-
plesse tutte le funzioni trascendenti elementari possono essere espresse
tramite e* e tramite la sua inversa log z; in altre parole, c’e essenzial-

mente una sola funzione trascendente elementare.

2.7 Funzioni armoniche

Sia f = u + v olomorfa in un aperto U C C; allora f e analitica;
in particolare u, v sono di classe C? e soddisfano le equazioni di C-R:
Uy = Uy, Uy = —Uy; allora (uy), = (vy)s € (uy)y = —(vs)y €, poiché le
derivate miste sono uguali, si ha u,, + u,, = 0. Ragionando in modo

analogo si trova anche che v, + vy, = 0.

Definizione 2.4. Una funzione u € C*(U), U C R? aperto, si dice
armonica se

Ugy + Uyy = 0.

0? 0?
L’operatore — + —= ¢ detto operatore di Laplace o Laplacia-
ox?  Oy?
no'®, e viene denotato con A. Si scrive
u  0%u
Au=— +—.
4T + Oy?

Le funzioni armoniche sono dunque quelle che soddisfano ’equazione
di Laplace Au = 0.*

13Si pud definire il Laplaciano di u anche per v € C*(U) con U aperto di R™ come
somma delle derivate parziali seconde di u rispetto alle n variabili.

141 equazione di Laplace ha diversi significati fisici: per esempio, se u rappresenta la
temperatura interna di un mezzo omogeneo in equilibrio termico, in cui non ci siano pozzi
o sorgenti di calore, allora u soddisfa ’equazione di Laplace nella regione €2 occupata dal
mezzo; ancora, v puod rappresentare la concentrazione chimica di una sostanza disciolta in
un mezzo omogeneo in condizioni di equilibrio chimico; ’equazione Au = 0 rappresenta
anche una membrana elastica omogenea in posizione di riposo.
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Osserviamo che 'operatore di Laplace puo essere espresso anche tra-

o ol . .0 0
mi eglopera ori1 az (§] az
(00 1(o  aNL(o 9y
9: 0z 2 \ar ‘oy)2 \oxr oy~

Similmente

40 8_41 8+,8 1 /0 .0 N
0z 0z 2 \ 0z Zay 2 \ Oz Z@y -

Da quanto appena visto segue, dunque, che le parti reale e immaginaria

di una funzione olomorfa sono armoniche.

L’importanza delle funzioni armoniche (in due variabili) ¢ data dal fat-

to che essa ha forti legami con la teoria delle funzioni olomorfe.

Esempio 2.27. Consideriamo la funzione (olomorfa in C) f(z) = 2",
n € N. Da quanto appena mostrato risulta che le funzioni u,(x,y) =
Re(z +iy)" e v,(z,y) = Im(x + iy)", n = 0,1,2,..., sono armoniche
(infatti non sono altro che polinomi omogenei di gradon inx ey), chia-
mate armoniche elementari. ' Utilizzando la forma esponenziale

di z, risulta semplice scriverle in forma polare:

u, = Re((pe”))" = p" cos(nb)

v, = Im((pe®))" = p" sin(n#).

Sapendo che le parti reale e immaginaria di una funzione olomorfa so-

no armoniche, ¢ naturale chiedersi se anche il viceversa, in un certo

15Tali funzioni ricorrono nella soluzione in serie (usando il metodo della separazione
delle variabili) dell’equazione di Laplace nel disco con condizione di Dirichlet assegnata
sul bordo del disco.
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senso, sia vero, cioé se, data una funzione u € C*(U), U C R? aperto,
armonica, esista un’altra funzione v armonica in U tale che f = u+ v

sia olomorfa in U (o, analogamente, se esista una funzione f olomorfa

in U tale che Re(f) = u).

Vale il seguente risultato:

Proposizione 2.1. Dato un insieme aperto semplicemente connesso'

U e una funzione u € C*(U) armonica in U, esiste una funzione v
armonica in U tale che f = u+1v sia olomorfa in U; v e detta armo-
nica coniugata di u ed ¢ univocamente determinata a meno di una
costante additiva.

Partendo nuovamente dalle condizioni di C-R u, = v, e vy, = —v,
con u assegnata, cerchiamo infatti una funzione v(z,y) tale che Vo =
(—uy,uy), cioé una funzione potenziale v del campo (—u,, u,), campo
che risulta essere irrotazionale perché, per 'ipotesi di armonicita, si ha
(—uy)y = (ug)y; tale potenziale esiste in tutto U (non solo localmente)
se U e semplicemente connesso.

Detto in altri termini, data una funzione u armonica in U, risulta che
I’armonica coniugata di u esiste dato che, essendo U semplicemente
connesso, la forma differenziale (chiusa) w = —u, dz + u, dy ¢ anche

165i possono dare diverse definizioni di insieme semplicemente connesso: un dominio
D C R? si dice semplicemente connesso se ogni curva semplice e chiusa in D & frontiera
di un insieme limitato interamente contenuto in D.
Intuitivamente, date due curve qualunque contenute in D aventi gli stessi punti iniziale e
finale, ciascuna di esse puo essere “deformata con continuita” fino a sovrapporsi sull’altra
senza uscire dall’insieme (oppure una curva semplice chiusa puod essere “deformata con
continuitd” fino a ridursi a un punto senza uscire dall’insieme).
Detto rigorosamente, un insieme aperto connesso ¢ semplicemente connesso se due curve
qualunque contenute in esso, con gli stessi estremi, sono omotope (oppure se ogni curva
chiusa contenuta nell’insieme & omotopa a una curva costante).
Date due curve 1, 72 : [a,b] — C contenute in un dominio D tali che v, (a) = vy2(a) = zq €
~1(b) = 72(b) = 2 sono dette omotope se esiste una funzione continua I" : [a, b] x [0, 1] —
D tale che
1) I'(¢,0) = v1(t) e I'(¢, 1) = y2(t) Vi € [a,b];
ii) T(a,\) = 2z, e (b, \) = 2, VX € [0, 1].
In particolare, se le curve sono chiuse la ii) viene sostituita dalla condizione I'(a, ) =
~v(b,A) VX € [0,1].
Inoltre, la funzione vy : [a,b] — D definita da 7 (t) = I'(¢, \) rappresenta una curva che
al variare di A € [0,1] si deforma con continuita da 1 a -2 senza uscire da D.
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esatta in U, cioé dv = w o, analogamente, Vv = (—u,, u,). L’armonica
coniugata di u si trovera allora con i metodi usuali che permettono di

calcolare una funzione potenziale.

2.8 Curve nel piano complesso

Come sappiamo, si puo definire una curva nel piano (in R?) come coppia
(7, 1) formata da un sottoinsieme y di R? e da una funzione r : [ — R?,
r(t) = (x(t),y(t)), t € I, continua in I, tale che r(I) = ~. Dal punto
di vista cinematico, una curva puo essere pensata come un insieme di
punti del piano (precisamente, una successione di punti ordinati con
continuita dai valori crescenti di un parametro) in cui una particella e
libera di muoversi con un grado di liberta; ~ ¢ il sostegno, o immagi-
ne, o supporto, della curva, e r la sua parametrizzazione. Uno stesso
sottoinsieme di R? puo essere ottenuto con diverse parametrizzazioni.
Per questo motivo, introdotta la definizione di curve equivalenti, tal-
volta viene chiamata curva una classe di curve equivalenti (si verifica
che la relazione di equivalenza fra curve ¢ una relazione d’equivalen-
za: riflessiva, simmetrica e transitiva). Ricordiamo che due curve -,
di parametrizzazione ry : I = [a,b] — R? e 7o, di parametrizzazione
ry: 1 = [a, f] = R si dicono equivalenti (71 ~ 72) se esiste una corri-
spondenza biunivoca ¢ : I — I continua e strettamente crescente tale
che ro(7) = 11(p(7)) V7 € I.

Una curva in C (o arco di curva continuo o cammino nel piano

complesso) € una funzione continua da un intervallo / C R in C
y:ICR—=C, t—~(t)=uaz(t)+iy(t)

(anche qui si identifica C con R?). Alcuni testi chiamano cammino
la funzione v e curva l'immagine di I tramite 7, ovvero il sostegno
{7(t) € C:t e I} (altri il viceversa).

Le curve in C sono dunque funzioni di variabile reale, a valori comples-
si, aventi componenti x(t) e y(t), t € I, continue.

Si possono cosi definire le curve rettificabili di lunghezza (), le curve
semplici, chiuse, di Jordan, di classe C*, regolari e regolari a trat-
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ti. In particolare, la curva «y ¢ regolare se v ¢ di classe C* e +/(t) =
2/(t) + iy’ (t) # 0Vt € I, cioé se (2/(t),y/(t)) # (0,0) Vt € I (si veda
9]); v si dice regolare a tratti se I puo essere suddiviso in un numero
finito in intervalli su ciascuno dei quali 7 € regolare. La retta tangente
a (t) in un punto zg = y(ty) ¢ z(t) = v(to) ++'(to)(t — to), t € R.

Le curve non chiuse vengono anche chiamate archi. Le curve chiuse e
regolari a tratti sono dette, talvolta in alcuni contesti, circuiti.
Precisiamo che quando si parla di curve chiuse, se non viene specifi-
cato diversamente si intende che la curva sia semplice; anche il verso
di percorrenza e sottinteso: si intende sempre che una curva chiusa sia

percorsa in verso antiorario (verso positivo).

2.9 Mappe conformi

Siavy: I CR — C, I CR, una curva regolare contenuta in un aperto U
di C, esia f : U — C continua in U. Allora l'equazione w(t) = f(y(t))
definisce una curva w : I — C, che non ¢ altro che I'immagine (o la
trasformata) della curva 7 tramite la funzione f.

Supponiamo ora che f sia olomorfa in U e, in particolare, nel punto
20 = (to), to € I, si abbia f’(z9) # 0. La curva v passa, dunque,
per zp e la curva w passa per wy = f(z0). Essenso f'(z9) # 0, dalla
regola della catena si ottiene w'(ty) = f'(z0)7 (to) # 0; quindi la curva

w ammette una tangente in wy, la cui direzione sara data da

arg(w'(to)) = arg(f'(20)) + arg(+'(to)) # 0

(il prodotto di due numero complessi non nulli ha per argomento la
somma degli argomenti). Poiché arg (w'(ty))— arg (7'(to)) non dipen-
de da  ma solo da f’(zp) # 0, I'ultima relazione stabilisce che 1’angolo
fra la direzione tangente a v in zy e quella tangente a w in wy € indipen-
dente dalla curva . Per questa ragione, curve regolari che passano per
zp e tangenti fra loro vengono trasformate, tramite f, in curve regolari
con tangente comune in wy. Inoltre, curve regolari che si intersecano
in zp formando un dato angolo in zy sono trasformate in curve regolari

che formano il medesimo angolo, sia in ampiezza che verso.
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Una funzione f : U — C che preserva gli angoli (in ampiezza e orienta-
zione) tra i versori tangenti di ogni coppia di curve regolari in un loro
punto di intersezione e detta trasformazione o mappa conforme.
Una trasformazione che lascia invariate le ampiezze degli angoli ma non
necessariamente il verso si dice trasformazione isogonale. In base a

quanto appena detto, vale la seguente

Proposizione 2.2. Se f : U — C, U C C aperto, ¢ olomorfa in U e

f'(z) #0 per z € U, allora f é una trasformazione conforme.

Osserviamo che, nei punti critici di f(z), arg(f’(z0)) = arg(0), quindi
I’angolo di cui verrebbero ruotate le curve tramite la trasformazione e
indeterminato.

Ora, poiché

i PO S

2wz |z — 2 01
questo significa che un qualunque piccolo segmento con un estremo in
Zp e, al limite, nella trasformazione, contratto o dilatato di un rappor-
to |f'(z0)|, cioé, la variazione di scala effettuata dalla trasformazione
w = f(z) nel punto 2, € indipendente dalla direzione. Naturalmente
questo cambiamento di scala, in generale, varia da punto a punto.
Viceversa, la preservazione degli angoli tramite una funzione f in z,
sia in ampiezza che in verso, implica Uesistenza di f'(z). Cioé, vale la
seguente proposizione (che ¢ anche una definizione di trasformazione

conforme).

Proposizione 2.3. Sia f : U — C olomorfa in U. Allora f'(z) # 0,
z e U, se e solo se f e una trasformazione conforme in U.

Osserviamo che per introdurre le mappe conformi siamo partiti dalla
loro proprieta geometrica di preservazione degli angoli e abbiamo poi
enunciato la Proposizione 2.2; saremmo potuti partire da quest’ultima
assumendola come definizione di trasformazione conforme (una funzio-
ne [ olomorfa in un aperto U e tale che f'(z) # 0 in U ¢ detta mappa
conforme) per poi fare le seguenti osservazioni.

Come abbiamo visto, a una funzione f : U — C, U C C aperto, olo-

morfa rimane associata una funzione a valori vettoriali F : R? — R?,
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F(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) tale che |J(F)| = |f(2)|?*; se ora guardiamo
F non come campo vettoriale piano ma come trasformazione di coordi-
u=u(z,y)

= v(z,y),
di classe C''(U) affinché sia almeno localmente invertibile (e quindi pos-

nate (x,y) € U, la condizione naturale da imporre a F

sa essere vista come un cambio di variabili in R?) ¢ che |J(F)| # 0; se F
“proviene” da una funzione olomorfa la condizione & proprio f'(z) # 0.
Ecco perché dal punto di vista geometrico risultano interessanti le fun-
zioni olomorfe in un aperto che hanno derivata diversa da zero.

In base al Teorema di inversione locale!” una trasformazione conforme
f U — C e un diffeomorfismo locale: ¥V z € U esiste un intorno di z
in cui f & invertibile, con inversa di classe C' (si dice anche che una
mappa conforme ¢ localmente biunivoca e biolomorfa).

L’importanza delle mappe conformi e legato all’aspetto analitico per il
fatto che esse conservano la proprieta di una funzione di essere armo-
nica,'® e questo consente di avere una strategia per risolvere il pro-
blema di Dirichlet per il Laplaciano in un dominio piano: cercare
u € C?*(Q) N C(Q) tale che

Au =0 in 2
u=gq su 0N

dove 2 C R? & un dominio limitato e g € C(99Q) ¢ assegnata. Essendo
note le formule risolutive esplicite quando €2 ¢ un cerchio o un semi-
piano, per risolvere esplicitamente il problema del Dirichlet-Laplaciano
su piu domini possibili e utile conoscere quante piu possibili mappe
conformi che trasformino il cerchio o il semipiano in altri domini.

A tale scopo enunciamo il

177] Teorema di inversione locale afferma che: Sia f: A — R™, A aperto di R"; se
i) fell(A),
it) xo € A é tale che |Jf(xo)| # 0, allora esistono un intorno V' di xo e un intorno W di
Yo = f(zo) tali che:
1) f & una corrispondenza biunivoca tra V e W;
2) detta g : W — V UVinversa di f (ristretta a V), si ha g € C*(W) e, se x = g(y),
|Jo(y)| = [Jr(x)]™" (formula che generalizza la formula per la derivata di funzioni inverse
per funzioni reali di variabile reale).
Se f € C*(A), A aperto di R™, con B =Im(f) e |Js(x)] # 0 Vx € A, allora f & un
diffeomorfismo locale di classe C' tra A e B.

8Si veda, per esempio, [2], pag. 242.
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Teorema 2.7 (della mappa di Riemann). Un qualunque insieme U C
C aperto semplicemente connesso (che non sia C), esso é biolomorfo
al disco aperto unitario B1(0) = {z € C: |z| < 1}.

Il teorema precedente afferma cioé che esiste una mappa conforme che
trasforma un aperto semplicemente connesso del piano nel disco unita-
rio, cioé una funzione f : U — B;(0) tale che le trasformazioni indotte

dalla funzione f e dalla sua inversa f~! sono conformi.

Un altro aspetto interessante e che la trasformazione conforme F' :
R? — R? associata ad una funzione olomorfa f(z) fornisce una visualiz-
zazione delle sue proprieta (cosi come le proprieta di una funzione reale
vengono ben visualizzate mediante il suo grafico). Piu precisamente,
risulta essere particolarmente fruttuoso lo studio della corrispondenza
fra curve indotta dalla trasformazione conforme considerata. Le speci-
fiche proprieta della funzione f(z) possono essere descritte studiando la
famiglia di curve in cui sono trasformate alcune curve particolarmente
semplici.

Spesso conviene studiare le immagini delle rette x = xg e y = yo; posto
f(z) = u(z,y) + w(x,y), 'immagine di x = 7 ¢ data dalle equa-
u = u(o, y)
v = v(zo,Yy)
essere eliminato o mantenuto a seconda dei casi); analogamente, 1'im-
u = u(z,yo)

v =v(z,y0);
insieme, queste curve immagine formano una rete ortogonale nel piano

zioni parametriche (y agisce come parametro e pud

magine di y = yy ¢ determinata dalle equazioni prese

w = f(z). Analogamente, si possono considerare le curve u(x,y) = ug
e v(z,y) = vy nel piano z. Anch’esse sono ortogonali e sono chiamate
le curve di livello di u e v.

In altri casi puo risultare piu conveniente usare coordinate polari e stu-
diare le immagini di cerchi concentrici nell’origine e dei raggi uscenti

dall’origine.

Esempio 2.28. Consideriamo la funzione f(z) = 2%; essa ¢ olomorfa

inC e f'(z) #0 in C~{0}. Ogni zg # 0 ammette un intorno in cui
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la funzione ¢é invertibile (I’invertibilita e solo locale, non globale).

2 —y? ev = 2xy; le curve di livello u = uy sono

In questo caso u = x
delle iperboli equilatere con asintoti le bisettrici degli assi, mentre le
curve di livello v = vy delle iperboli equilatere che hanno per asintoti
gli assi coordinati; esse sono ortogonali fra loro (e sono rappresenta-
te nella figura sottostante): infatti, posto g(x,y) = x* — y* —ug e
h(z,y) = 2zy — vy, si ha Vg = (2z,—2y) e Vh = (2y,2x), da cui
< Vg,Vh >=0.

2

v

L’immagine di * = xg é u = x% — w2 © tmmagine di y = yo €
x
v? ’

u=—y2+ — . Entrambe le famiglie di curve rappresentano parabole

o Awg o o
con il fuoco nell’origine i cui assi sono diretti, rispettivamente, lungo
la direzione negativa e positiva dell’asse u, come mostra la figura.

85



La loro ortogonalita e ben nota dalla geometria analitica; infatti, cer-
chiamo le intersezioni tra le due parabole nel prano uv:

2 2
v v
2 2
U =Ira— ——= U =rqa — ——
O 43 O 4a? {szg_yg
2
v 1 1 U2:4LIZ22
_ 2 2 .2 2 0Yo-
U= — — V| — +-——=| =Y+
o (41/3 4363) o

In tali punti di intersezione (x3 — y2,+2x0yo), effettivamente, si ha
v v? v
_ 2 _ 2 _
(posto g(u,v) = u—x0+4—$(2) e h(u,v) = u+ys— 4_y(2))r Vg = (17 2_a73>
2

th:(1,—L),dacui<Vg,Vh>:1— =0.

25 4y}
Esempio 2.29. Facciamo un esempio riferito alla fluidodinamica. So-
no dette linee di flusso le linee tangenti al gradiente di un cam-
po vettoriale. Consideriamo il campo vettoriale di velocitd u(z,y) =
(ul(:v,u),ug(a:,y)) che caratterizza il moto piano di un fluido incom-
pressibile (che puo, cioé, essere considerato a densita costante): co-
nosciamo quindi la velocita di ogni particella di fluido che occupa la
posizione (x,y) nel piano; in questo caso, quindi, la linea di flusso
rappresenta lo spostamento della particella di fluido: € una curva che

risulta sempre tangente al vettore velocita. Se il moto é stazionario
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(cioé la velocita del fluido varia da punto a punto ma rimane costante
nel tempo in ogni singolo punto) allora le linee di flusso coincidono con
le cosiddette linee di corrente, cioé con le traiettorie delle particelle.
Consideriamo ora la forma differenziale wy = —us dx+uy dy, con cam-
po vettoriale associato v .= (—ug,u1), dove uy, uy sono le componenti
del campo delle velocita u'?; la condizione di incompressibilita (o in-

BTN . . . Ouy Ouy .,
comprimibilita) del fluido ¢ data da div(u) = s + ol 0, cioé
T Yy
Ouy  Ouy . o : -
a ——— = —— che, in questo caso, coincide col dire wy € chiusa, e
oy ox

quindi almeno localmente esatta. La funzione potenziale U(x,y) tale
che dU = w; (cio€ tale che VU = v) ¢ detta funzione di corrente e
le sue linee di livello U(x,y) = ¢ si chiamano, appunto, linee di flusso
o di corrente: in ogni punto u e tangente alla linea di flusso passante
per quel punto. L’introduzione della funzione di corrente U (che si de-
finisce per i fluidi incomprimibili) é comoda perché si ha una funzione
scalare (funzione della sola posizione (z,y)) legata alle componenti del
vettore velocita, che permette di avere una immediata visualizzazione
del moto del fluido (flusso) tramite le curve U(z,y) = c.

In certi casi la velocita del fluido puo essere espressa come gradiente di
un potenziale. Mentre la funzione di corrente U esiste solo per fluidi
incomprimibili (con div(u) = 0) che mantengono costante la densita,
per i cosiddetti fluidi irrotazionali (non vorticosi, nei quali una parti-
cella, muovendosi lungo il moto, non ruota attorno a un asse passante
per il suo centro di massa), cioé tali che rot(u) = 0, si puo defini-
re un’altra funzione scalare V.= V(z,y) detta potenziale di velo-
cita, tale che VV = u. Consideriamo anche la forma differenziale

wy = uy dx + uy dy*; essendo il moto del fluido irrotazionale, essa ¢

. . Ouy Ouy T .
chiusa risulla — = —— (quindi, in tal caso uy e uy sono armoni-

y ox

che coniugate e la funzione f(x,y) = us(x,y) + iuy(z,y) € olomorfa),

e quindi il potenziale di velocita V' é la funzione potenziale di wo; le

191 integrale f’y w1, dove v € una curva chiusa, semplice, regolare a tratti e percorsa in
senso antiorario, rappresenta la differenza tra la quantita di fluido uscita e quella entrata
nell’'unita di tempo nell’interno racchiuso da v, detto flusso di fluido attraverso ~.

201 ’integrale f’y w2, dove v € una curva chiusa, semplice, regolare a tratti e percorsa in
senso antiorario, rappresenta la circuitazione del campo u lungo ~.
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sue linee di livello sono dette linee equipotenziali e sono ortogonali
alle linee di flusso in ogni punto di intersezione. Dunque, le famiglie
di curve U(z,y) = ¢ e V(z,y) = k costituiscono, appunto, una rete

ortogonale nel piano xy.
Risulta che AV = div(VV') = div(u) = 0, quindi V' é armonica. Inol-
, , Ous  Ouy

tre, dato che AU =div(VU) = div(v) = e + e 0, anche U
¢ armonica. La funzione F(z) = F(x +1iy) = V(z,y) +iU(x,y) é
detta potenziale complesso; essa ¢ olomorfa dato che il fluido é in-
compressibile e dato che rot(u) = 0 (il moto ¢ irrotazionale), e quindi
anche Ve U sono armoniche coniugate.

Risulta che ogni potenziale complesso f = V + iU, olomorfo in un
aperto del piano complesso, definisce univocamente un moto piano sta-
zionario di un fluido incomprimibile e irrotazionale nella regione aperta
del piano in cui V e U sono, rispettivamente, il potenziale di velocita
e la funzione di corrente. La prima figura nell’Esempio 2.28 rappre-
senta proprio le linee di flusso e le linee equipotenziali del potenziale

complesso f(z) = 22

Esempio 2.30. Consideriamo la funzione f(z) = e*; essa é olomorfa
inCe fl(z) =e*#£0VzeC, quindi f é conforme in tutto il piano
complesso.

In tal caso u = e*cosy e v = e*siny. Fissato zyg = xo + 1yg € C, la

retta orizzontale in C passante per zg € data da

x(t) =t

mn(t) =t + iy, =
' {y<t> = Yo, te R7

mentre la retta verticale in C passante per zy ¢ data da

z(t) = xg
y(t) =t,

La funzione €* trasforma la retta orizzontale nella semiretta uscente

’72(t)=$o+it:{ teR.
dall’origine di coefficiente angolare tan yq:

x(t) = e cosyp

FOn(6) = F(t-igo) = 790 = e (cos o-+isin yo) = { = et
y(t) = e’ sin yo,
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t
da cui y_t) = tanyy. La retta verticale, invece, viene trasformata da
x

f nella circonferenza di raggio e*°:

x(t) = e™ cost

f(12(t)) = f(zo+it) = e*t = ™ (cost+isint) = { -
y(t) = e™sint,

che e, appunto, la parametrizzazione di una circonferenza di raggio e*°

e centro nell’origine.

w2 N
\ Yo \
7kd 2
0 X0 ’
2\
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f(2) f(z0)
(7N
. X
O e0 ‘\

Le rette vy, e 2 sono ortogonali e vengono trasformate da f in curve

ortogonali.

2.10 Integrali curvilinei complessi

Molte proprieta delle funzioni olomorfe possono essere dedotte con 'a-
iuto di integrali lungo curve nel piano complesso.

Siano f : U — C, U C C aperto, una funzione continua, e 7y : [a,b] — C
una curva regolare (la definizione potra poi essere estesa anche a cur-
ve regolari a tratti) contenuta in U. Consideriamo una suddivisione
D = {to, t1, ..., } dell'intervallo [a,b], a = tg < t; <ty < ... < t,, = b;
la quantita

|D| := max{(t; —ti—1)}

1<i<n
e detta ampiezza della suddivisione. Dalla suddivisione D si ottengono
n curve ; : [ti—1,t;] — C, di estremi y(¢;_1) e y(¢;). Per ciascuna di
esse, scelto un arbitrario 7; € [t;_1,t;], esso individua un punto (7;)

sul sostegno di 7;. Fissati la suddivisione D e I'insieme di punti {7},

90



definiamo la somma di Riemann
D {Tl} f Z f Tz z V(tlfl))'

Teorema 2.8. Siano f : U — C, U C C aperto, una funzione conti-
nua, v : [a,b] — C una curva regolare contenuta in U e S(D,{r}, f)
la somma di Riemann appena definita. Allora esiste un unico numero
complesso J(f), detto integrale di f lungo la curva v e denotato

/7f(2) dz

tale che, per ogni € > 0 esiste 0 > 0 tale che, per ogni suddivisione
D = {to,t1,....,tn} con |D| < 6(g) e per ogni scelta dei T; € [ti—1,t;],
1 <i<n, st abbia

con

< E.

F@&ﬁhﬂ—ﬁf@dz

=Aﬂawzlﬂmmwwa

Il teorema appena enunciato afferma allora che le somme di Riemann

Inoltre, definiamo

della funzione f, relative a D e {r;}, convergono a J(f) per n — oc.
Le parti reale e immaginaria di J possono essere identificate con inte-
grali curvilinei (reali), cioé I'integrale f; F(y(t))v'(t) dt della funzione
complessa f(7(t))7' (t) = g1(t) + ig2(t) nella variabile reale t va inteso

/abgl(t) dt+z’/abgg(t) dt,

cioé come somma (complessa) di due integrali (reali).
Osserviamo che, posto (t) = x(t)+iy(t) e f(z+iy) = u(z, y)+iv(z,y),
si ha

come

S @)y (t

~—

= (u(@(t),y(1)) + iv(z(t), y(1))) («'(t) + iy (1))



da cui

‘Aﬂadm:lwwmwy@dﬁ:lwm—v@+¢ﬁmm+u@,

cioé: il calcolo dell’integrale di una funzione complessa f lungo una
curva 7y nel piano complesso puo essere ricondotto al calcolo di integrali
lungo ~ di forme differenziali lineari (integrali curvilinei di seconda
specie) che hanno per componenti le parti reale e immaginaria di f(z).
L’integrale curvilineo di f lungo « (o sul cammino 7y) viene denotato

anche nei seguenti modi:
v(b)
[ o (2) d.
gl v(a)

Come gia anticipato, la definizione di fv f dz si generalizza facilmente
anche a curve regolari a tratti.

Vediamo quali sono le proprieta fondamentali dell’integrale di funzioni
complesse.

1) Linearita (rispetto alla funzione integranda): se f e g sono funzioni
continue su una curva <y regolare a tratti, allora Va, 5 € C si ha

(AWf+ﬁde—aLfdz+6Agdz

2) Additivita (rispetto al cammino di integrazione): per ogni coppia
di curve 1 : [a,b] — C, 75 : [b,c] — C regolari a tratti e tali che
7(b) = 72(b) si ha

lwwf@:iLfd%ﬁAfdz

3) Invarianza rispetto a cambi di parametro che non cambiano l’orien-

tazione: se y; e 9 sono due qualunque curve equivalenti si ha

AfM:LfM

mentre, se y; € 7 sono due qualunque curve opposte si ha

Afﬁz—éf@.
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Inoltre, dalla disuguaglianza triangolare segue che

|S(D7 {Ti}vf Zf Tz z 7(752—1))

< Z NI (t) = ~(tiea))|

< max | f(y |Z”V ’<max|f( )] 1),

t€la,b]

da cui per n — oo si ottiene la seguente stima dell’integrale

/Wf(z) dz

con M = maxycpy | f(7(t))| (M ¢ ben definito essendo f continua, e

< M i(y), (2.17)

7 & rettificabile essendo di classe C'). La stima (2.17) & chiamata di-

suguaglianza di Darboux. Essa puo essere ricavata direttamente anche

i

/|f |dt<M/ Y (8)] dt = M 1(7).

Vale anche la seguente proprieta: data una successione di funzioni con-

usando la definizione di integrale curvilineo:

tinue f, : U — C, U C C aperto, e una curva ~ regolare a tratti
contenuta in U, se f,(z) converge uniformemente a f(z) per z € 7,
allora e lecito passare al limite sotto il segno di integrale:

/f == lim [ 1(2) 2

n—oo

Piu in generale, se f(z,v) converge a f (z) uniformemente in z per

v — 1y, allora

/f(z) dz=lim | f(z,v)d=.

v—rg v

Esempio 2.31. Calcoliamo [’integrale fﬂ/ f(2)dz dove v ¢ larco di
parabola z(t) =t +it?, t € [0,1] e f(2) =

1 1 1
f(z)dz:/ (t+it2)(1+2it)dt:/ (t—2t3)dt+3z'/ t2dt = 1.
Y 0 0 0
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Esempio 2.32. Consideriamo la curva v(t) = re, t € [0,2x], che
parametrizza la circonferenza di centro l'origine e raggio r, percorsa

una volta in senso antiorario. Calcoliamo

27 27 27
j{E dz = / rettriedt = irQ/ e teldt = 2'7“2/ dt = 27ir?.
v 0 0 0

Esempio 2.33. Consideriamo la circonferenza v(t) = a + re, t €
0,27], e f(z) = (2 — a)", dove n é un intero arbitrario. Si ha v'(t) =
=7

ire' e f(y(t))

Y
27 2
/(z —a)" dz = / re™ irettdt = r"“i/ !t gt
Y 0 0

Sen # —1 si ottiene

neint - applicando la definizione di integrale di f lungo

pi(n+1)t 2

n+1

/(z —a)" dz = r"t!
v

0

essendo [’esponenziale periodico. Per n = —1 st ha

1 2
/ dz:i/ dt = 2mi.
,YZ—CL O

Compattando questi due risultati si ottiene che le potenze intere di z—a

possiedono la sequente proprieta di ortogonalita:

—1
/(z—a)”dz: 0 | sen #
. 2wy sen = —1.

2.11 Funzioni primitive
D’ora in avanti indicheremo con O(U) 'insieme delle funzioni olomorfe

in un dato insieme aperto U.

Definizione 2.5. Sia U C C aperto e f : U — C continua in U. Una
primitiva di f in U é una funzione F € O(U) tale che F'(z) = f(2)
VzeU.
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In genere si considerano funzioni definite in un dominio D. Infatti, se
f € definita in un aperto connesso e F' ¢ una primitiva di f, tutte e
sole le primitive di f sono della forma F(z) + k, k € C (cioe F, se
esiste, & unica a meno di una costante additiva). Infatti, se F(z) e
una primitiva di f(z) nel dominio D, la funzione F'(z) + k ¢ ancora
una primitiva. D’altra parte, se G(z) € O(D) e G'(z) = f(z), si ha
(F(z) — G(z))/ = 0. Allora F(z) — G(2) ¢ localmente costante su D
e, essendo D connesso, dal Teorema 2.5 segue che essa e costante (& lo
stesso ragionamento che si fa per dimostrare che le funzioni potenziali
di una forma differenziale lineare definita in un aperto connesso sono

uniche a meno di una costante additiva).

L’olomorfia & condizione necessaria per 'esistenza di primitive:

Proposizione 2.4. Sia f: U — C, U aperto di C. Se f(z) ammette

primitive in U, allora ¢ olomorfa in U.

Dimostrazione. Se F(z) ¢ una primitiva di f(z) in U, allora per de-
finizione essa ¢ olomorfa in U (e quindi anche di classe C*(U)), e

F'(z) = f(2). Quindi f(z) ¢ olomorfa in U. O

Teorema 2.9 (Teorema fondamentale del calcolo integrale per funzioni
complesse). i) Siano D C C un dominio e f : D — C continua. Se F
¢ una primitiva di f in D ey : [a,b] — C é una curva regolare a tratti

con sostegno contenuto in D, allora
[ 1z dz = Fow) - P,
”
In particolare, se vy € una curva chiusa

/7 (=) dz = 0.

Dimostrazione. Si ha
[r@az= [ sawpwa= [ Lraw) i = Fam)-Fo@),

che si trova subito separando F'((t¢)) nella sua parte reale e imma-

ginaria (e ottenendo cosi la somma di due integrali di una funzione
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di variabile reale) e applicando il Teorema fondamentale del calcolo
integrale in R. O

Osserviamo che la dimostrazione del teorema precedente ¢ simile a
quella del teorema che afferma che 4l lavoro di un campo vettoriale
conservativo lungo una curva é uguale alla differenza di potenziale agli

estremsi della curva.

Esempio 2.34. Calcoliamo l'integrale proposto nell’Esempio 2.31. Ora,

anziché usare la definizione di integrale, sfruttiamo il Teorema fonda-
2

mentale del calcolo: essendo F(z) = - une primitiva di f(z) = z in
tutto C, si ha
(1+1)?

[ #dz = Pl - Foo) = S5 —0 =i

Esempio 2.35. Consideriamo f,y 2"dz, n # —1, dove v ¢ la circonfe-
renza di centro O e raggio R. Dai calcoli fatti nell’Esempio 2.33 (con

a = 0) sappiamo che il valore dell’integrale ¢ zero. Infatti, essendo
n+1

la funzione F(z) = 7 una primitiva di f(z) = 2" in C {0} ed

essendo v C C ~\ {0} chiusa, integrale assegnato é nullo. Questa
conclusione qui seque dall’applicazione del Teorema fondamentale del
calcolo integrale in C e non dal calcolo diretto (che usa la definizione
di integrale curvilineo) utilizzato nell’Esempio 2.33.

Esempio 2.36. Consideriamo ora f7 f(2)dz dove vy ¢ la circonferen-

za di centro O e raggio R e f(z) = —; tale funzione é definita in

N |

C ~{0}. La funzione F(z) = logz é una primitiva di f, ma nell’in-
sieme D = C ~\ (—o00,0] (semplicemente connesso). Poiché D non
contiene vy, il Teorema 2.9 in questo caso non si puo applicare.

Inoltre abbiamo wvisto nell’Esempio 2.33) che [l'integrale fwidz vale

2mi % 0.
_ T — 1y x
Osserviamo che f(z) = S = m e, posto u(x,y) = 22 1+ o2 €
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v(z,y) = TR la forma differenziale w = v(x,y)dx + u(z,y) dy

e il famoso esempio di forma differenziale chiusa ma non esatta in
R2\ {(0,0)} (si veda, per esempio, [9]).

L’esempio precedente mostra che I'olomorfia (& una condizione neces-

saria ma) non € una condizione sufficiente per l'esistenza di primitive.

1

Infatti f(z) = — ¢ olomorfa in C \ {0} ma non ammette primitive in
z

tale insieme.

Abbiamo osservato pero che f ammette una primitiva nell’insieme

(semplicemente connesso) C \ (—o0, 0].

In effetti, vale il

Teorema 2.10. Se D C C ¢ semplicemente connesso e se f € olomorfa

D, allora f ammette una primitiva in D.

Talvolta questo teorema ¢ chiamato Teorema della primitiva globale,
per distinguere questo risultato da quello locale: data f olomorfa in un
dominio D, essa ammette primitive in ogni sottoinsieme semplicemen-
te connesso di D o, analogamente, una funzione olomorfa in un aperto
ammette una primitiva “locale”, definita in un intorno di un punto in
cui la funzione e olomorfa.

Il teorema globale di esistenza della primitiva in generale e falso nei

domini molteplicemente connessi (che incontreremo piu avanti).
Per quanto riguarda la proprieta di semplice connessione del dominio
D, in particolare, si ha il

Corollario 2.11. Un dominio D C C e semplicemente connesso se e

solo se ogni funzione f olomorfa in D ammette una primitiva (olomor-

fa) in D.

Sulla base di queste considerazioni possiamo sottolineare un’altra diffe-

renza tra il caso reale e il caso complesso: in analisi reale una funzione

97



continua e dotata di primitive e puo non essere derivabile; in anali-
si complessa una funzione che ammette primitive ¢ necessariamente

olomorfa; inoltre, essa puo essere derivabile in un aperto senza avere

1
primitive in quell’aperto (come accade per la funzione f(z) = —).
z

Anche in campo complesso si dimostra che vale la regola della integra-

zione per parti:

/ F(2)d'(2) dz = (=) g(2), — / (2) g(2) de.

Il problema delle primitive complesse puo essere formulato anche dal
punto di vista delle forme differenziali lineari. Infatti, se f =u + v e
olomorfa in D e se D C C & semplicemente connesso, dalle condizioni di
C-R segue che le forme differenziali u dx — v dy e v dx + u dy associate a
f(2) sono chiuse (il rotore dei campi vettoriali F = (u, —v) e F = (v, u)
associati a tali forme differenziali ¢ nullo), e quindi esatte, in D. Ma
allora, V zg, z € D l'integrale curvilineo di f(z) lungo una curva con-
giungente zp e z non dipende dal cammino percorso ma solo dai punti
iniziale e finale e, dunque, fissato zg, la funzione F(z) = fzzo f(w) dw
¢ una primitiva di f(z) (una funzione potenziale per le forme diffe-
renziali), dove [ f(w)dw (o anche f%zw) f(w) dw) denota I'integrale
curvilineo di f lungo una qualunque curva (7)) avente punto iniziale

zp assegnato e punto finale z qualunque.

Anche la proprieta appena descritta fa parte del teorema fondamentale
del calcolo integrale in C:

Teorema 2.12 (Teorema fondamentale del calcolo integrale per fun-
zioni complesse). i) Siano D C C un dominio, f : D — C continua e
20 € D; denotiamo con 7, ) una curva semplice regolare a tratti con
punto iniziale zy e punto finale z.

Se, Vz € D e per ogni coppia di curve ¥ ey semplici e regolari a tratti
con punto iniziale zg e punto finale z si ha

L Sw) = / f(w) duw,

(20,2 (20, 2)
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allora la funzione

¢ una primitiva di f in D.

Ritorniamo alle curve equipotenziali di cui abbiamo parlato nell’E-
sempio 2.29: sia F(z) una primitiva di f(z) in D e supponiamo che
f(2) non si annulli in D; se F(z) = F(xz +iy) = V(z,y) +iU(x,y) e
f(z) = f(z+iy) = u(z,y) +iv(z,y), dalle espressioni della derivata di
F siricava F'(z) = V,+iU, = U, —V, e, imponendo che F'(z) = f(2),
si ha V, +1iU, = U, —1iV, = u+iv, dacui VU = (v,u) e VV = (u, —v).
Questo ci dice che U e V sono i potenziali, rispettivamente, dei campi
(v,u) e (u, —v); le curve equipotenziali v, e v definite dalle equazioni
implicite (ricordiamo che f(z+iy) = F'(x+iy) # 0in D) U(x,y) = ce
V(z,y) = k non si intersecano necessariamente ma, negli eventuali pun-
ti di intersezione x = xy e y = yo, poiché VU (xg, yo) € ortogonale a vy, e
V'V (xg,yo) & ortogonale a e, risulta che (VU (zo,y0), VV (20, y0)) = 0.
Risulta, cioé, che le curve equipotenziali dei potenziali U e V' sono mu-

tuamente perpendicolari nei punti in cui si intersecano.
Il seguente teorema fornisce un criterio per stabilire se una funzione e
olomorfa:

Teorema 2.13 (di Morera). Sia D un dominio di C e f continua in

D. Se
}{f(z) dz =0

per ogni curva chiusa vy regolare a tratti con sostegno contenuto in D,

allora f ¢ olomorfa in D.

Forniamo due dimostrazioni: una si rifa alle proprieta delle forme dif-
ferenziali;?! laltra ¢ costruttiva: viene definita una primitiva F' di f,

2'In genere, nella maggior parte dei testi vengono considerate forme differenziali linea-
ri con campo vettoriale associato di classe C'* nel dominio di definizione. Vale, perd, il
seguente risultato (per forme differenziali soltanto continue nel dominio): una forma dif-
ferenziale w continua su un dominio D é esatta se e solo se fvw = 0 per ogni curva y
chiusa, semplice, regolare a tratti contenuta in D. Come curve chiuse si considerano quasi
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che ¢ proprio quella che compare nel Teorema 2.12.

Dimostrazione. Sia zg € D e B,(z), r > 0, interamente contenuto
in D. Supponiamo che per ogni curva chiusa v regolare a tratti con

sostegno contenuto in B, (z) si abbia fw f(2)dz =0, cioé

j{(udx— vdy) + zj{(vdx +udy) =0.
8! 2!
Allora deve essere ¢ (udr — vdy) = 0 e § (vdr + udy) = 0, da cui
segue che le forme differenziali udx — vdy e vdr + udy sono esatte
in B,(z). Per definizione, esiste dunque una funzione potenziale per
ciascuna delle due forme differenziali, e questo equivale a dire che f(2)
e dotata di primitive in B,(z), e quindi e olomorfa in tale disco; per

Iarbitrarieta di zg, f risulta olomorfa in tutto D. O

L’importanza del Teorema di Morera ¢ che esso da una caratterizza-
zione delle funzioni olomorfe e non richiede la semplice connessione del
dominio di definizione.

La seconda dimostrazione ¢ la seguente:

Dimostrazione. Fissato zy € D, consideriamo la funzione definita

F(z):/zf(w)dw, z € D;

F : D — C e ben definita: infatti gli integrali fv f(w)dw dipendono,
20,2

per ipotesi, solo dal punto iniziale e dal punto finale. Siano, infatti, v,

e 7o due curve qualunque contenute in D con punto iniziale z; e punto

finale z, e definiamo la curva chiusa [I' = v; U —7y; allora si ha

Oz/rf(z)dz:/hf(z)dz%— VZf(z)dz:/mf(z)dz—/wf(z)dz.

Inoltre, F'(z) & olomorfa e si ha F'(z) = f(z) in D, cioé F(z) & una

primitiva di f(z). Infatti, dato z € D, esiste una bolla B,.(z), r > 0,

sempre delle poligonali, spesso con i lati paralleli agli assi perché cio equivale a conside-
rare un intorno rettangolare del punto zo € D fissato. Inoltre, la conclusione vale anche
nel caso in cui la curva non sia semplice: se ci sono delle autointersezioni, infatti, si puo
spezzare « nell’'unione di un numero finito di curve chiuse semplici.
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interamente contenuta in D; consideriamo un incremento Az di z tale
che 0 < |Az| < r; scegliamo come cammino da z a z + Az il segmento
v :[0,1] — D, parametrizzato da ¢t — z + tAz. Si ha

/ A sty o= [ i) ]
1

z2+Az 1 1 1
:E/Z f(w)dw:EAf(w)dw:E/o flz+tAz) Azdt

Fz+Az)-F(2) 1
Az _E{

da cui, passando al limite per Az — 0 (essendo f continua®?), si trova
F'(z) = f(2) in B.(z) e, per arbitrarieta di z, in tutto D.
Allora f coincide con la derivata di una funzione olomorfa e quindi ¢

anch’essa olomorfa.
]

Osserviamo che la seconda dimostrazione e analoga a quella che prova
che data una forma differenziale w in un aperto connesso tale che per
ogni coppia di curve regolari a tratte contenute nel dominio di w aventi
stessi punto iniziale e finale gli integrali curvilinei di w lungo le due

curve sono uguali, allora w & esatta (si veda, per esempio, [9]).

Il Teorema di Morera puo essere considerato come l'inverso del Teore-
ma di Cauchy.

2.12 Teoremi di Cauchy

Osserviamo prima di tutto che esistono molte formulazioni del Teorema
di Cauchy, che differiscono dal punto di vista topologico o analitico.
Ricordiamo che quando si parla di curve chiuse si sottintende che siano

curve semplici e percorse in verso antiorario.

2211 passaggio al limite sotto il segno di integrale & lecito grazie alla continuita di f (si
veda, per esempio, [6], pag.156); per rendere il passaggio piu esplicito, pero, si potrebbe
porre f = u+iv, u,v : D — R, ed esprimere fol f(z+tAz) dt = u(z4+0.A2)+iv(z+60,A%),
con 0, 0, € [0,1]; ora, essendo f continua lo sono anche u e v e passando al limite per
Az — 0 si trova che u(z + 0,Az) + iv(z + 0,Az) tende a u(z) +iv(z) = f(z).
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Tra le varie formulazioni del Teorema di Cauchy, ce ne sono due che si
distinguono fondamentalmente per il tipo di ipotesi. Il Teorema affer-
ma che, data una funzione f olomorfa in un aperto U, se

a) v & una curva chiusa regolare a tratti il cui interno é contenuto in
U

oppure

b) U é semplicemente connesso e v € una curva chiusa regolare a tratti

contenuta in U
allora fq{ f(z)dz =0.

Facciamo alcune precisazioni: nellipotesi a) si parla di “interno” di
v, e quindi si sta sottintendendo che si tratta di una curva di Jordan;
il Teorema di Jordan infatti afferma: una curva di Jordan (chiu-
sa, semplice e piana) divide il piano in due insiemi aperti connessi
disgiunti, uno limitato (detto interno alla curva) e Ualtro illimitato
(detto esterno alla curva). In particolare, il complementare della cur-
va in questione C, R* \ C, ha due componenti connesse e la curva &
frontiera di entrambe.

Osserviamo anche che se U e semplicemente connesso, allora ogni curva
chiusa regolare a tratti contenuta in U ha interno contenuto in U,? e
quindi se si dimostra il teorema sotto 'ipotesi b), esso & dimostrato an-
che sotto l'ipotesi a). In ogni caso, daremo due dimostrazioni separate.

Il teorema seguente contiene un’ipotesi di tipo a):

Teorema 2.14 (Primo teorema (o teorema integrale) di Cauchy).

Siano D un dominio limitato con frontiera 0D una curva di Jordan

23In realtd per un insieme U nel piano si pud dare questa come definizione di insieme
semplicemente connesso: U C R? aperto connesso é semplicemente connesso se ogni curva
di Jordan con sostegno contenuto in U ha interno contenuto in U.
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regolare o regolare a tratti, e f : D — C € O(D)NCY(D).?* Allora
f(z) dz =0,
o+ D

dove 0T D indica la frontiera di D percorsa positivamente (senso anti-

orario).?

L’Esempio 2.33 mostra che, se f non e olomorfa, il teorema precedente
non vale: in quel caso f ¢ olomorfa dentro il cerchio di raggio r, tranne

nel centro a del cerchio.

Dal calcolo diretto (Esempio 2.33 con n = —1 e a = 0) e anche dal
1
teorema appena enunciato segue che, essendo la funzione f(z) = —
z

olomorfa in C\ {0}, fv n %dz # 0 per ogni curva chiusa 7 contenente

’origine e percorsa in verso antiorario.

La seguente formulazione, differente dalla precedente, rientra nel caso

dell’ipotesi b); essa ¢ detta, spesso, formulazione classica:

Teorema 2.15 (Teorema di Cauchy). Siano U C C aperto e sempli-
cemente connesso e f € O(U). Allora

/71 £(2) dz = A £(2) dz (2.18)

per ogni coppia di curve Yy, Ys regolari a tratti con sostegno contenuto
in U, aventi stesso punto iniziale e finale. In particolare fv f(z)dz=0

per ogni curva chiusa vy regolare a tratti contenuta in U.

24 Alcuni testi esprimono questa condizione richiedendo che f € O(D); poiché le funzioni

olomorfe sono definite in un aperto, richiedere che f sia olomorfa fino alla chiusura di D
significa dire che, preso un qualunque punto z su 9D, esiste un intorno di z in cui f &
olomorfa. Pertanto, fare questa richiesta equivale a dire che la curva 9D sia interamente
contenuta in un aperto in cui f & olomorfa.
Quindi il teorema pud essere enunciato richiedendo (appunto come dice I'ipotesi a) che
f sia olomorfa in un aperto e l'integrale curvilineo sia esteso a una qualunque curva di
Jordan con interno contenuto in tale aperto (cioé a una curva di Jordan che, a sua volta,
& frontiera di un dominio limitato interamente contenuto in D).

2La frontiera di un dominio piano D & percorsa positivamente se, descrivendola (cioé
immaginando di camminarci sopra), si lasciano i punti del dominio a sinistra.
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L’Esempio 2.33 con n = —1 mostra che il teorema di Cauchy (clas-

sico) non ¢ valido se U non ¢ semplicemente connesso (nell’esempio

U=C\{a}).

Dimostriamo il Teorema di Cauchy 2.15 (con l'ipotesi di “tipo” b)):

Dimostrazione. Siano y(t) = x(t)+iy(t) e f(x+iy) = u(x, y)+iv(z,y);

/f(z) dz:/udx—vdy+i/vdx+udy;
v v Y

essendo f olomorfa in U, valgono le condizioni di C-R u, = v, e u, =

si ha

—v,, da cui risulta che le forme differenziali udr — vdy e vdx + udy
sono chiuse in U; percio, dato che U ¢ semplicemente connesso e che
u,v € CHU), tali forme differenziali sono anche esatte e I'integrale
f7 f(2) dz dipende solo dai punti iniziale e finale di v, cioé vale la
(2.18). In particolare [ f(2) dz =0 se 7 & chiusa. O

La dimostrazione del Teorema 2.14 (con ipotesi di tipo a)) non ¢ altro

che un corollario del teorema di Gauss-Green nel piano.?%

Dimostrazione. Applicando la formula di Gauss-Green alla parte reale

e alla parte immaginaria dell’integrale si ha

f(z)dz = / udr — vdy + z/ vdx + udy
o+D o+D o+D

_ //D[—vx — Uy + i(u, — vy)]|drdy,

dove I'ultimo integrale ¢ nullo perché valgono le equazioni di C-R.
m

Dall’ultima dimostrazione segue che

f(z)dz = // [—vy — dvy + iU, — uy|dedy
o+D D

26T] Teorema di Gauss-Green nel piano afferma: dato un dominio D limitato la cui
frontiera 8D£una curva di Jordan regolare a tratti, se F = (P, Q) ¢ un campo vettoriale
di classe C*(D), allora vale la formula

Pdx + Qdy = // (Qz — Py) dzdy,
o+D D

dove 07D indica la frontiera di D percorsa positivamente.
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// (vg+ivy)+i(u ——uy |dady = // (vgpFivy)+i(ug+iuy,)|dedy
o 0 0 0
//{ (ax—ma—y)v—km (%—H@_) ]dmdy
1 , 0 :
// 22— (u - = v) dxdy = 2i // —(u + v)dzdy.
i p 0z

Riassumendo, 'integrale di partenza puo essere scritto utilizzando 1’o-

peratore formale —

02’

o)
- f(z)dz = 2i //D > (u + iv)dzdy,

formula che puo essere considerata la forma complessa della formula di
Gauss-Green. Il teorema di Cauchy in tal caso risulta direttamente da
questa formula.

In entrambe le dimostrazioni del Teorema di Cauchy (nelle due formu-
lazioni) ¢ stato usato il fatto (gia anticipato in precedenza) che una
funzione olomorfa in un dato insieme U aperto ¢ anche analitica in tale
insieme (in particolare il fatto che f olomorfa in U ¢ di classe C'(U),
cioé che la derivata f'(z) di f(z) & continua, e quindi che u e v sono di
classe C).

Nella dimostrazione del Teorema 2.15 si e usato il fatto che u e v so-
no di classe C' in U, e nella dimostrazione del Teorema 2.14 il fatto
che le componenti del campo vettoriale F sono di classe C*(D). In
realta, pero, il Teorema di Cauchy puo essere dimostrato anche senza
supporre la continuita della derivata di f; la dimostrazione, con questa
ipotesi pitt debole, & dovuta a Goursat?” e il teorema in questo caso &
detto Teorema di Cauchy con le ipotesi minime o, anche, Teorema di

Cauchy-Goursat.®®

2731, veda, per esempio [1], pag. 109. Altre osservazioni di carattere storico riguardanti
le ipotesi del Teorema di Cauchy si trovano in [8], pag. 163. In [1], pag. 141 si trova la
formulazione generale del Teorema di Cauchy, dato in termini di curve omologhe a zero in
un insieme aperto.

281a dimostrazione fornita da Goursat prova il teorema prima nel caso in cui la curva a
cui & esteso l'integrale sia una poligonale (spesso si considera un rettangolo) e poi estende
il risultato al caso di una generica curva regolare a tratti.
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Vogliamo ora estendere il Teorema di Cauchy a domini piu generali di
quelli finora considerati.

Abbiamo gia dato la definizione di dominio semplicemente connesso;
consideriamo ora un dominio D C C limitato; esso ¢ semplicemente
connesso se il suo bordo 9D & un insieme connesso (o, anche, se il suo
complementare non ha componenti connesse compatte).

Si chiama molteplicemente (o multiplamente) connesso un do-
minio limitato D la cui frontiera 0D sia un insieme non connesso. Il
numero delle componenti connesse di 0D, se finito, si chiama ordine
di connessione di D; se il numero di tali componenti e infinito il do-
minio si dice infinitamente connesso.

Abbiamo visto che il teorema di Cauchy, nella forma che abbiamo chia-
mato classica, non vale se il dominio D non ¢ semplicemente connesso.
Nella prima formulazione, invece, si considera un dominio non sempli-
cemente connesso richiedendo I'ipotesi f € O(D)NC(D); in tal caso il
teorema di Gauss-Green, che si userebbe per la dimostrazione, vale an-
che per i domini molteplicemente connessi (si veda in [9], per esempio,
la dimostrazione della formula di Gauss-Green per domini “semplice-
mente decomponibili”). Un esempio di tale insieme ¢ dato da un domi-
nio con dei “buchi”, come quello rappresentato nella figura sottostante.

In tal caso la frontiera del dominio D ¢é formata dall’'unione di un nu-

mero finito di curve chiuse 71, ..., v, (quattro nel caso della figura). La
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frontiera orientata positivamente (indicata sempre con 0% D) si ottiene
orientando le curve in modo tale che, percorrendole, il dominio rimanga
alla sinistra del verso percorso (la curva “esterna” verra allora percorsa
in senso antiorario, e quelle “interne” in senso orario).

Dimostriamo il teorema di Cauchy nel caso di domini molteplicemente
connessi con ordine di connessione finito; talvolta si parla anche di
cosiddetti domini regolari a un sol contorno (domini limitati la
cui frontiera ¢ una curva di Jordan regolare a tratti) e di domini
regolari a piu contorni (domini limitati ottenuti togliendo da un
dominio limitato a un sol contorno un numero finito di domini regolari

a un sol contorno chiusi e disgiunti).

Teorema 2.16 (Teorema di Cauchy per domini regolari a piu contor-
ni). Sia D un dominio limitato con frontiera 0D = vy U vy U ... U Y,
dove v;, © = 0,1,....k, € una curva di Jordan regolare a tratti, e sia

f:D—CeOD)nCYD).® Allora

f(z) dz = 0.
o+D

Dimostrazione. Colleghiamo le componenti di 9D con un numero fini-
to di tagli, cioé con dei segmenti I'y,...,I", che uniscano le componenti
interne al dominio ~1,...7% con la componente esterna 7, (come rap-
presentato nella figura qui sotto: in questo caso n = 6 e k = 2). Per
comodita, si potrebbero operare i tagli con segmenti paralleli agli assi

cartesiani.

29 Anche in questo caso, per non dover richiedere espressamente che f € C*(D) si puo
richiedere che f sia olomorfa in un aperto contenente il dominio D.
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Si ottiene cosi che il dominio D ha ora per frontiera la curva chiusa
:=0DUTU..UT,=v%UmnU..UyUlU.. U,

e percio, esso ¢ ora semplicemente connesso (il suo bordo I & omotopo
a una curva costante, cioé a un punto). Quindi, per il Teorema di

Cauchy gia enunciato, si ha

/F f(2) dz =0,

Inoltre, in I' i segmenti I'y, ..., ', vengono percorsi due volte, una volta
in un senso (chiamiamolo +) e una volta nel senso opposto (chiamia-

molo —), dunque si avra

/I‘f(Z) dz = o+D f(Z) dzt /Fl*u...ur,t f(Z) dzt /I‘lu...urn f(Z) dz

k
— 8+Df(,z) dz:[mf(z) dz+; %f(z) dz =0,

in quanto gli ultimi due integrali nel secondo passaggio si elidono perché

sono uguali ed opposti. O]

Il teorema appena dimostrato ha un’importante conseguenza:
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Teorema 2.17 (di Cauchy per circuiti equivalenti®®). Siano v, e ¥
due curve di Jordan, tali che v, sia contenuta nell’interno di s, e sia

D il dominio limitato che ha per frontiera “interna” v, e per frontiera

“esterna” yy. Se f: D — C € O(D)NCYD)*, allora

]{1 f(z) dz = 7{21‘(2) 0z,

dove y1 €73 hanno lo stesso verso di percorrenza (supponiamo entrambe

il verso antiorario, come nella figura qui sotto).

V4

Dimostrazione. Dal Teorema 2.16, essendo il nostro D un dominio

molteplicemente connesso (con ordine di connessione 2), si ha
f(z) dz =0,
a+D
dove 07D ¢ data dall’'unione ~; U s, con 7, percorsa in verso orario e

~9 percorsa in verso antiorario. Poiché

/7 F(e) de= - / RS

segue facilmente la tesi. O]

30A volte tale teorema & chiamato anche Teorema di Cauchy per curve omotope.

31 Anche per la formulazione di questo teorema nell’ipotesi talvolta si considera f olo-
morfa in un certo aperto U contenente D (e quindi in tal caso non occorre richiedere che
f sia di classe C* fino alla chiusura di D).
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Dovendo quindi calcolare 'integrale di una funzione f olomorfa lungo
una curva chiusa, possiamo cambiare la curva (per esempio nel caso in
cui la “forma” della curva sia molto complicata) e sceglierne un’altra,
interna a quella di partenza, purché essa appartenga al dominio in cui
f & olomorfa (il teorema appena dimostrato non e altro che la proprieta
di invarianza rispetto a deformazioni della traiettoria per campi vetto-
riali irrotazionali [9]).

Questo ci fa pensare che la conoscenza di una funzione f € O(D) N
CY(D) sulla frontiera dD del domninio D implichi in qualche modo la
conoscenza della funzione all’interno di D (effettivamente € cosi, come

si vedra dalla formula integrale di Cauchy).

Osserviamo anche che la situazione effettivamente interessante in cui il
teorema precedente puo essere applicato e quello in cui 'aperto U in
cui f & definita (che contiene D) non sia semplicemente connesso e 1'in-
terno di 72 (la curva interna) non sia contenuto in U. In tal caso i due
integrali sono uguali tra loro ma in generale non sono nulli. Se, invece,
I'interno di v, € contenuto nell’interno di v, che a sua volta ¢ contenu-

to in U, allora ciascuno degli integrali e nullo per il Teorema di Cauchy.

Osservazione 2.2. [ teorema integrale di Cauchy puo essere formu-
lato, oltre che in termini di curve omotope, anche in termini di curve
omologhe: per esempio, in [1], pag. 141; qui 'enunciato riguarda un
qualunque ciclo (per la definizione si veda pag. 138), cioé una curva
chiusa non semplice, omologa a zero; un ciclo v contenuto in un aperto
U viene detto omologo a zero rispetto a U se n(vy; z) = 0 per tutti i
punti z € U, dove n(v;2) (che noi definiremo pits avanti) ¢ Uindice
del punto z rispetto alla curva chiusa vy (si veda [1], pag. 114; diver-
samente da come fa la maggior parte dei testi, [1] definisce l'indice di
un punto rispetto a una curva anziché lindice di una curva rispetto a
un punto).

Teorema 2.18 (Secondo teorema di Cauchy o formula integrale di
Cauchy). Siano D un dominio limitato con frontiera 0D una curva di
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Jordan regolare a tratti, e f : D — C € O(D)N C*(D). Allora

F(z0) L/ G . Ve, (2.19)
o)

21 Jorp 2 — 20
dove 0T D indica la frontiera di D percorsa positivamente (senso anti-

orario).

La formula (2.19) ¢ detta formula integrale di Cauchy e I'integrale
a secondo membro della formula ¢ detto integrale di Cauchy.

Dimostrazione. Siar > 0 tale che il disco B,.(z) sia interamente conte-

nuto in D. Posto D, = D\ B,(20), si ha che la funzione g(z) = /2) €
Z— 20

O(D,)NCY(D,) in quanto rapporto di due funzioni olomorfe il cui de-

nominatore ¢ non nullo (in effetti g ¢ olomorfa in C \ {2p}). Dunque

vale il teorema di Cauchy per i domini molteplicemente connessi, cioé

/ g(z)dz = 0.
o+ D,

La frontiera 0D, & costituita da 0D e dalla circonferenza 0B, (zy) =

si ha

{z : |z — 20| = r}, orientata in senso orario. Quindi

/ G . / )
o+D Z T 20 8= Br(z0) # — %0

dove 0~ B,(zp) indica il bordo del disco percorso in senso orario. Si

/ (ORS / HON
atD %2 — 20 +By(20) # — ~0

(per arrivare a questo punto avremmo potuto applicare direttamente il

ricava allora

Teorema di Cauchy per circuiti equivalenti); osserviamo che quest’ul-
tima relazione vale ¥r > 0 (e quindi a maggior ragione vale per r piu

piccoli), e che il primo membro non dipende da 7, quindi

/ /) dz = lim/ /) dz; (2.20)
otD %~ 20 =0 Jo+ B, (20) ¥ T %0

Parametrizziamo 07 B,.(2g): (t) = 2o + re, t € [0,27). Si trova

2 + it ) 27 ]
/ _f(z) dz = —f(zo re’) riettdt = z/ f(zo + re)dt;
0+ By (20) 0

z— 2z 0 ret
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essendo f olomorfa in D, passando al limite per » — 0 si ha

r—0

2w
lim i / f(zo +re)dt
0

27 27
- i/o 115% f(zo +re)dt = i/o f(zo0)dt = 2mif(z0).

Confrontando questo risultato con la (2.20) si ottiene la formula inte-

grale di Cauchy.
O

Anche di questo teorema esiste un’altra formulazione con l'ipotesi di

semplice connessione del dominio di olomorfia:

Teorema 2.19 (Secondo teorema di Cauchy o (prima) formula inte-
grale di Cauchy). Sia f : U — C, f € O(U), dove U ¢ un aperto

semplicemente connesso. Allora

f(zo)—i f(2) i,

2mi ),z — 2o

dove v e una qualunque curva di Jordan regolare a tratti contenuta in

U e zy e interno a .

Anche il Teorema 2.18 vale se nella formula l'integrale e esteso a una
qualunque curva di Jordan regolare a tratti contenuta nel dominio e
con interno contenuto nel dominio, oppure puo essere formulato per

una funzione olomorfa in un aperto contenente il dominio D.

Se si considerano curve non semplici, la formula integrale di Cauchy
puo essere formulata anche in termini dell'indice (o indice di av-
volgimento) della curva. Data una curva chiusa vy regolare a tratti
ed un punto z; € C non appartenente al sostegno di v, l'indice (di
avvolgimento) di ~ rispetto a zy (o attorno a zp) & dato da

1 1

ind(v; 20) := mi P
.

dz.

L’indice viene denotato anche con I(v, zg) o con n(7, zp).

Si dimostra che l'indice di una curva chiusa attorno a un punto e un
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numero intero, che conta il numero di volte che la curva gira in senso
antiorario attorno a tale punto; se i giri vengono considerati in senso
orario invece che antiorario, tale numero € negativo (si ha ind(—~; zg) =
—ind(7y; z0)); l'indice ¢ una funzione di z.

Si dimostra anche che due curve omotope in C \ {zp} hanno lo stesso
indice.

Un metodo grafico per calcolare I'indice di avvolgimento di ~ rispetto
a 2o € quello di tracciare una semiretta uscente dal punto zy in modo
tale che essa non sia mai tangente alla curva né passante per uno dei
suoi punti multipli; contando il numero delle volte che la semiretta
interseca la curva, considerando positive le intersezioni nei tratti di
curva percorsi in senso antiorario e negative quelle nei tratti percorsi
in senso orario si ottiene (7, zp).

Nel caso particolare di curve chiuse semplici (curve di Jordan) I'indice &
costante in entrambe le regioni (limitata e illimitata) determinate dalla
curva: l'indice e 0 se zy appartiene all’esterno di v, mentre ¢ 1 o —1
se zo appartiene all'interno di v e v e orientata in senso antiorario o,
rispettivamente, in senso orario.

Con questa precisazione, la formula integrale di Cauchy (per curve non
necessariamente semplici) si esprime nella forma

I(v, 20) f(20) = L /)

2mi J, 2z — 2o

dz  Vz € D\ {v}. (2.21)

Osserviamo che se, nelle condizioni del Teorema 2.18, il punto z, fosse

esterno a D, dal primo teorema di Cauchy, essendo olomorfa in

D e di classe C' in D, si avrebbe

1 f(2)

21 Jo+p 2 — 20

zZ— 20

Quindi possiamo riassumere questi risultati ponendo

/ f(2) {27rz'f(z0) se zp € D,
dz =
o 0 se 2o € Est(D),

+D 2 — 20
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dove Est(D) indica I'insieme dei punti esterni a D. Se invece zy € 0D,

la funzione integranda diventa illimitata. Nel caso particolare in cui

f(z) = 1 si ritrova il risultato dell’Esempio 2.33 con n = —1:
/ 1 p 2 se zg € D,
—az =
o+tD Z — %0 0 se zp € Est(D).

La (2.21) quando (7, z9) = 1 riconduce nuovamente alla formula

L1 Ie
= — —az,
2mi J, 2z — 2o

f(20)

detta anche formula di rappresentazione perché permette di cal-
colare f(zp) quando i valori di f(z) su - sono noti. Si ha cioé che i
valori di f(z) sulla curva v determinano (tramite l'integrale a secondo
membro che contiene zy come una sorta di parametro) il valore di f nel
generico punto zp interno a 7.

Quindi la formula integrale di Cauchy traduce il fatto che i valori di una
funzione olomorfa in un dominio D risultano univocamente determina-
ti dai valori assunti dalla funzione sulla frontiera D32 cio distingue le
funzioni derivabili in senso complesso dalle funzioni derivabili in sen-
so reale. Infatti, come vedremo piu avanti, due funzioni olomorfe che
coincidono sulla frontiera di un dato dominio devono coincidere in tutti
i punti interni al dominio, cosa che non e vera per le funzioni derivabili
in senso reale.

Nella formula di rappresentazione possiamo attribuire a zy diversi valori
se I'indice di 2 rispetto a 7 continua a rimanere 1 (come nei casi consi-

derati precedentemente), e quindi si puo trattare zo come una variabile

32Ricordando che se f(= u + iv) € O(D) u e v soddisfano le equazioni di Cauchy-
Riemann, questo fatto puo essere interpretato dal punto di vista di problemi al contorno
per equazioni differenziali alle derivate parziali: determinare u e v tali che u, = vy, e
Uy = —vy in D e tali che su 9D f = u + v abbia valori assegnati: in base alla formula
integrale di Cauchy tale problema ha al pit una soluzione.
Un fenomeno simile, come abbiamo visto, avviene anche per I’equazione di Laplace ma,
mentre per 'equazione Au = 0 si riesce a determinare una rappresentazione esplicita della
soluzione di un problema a valori sul bordo solamente per alcuni domini particolari (tra
cui il cerchio e il semipiano), invece la formula integrale di Cauchy vale per qualunque
dominio D che abbia come frontiera una curva chiusa regolare a tratti.
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e, cambiando notazione, ottenere la formula

10 = 5 2 e

che e piu facilmente riconoscibile come formula di “rappresentazione”.

In particolare, se nella formula integrale di Cauchy si prende come
frontiera del dominio 0D una circonferenza di centro zy e raggio r
(oppure si considera una qualunque circonferenza di centro 2, e raggio
r contenuta in D), come mostrato nella dimostrazione del Teorema 2.18
si ha z — 29 = re’, da cui dz = iredt = i(z — zg)dt e, sostituendo, la
formula integrale di Cauchy in tal caso diventa

2w

1 .
f(z0) = o ), f(z0 + re’)dt,

che puo essere interpretata come una formula di valor medio: se una
funzione f ¢ olomorfa in un cerchio e di classe C* fino al bordo del
cerchio (o, pit in generale, se é olomorfa in un dominio che contiene
la bolla chiusa di centro zy e raggio r), allora il valore di f nel centro
del cerchio ¢ il valor medio di f sul bordo del cerchio (cioe la media
integrale dei valori sul bordo del cerchio). Tale corollario della formula
integrale di Cauchy e detto Teorema della media di Gauss o semplice-
mente Teorema della media o formula della media.

Una grande differenza tra il caso reale e il caso complesso riguarda le

derivate di ordine superiore di una funzione olomorfa. Vale il

Teorema 2.20. Sian f: U — C, U C C aperto. Se f € O(U) allora
f eo).

Dimostrazione. Fissato z € U, sia B,(z) = B contenuta strettamente
in U. Dalla formula integrale di Cauchy si ha

f(2) L/ /&) d¢;

27 Jorg E— 2

331] fatto che una funzione olomorfa in un dominio abbia derivata ancora olomorfa nello
stesso dominio si pud dimostrare anche in modi differenti (si veda, per esempio, [10], pag.
208).
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0
derivando e sfruttando I'olomorfia di f, cioé il fatto che f/(z) = of =

0z

— (f dipende solo da z e non da %), si ricava

: LI L (1)

- dé = — -
2midz Jogrg & — 2 ¢ 211 Jogrg dz \ € — 2

1 £(&)
"~ omi o+p (§ —2)? %

dove il passaggio di derivazione sotto il segno di integrale e lecito da-

f'(z)

to che non riguarda la variabile di integrazione ed essendo la funzione

/)

— ——= di classe C* (dato che ¢ varia sul bordo della bolla e z
-z

e il centro della bolla). Da quest’ultima formula segue che f’ & con-
tinua (essendo una funzione integrale, o applicando direttamente la
definizione di continuita); inoltre si ha

af’ 1 0

or_ 1[0 59 .,

0z 2mi Jorp 0Z (£ — 2)?
essendo la funzione integranda olomorfa in z su B. Quindi, dalla Defi-
nizione 2.3 risulta che anche f’ ¢ olomorfa su B e, per 'arbitrarieta di
z, € olomorfa in U. O

Applicando ripetutamente questo teorema alle derivate successive di f
si dimostra la seguente

Proposizione 2.5. Una funzione olomorfa f su un aperto U e di classe

o= (U).

Dunque la derivata di un qualunque ordine di una funzione olomorfa
e una funzione olomorfa. La proposizione precedente non e vera nel

campo reale.

Esempio 2.37. La funzione (reale di variabile reale) f(x) = x/x, che
e dertvabile in R ma la cui derivata seconda non esiste in x = 0.

La funzione

vt sex >0
0 sex <0
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¢ di classe C"(R) ma non ¢é derivabile n + 1 volte nell’origine.

Per le funzioni f : U — R, U C R aperto, esiste in effetti una gerarchia

di regolarita : si ha
C(U)DCHU) D C*(U)D ... CHU) D ...C™().

In C, invece, non esiste una “via di mezzo” di regolarita: una funzione
definita in un aperto ¢ derivabile infinite volte, oppure non lo ¢ nem-

meno una volta.

Procedendo per induzione su n e usando il secondo teorema di Cauchy
si dimostra anche il

Teorema 2.21 (Seconda formula integrale di Cauchy). Siano D un
dominio limitato la cui frontiera 0D e una curva di Jordan regolare a

tratti, e f : D — C € O(D) N CYD). Allora

! f(z)
() () = T 4 Ve e D on=012... (222
f (ZO) 2 /3+D (Z _ Zo>n+1 z 2y € , N s Ly 4y ) ( )

dove 0T D indica la frontiera di D percorsa positivamente.

Naturalmente, in base al Teorema di Cauchy per circuiti equivalenti, il
Teorema 2.21 continua a valere se, anziché esteso a 97D, si considera
I'integrale lungo una qualunque curva chiusa semplice regolare a tratti
7 con sostegno contenuto in D (in particolare una circonferenza di
centro zp e raggio r). Piu in generale, se 7 non & semplice, si avra

n o f)

I(’Y,ZO)]“(")(ZO):TM%WCZZ VZQED\{")/}, n:O,l,Z,...
v

La formula (2.22) si ottiene derivando n volte rispetto a z la formula
di rappresentazione; dalla (2.22) per n = 0 si riottiene, ovviamente, la

formula integrale di Cauchy.
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2.13 Serie di potenze

Una serie numerica complessa ¢ una serie del tipo

Zakv a, € C. (2.23)
k=0

La definizione di convergenza (semplice o ordinaria) di tale serie con
somma s ¢ esattamente la stessa che si da per serie numeriche in campo
reale.

La serie (2.23) si dice assolutamente convergente se ¢ convergente
la serie )., Jag|. La convergenza assoluta implica la convergenza
ordinaria.

Una serie di potenze complesse e una serie del tipo
Zak(z —20)%,  ay, 2 €C. (2.24)
k=0

L’insieme di convergenza di serie di questo tipo si chiama cerchio di
convergenza e il raggio r di tale cerchio ¢ detto raggio di conver-
genza. La serie (2.24) converge dunque assolutamente in |z — zo| < 7,
non converge in |z — zp| > 7, mentre per il caso |z — zg| = r non si
puo dire nulla in generale, ma occorre analizzare la situazione caso per
caso.

Le serie di potenze possiedono importanti proprieta (si veda [9], Cap.
3): esse convergono uniformemente in ogni cerchio chiuso (bordo com-
preso) che ha raggio strettamente minore del raggio di convergenza; la
somma f(z) di una serie di potenze & continua nel cerchio di conver-
genza; anzi, si dimostra che e derivabile in senso complesso e che la
sua derivata e continua; di pitu, essa ¢ di classe C in |z — zo| < 7.
La somma della serie ottenuta derivando k volte termine a termine la
serie di partenza coincide con la derivata k-esima f*)(z) della somma
della serie data (vale lo scambio delle serie con la derivata e anche lo
scambio della serie con l'integrale). Esiste inoltre una relazione tra la
somma f(z) e i coefficienti della serie:

f(k)(zo)

o keN (2.25)

Qp =
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Il Teorema di Abel, infine, afferma che (consideriamo, per semplicita,

il caso in cui zp = 0)

Teorema 2.22. Sia f(z) la somma della serie Y -, arz® in |z] < p,
e sia zp = pe®, 0 < 0y < 2w, un punto del bordo del cerchio di
convergenza in cui la serie converge con somma S. Allora la serie data
converge uniformemente in tutto il raggio che congiunge il centro del
cerchio col punto zy e si ha

lim f(re®) = 8.

r—p"
Abbiamo visto che la derivabilita per una funzione complessa implica
I’esistenza delle derivate di qualunque ordine. L’olomorfia e in realta
caratterizzata dalla sviluppabilita in serie di potenze.
Ricordiamo che una funzione f : U — R, U C R aperto, si dice
analitica (in senso reale) in un punto o € U se essa (& di classe
C*®(xg —r,xg+ 1), r > 0 e se) & sviluppabile in serie di Taylor in un
intorno di xg, cioé se

f(z) = Z I (o) (x —x0)*, x€ (v0—1,20+7)
prd k!

per qualche » > 0. Essa si dice analitica in U se ¢ analitica in ogni
punto di U.

Possiamo dare una definizione analoga nel campo complesso: una fun-
zione f : U — C, U C C aperto, si dice analitica nel punto 2z, € U
se essa € la somma di una serie di potenze in un intorno di zg, cioé se
esiste r > 0 tale che

[e.9]

f(z) = Zak (z—20)%, |z — 2| <7

k=0

(conosciamo la relazione tra f e gli ax). Essa si dice analitica in U se
e analitica in ogni punto di U.

Ricordiamo un altro importante risultato:
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Teorema 2.23 (Principio di identita per le serie di potenze). Se le
somme di due serie din potenze di centro zy coincidono in un intorno

di zg, allora le due serie coincidono (cioé sono la stessa serie).

Dimostrazione. Siano f(z) = > o gax (2 —20)F in |z — 20| <7 e g(z) =
reo bk (z—20)F in |2 — 20| <73 se f(2) = g(2) in |z — 20| < r, essendo

£ 9 ® (2 ‘
ak:% ebk:%,kGN,&ha
> (k) — g®
> () I 7 %) (z—20)" =0,
k=0 )

cioé ap = by Vk € Nin |z — 29| < r (essendo tutti i coefficienti di una
serie di potenze univocamente determinati dalle derivate della funzio-
ne somma calcolate nel centro della serie stessa, come espresso dalla
(2.25)). [

Vale il

Teorema 2.24 (di analiticita delle funzioni olomorfe). Sia f : U — C,

U C C aperto. Allora f ¢ analitica in U se e solo se é olomorfa in U.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia analitica in U. Allora, fissa-
to zp € U, esiste un disco B,(z) C U in cui si ha che f(z) =
o ar (z — 20)F. Dalla teoria sulle serie di potenze, f & olomorfa
in B,(2p), e quindi in U.

Viceversa®!, sia f olomorfa in U, e sia 29 € U. Detta § = dist(zy, 0U) =
inf.cou |20 — 2|, indichiamo con 7, la circonferenza centrata in z, e di
raggio p, con p < 0. Fissiamo ora z € B,(zy) (cioé |z — 2| < p); dalla
formula integrale di Cauchy risulta

£2) 1 f(w)

271 oy, W2

duw. (2.26)

Poiché, per w € 7,, |z — 2| < |w — 2%| = p, si ha (ricordando

I'espressione della somma di una serie geometrica)

1 1 1 1
w—z_w—zo+zo—z_w—z01—;%zz‘;

34 implicazione “se f olomorfa in D allora f & analitica in D” talvolta & chiamata
Teorema di Goursat. In altri casi ¢ il Teorema 2.20 ad essere chiamato cosi.
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1 (2= \" > 1 "
_w—z();(w—zo) _Z(w—Zo)”“(Z_ZO) '

0 n=0
La serie ottenuta converge uniformemente su -y, (pensando z e 2 fissati
interni al cerchio di convergenza di raggio p); quindi, sostituendo in
(2.26) e utilizzando il teorema di integrazione per serie si ha

&= [ 1w {Z H} dw =

n=0

_Lw z—z)" —f(w) w—ooa z—2)"
_2m’Z< 0) [m (w—zo)n—l-ld _; n( 0)",

n=0
cioé f(z) e la somma di una serie di potenze nell'intorno di zy B,(z)
e dove i coefficienti sono dati da

1 fw) )
ap = — w = .

© 2mi 4, (W — 20)" n!

(2.27)

Quindi, segue che f & analitica in B,(z) e, per 'arbitrarieta di z,
anche in tutto U. [

L’ultimo teorema afferma, dunque, che una funzione olomorfa in un
aperto U C C e sviluppabile in serie di Taylor in un qualunque intorno
(contenuto in U) di ogni punto zg € U. Naturalmente, qualunque altro
sviluppo in serie di potenze della funzione f coincide con lo sviluppo
di Taylor. Il raggio di convergenza della serie & uguale alla distanza di
zp dalla frontiera OU di U.

La formula (2.27) fornisce 1'espressione dei coefficienti a,, e, usando an-
che la relazione (2.25), fornisce anche la formula integrale di Cauchy
per le derivate di f.

Il Teorema 2.24 ¢ falso nel caso di funzioni reali di variabile reale, come

mostra il seguente:

Esempio 2.38. La funzione

{e_le sex #0

0 sex =20
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¢ di classe C*°(R) ma non é analitica in zero. Infatti essa e tutte le
sue derivate sono nulle in x = 0, pertanto la serie di MacLaurin di f
i zero ha termani tuttt nulli, e la sua somma € zero, e non coincide

con la funzione data in nessun intorno dell’origine.

Citiamo alcuni sviluppi in serie notevoli nel campo complesso (che ab-
biamo gia incontrato).

La funzione f(z) = e* & intera e quindi sviluppabile in serie di Ma-
cLaurin; essendo le derivate di e* calcolate in zero uguali a 1, si trova

la serie esponenziale :

o n

z
ez:Zm, z e C.

n=0

Anche le funzioni sin z e cos z sono olomorfe in C, e valgono le serie

circolari:
. o0 Z2n+1 0 Z2n
Sin z = Z(—l) m, COS Z2 = Z(—l) (2n)' , R € C.
n=0 n=0

Le seguenti sono le serie iperboliche:

. 0 22n+1 oo ZQn
sinh z = ;m, coshz = ;w, z € C.

Osserviamo nuovamente che anche i polinomi sono funzioni analitiche:
per un polinomio P(z) lo sviluppo in serie di potenze contiene solo un
numero finito di termini non nulli (il numero di zeri di un polinomio ¢,

infatti, al massimo pari al suo grado).

Effettivamente, dall’ultimo teorema segue anche il

Corollario 2.25. Ogni funzione intera e la somma di una serie di

potenze con raggio di convergenza infinito.
Ricordiamo anche la (ben nota) serie geometrica

1 o0
T :Zz”, |z| < 1.
n=0
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Valgono inoltre la serie logaritmica

n

log(1l —2) = Zn+1 |z| <1

n=0

e si estende al campo complesso anche la serie binomiale:

(1+z)“:§:<g)z

n=0

-1 —1)(a—2
:—l-ozz—i—a(O;' )z2—|—a(a 3)‘(04 )z3+--~, 2] <1, a €R.

In modo analogo a come si fa nel caso reale si trovano anche gli sviluppi

dell’arcotangente e dell’arcoseno.

In alcuni casi risulta utile usare lo sviluppo in serie di potenze per
scrivere una formula di Taylor con un numero finito di termini e un
opportuno resto, come per funzioni di variabile reale: se f € O(B,(2))
allora Vn € N si ha

" f(k)( %)

f(z) = Z o (z—20) +0((z—20)") per z— 2.

Per esempio, da

1
cosz=1-— 522+0(22) per z — 0

si ricava la stima asintotica (analoga a quella valida per cosz, r € R

1
1—cosz~§z2 per z — 0.

I moduli dei coefficienti a,, in (2.27) possono essere maggiorati: sfrut-
tando la seconda formula integrale di Cauchy si ha

2 f(z0 + Pew) o0 de’ /27r | f (20 + pe®)|
27r

anrl ei(n+1)9 P

1
21

|an| =

1
2

do
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1
< — max w)|,
< Jmax |f(w)]
con 0 < p <dist (29, 0U). Posto M(p) = maxjy—.,|—, | f(w)], le relazioni

M
la,| < % VneN, Vpe (0,dist(z,0U)),

sono dette disuguaglianze di Cauchy. In particolare, usando 1'e-
spressione dei coefficienti (2.25) si trova

n!

) < max [f(w).
P lw—zl=p

detta stima di Cauchy sulle derivate®.

Le funzioni intere finora incontrate sono le potenze a esponente intero
positivo (e quindi i polinomi) e le cinque funzioni trascendenti elemen-
tari; esse sono tutte illimitate in C. Per le funzioni intere limitate in C

vale il

Teorema 2.26 (di Liouville). Se f é una funzione intera e limitata,

allora ¢ costante.

Dimostrazione. Supponiamo che f : C — C, olomorfa in C, sia limita-
ta, cioé esista ¢ € R, ¢ > 0, tale che |f(z)| < ¢ Vz € C. Allora, per il
Corollario 2.25:

=
©
I
WE
—
S

2", zeC, (2.28)
n=0

(possiamo considerare lo sviluppo di f attorno a un punto qualunque)

e, per la stima di Cauchy sulle derivate

!
|f(")(0)|§:—nc Vr >0eVn e N,n #0;

quando r — oo il secondo membro tende a zero, quindi f(™(0) = 0
Vn > 0 da cui, sostituendo nello sviluppo (2.29), si trova f(z) = f(0)
Vz e C, cioé f e costante in C. O

5 . . . . . IR . . oy . .
35Questa stima corrisponde al criterio di analiticitd per funzioni analitiche reali (si veda

[9)
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Osserviamo che ¢ valida anche I'implicazione inversa (che ¢ banale).

Il teorema di Liouville non e valido per le funzioni reali limitate di

classe C*°(R). Consideriamo, per esempio, f(z) = m,x € R;
x

f € C>®(R), e limitata (0 < f(x) < 1Vz € R), ma non & costante.

Il fatto che le funzioni trascendenti elementari siano illimitate segue,
in effetti, anche dal Teorema di Liouville, essendo esse funzioni intere

e non costanti.

Il teorema di Liouville fornisce una semplice dimostrazione del teorema

fondamentale dell’algebra:

Corollario 2.27 (Teorema fondamentale dell’algebra). Un’equazione
algebrica di grado n > 1 a coefficienti complessi ammette almeno una
radice (in campo complesso). Ovvero un polinomio P(z) di gradon > 1
a coefficienti complessi possiede almeno uno zero (in campo complesso).

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che P(z) # 0 Vz € C. Con-

sideriamo la funzione . Essa ¢ intera e, poiché lim,_,, o, P(z) = o0,

z
e limitata. Quindi per il teorema di Liouville tale funzione dovrebbe

essere costante, da cui anche P(z) dovrebbe esserlo, il che & assurdo,
essendo P(z) un polinomio di grado n > 1. O

Ricordiamo che esistono diverse dimostrazioni del Teorema fondamen-

tale dell’algebra, alcune di tipo topologico e altre di tipo algebrico.

2.14 Proprieta delle funzioni analitiche

Mostriamo ora alcune interessanti proprieta delle funzioni analitiche;
tali proprieta si dimostrano proprio usando il fatto che una funzione
analitica e sviluppabile in serie di potenze.

Sia f: D — C, dove D C C ¢ un dominio e f € O(D). Un punto z, &
detto zero di f se f(zp) = 0.
Dal fatto che e # 0 V z € C sappiamo che una funzione analitica puo
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non avere zeri. E utile avere informazioni sugli zeri di una funzione
analitica escludendo il caso banale in cui f = 0.
Se zg € uno zero di f e f € analitica in zg, cioé in un intorno di 2y f si

puo esprimere come
F(2) = an(z — 2)", (2.29)
n=0

F™ ()
n!
Diciamo allora che zy ¢ uno zero di ordine (o molteplicita) n > 0

con a, = , allora si ha ag = f(29) = 0.

se 1 primi n coefficienti dello sviluppo (2.29) sono nulli, cioé se
ar=0perk=0,1,...,n—1 <= f®(z)=0perk=0,1,...,n—1

mentre a, # 0, cioé f(™(zy) # 0. Quindi, in un intorno di uno zero di
ordine n lo sviluppo (2.29) diventa

[(z) = an(z — 20)" + an1(z — Zo)”+1 4= Zak(z — zo)k.
k=n

Gli zeri di un qualche ordine n di dicono zeri di ordine finito; uno
zero che non sia di ordine finito si dice di ordine infinito.

Ci si chiede se una olomorfa (non identicamente nulla) possa avere uno
zero di ordine infinito, come accade in campo reale (si pensi all’Esempio

2.38). La risposta ¢ negativa; infatti vale la

Proposizione 2.6. Sia f : D — C, dove D C C ¢ un dominio e
f € O(D). Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

i) Az9 € D tale che Vn € N si abbia f™(z) = 0;

it) f € nulla in un intorno di zy;

iii) f & nulla in D.

Dimostrazione. E subito evidente che iii) = ii); anche ii) = i) &

immediato: dal fatto che f e esprimibile come somma di una serie

. 0 f(")(zo) n s . .
di potenze f(z) = >,y ———(z — 20)" in un intorno B, (z0) di 2,
n

r > 0, segue che f(z) =0 VneN.

Per chiudere il cerchio occorre mostrare che i) = 7i)

. Supponiamo

36Tn [2] viene fornita un’altra dimostrazione di questa proposizione.
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allora che f(z) =0Vn € N, esiaU = {z € D: f"(z) = 0 Vn}.
Osserviamo che U e non vuoto, perché z; € U. Inoltre, U & aperto:
infatti, preso z; € U, mostriamo che z; ¢ punto interno. Per ipotesi
F" (=)

f®™(z) =0 V¥n e, essendo a, = '
n:

in z; in cui

= 0, esiste un disco centrato

= Zan(z —2)"=0, z€ Bz)
n=0

per un certo € > 0; quindi f(2) ¢ nulla in B(21) e Vz € B(21) si avra
f™(2) =0 Vn. Quindi B.(z) C U, e U risulta aperto.
D’altra parte, U e anche chiuso, in quanto si puo esprimere come

intersezione di chiusi:
U= ﬂ{zeD fm —0}—ﬂcn,

ciascuno degli insiemi C), infatti, Vn € N e chiuso in quanto controim-
magine di un chiuso ({0} C C) tramite la funzione continua f™

Essendo U non vuoto, aperto e contemporaneamente chiuso in D, ed
essendo D connesso, U = D, e quindi f =0 in D. O]

L’ultima proposizione ha un’importante conseguenza. Vale, infatti, la

seguente

Proposizione 2.7. Sia D C C un dominio e f € O(D) non identica-
mente nulla. Allora Uinsieme degli zeri di f, Zy, € discreto, cioé€, se
non & vuoto, ¢ costituito da punti isolati.>”

Dimostrazione. Sia zp uno zero di f, cioé tale che f(zp) = 0. Non
essendo f identicamente nulla, esiste k& > 1 tale che f*)(z) # 0. In
particolare, sia n il minimo per cui cio vale (cioé zy € uno zero di ordine

n). In un intorno di zy B,(z0), 7 > 0, f & sviluppabile in serie di Taylor

e si ha:
(0.) (e.)
z):Zak(z—zo) z—zO"Zak 2 — 2k
k=n k=n

37Un punto z0 € D C C, si dice isolato se esiste un intorno B,(z), r > 0, che non
contiene nessun altro punto di D diverso da zp.
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da cui, posto k —n = h e richiamando il nuovo indice k, si ha
1) = (= )" S ez — 20"
k=0

= (2 — 20)"[an + ani1(z — 20) + -+ | = (2 — 20)"g(2), an #0;
la serie a,, + a,41(2 — 20) + - - - € convergente in tale intorno B,(zg) di
20, quindi la sua somma ¢(z) & una funzione olomorfa (in particolare
continua), e si ha lim, ., g(z) = g(20) = a, # 0; sempre per il fatto
che g(z) ¢ olomorfa in tale intorno, essa si mantiene diversa da zero
in tutto I'intorno di zo; inoltre, poiché (z — 29)™ # 0 per z # 2z (cioé
(z — 29)™ si annulla solo in z = z), si ha che esiste un intorno di zj in

cui 29 ¢ I'unico zero per f, cioé Z¢ ¢ costituito solo da punti isolati. [J

L’insieme degli zeri Z; di una funzione olomorfa in un dominio D non
identicamente nulla ¢ un insieme discreto. Non solo: esso e privo di
punti di accumulazione appartenenti a D. Infatti, se per assurdo zy € D
fosse un punto di accumulazione per Zy, allora esisterebbe una succes-
sione di elementi di Z; convergente a zy, e quindi, per la continuita di
f, 2o stesso sarebbe uno zero, contro l'ipotesi che ogni zero ¢ isolato

dai restanti.

La proprieta della funzione olomorfa f usata nella dimostrazione del-
la Proposizione 2.7 talvolta e espressa come teorema, detto Teorema
degli zeri: se un punto zy € uno zero di una funzione f olomorfa in
un intorno di zg e non identicamente nulla in tale intorno, allora esiste
un intero positivo n tale che f(z) = (z — 20)"g(z) in tale intorno, dove
la funzione g € olomorfa e non nulla in tale intorno.

L’intero n ¢ univocamente determinato e si chiama ordine o molte-
plicita dello zero (come gia definito prima, la molteplicita di uno zero
zo di una funzione f olomorfa in zy non e altro che 'ordine della prima
derivata f*)(zy) non nulla); se infatti, per assurdo, esistesse un altro 7
tale che f(z) = (2 —20)" §(z), con g(z) olomorfa e diversa da zero in un
intorno di zy (per esempio con 7 > n), allora g(2) = (z — 2)" " §(2)
avrebbe uno zero in z = zp; da questa contraddizione segue dunque

I'unicita dell’ordine n.
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L’insieme degli zeri Z¢ di f € O(D) ¢ discreto e privo di punti di
accumulazione in D, ma puo accumularsi sul bordo di D. In analisi
reale I'insieme degli zeri di una funzione derivabile puo avere dei punti
di accumulazione nei quali questa funzione resta derivabile. In analisi
complessa, invece, gli zeri di una funzione olomorfa sono necessariamen-
te isolati; I'insieme degli zeri non puo avere dei punti di accumulazione
nel dominio di olomorfia, ma sulla frontiera del dominio nel quale tale

funzione & olomorfa.

Esempio 2.39. Consideriamo la funzione f: R — R

1
fla) = :L'Zsin; sex #0

0 sex =0.
o . , 1 o
Essa e continua wn zero: lim, ,gx°sin— = 0, e derwabile in zero:
x
: f(x)—f(0) ! , \ o
lim, 0 ———— = lim, o zsin— = 0 ma f'(z) non é continua in
x

zero: limxﬁoitf’(:p) non esiste. La funzione f(x) é definita in R, ha uno
zero in x = 0 che é punto di accumulazione per linsieme di definizione
di f.

La stessa funzione considerata in C

1
() = z2sin; sez#0

0 sez=0

non ha le stesse proprieta: f(z) non é derivabile in z = 0 perché,

quando z — 0 lungo alcune direzioni (per esempio sequendo l’asse im-

maginario) sin — tende a infinito piu rapidamente di ogni potenza di
z

r
—. Si ha
z
1 i —i
1 sin — T — eatw
2 z N2
Z)=z°sin— = = (z+1
/() . <1>2 (z + iy) 5;
z
i(x—iy) —i(z—iy)
) e22+y2 — o a2+y?
= (z +iy)
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nei punti z = x + iy tali che x = 0 si ottiene f(x +iy) = f(0+iy) =
)2 2

i

%[e% - eii], cioé u(z,y) =0 ev(z,y) = %[e% - eii], che tende a
+o0 per y — 0. Questo mostra che f(z) non é nemmeno continua in
zero.

In questo caso, quindi, il dominio D di olomorfia di f e il piano com-

plesso privato dell’origine e il punto z = 0, che é uno zero di f, non

1
appartiene a D ma appartiene a 0D. Gli altri zeri sono i punti z = —,

k € Z: essi sono tutti isolati e hanno zero come punto di accumulazio-

ne che, appunto, non sta in D.

A questo punto possiamo enunciare il

Teorema 2.28 (Principio di identita delle funzioni olomorfe). Se due
funzioni f, g € O(D) coincidono su un insieme che possiede almeno
un punto di accumulazione appartenente a D, allora f = g in tutto D.3®

Esempio 2.40. La funzione f(z) = sinz si annulla in infiniti punti
z = kn, k € Z, che sono tutti punti isolati. Infatti la funzione sin z
non e identicamente nulla.

Se una funzione olomorfa in C si annullasse, per esempio, in tutti i

punti z = —, k intero positivo, concluderemmo, per il principio di iden-

tita, che essa e nulla.

Il Principio di identita afferma dunque che una funzione olomorfa ri-
sulta univocamente individuata dai valori che essa assume in un sot-
toinsieme del suo dominio di olomorfia, dotato di almeno un punto di
accumulazione appartenente al dominio stesso (di olomorfia).

Tale principio viene formulato in maniera differente a seconda dei testi

38Questo teorema ammette diverse varianti: si pud enunciare anche dicendo che se due
funzioni f, g € O(D) coincidono su un insieme che contiene una successione convergente
in D, allora f = g in tutto D. Richiedere tale ipotesi significa richiedere I'insieme {z € D :
f(z) = g(z)} contenga infiniti punti e tra questi c’¢ almeno una successione convergente
in D. Una tipica applicazione del principio si ha quando due funzioni coincidono su una
curva del piano o, in particolare, su una retta: ogni curva continua infatti & un insieme
infinito che contiene successioni convergenti.
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considerati. Dimostriamo ora due corollari del Teorema 2.28: in alcuni
casi ¢ I'uno o I'altro di questi ad essere chiamato principio di identita;

si tratta, in effetti, di principi di identita con formulazioni piu deboli.

Corollario 2.29. Sia D C C un dominio, zg € D e f, g € O(D). Se
f™(z) = g™ (20) ¥n, allora f = g in D.

Dimostrazione. Sia h(z) = f(z) — g(z); evidentemente, h € O(D) e
dall'ipotesi £ (z) = g™ (z0) ¥n segue che h™(z) = 0 Vk. Per la
Proposizione 2.30, allora, h =01in D, da cui f =g in D. O

Corollario 2.30. Sia D C C un dominio e f, g € O(D). Se f(z) =
g(2) Vz € U, U sottoinsieme aperto di D, allora f = g in D*.

Dimostrazione. Sia zy € U; allora si avra f(™(z) = g™ (2) Vn, e
quindi la tesi segue dal corollario precedente.

]

Quanto detto mette in rilievo la differenza fondamentale che esiste fra
la nozione di olomorfia e la nozione di derivabilita in senso reale di una
funzione. Infatti due funzioni di variabile reale, anche infinitamente
derivabili, possono coincidere su una parte di un dominio senza esse-
re identicamente uguali. Invece, due funzioni olomorfe che coincidono
su un insieme qualunque che possiede un punto di accumulazione ap-
partenente al dominio in cui esse sono olomorfe (per esempio, come
abbiamo detto, su un piccolo disco o un arco (curva) appartenente a
questo dominio) sono identicamente uguali su tutto il dominio.

Da cio segue che le funzioni trascendenti elementari che abbiamo incon-
trato sono le uniche funzioni intere che coincidono, per z = x € R, con
le corrispondenti (che hanno lo stesso nome) funzioni reali di variabile
reale, e quindi sono un prolungamento nel campo complesso di tali fun-
zioni. Prendiamo la funzione esponenziale: se esistessero due funzioni
f(2) e g(2) coincidenti con e* per z = = € R, poiché ogni =z € R &

punto di accumulazione per R, si avrebbe f = g. Quindi esiste al piu

39Citiamo ancora un’altra formulazione equivalente a questa: Siano f, g € O(D). Se f
coincide con g in un intorno di un punto z € D, allora f = g in D.
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una funzione olomorfa in tutto C che coincide con e” per z =z € R, e
tale funzione deve essere e*. Lo stesso ragionamento si usa per le altre
trascendenti elementari.

Dal Principio di identita segue anche la proprieta (gia dimostrata usan-
do il fatto che e* soddisfa un problema di Cauchy)

et = eMe?2 Yz 2 € C

(che coinvolge funzioni di due variabili complesse): fissato z; € C,
consideriamo le funzioni f(z) = e*7*2 e g(z) = e*e™; essendo f e g
intere basta mostrare che coincidono per z = x € R, cioé che si ha
e?t2 = e%e2 YV € R e z, € C. Fissato ora x € R, consideriamo le

* e gi(z) = €"e*; per z = y € R esse coincidono

funzioni fi(z) = e**
per la proprieta dell’esponenziale reale; inoltre, essendo intere, per il
Principio di identita esse coincidono anche per z € C.

Cio significa che se f e g sono intere e coincidono sui reali, allora coin-
cidono anche su tutto C e, se f : R — R ¢ analitica, esiste una sola
estensione analitica g : C — C tale che g coincida con f su R.

Per questo motivo il Principio di identita (Teorema 2.28) & detto anche
Principio del prolungamento analitico (o cosi vengono chiamati i
Corollari 2.29 o 2.30).

Pitt in generale, data f : [ — R, I C R intervallo aperto, analitica in I,
ci si chiede se esiste una funzione analitica g : U — C, U C C aperto,
tale che U NR D I e la restrizione di g a I coincide con f. Se tale
funzione esiste, per quanto detto essa e univocamente determinata ed
¢ detta prolungamento analitico di f.

Osserviamo che il principio del prolungamento analitico risulta utile
anche per estendere al campo complesso identita algebriche (che fanno
intervenire solo funzioni olomorfe) in campo reale. Per esempio, la fun-
zione f(z) := cos® z + sin® z & olomorfa in C e coincide con la funzione
f(z) = 1 su R; allora, essa deve coincidere con 1 anche in tutto C:
vale, dunque, I'identita cos? z +sin? z = 1 Vz € C*. Analogamente, la
funzione f(z) := cosh® z —sinh® z — 1 & olomorfa in C e coincide con la
funzione nulla su R; quindi essa e nulla in tutto C, cioé vale I'identita

A . . . . 2 .2 N
9Detto in maniera leggermente diversa: se la funzione cos® z+sin® z — 1 & nulla sull’asse
reale, essa ¢ identicamente nulla in C.
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cosh? z —sinh?z = 1 Vz € C.

Si pone spesso il problema dell’esistenza del prolungamento analitico.
Sottolineiamo per prima cosa che, se f : I — R, I = (zg—r,zo+7) C R,

¢ una funzione analitica in I e

) (g
)y =S Ly wer

n!
n=0

¢ il suo sviluppo in serie di Taylor, allora la serie di potenze che si
ottiene scrivendo z(€ C) al posto di z(€ R) definisce il prolungamento
analitico di f nella bolla B, (zy):

f(Z):ZT(Z—ZL’()) s ZEBT(JI()).
n=0
Dato che la funzione assegnata inizialmente ¢ a valori reali, f™(x,) € R
Vn; allora f assume valori tra loro coniugati in corrispondenza di va-
lori coniugati della variabile z: f(Z) = f(z), che & proprio quello che
si verifica per le trascendenti elementari (noi ’abbiamo 1’osservato nel

caso della funzione esponenziale €*).

Data una funzione f : U — C, olomorfa nell’aperto U C C, si pone
spesso il problema di “estendere” f ad un’altra funzione fcoincidente
con f in tuttii punti di U e olomorfa in un aperto V' O U. Per quanto
visto, questa cosiddetta estensione analitica (o prolungamento ana-
litico) di f ¢ unica: infatti, ragionando come prima, se per assurdo ci
fossero due estensioni f; e fy, olomorfe in V| si avrebbe f; — fo =0 in
U,dacui fi=fainV.

Spieghiamo meglio cosa significa prolungare analiticamente una funzio-
ne.*! Considerata la serie di Taylor di una funzione attorno a un punto
29, tale serie converge finché non incontra la singolarita (punto in cui
la funzione non ¢ derivabile) piu vicina, diciamo z;. Se tale singola-
rita ¢ isolata (cioé se € un punto isolato), allora la si puo “aggirare” in

qualche modo. Infatti la serie di Taylor centrata in zy della funzione

418ul prolungamento analitico ci sarebbe molto altro da dire (si veda, per esempio, il
Capitolo 8 in [1]).
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data converge dentro il cerchio con centro in zy e che tocca z,. Essen-
do zs una singolarita isolata, i punti vicini a z,, anche se non interni
al cerchio, sono punti di analiticita della funzione, e quindi possono,
per cosi dire, essere “raggiunti” sviluppando di nuovo la funzione in un
punto z; all’interno di un cerchio di un certo raggio R. La nuova serie
infatti convergera allora in un nuovo cerchio di raggio pari a |zs — 21|,
che avra intersezione non vuota col cerchio precedente, ma che conterra
anche punti non appartenenti al cerchio precedente. Il procedimento
puo essere cosl iterato in modo da “circondare” la singolarita isolata e
ottenere il cosiddetto prolungamento analitico della funzione.

Tale procedimento fallirebbe se invece di una singolarita isolata in-
contrassimo una “barriera di singolarita”, cioé delle singolarita di-
stribuite in modo denso su una linea chiusa che circonda la zona di
analiticita. Per esempio, consideriamo la funzione f(z) definita dal-
la serie > 7, 2™ dentro il cerchio unitario tale serie converge; in-
fatti, per |z| < 1 possiamo maggiorare la serie dei moduli (essendo
nl=nn—-1)---1>nVn>1):

o0 (e 9]
n! n
> <Yl
n=1 n=1
e la serie a secondo membro converge. Sulla circonferenza |z| = 1
ci sono sicuramente dei punti singolari: per esempio, per z = 1 la

serie diverge. Non solo: in questo caso non si riesce a trovare un arco
comunque piccolo sul bordo del cerchio, che sia privo di punti singolari.
Infatti tutti i punti della circonferenza unitaria z;, = e®* costituiscono
delle singolarita per f se Oyn! = 2kw per n > q € N e k € N. Infatti in
tal caso si ha

N q—1 N
n! i0n! 2kmi
fN(zk):Ezk:Eek —l—ge
n=1 n=1 n=q

che tende a oo per N — oo (la serie conterra la somma di infiniti 1);
ci sono infiniti punti che soddisfano questa condizione: tutti i nume-
ri della forma z,, = ezwgi, con p,q € N, sono tali che |2,,] = 1 e
§n! =k € NVn > ¢q. Pertanto f ha infinite singolarita sulla circon-

ferenza unitaria, cosa che impedisce il prolungamento analitico dato
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che tali punti formano un insieme denso sulla circonferenza. Infat-
ti i numeri ¢™”s sono le radici g-esime dell’unita e quindi giacciono,
equidistanziate, sulla circonferenza |z| = 1 (ricordiamo che le radici
n-esime di un numero complesso pe'? sono i vertici di un poligono di n
lati inscritto nella circonferenza di raggio p; per n che tende a infinito
il poligono “diventa” la circonferenza). Dato che possiamo prendere g
arbitrariamente grande, allora in ogni intorno, per quanto piccolo, di
un qualsiasi punto della circonferenza unitaria troveremo una radice
dell’unita. Questo significa che in ogni arco arbitrariamente piccolo si
trovano infinite singolarita della funzione (in un intorno arbitrariamen-
te piccolo di ogni numero reale ci sono infiniti numeri razionali) e il
bordo diventa una barriera invalicabile (detta “barriera” o “frontiera”

naturale).

Esempio 2.41. Anche la funzione analitica rappresentata da f(z) =
L+ Y0222, |z| < 1, é un esempio di funzione non prolungabi-
le analiticamente: risulta, infatti, che la circonferenza |z| = 1 ¢é la
sua frontiera naturale. Osserviamo subito che la serie Y o 2% =

24 2+ 2+ 284 219 4+ - non converge per z = 1; inoltre V z si ha
f(22)=1+§:(z2)2n :1+§222”“ — 1422448y
n=0 n—0
quindi f(z) = z + f(2?). Ancora
flzh) = 1+i(z4)2" = 1+iz2”+2 SR P i i [T
n=0 n=0

quindi f(2) = z+ 22 + f(2%), e cosi via:

f(z) = PREPNTIPS L + f(2*).

Osserviamo allora che i punti z tali che z*" = 1 sono punti singolari

per f per ogni n: per n = 0 si ottiene z = 1; per n = 1 si ottiene
22 =1, e quindi z = £1, per n = 2 l’equazione diventa z* = 1, le cui
radici sono le quattro radici quarte di 1, e cost via. Le radici dell’equa-

zione 22" =1 sono le radici 2"-esime dell’unita e dunque, per n che
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tende a infinito, esse si addensano sulla circonferenza, cioé linsieme
{2:22" =1, n € N} ¢densoin {z:|z| =1}, e |z| =1 costituisce la

frontiera naturale di f.

Facciamo ancora un’altra osservazione: la serie di Taylor che defini-
sce la funzione f(z) analitica nel cerchio Cy di centro zy e raggio rg

() (
s 70)

C di centro z; e raggio ry Zflo:o

" ¢ formalmente diversa dalla serie nel cerchio

f(21)
n!
ve essere la stessa nonostante la diversita della rappresentazione, non

n! (2 = 20)

(z — 2z1)", ma la funzione de-

solo nell’intersezione dei due cerchi, ma ovunque si possa arrivare con
il prolungamento analitico. Partiamo da z; (o da un altro punto in-
terno al cerchio Cy in cui la funzione ¢ definita dalla prima serie) e
raggiungiamo un generico punto z lungo un cammino v (che attraversa
una certa serie di dischi del prolungamento), ottenendo un certo valore
w di f(z) (se z fosse proprio in C il valore sarebbe quello dato dalla
seconda serie); se ora percorressimo invece un cammino diverso 7 (che
attraversa una serie diversa di dischi del prolungamento), otterremo
un valore w di f(z). La funzione f(z) ¢ analitica nella regione data
dall’unione dei dischi del prolungamento, e anche la sua derivata f'(z);
quindi, essendo f(z) una primitiva di f’(2), si ha

V(z0.2) V(z0.2)

wzfummvz/’ f(E)de e @zf@mm;z/‘ F(€) de.

Ma per il teorema di Cauchy, se all'interno del cammino chiuso I' =
¥ U (=) non ci sono singolarita, allora i due integrali delle formule
precedenti sono uguali, e quindi w = w. Se, invece, il prolungamento
ha circondato una (o pin) singolarita, allora I'integrale lungo I" non &
necessariamente nullo, e quindi si potrebbe avere w # w: la funzione,
in tal caso, sarebbe ancora analitica, ma polidroma, e quindi facendo
percorsi diversi finiremmo su rami diversi.

Riassumendo, data una funzione f olomorfa in un dominio D C C, f
¢ sviluppabile in serie di Taylor in ogni intorno B,(zy) C D, zo € D,
r > 0, ma puo accadere che tale serie abbia raggio di convergenza
r > dist(zg, 0D), cioé che converga in punti non appartenenti al domi-
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nio, oppure che converga in punti z appartenenti al dominio ma con
somma diversa da f(z) (si veda, piu avanti, I'Esempio 2.44). In en-
trambi i casi si dice che tale serie definisce un prolungamento analitico
di f.

Data una funzione f analitica in un dominio D # C, si dice che la
funzione ¢, analitica nel dominio D; avente in comune con D uno o
pit domini e un prolungamento analitico di f se f = ¢g su un dominio
contenuto nell’intersezione D N D;.

Concentriamoci in particolare sulle funzioni a un sol valore. Vale il
seguente risultato: se due funzioni analitiche monodrome coincidono
su un tratto di curva appartenente allintersezione dei domini di ana-
liticita, allora esse coincidono ovunque, cio€ sono la stessa funzione
analitica sull’unione dei domini.

Esempio 2.42. Mostriamo che ;
241

1 w [z—1\"
—iZ”ZO(Q—i) ‘
z—1

La seconda ¢ una serie geometrica di ragione 5 quindi converge per

w [z+N\"
Yoeo (2 " z) ¢ il prolunga-

mento analitico di 5

zZ—1
2—1
da cui 2>+ (y —1)> = 5) di centro (0,1) =i e raggio v/5. Conosciamo
anche la somma di una serie geometrica, quindi si ricava

1 & /z—4\" 1 1 1
2-2‘2(2—@') S 2—il—zt 22

n=0 2—1i

< 1, cioé dentro il cerchio |z—i| = [2—1| (|x+i(y—1)] = |2—1]),

Anche la prima serie ha la stessa somma:

1 i z4+i\" 1 1 1
2+i 4= \2+i) 2401 -2 227

e il suo cerchio di convergenza é quello di centro —i e raggio \/5; il suo
centro quindi € all’interno del cerchio di convergenza dell’altra serie;
dunque, le due serie coincidono nell’intersezione dei due cerchi (I'uni-

co punto singolare per la funzione somma ¢é il punto z = 2), e quindi
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nellintersezione dei loro domini, e nella loro unione, rappresentano

entrambe la funzione analitica esse sono, quindi, il prolunga-

—z
mento analitico 'una dell’altra.

Esempio 2.43. La funzione f(z) = zw,n > 2, non & analitica nell ori-
gine e non ¢ possibile prolungarla in modo tale che lo sia. Ricordiamo,
infatti, che l'origine é un punto di diramazione per f(z) e dall’origine
parte la linea di diramazione: non esiste dunque nessun intorno del-
lorigine, per quanto piccolo, in cui la funzione sia esprimibile come

somma di una serie di potenze.

Esempio 2.44. Sappiamo che integrando termine a termine la serie
geometrica si ricava lo sviluppo della funzione log(l — z) nel cerchio
unitario centrato nell’origine:

log(1 — z) i

TL

|z| < 1.
=0 "
Si ottiene, quindi, che
2 (1 — z)n+
log z = log[1 — (1 — 2)] Z n+1 I1—z| <1,

n=0

serie centrata nel punto 1 e di raggio unitario. Inoltre

o= S ) (e
ng_ n:0n+1 B ’

da cut, utilizzando le proprieta del logaritmo, si ricava

o} 1 i k
logz:log(zo)—l—ZE <Z ZZ0>
k=1

La multifunzione logaritmo di z é definita in C\{0} e in tale dominio é

una funzione analitica;*® pertanto lo sviluppo in serie di Taylor appena

421] suo unico punto singolare & il punto di diramazione (cioé l'origine), e se si considera
il piano complesso esteso, anche il punto all’infinito puo essere considerato come punto di
diramazione).
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trovato ha come punto iniziale un qualunque punto zy e converge nel
cerchio di centro zy e raggio pari a |zo| (distanza di zy dall’origine).
Consideriamo ora la funzione logaritmo principale Logz = log |z| +
iArg(z), Arg(z) € (—m, 7| (un particolare ramo della multifunzione
logaritmo complesso): essa ¢é definita in C ~ {0} ed é olomorfa in
D=C~{z=z+iy:2 <0, y=0} nel punto zo = —1 + i es-
sa e analitica, e quindi, per quanto detto, la corrispondente serie di
Taylor centrata in 2z converge per ogni z tale che |z — 2| < |20 = V2.
Ma allora siamo proprio nel caso in cui la serie converge in un cerchio
che contiene punti non appartenenti a D (i punti x dell’asse reale nel-
Uintervallo (—2,0)), cerchio costituito dall’intervallo (—2,0) C R e da
due domani disgiunti contenuti in D. La somma di tale serie coincide
allora con la funzione Logz = log |z|+im se Im(z) > 0 e con log |z| —im
se Im(z) < 0, ed é quindi un prolungamento analitico della funzione
logaritmo principale.

Il procedimento di prolungamento analitico (di una funzione analitica)
puo essere ripetuto indefinitamente. La totalita di tutti gli sviluppi
di Taylor e una funzione analitica e ogni singolo sviluppo ¢ detto ele-

mento analitico della funzione analitica.

Utilizzando il principio di identita e il teorema della media si puo di-
mostrare un altro famoso teorema che riguarda le funzioni olomorfe: il
Principio del massimo. Prima osserviamo che dal teorema della media

f(20) =

1 2

o ), f(zo +re™)at

segue che

[f(z0)] < max |f(z)],

|z—zo|=r
relazione che afferma che il massimo del modulo della funzione f(z)
su una circonferenza ¢ maggiore o uguale al modulo di f calcolato nel
centro della circonferenza. Vale pero un risultato molto piu forte:

Teorema 2.31 (Principio del massimo). Sia D C C un dominio e
f € O(D) tale che |f(z)| abbia un massimo locale in D. Allora f é

costante in D.
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Esistono diverse dimostrazioni di questo teorema (che utilizzano tutte,
come ingredienti, il teorema della media e il principio di identita); qui

ne forniamo due diverse:

Dimostrazione. Sia zy un punto di massimo locale per |f]; allora esiste
un intorno U di zj tale che |f(2)] < |f(20)| Vz € U. Per il Teorema 2.5
basta mostrare che |f(z)| € costante in un intorno di zo: da cio, infatti,
segue che f(z) ¢ costante in tale intorno e, per il principio di identita,
risulta costante in tutto D.
Supponiamo per assurdo che non sia cosi, cioé che in una bolla aperta di
centro zg esista almeno uno z tale che |f(2)| < |f(20)[; sia z; un punto
con tale proprieta, cioé tale che |f(z1)| < |f(20)|. Posto |z1 — 20| =7,
supponiamo che {z : |z — 29| < 2r} C D, cioé che z; sia interno a un
certo intorno di zy, e sia y(t) = 2o + re', t € [0,27], la circonferenza
su cui giace z;. Essendo |f(z1)] — | f(20)] < 0 ed essendo la funzione (a
valori reali) |f(z)| continua, esiste € > 0 e un arco di circonferenza -y
“intorno” a z; in cui tale differenza si mantenga minore di zero, cioé si
abbia

|f(z0 + 7€) < |f(z0)| —€ pert e (61,0). (2.30)

Dalla formula della media e usando la (2.30) si ha

1o .
el = |5 [ o reyat]

/ f(z0+ re“)dt‘
61 1¢[01,62]

1 02 . .
< — {/ |f(20 + re™)|dt + / |f(z0 + relt)|dt1
27 [ Jg t¢[61,02]

1

02

. 1
flz0+ re”)dt‘ + 7

™

< o (£ 0)] = (62— 60) + 2 — (6 — )] £ z0)])

0y — 0,
= () — e~ < |f(zo)]

Avendo trovato un assurdo segue che f ha modulo costante in un in-

torno di zg, da cui segue la tesi.

]

Una seconda dimostrazione e la seguente:
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Dimostrazione. Sia zp un massimo locale per | f|; allora esiste un intor-
no U di z tale che |f(2)] < |f(20)| Vz € U. Sia € > 0 tale che la bolla

chiusa B.(zp) C U. Per la formula di Cauchy si ha

1 f(z) X
f(20) = /836(20) dz.

211 zZ— 2

Parametrizzando la circonferenza 0B.(z0) (2 = 2y + €e?) e usando il
fatto che | f(zo + €e)| < |f(20)] VO si ha

1

|f(20)| = o

2 (20 + ')
; ol

. 1 2m A
eieledH‘ < — / | f (20 + €e™)|df
0

2T

<o [ 1ol = 1fGoll

allora le precedenti disuguaglianze diventano uguaglianze e, essendo la
funzione integranda |f(zo + ee?)| continua rispetto a 6, si deve avere

|f(20 + €)= |f(20)] VO €[0,27] e Ve tale che B.(z) C U,

cioé il modulo di f risulta costante (e uguale al modulo di f(zp)) su
tutta una circonferenza di centro z, e raggio minore della distanza di
2o dalla frontiera dell’aperto U.%3

“3Da questo punto in poi si potrebbe usare anche il seguente ragionamento alternativo:
a questo punto ci rimane da mostrare che il modulo di f & costante (e uguale al modulo di
f(20)) anche dentro la bolla, cioé in tutta la bolla chiusa Be(z0). In effetti, cosi &, dato che
il modulo di f coincide col valore |f(20)| in ogni circonferenza di raggio € > 0 ma minore
della distanza di z¢ dalla frontiera dell’aperto U. Allora, essendo |f| costante nella bolla
B (z0), per il Teorema 2.5 segue che f(z) & costante in tale intorno di zo e, per il principio
di identita, risulta costante in tutto D.
Volendo, per rafforzare questo risultato e per usare il principio di identita in un’altra forma
ancora diversa, si puo fare la considerazione che, dato che il modulo di f & costante in
Bc(z0), anche il quadrato del suo modulo |f(2)|? lo &, e quindi anche il prodotto f(z)- f(z)
¢ costante in Be(z0). In particolare, in tale bolla si ha

of - of
£f+f£

0 _
0= (/)= (2:31)

dove, nell’gltimo membro della (2.31) il primo termine & nullo per ’olomorfia di f; dunque

= 0. Inoltre, ancora dall’olomorfia di f si ha anche

af _ (of\

risulta f FE
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Essendo f(z) = |f(20)]e*8(=0) se Arg(f(z)) = a, usando nuova-
mente la formula della media si ha

e—ia 2w

2r Jo

f(20)] = 7 f(20) = f(z0 +ec®) df

1 2m
27 Jo
inoltre, essendo il modulo di un numero complesso un numero reale, si

ha

e f (20 + ee™) db;

1 o ,
Re|f(z0)| = | f(20)| = %Re (/0 e fz + ee’) dQ)

1 2

2T
— [ Re(e™f(z+ee”)) di < % / le™" f(z0 + €ec)| db
0

:27'('0

o ' 1 27
=5 | IGar e o< o [l d = £l

dove, nell’ultimo passaggio, e stato usato il fatto che la parte rea-
le di un numero complesso ¢ minore o uguale al suo modulo. Tutte
le disuguaglianze intermedie diventano dunque delle uguaglianze, e si

trova
Re (e 7 f(z0 + €€”)) = |e 7 f (20 + e”)| = | f(20)| VO € [0,2n].

Ma allora Im (7" f (29 + €€?)) = 0 e e f(zo + e€”) = |f(z0)], cioé
f(z0 + €€) = €| f(20)| = f(z0) VO € [0,27]. Ma allora non solo
|f(2)| & costante nella circonferenza {z : |z — zg| = €}, ma anche f(z)

infatti _
of 1{a 9 1 ‘
%2 <8a: + 28y> (u—iv) = 5[(“1 +vy) — i(va — uy)]

af 1( 0 0 . 1 .
<8z> =3 (6@' - 16y> (u+iv) = 5[(% +vy) — i(ve — uy)],

da cui segue la (2.32). Allora, sostituendo la (2.32) nella (2.31) si ottiene f(z) - f/(z) =0

(essendo f olomorfa, Z—Z = f'(2)) per ogni z € Be(20).

Ora, se per assurdo f non fosse costante in U, per il principio d’identita non lo sarebbe
neanche in Be(20); quindi in tale disco f ed f’ non sarebbero identicamente nulle e quin-
di, dalla Proposizione 2.7, ammetterebbero ciascuna solo un insieme discreto di zeri: la
relazione f(z)- f/(z) = 0 non potrebbe quindi valere su tutto il disco. Allora f deve essere
costante in U, per il principio di identita lo & anche in D.
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¢ costante in tale curva (continua) contenuta in D e quindi, per il
principio di identita, essa ¢ costante in tutto D.

]

Osserviamo che alcune formulazioni del teorema precedente contengo-
no anche I'implicazione inversa (che ¢ banale): se f ¢ costante in D,
allora | f(z)| ammette un massimo in D.

Citiamo, per completezza, anche un’altra formulazione: Sia D un do-
minio e f € O(D). Se esiste zg € D tale che |f(z)| > |f(2)| Vz € D
allora f e costante. In questo enunciato il punto di massimo e globale
anziché locale.

Ancora, spesso il principio del massimo viene enunciato “in negativo”:
sia f € O(D); allora |f(z)| non puo avere massimo in D a meno che
non sia costante.

Osserviamo che un teorema analogo per il minimo non vale. Infatti,
consideriamo, per esempio, la funzione f(z) = z: essa ¢ tale che |f(2)|
ha minimo in z = 0, ma non e costante.

Inoltre, se si applica il principio del massimo, nella versione in negativo,

1
alla funzione g(z) = —— segue un immediato

f(z)
Corollario 2.32. Se una funzione olomorfa in un dominio D, non
costante e priva di zeri in D, allora il suo modulo non raggiunge minimo
in D.
Esempio 2.45. La funzione sinz non é costante e non ammette zeri
i un dominio D contenente un tratto di asse reale di lunghezza minore
di ™ privo di zeri; quindi |sin z| non assume minimo in nessun punto

di tale dominio D.

Il Teorema 2.31 e chiamato anche Principio del massimo modulo,
mentre e il seguente corollario ad essere chiamato, talvolta, principio

di massimo.

Corollario 2.33. Sia D C C un dominio limitato e f € O(D)NC (D).
Allora
max | f| = max|f]. (2.33)
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Se f non e costante, allora

[f(2)] < max|f()] V=€ D. (2.34)

Dimostrazione. Osserviamo che |f(z)| & una funzione a valori reali; per
ipotesi, essa ¢ continua nell’insieme chiuso e limitato D e, dunque, il
massimo in D esiste per il Teorema di Weierstrass. Supponiamo che
esso venga raggiunto nel punto zy € D; allora si ha |f(z20)] > |f(2)]
Vz e D. Se z, € 9D, allora

|£(20)] = max|f(2)] = max|f(2)],

e la (2.33) e vera. Se zy € D, allora per il principio del massimo f deve
essere costante, e quindi la (2.33) vale anche in questo caso.
Se f non ¢ costante, segue la (2.34). O

Corollario 2.34. Sia D C C un dominio limitato e f € O(D)NC (D).
Allora Vzy € D wvale la disuguaglianza

max.cop | (2)|

(n) 20)| <
N TN E

VneN,

dove 6(zy) =dist (29, 0D).
Dimostrazione. Per la stima di Cauchy sulle derivate si ha

0 ()] < 2l VE sy e

rn

Per il principio del massimo, si ha max|,_. = |f(2)| < maxp|f| =

maxgp | f|, e quindi

) <y ) vmen, @)

/rTI,
da cui segue la tesi per r — d(zp). O

Nel caso particolare di una funzione olomorfa f in un disco aperto U e
continua fino al bordo del disco, detto M (r) = maxgy | f], cioé il mas-
simo del modulo di f sulla circonferenza (per esempio) di centro z e
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raggio 7, la (2.35) puo essere letta come: i coefficienti della serie di Tay-
lor di f nellintorno di zg (]2 — 29| < r) soddisfano le disuguaglianze
di Cauchy

M(r)

7077,

lan| < n=01,...

dette anche del massimo modulo).
Ritroviamo quindi le stime di Cauchy (per gli a,) come corollario del

Principio di massimo.

2.15 Serie di Laurent
Siano 0 <r < R < 40 e zy € C. L'insieme
Crr(20) ={2€C:r <|z—2| <R}

e detto corona circolare di centro z(, raggio interno r e raggio ester-
no R. Ser =0e R < 400 si ottiene un cosiddetto intorno (o di-
sco) bucato di centro zy e raggio R, che talvolta viene denotato come
Bi(z0) ={2€C:0<|z— 2| < R};se r >0 e R =400 si ottiene il
complementare del cerchio di centro zy e raggior,eser =0e R = +00
I'intero piano privato del punto zj.

Consideriamo ora la successione bilatera di numeri complessi {a, }, n €
+o00

Z. Diciamo che la serie bilatera ) "=
—1 —+00 . t 1 .
o n € > 20 ay, convergono, e in tal caso poniamo

a, converge se entrambe le serie

+o00 —1 +oo
E Ay i = E Ay, + g Q.
n=—oo n=—oo n=0

Osserviamo che la scelta di spezzare la serie bilatera in zero ¢ inin-

fluente: se la serie bilatera e convergente allora, fissato k € Z, si

ha:
+o0 k +o00
g Ay, = E Ay, + g Q.
n=-—o0o n=-—o00 n=k+1
Una serie della forma :f_oo an(z — 2z0)", dove {ay}nez € una suc-

cessione assegnata di coefficienti complessi, & detta serie bilatera di
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centro zy o, anche serie di Laurent di centro zy. Per capire in quale
tipo di insieme converga questo tipo di serie scriviamola separando le

potenze negative di z — zy da quelle positive:

—1 +o0o +o0o +00
Z an(z—zo)”+Zan(z—zo)” = Za_k(z—zo)_quZan(z—zO)”
n=—00 n=0 k=1 n=0
+00 a +00
= — an(z — 20)";
D T R

la seconda serie ¢ una serie di potenze e quindi converge in un cerchio
|z — 20| < R di centro zy e con un dato raggio R; la prima serie, inve-
ce, (dove compaiono le potenze negative di z — z) converge nei punti

1 ~ ~
z tali che |——| < R per un certo R, cio¢ in un insieme del tipo
zZ— 20

1
{z |z — 20| > E}, che rappresenta ’esterno di un cerchio di centro

1
2o € raggio = = r. La serie bilatera convergera allora nell’intersezione

dei due insiemi (cioé nell’insieme comune di convergenza di entrambe
le serie), e quindi in un insieme del tipo {z : r < |z — 2| < R}, cioé in
una corona circolare.

Risulta quindi che se f € una funzione olomorfa in un cerchio di centro
2z e raggio r, allora essa e sviluppabile in serie di potenze di (z — z);
in generale, se invece f e olomorfa in una corona circolare di centro
Zp, non sara possibile svilupparla in serie di potenze di centro zy, ma
si potra ottenere uno sviluppo come somma di una serie bilatera in
cui figurano anche potenze di (z — zy) con esponente negativo. Una
funzione del genere ¢ quindi una funzione olomorfa in un aperto tranne
in un punto zy, dove si dice che ci sia una singolarita, in cui la funzione

non ¢ definita né puo essere prolungata con continuita.

. - © _n o n
Esempio 2.46. La serie bilatera Y >~ 2"+ > > (az)™", con o > 0,
converge in é < |z] < 1 se @ > 1, mentre non converge in nessun

punto se a < 1.

Precisamente, vale il seguente:
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Teorema 2.35 (Sviluppo in serie di Laurent (in una corona circolare)).
Sia f olomorfa in Cy r(2) Allora, ¥V z € C, (%)

+o00
f2)= Y anlz—z)", r<l|z—z| <R, (2.36)
dove .
a, = —f(z) dz, né€lZ, (2.37)

- 7
210 Jor B, (z0) (z — zp)"+1

conr < p < R. I coefficienti a,, sono univocamente determinati.

Dimostrazione. Fissato z € C, r(2p), siano 7’ e R’ tali che z appartenga
alla corona circolare di centro zy, raggio interno r’ e raggio esterno R’,
con r < r’ < R’ < R. Consideriamo, poi, una retta passante per z; ma
non passante per z; la corona circolare C, p/(zo) intercetta tale retta
in due segmenti, che dividono tale corona in due curve chiuse I'; e I'y,
una delle quali (sia, per esempio, I'1) contiene z al suo interno. Allora,

dalla formula integrale di Cauchy si ha

f(z) = %m/r g(f)zds

_ ! /€ 1 f©)
f(z)_%/rlf—zdg—i_%/pzf——Zd’

dato che il secondo integrale e nullo per il Teorema di Cauchy. Nella

formula precedente i segmenti di I'; e I'y (che non giacciono sulle cir-
conferenze che individuano C,s g/(29) ) vengono percorsi due volte in
senso opposto e quindi si eliminano. Dunque, f(z) si puo esprimere

come f(z) B L f(g) d€
21 Joc, €2
b f(€) dg—i}{ f(€) de (2.38)
2w Jo E— 2 2mi Jor E— 2 '
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dove I e +/* indicano i bordi, rispettivamente, esterno e interno della
corona circolare C, r/(2p), percorsi in senso antiorario.*

Trattiamo separatamente i due integrali che compaiono nella (2.38),
sviluppando la quantita §+z in due modi diversi a seconda che £ € T
ofey.

Ripetendo lo stesso ragionamento fatto nel Teorema 2.24 (di analiticita
Z— 2

delle funzioni olomorfe), cioé osservando che, V¢ € T” si ha <1

e dunque |z — 29| < |£ — 20| = R/, si trova

T . _ - _ n+1
E—2z E—z2+2—2 (5—20)(1_2_:) “— (§ — )

1 1 1 — (z—2)"
=2

(2.39)

converge assolutamente ed uniformemente in £ su IV, moltiplicando

1
primo e ultimo membro della (2.39) per la funzione oy f(&), limitata
i

su I, e integrando termine a termine su I si ottiene

RN (G S

271 —z
I S n=0

dove

! &n“dﬁ, neN.

Qp = -
2mi Jre (€ = 20)

Per il secondo integrale della (2.38), osserviamo che V¢ € 4/ si ha
§— 20

Z— 20

< 1 e quindi si ha

1 1 1

_£—z_z—§_z—zo+zo—§

44Pid velocemente, si pud anche osservare (direttamente dalla formula integrale di
Cauchy) che, essendo z interno a I

10 =5 [ L

= omi E—2

mentre, essendo z esterno a ~’

1 )

“omi ) ez

d¢ = 0.

Sommando membro a membro le due relazioni si ottiene la (2.38).
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£ — 2 - Z—ZokJrl

(o)

Moltiplicando per 70 f(&) e integrando termine a termine su 7’ si
v

ottiene

1 1
i £ D 006 e
_ZQTFZ]{ FO(E = 20)"de (2 — 20)

posto —k — 1 = n si trova

1
2 ,+5—z dé = Z o j{/+ — nﬂdf(Z—Zo)-

Quindi

I

n=—oo

1 f€) _
an—%£l+md§, n——l,—2,...

Sostituendo le espressioni ottenute nella (2.38) si ha la tesi, dato che,

2772 A+ 5 — Z

dove

grazie al teorema di Cauchy sulle curve omotope (i circuiti sono tut-
ti equivalenti rispetto alla funzione % ), le circonferenze I'" e 7/
possono essere rimpiazzate da una circonferenza qualunque di raggio p,
r < p < R (cioé la serie (2.36) converge uniformemente in ogni corona
circolare Cp g/(2), con r < r’ < R’ < R, e anche i coefficienti possono
essere calcolati su una qualunque circonferenza di centro zy e raggio

intermedio fra i due raggi interno ed esterno).

Rimane da dimostrare I'unicita della serie di Laurent, cioé che, se vale
la (2.36), allora i coefficienti a,, sono dati dalla (2.37). Posto

-1

h(z)= Y an(z— z)" (2.40)

n=—oo
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e g(z) = > a,(z — 2)", consideriamo la circonferenza 7, di centro
2o e raggio p, 7 < p < R. La serie g(2) = >0 an(2 — 2)" converge

uniformemente in 7,, e tale proprieta si conserva se si moltiplicano
entrambi i membri per una potenza qualunque (z — z9) %7, k € Z,
essendo tale potenza una funzione limitata su 7, (siamo lontani dal
centro essendo z # zy e anche dall’altro caso limite z — 0o, essendo
p < R); integrando termine a termine cio che si ottiene si ha

f+ (2 — zo)k+t ’”1 ]{ Z anlz = 20)" " d
e

’anO

Z j{ (z — 2)" "1 dz.
=0 V4

Analogamente, moltiplicando (2.40) per (z — 2z) %71

e integrando su
Vp St ottiene

-1
N dr = " o n—k—1 dz.
7{3 (Z—zo e z = j{ Z an(z — 2p) z

P n=—o00
Laserie .. 0 a,(2—2)" ¢ uniformemente convergente in ,. Infatti,

1
posto z = zg + —, si ottiene (r < [z — z| < R implica r < || < R)
w

h(zo—i— > Zan Zalw —<|w|<1

n=—oo
e la serie a ultimo membro converge uniformemente sulla circonferen-

za di centro 0 e raggio —. Ragionando come prima, allora, segue

(scambiando la serie con l'integrale) che

h’ nkl
\%;er Zanf Z—Z dz.

n=—oo

Quindi
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calcolando esplicitamente l'integrale a secondo membro, si ottiene

27
/ anfkezt(nfk)dt’
0

quindi, per la proprieta di ortogonalita delle funzioni ™

,m € Z, in
[0, 27], tutti gli integrali del primo membro sono nulli tranne quello in
cui k = n, che & uguale a 2mi. Quindi, segue la formula (2.37). O

La serie (2.36) ¢ detta serie di Laurent della funzione f nella co-
rona circolare C; r(zp). L’insieme delle potenze positive (cioé la serie

di potenze standard > 7% a,(z — 20)") si chiama parte regolare della

serie e quello delle potenze negative (cioé la serie Y1 a, (2 — 2)" =

+o0o  a_g
k=1 (2—z0)k

teristica della serie bilatera. Naturalmente, se la successione {a, }nez

) & detta parte principale o parte singolare o parte carat-

e tale che a, = 0 Vn < 0, si ritrova 1'usuale serie di potenze (positive).
Osserviamo che, se f ¢ olomorfa in Bgr(zy)\{z20} = Bx(z0), tale sviluppo
vale in 0 < |z — 2| < R, e

1
an::—_%Ldz, n € 7,
2mi J, (z — zo)"*1

dove v ¢ una qualunque curva di Jordan contenuta in Bg(z) \ {20},
orientata positivamente e la definizione degli a,, non dipende dal cam-
mino 7. Un caso particolare in cui si puo effettuare lo sviluppo di Lau-
rent ¢ quando, dato un dominio D C C, siha f € O(D\{z}). In questo
caso lo sviluppo di Laurent vale nella corona {0 < |z — zo| < §(z20)},
dove 0(2p) indica la distanza di 2z, da 0D.

Il Teorema 2.35 si puo enunciare dicendo che ogni serie convergente
di potenze positive e negative di z — 2 € la serie di Laurent della sua
somma.

La formula dei coefficienti della serie di Laurent si usa poco frequen-
temente nella pratica, dato che comporta il calcolo di un integrale.
Tuttavia, poiché lo sviluppo di Laurent ¢ unico, un qualunque proce-
dimento che permetta di ottenere, per una funzione f, uno sviluppo
in una serie di potenze, puo essere utilizzato per ottenere questi coef-

ficienti.
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Esempio 2.47. Consideriamo la funzione f(z) = ; essa

(z—1)(z—2)
¢ olomorfa in C~ {1, 2}. Cerchiamo il suo sviluppo in serie di Laurent

nella corona circolare Cy 2(0); il modo pit semplice di procedere in que-
sto caso mnon e usare la formula generale dei coefficienti dimostrata nel
Teorema 2.35, ma ricondursi alla serie geometrica. Per 1 < |z| <2 si

ha
1 1 1 1 1 1 1

(z—1)(z—2) z—1+z—2 z 1-1 2 1-%2

SO EION

dove il primo sviluppo e valido per

1
—’ <1, cioé per |z| > 1 e il secondo
z

z
per 5‘ < 1, cioé per |z| < 2. Nell’insieme comune di convergenza

1 < |z] < 2 si ottiene

1 = " L
m__zz_z2n+l_”'_z -z —5—1—7

e’}
n=—o0o n=0

che ¢ la serie di Laurent cercata.
Osserviamo che la funzione assegnata é anche olomorfa in By(0), e
quindi ammettera in tale bolla uno sviluppo in serie di potenze:

1 1 . 11 1
(z—1)(z—-2) 2z—-1 2-2 1—z 2 1-

00 . 1 00 A\
% ‘5%(5)7

dove il primo sviluppo & valido per |z| < 1 e il secondo per |z| < 2.

Nell’insieme comune di convergenza, cioé nella bolla pit piccola |z| < 1

SV > (1 - 23“)

n=0

st ottiene

Infine, osserviamo che f(z) e olomorfa anche nella corona circolare

in Ca.0(0), quindi in tale intorno di co avrda uno sviluppo in serie di
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Laurent ridotta alla sola parte singolare:

1 1 1 1 1 1 1

z-D(z-2) 1t z 1-1 2z 1-2

x5 (Y)

k=0

dove il primo sviluppo é valido per |;‘ < 1, cioé per|z| > 1 e il secondo
per |%’ < 1, cioé per |z| > 2. Nell’insieme comune di convergenza

|z| > 2 si ottiene

o] —1

1
m Z 1+2n n+1 == Z (—1+2_n—1>2

n=0 n=-—oo

Osserviamo che la formula (2.37), per n € N, coincide con la formu-
la integrale (2.27) per i coefficienti della serie di Taylor. Ripetendo il
ragionamento seguito per ottenere le disuguaglianze di Cauchy per i
coefficienti della serie di Taylor, si ottengono analogamente le disu-
guaglianze di Cauchy per la serie di Laurent: sia f una funzione
olomorfa in una corona circolare C, g(z9) e sia M(p) il massimo del
modulo di f sulla circonferenza v,, r < p < R. Allora i coefficienti
della serie di Laurent sono tali che

M (p)

|a,| < =

, neZL

in Cr.r(z0).

Assegnata una funzione f complessa di variabile complessa, se la sua
espressione analitica e abbastanza semplice, in genere ¢ facile capire
quale sia ’aperto piu grande di C in cui f e olomorfa.

I punti del piano complesso in cui una funzione f ¢ olomorfa si dico-
no punti regolari o ordinari della funzione. I punti in cui non lo e si
dicono punti singolari o singolarita della funzione. Osserviamo che, se

la funzione ¢ multivoca, i punti di diramazione sono singolarita della
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funzione.*® Se f & definita in un aperto U C C (limitato), i punti della
frontiera QU sono punti singolari.

221,

Esempio 2.48. La funzione T se= ¢ olomorfa in C \ {i, —i, 0};
z

© punti i, —i, 0 sono punti singolari, che non appartengono all’aperto

n cut f e olomorfa ma a cui ci si puo “avvicinare” rimanendo dentro
tale aperto.

Chiamiamo singolarita isolata (o punto singolare isolato) di una
funzione f un punto zy in cui f non e olomorfa o non e definita, ma ¢
definita e olomorfa su un intorno (bucato) di tale punto, cioé se esiste
r > 0 tale che in B}(zp) (cioé un insieme del tipo {z : 0 < |z — zo| < 1}
se zp € finito, o un insieme del tipo {z : |z| > R} se zp = o0) f &
olomorfa, mentre f non & olomorfa in B,(zp).

Diciamo, invece, che zy € una singolarita non isolata per f se, per
ogni r > 0, f non ¢ olomorfa in B}(zp) ma ¢ olomorfa in qualche insie-
me aperto contenuto in B} (z).

Osserviamo che per definire le singolarita (isolate o no) di una funzione
f non viene dichiarato a priori quale sia I'aperto del piano complesso
in cui f e olomorfa. La definizione di singolarita e legata al fatto che si
riesca a trovare o meno un aperto di un certo tipo in cui f ¢ olomorfa.
Dire che f ha una singolarita isolata in zy equivale a dire che f & una
funzione complessa di variabile complessa definita e olomorfa almeno
in un disco bucato B} (zj), ma non olomorfa in nessun insieme del tipo
BT(Z()).

Un punto singolare isolato per una funzione f & necessariamente un

punto di frontiera del dominio di olomorfia di f.

Esempio 2.49. Consideriamo la funzione f(z) = ——; poiché gli zeri
in z

di sin z sono i punti z = kmw, k € Z, f(2) é definita e olomorfa nell’a-

pertoU ={z€ C: z# km, k € Z}; i punti z = kr, k € Z sono tutti

458 tratta di punti singolari non isolati.
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punti di singolarita isolata.

Esempio 2.50. Sia f(z) = - essa e definita per z #0 e z # % ,

sin L’
k = +1, £2, ... Dall’esempio precedente seque che i punti z = %,
k € Z, sono punti di singolarita isolata.

Il punto z = 0, invece, ¢ un punto di singolarita non isolata. Infatti
Vr > 0 il disco bucato B (0) contiene qualche punto z = % , e quindi
f non e olomorfa in nessun disco bucato centrato nell’origine. D’altra
parte, f & olomorfa nell’aperto U = Bf(0)N{z € C: Im(z) > 0} (dato
1

che le altre singolarita z = ¢~ si trovano tutte sull’asse reale).

L’Esempio 2.50 mostra la situazione piu semplice di una singolarita
Zp non isolata: zy e il limite di una successione di punti di singolarita

isolata.

Esempio 2.51. Le funzioni \/z determinazione principale della radice
quadrata di z e Logz, parte principale del log z non hanno punti singo-
lari isolati: il loro dominio di olomorfia ¢, infatti, il piano complesso

privato di una semiretta uscente dall’origine (C ~\ (—o0,0])).

Partiamo ora dall’osservazione che se z; ¢ una singolarita isolata per
f allora esiste r > 0 tale che f sia olomorfa in B} (zy) = Cp,(20); dal
Teorema 2.35 segue allora che in tale corona circolare f e sviluppabile
in serie di Laurent.

Se invece 2y ¢ una singolarita non isolata non e possibile scrivere lo
sviluppo di Laurent in un disco bucato di centro 2y, dato che un qua-
lunque insieme di questo tipo contiene infiniti punti di singolarita (e

quindi f non & olomorfa in B(z) per qualunque 7).

Si distinguono allora tre tipi di singolarita isolate a seconda del com-
portamento di f(z) in un intorno del punto singolare zy o delle caratte-
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ristiche dello sviluppo di Laurent centrato in 29, precisamente in un
disco bucato B(zp).

Sia 2 una singolarita isolata di f, e sia >_°° _a,(z — 2)" la serie di
Laurent di f centrata in zy. Allora z, e detto:

a) singolarita eliminabile (o fittizia o artificiale o apparente o ri-
movibile) se (f non ¢ definita in zp ma) lim,,,, f(2) = L < oo o,
equivalentemente, se e solo se a,, = 0 Vn < 0; in questo caso la serie
di Laurent di f non contiene la parte singolare perché la serie si ridu-
ce a una serie di potenze; quindi la funzione puo essere prolungata in
z = z (dove non era definita) ponendo f(zg) = L o, equivalentemente
f(z0) = ap; in tal modo si ottiene una funzione f olomorfa nella bolla
B,.(z9) (ecco perché la singolarita si chiama eliminabile);

b) polo se lim, ., f(z) = oo; il polo ¢ detto di ordine (o moltepli-
cita) m > 1, m intero, se lim, ., (z — 2z0)"f(2) = L # 0, oo; ana-
logamente, 2z, ¢ un polo di ordine m se e solo se a_,,, # 0 e a, = 0
Vn < —m; in tal caso la serie di Laurent di f si riduce a una serie
del tipo 3200 an(z—20)" = 3.1 an(z— 20)" + 300 an(z — 20)™
essa contiene cioé soltanto un numero finito (diverso da zero) di ter-
mini z — zg con esponente negativo; in particolare, un polo di ordine 1
e detto polo semplice; una singolarita eliminabile, informalmente, &
quindi un polo di “ordine zero”;

c) singolarita essenziale negli altri casi, cioé se f non possiede né un
limite finito né un limite infinito per z che tende a z; (e quindi se non
¢ né una singolarita eliminabile, né un polo); analogamente, la singo-
larita e essenziale se e solo se a,, # 0 per infiniti valori negativi di n. Il
fatto che non esista nessun m finito tale che lim, ,, (z — z0)™ f(z) = L
con L # 0, oo a livello “informale” si potrebbe esprimere dicendo che
Zop € un polo di ordine infinito.

Osserviamo che un punto di singolarita eliminabile (proprio per il suo
significato) puo a volte essere definito in altri modi leggermente diversi
da quelli detti sopra. Si dice che f ha una singolarita eliminabile in 2z

se il modulo |f(2)| di f(z) e limitato in un intorno di zg oppure se la

461 Pequivalenza dei due modi di caratterizzare le singolaritd isolate & dimostrata, per
esempio, in [3].
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funzione si estende ad una funzione continua in un intorno di zy oppure
se la funzione si estende ad una funzione olomorfa (infatti ¢ cosi, come
abbiamo osservato), cioé se esiste il prolungamento analitico della fun-

zione in zp.

A tal proposito, enunciamo il

Teorema 2.36 ((di Riemann) sulle singolarita eliminabili). Siano D
un dominio di C, I un sottoinsieme discreto di D privo di punti di
accumulazione in D e f € O(D \ I). Allora le sequenti affermazioni
sono equivalenti:

i) [ & prolungabile analiticamente (o estendibile olomorficamente) in
D;

ii) esiste una funzione g continua in D tale che g ristretta a D ~ I
coincida con f;

iii) f & limitata in modulo in un intorno di ciascun punto di I;
w) lim, ., (z —25)f(2) =0Vz, € 1.

L’affermazione iv), in particolare, dice che i punti dell’insieme I sono

punti di singolarita isolati (precisamente, eliminabili) per f.

. ) sin z
Esempio 2.52. Sia f(z) =

sin z

s il punto z = 0 e punto singolare

isolato. Si ha lim,_,g

= lim, ,ocosz = 1 (anticipiamo che anche
in campo complesso vale la regola di de I’Hopital), quindi tale punto e
di singolarita eliminabile.

C'1o puo essere verificato anche ricavando lo sviluppo in serie di Laurent

di f(2): dallo sviluppo della funzione sin z si ricava

2n+1 00 2n

- _Z 2n+ @2n+ 1)l ;(—D"m

che € un serie di potenze.

. ‘ 1 —cosz
Esempio 2.53. Sia f(z) = 5
z

golarita isolata eliminabile. Infatti, applicando anche stavolta la regola

; il punto z = 0 é punto di sin-
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1 —cosz ) sin z
— 5 = lm, =
22 2

di de I’Hopital, si trova lim,_,q
z
Ricaviamo ora lo sviluppo in serie di Laurent di f(z): dallo sviluppo

della funzione cos z si ha

1 —cosz 1 > 22
i A § I N
22 22 [ nz%( ) (2n)!]

2n—2

1 . n+1 22 - n+1 z .
=32 U G = 0
n=1 n=1

posto 2n — 2 = 2k lo sviluppo st puo scrivere come

n

2k

1 ——cosz > z
S )=
S

anche in questo caso la parte singolare della serie non compare.

sin z
Esempio 2.54. La funzione f(z) = —5— ¢ olomorfa in C \ {0}, il

punto z = 0 ¢ un polo del primo ordine. Infatti, sfruttando il risulta-
sin 2z

to del limite calcolato nell’Esempio 2.52 si trova lim,_, =00 ¢

sin z
2
in serie di Laurent di f(z) in un disco bucato di centro zero:

lim, oz - = 1. Anche in questo caso é facile ricavare lo sviluppo

sinz 1 i 22+l
22 2n+U
n=0
B (2n+1)! 2z 3! 5

n=0

da cui st evince che c’é un solo termine in cui la potenza di z € negativa.

1
Esempio 2.55. Si verifica facilmente che anche la funzione 3 =
z—2z
1
——— ha tre poli di ordine 1: in z=0,2=1¢e z=—1.
z(1—22)
1
La funzione ——— ha un polo doppio in z = 1.
(z—1)?
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22

e

Esempio 2.56. La funzione f(z) = — ha un polo di ordine 3 in
z

z = 0; infatti lim, o 23 f(2) = 1.

Inoltre, sfruttando lo sviluppo noto della funzione esponenziale si ha

2
e 1 2 X, 23 1 1 z 23
—:;E EIE ==+ -4+=—4 =+
n=0

23 n! 2z 21 3l
n=0

Esempio 2.57. La funzione ex ha, invece, una singolarita essenziale
in z = 0. Infatti, essa non é definita in z = 0, ¢ olomorfa in C\ {0} e

non ammette limite per z — 0; infatti, scrivendo

1 1 T—1y
z = exztiy —= 612+y2

e

. . . . Tty 1
e restringendoci all’asse reale si ottiene [e zQﬂ/Q} = ez che tende a 0o
y=0
se x — 07, mentre tende a 0 se x — 0~ (restringendoci all’asse imma-
1
Y )

. . . . . _2 .. coq. T
ginario, invece, si ottiene e v = cosi —asin <, e limats limy,_o cos%

e lim, g sini non esistono).
Inoltre, si ricava dalla serie esponenziale che la serie di Laurent di tale

funzione centrata in z =10 e

L = (B & 11 1

- (Z)

« X_; n! Z_% z"n! ! 2 3t
X _-n k

I
="
I
| Mo

=y

Partendo dagli sviluppi in serie noti € facile far vedere che anche sin é ,
1

cos -, sinh% € cosh% hanno una singolarita essenziale in z = 0.

Come abbiamo gia detto, una funzione intera ¢ una funzione f olomorfa
su tutto C; quindi, possiamo dire che una funzione intera € una fun-
zione che non possiede punti singolari finiti. Di conseguenza, il punto
29 = oo € un punto singolare isolato di f (mettiamoci nel piano com-
plesso esteso @)

In C I'eventuale singolarita all'infinito di una funzione f(z) (anche non

: in tal mo-

!
5 Y

intera) si studia usando il cambiamento di variabile z =

do,infatti, z =00 < £ =0.
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22+1

z—1"
Lo £ 41 ‘

00; posto z = ¢ st ottiene f(§) = m; f(&) ha un polo semplice

in & =0, e quindi f(z) ha un polo semplice in z = oo.

Esempio 2.58. Data f(z) =

osserviamo che lim,_,, f(z) =

Diamo ora la seguente

Definizione 2.6. Una funzione olomorfa su un dominio D tranne
. eventualt punti di singolarita isolati che sono tutti poli, ¢ detta
meromorfa (o, anche, generalmente olomorfa) su D.

Le funzioni intere formano una sottoclasse della classe delle funzioni
meromorfe (esse non possiedono singolarita in C). Nei poli z;, j € J,
di una funzione meromorfa f in D si puo porre f(z;) = oo: in tal modo
si ottiene una funzione continua f: D — C.

Osserviamo anche che, essendo i poli singolarita isolate, una funzione
meromorfa puo avere, in C al pit un’infinita numerabile di poli. Infatti,
ogni disco {z : |z| < n},n=1,2,..., non pud contenere che un numero
finito di poli (altrimenti esisterebbe un punto d’accumulazione finito di
poli che sarebbe un punto singolare non isolato, e quindi non un polo)
e questi poli possono quindi essere numerati. Le funzioni tan z e cot z
sono degli esempi di funzioni meromorfe che presentano un’infinita di

poli.

Anche le funzioni razionali sono funzioni meromorfe. Una funzione

razionale (complessa) ¢ una funzione della forma

f(z) = —=, (2.41)

dove p e ¢ sono polinomi complessi.
Ricordiamo che uno zero zg di ¢ ¢ detto di ordine m (m € Z%) se

q(z) = (2 = 20)"q(2)

per qualche polinomio ¢ tale che g(zy) # 0.
Mostriamo che
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Teorema 2.37. Una funzione razionale non ha singolarita essenziali.

Dimostrazione. Sia f della forma (2.41), con p e ¢ polinomi complessi.
Le singolarita di f sono allora date dagli zeri di ¢, ed essendo ¢ un poli-
nomio, esso possiede un numero finito di zeri, e quindi ogni singolarita
di f eisolata. Supponiamo che ¢ abbia uno zero zy di ordine m. Allora
si ha

p(2)

&)= e

z
La funzione ]% e olomorfa in un intorno di zy, e quindi e sviluppabile
q(z

in serie di Taylor in un intorno di 2y, da cui:

f(z):(—;(z—zo :Zanz—zo o z—a| <7

[e.9]

~—

n=0

per qualche r.

Allora si possono verificare due eventualita: f ha una singolarita elimi-
nabile in zy (e quindi la serie ottenuta ¢ una serie di potenze), oppure
un polo di ordine, al pit, m (I'ordine di un polo e finito). Ne conse-
gue che una funzione razionale non ha singolarita essenziali. Essa e,

dunque, meromorfa in C. n

Questo teorema puo essere formulato dicendo che, se una funzione me-
romorfa presenta all’infinito un punto singolare eliminabile o un polo
(cioé se in C le sue sole singolarita sono dei poli) allora essa ¢ razionale.

p(2)

Osserviamo che, data una funzione razionale f(z) = ) f(z) avra
q(z

valore oo in uno zero di ¢(z) e quindi, considerata come una funzione

a valori nel piano esteso, come tale sara continua. Se si considera

P'(2)a(z) — ¢'(2)p(z)
(%)

essa ha gli stessi poli di f(z) e l'ordine di ciascun polo (semplice) &

la derivata f'(z) = , che esiste solo se ¢q(z) # 0,

aumentato di 1; nel caso in cui ¢(z) abbia zeri multipli, I'espressione
P'(2)q(z) — ¢'(2)p(z)

¢*(2) L
Se consideriamo la funzione f(z) da C in C, si potrebbe definire f(o0)

non appare in forma ridotta.

come lim, ,, f(z), ma questa definizione non determinerebbe 1’ordine
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di uno zero o di un polo a oo; quindi, come gia accennato, e preferibile
considerare la funzione f (;)7 che possiamo riscrivere come funzione
razionale g(z) e porre

f(o0) = g(0).
Se g(0) = 0 o g(0) = oo, l'ordine dello zero o del polo all’infinito di

f(2) & definito come ordine dello zero o del polo di g(z) nell’origine.

Usando la notazione

ag + ayz + -+ + a,2"
f(z) = -
bo+ b1z + -+ byz
si ottiene
apz" + a;2" '+ +a,
boz™ + byzm 4 - 4 by,

Se m > n, f(z) ha uno zero di ordine m —n a oo, se m < n il pun-

(07% 0
a # , 0.

m—n

9(z) = 2

to all’infinito & un polo di ordine m—n, ese m = n f(oc0) =

Ora, contando il numero di zeri di una funzione razionale nel piano
esteso, si trova che il numero di zeri, inclusi quelli all’infinito, ¢ pari al
max(m, n), e lo stesso vale per i poli; il numero comune di zeri e poli e
detto ordine della funzione razionale.

Se ¢ ¢ una costante, la funzione f(z) — ¢ ha gli stessi poli di f(z) e, di
conseguenza, lo stesso ordine. Gli zeri di f(z) — ¢ sono le radici dell’e-
quazione f(z) = c e, se le radici sono contate con la dovuta molteplicita
(tante volte quante 'ordine dello zero indica) si ha che una funzione
razionale f(z) di ordine p ha p zeri e p poli, e ogni equazione f(z) = ¢
ha esattamente p radici.

In particolare, una funzione razionale di ordine 1 & una frazione lineare

(trasformazione lineare) della forma

az+b
cz+d

S(z) =

con a, b, ¢, d € C, ad—bec # 0. L’equazione S(z) = w ha esattamente

una radice e

dw —b

°= Sil(w) - —cw + a
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¢ la trasformazione inversa di S(z).

La trasformazione lineare z + a ¢ detta traslazione e l e detta inver-
sione; le traslazioni sono trasformazioni lineari senzazpunti fissi (cioé
punti z tali che f(z) = z), ma il punto all’infinito puo essere considera-
to un punto fisso; I'inversione e la trasformazione lineare che scambia

fra loro 0 e oo.

Osserviamo anche che, se zy € un polo di ordine m per una funzione

1
f(2), allora zp & uno zero di ordine m per la funzione ——. Infatti,
z

se 2o ¢ un polo di ordine m, allora lo sviluppo di Laurent di f in un
intorno bucato di z sara f(z) = > .- a,(z — 2)™; moltiplicando
primo e secondo membro dello sviluppo per (z — z)™ si trova

[e.e]

f@)(z = 2)" = Z an(z — 20)""" = Zaferk(Z - 2)",
n=—m k=0
cioé f(2)(z—29)™ = g(z), dove g(z) € una funzione olomorfa in zj e tale

che g(z9) = a_,, # 0 e non nulla in un intorno di zy. Allora anche la

: . : : 1 1
funzione —— & olomorfa in zq e, dalla relazione —— = —— (2 — 2q)

9(2) f(z)  g(2)
si ricava che 2y ¢ uno zero di ordine m per :
f(z)

Viceversa, se zg € uno zero di ordine m per f(z), allora 2z, € un polo di

m

1
o) Infatti, se zg € uno zero di ordine m, allora esiste
z

un intorno di zg in cui si ha

ordine m per

f(z) = an(z — 20)" = (2 — 20)" Z Uik (2 — Zo)k = (2 —20)"g(2);
n=m k=0

moltiplicando primo e secondo membro dell’espressione scritta sopra
f(z)

_ Zo)m
olomorfa in z e tale che g(29) = a,, # 0 e non nulla in un intorno

per (z — zp)~™ si ottiene = g(z), dove g(z) ¢ una funzione

1
di zp; allora anche la funzione ﬂ e olomorfa in zy e, dalla relazione
g(z
1 1 . . L 1
= si ricava che zp € un polo di ordine m per )
z

fz) 9(2)(z = z)m
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di due funzioni

Consideriamo ora, piu in generale, il quoziente @)
g(z
olomorfe (non necessariamente polinomi) in un dominio D: essa ¢ una

funzione meromorfa che ha dei poli se g(z) non ¢ identicamente nul-
la. Gli unici poli possibili sono gli zeri di g, ma potrebbe capitare che
f e g abbiano uno zero comune; tale zero potrebbe allora essere una
singolarita eliminabile (in tal caso il valore del quoziente deve essere
determinato per continuita, cioe si applichera la regola di de I’'Hopital).
Pit in generale, la somma, il prodotto e il quoziente di due funzioni

meromorfe ¢ una funzione meromorfa.

Come abbiamo gia anticipato, le regole di de 'Hopital sulle forme in-

0 oo

determinate — e — si estendono anche a funzioni complesse; la dimo-
00

strazione e piu semplice del caso reale, grazie all'uso degli sviluppi in

serie.

Proposizione 2.8. Siano f(z) e g(z) due funzioni olomorfe (rispetti-
vamente, meromorfe) in D C C, e sia 29 € D uno zero di ordine m
per [ e uno zero di ordine p per g (rispettivamente, un polo di ordine

m per f e un polo di ordine p per g). Allora
_ f(z) _f'(2)
lim —= lim ——
W ¢ e

esistono e sono uguali.

0
Dimostrazione. Consideriamo prima la forma indeterminata 0 Sia zg

uno zero di ordine m per f e uno zero di ordine p per g; essendo zg una

singolarita isolata per , esistera un intorno bucato di zy in cui, per

9(2)
definizione di zero, la funzione ﬁg; si potra esprimere nella forma
SC) GO 90
9(z) (2 —2)P(2) YY)
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dove ¢(z) e ¥(z) sono funzioni olomorfe in un intorno di zy e tali che
®(20) # 0 e ¥(z9) # 0. Dunque si ha che

0 se m > p,
lim @ = —¢(ZO) sem=p
z—20 g(Z) 1/}(20) ’
00 se m < p.

Consideriamo ora il rapporto delle derivate:

f'(z) _ m(z —20)"'(2) + (2 — 20)"¢'(2)

7)) = 2 () + (2 — 20)P0(2)
(2= 2)" " mo(z) + (2 — 20)¢(2)]
(z = 20)P T [pw(2) + (2 — 2009/ (2)]
Lmo(2) + (2 — 20)¢(2)
po(z) + (= — 20)0'(2)

=(z—2z)™

da cui si ottiene

0 se m > p,

f'(2) o ¢(20)

lim — sem=p
/ I
2=z g'(2) ¥(20)
00 se m < p.
In maniera analoga si considera il caso — una volta osservato che,

00
se zo € un polo per entrambe le funzioni f e g, di ordine m e p
rispettivamente, in un disco bucato di zy si ha

_ 9(2) _ ¥
f(@—m 9(2)—m,
con ¢(z) e ¢(z) funzioni olomorfe in un intorno di centro zj e tali che
¢(20) # 0 e ¢(z0) # 0. [

Osserviamo che una funzione meromorfa puo essere sviluppata in serie
di Taylor e di Laurent coincidenti intorno a un qualsiasi punto che non
sia un suo polo (la convergenza si estendera fino al polo piu vicino),
come accade per la funzione dell’Esempio 2.47. Intorno ad un polo la
serie di Laurent convergera nella corona circolare che esclude il polo e

“sfiora” ’eventuale polo piu vicino al centro della corona.
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Esempio 2.59. Consideriamo la funzione f(z) = ——; essa ¢é olo-

1+ 22’
morfa in C~\ {i, —i}; 2z =i e z = —i sono poli di ordine 1. Infalti,
) 1
llmzﬁii m =0 €
i (2 ) 1 1 +1
SECTVCTY =) T 22l 2

Proviamo ora a scrivere la serie di Laurent di f in Bj(i), cioé nel pii

grande intorno sferico di i che non contiene l’altra singolarita —i:

L 1 1 1 1 1 1
1+22 (z4+d)(z—i) z—i 2z—i+2i 2z—i z—1i 2i
1+ —
21
. oo k
1 1 1 l 1 ?
- () = (-5) i (e0))
1—(z—1) K
1 1 1 1
=3 Z_Z(1—1—5(2—2)—Z(z—z)Q——(z—z):s—l— )
11 1 4 1 o
BT A B L T
00 i k+2
. ot Ak
-3 () G-t
k=—1
: o . . zZ—1
dove per scrivere la serie di Taylor € stata usata la stima 5 | =
1

§|z —i| <1, che é vera se z € By(i). Quindi lo sviluppo di Laurent di

f(2) centrato in zo =i converge nel disco bucato Bj(i).

Un fatto importante da sottolineare ¢ che una funzione sviluppabile in
serie di Laurent non puo essere limitata “vicino” a una sua singolarita

isolata che sia un polo o una singolarita essenziale.

Proposizione 2.9. Sia f una funzione con una singolarita isolata non

eliminabile in zg. Allora f é non limitata in ogni intorno di zy.
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Dimostrazione. Sia f(z) una funzione monodroma e olomorfa in una
corona circolare di centro zg, con zg polo o singolarita essenziale. Allora
esistono coefficienti della parte principale della serie di Laurent non
nulli, della forma (dalla (2.37))

. £(6)

= —————d¢, N >1,;
2mi Joo (€ — 2) N+ § =

possiamo scegliere la curva chiusa v all’interno dell’anello di analiticita
(per comodita sia la circonferenza di centro zg e raggio r). Se la funzione
fosse limitata (|f(£)| < M) si avrebbe

1 f(€)
2mi ]£+ (§ — 29)~NH! df‘

1 2™ f(zo+re®)
J

la_n| =

o r—N+1g(—N+1)it o dt;

1 o | f(20 + T@it>|
[

it
re dt‘ < — N

allora si avrebbe |a_y| < r™M V7 e dunque, anche per r — 0, cioé
a_ny = 0 per N arbitrario; ma, essendo nullo il generico coefficiente
della parte principale della serie di Laurent, tale serie coinciderebbe
con la serie di Taylor, e 2y sarebbe un punto singolare eliminabile,
contrariamente all’ipotesi. O]

Inoltre, non solo una funzione olomorfa non puo essere limitata “vici-
no” a una sua singolarita isolata che non sia una singolarita eliminabile:
se la singolarita isolata non € un polo, ma una singolarita essenziale,

allora vale il

Teorema 2.38 (di Casorati). In ogni intorno arbitrariamente piccolo
di una singolarita isolata essenziale, una funzione olomorfa f assume

valori arbitrariamente vicini a qualsiasi numero complesso.

In altri termini, se f ¢ olomorfa in U \ {2y}, U aperto, e se zy ¢ un
punto singolare essenziale per f, dato un qualunque numero complesso
w, e comunque presi €, > 0, esiste z € U, z # zy, tale che si abbia
|z — 2] <del|f(z) —w| <e
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Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista un valore o € C al
quale la funzione f non puo “avvicinarsi”, cioé tale che Ve > 0eVd > 0

se |z — 29| < 9, allora |f(z) — a] > ¢ > 0. Allora la funzione g(z) =
1

f(z) —a

1
dei poli di f ed ¢ tale che |g(z)| < —. Quindi per il Teorema di Riemann
€

¢ definita nel disco bucato Bj(z), ha zeri in corrispondenza

sulle singolarita eliminabili, g(z) puo essere prolungata analiticamente

in tutto il disco Bs(zp). Esprimiamo ora f(z) in funzione di g(z):

1
f(z)=——+a Vzé€ Bj(z);
( ) g(Z) 6( 0)
se lim, ., g(2) = 0, segue che f ha un polo in zp, che ¢ assurdo;

se lim,,, g(z) # 0, allora zy ¢ una singolarita eliminabile per f,

nuovamente assurdo. O]

Osserviamo che se f ¢ una funzione intera e z; ¢ il punto all’infinito,
allora il Teorema di Casorati afferma che f assume valori arbitraria-

mente vicini a qualunque numero complesso e a oo quando z — oo.

Il teorema precedente e noto talvolta anche come Teorema di Weier-
strass o Teorema di Casorati-Weierstrass.4”

Sostanzialmente esso afferma che “vicino” a un punto di singolarita es-
senziale zj la funzione ha un comportamento “caotico” (infatti il limite
di f(z) per z — 2 non esiste mai, ne finito ne infinito), che dipende

da come ci si “avvicina” a zy, come mostra il seguente

Esempio 2.60. Consideriamo nuovamente la funzione f(z) = ex.
Se z=1x € R si ha lim,_,o+ f(2) = +00 e lim,_,o- f(z) = 0.
Per z =iy il lim, o f(z) non esiste.
Fissiamo ora w € C, w = pe' ; consideriamo la successione
1
Zp = - )
log p + (6 + 2mn)

n=12...;

471l Teorema di Casorati-Weierstrass afferma che: Sia f € O(D ~ {20}). Le tre affer-
mazioni sono equivalenti:
1) zo € una singolarita essenziale di f;
it) per ogni intorno U di zo in D Uinsieme f(U \ {z0}) & denso in C;
i11) esiste una successione {z,} € D \ {z0} convergente a zo tale che la successione
{|f(zn)|} non ha limite (si veda I’Esempio 2.59 poco piu avanti).
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si ha z, — 0 pern — oo e
f(zn) — 610gp+i(9+27rn) _ pei9627m —w vn7

cio€é, fissato un numero complesso w, esiste una successione z, tale che

f(zn) sia addirittura costante (uguale a w).

Inoltre, si dimostra anche che se zy € una singolarita essenziale, allora

lim infz—>zo |f(2)| =0e lim Supz—>z0 |f(Z)| = 0.

Dal Teorema di Casorati segue anche che, se I'equazione f(z) = ¢,
¢ € C, ammette infinite soluzioni in ogni intorno del punto zg, allora o
f & costante oppure 2y € una singolarita isolata essenziale per f. Infat-
ti, se zo € un punto regolare per f, allora f(z9) = ¢, e per il Principio
di identita f e costante; se zy € un punto singolare, esso non puo essere

un polo.

Ancora piu forte e il

Teorema 2.39 (di Picard). In un qualunque intorno (arbitrariamente
piccolo) di una sua singolarita isolata essenziale zg, una funzione olo-
morfa f assume (infinite volte) tutti i valori complessi possibili con, al

pit, una eccezione.*®

Cioé, per ogni § > 0, se zy € un punto singolare essenziale per f, esiste
al pitt un numero complesso A tale che f(Bj(z0)) = C\ {A}.

Anche il Teorema di Picard puo essere enunciato dal punto di vista
delle equazioni: se zy € un punto singolare essenziale per f, allora ’e-
quazione f(z) = ¢, ¢ € C, ha infinite soluzioni in ogni intorno di zy
tranne che, al piu, per un valore di c.

Per esempio, 'equazione e= = ¢ ha infinite soluzioni in ogni intorno di

489pesso si distingue questo teorema (detto “grande” Teorema di Picard) dal “piccolo”
Teorema di Picard: wuna funzione intera non costante assume valori nell’intero piano
complesso o nel piano complesso privato di un punto.
Quest’ultimo € una generalizzazione del Teorema di Liouville e del Teorema di Casorati-
Weierstrass per le funzioni trascendenti intere.
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29 = 0 se ¢ # 0, mentre non ha soluzioni se ¢ = 0.

Possiamo citare, infine, il

Teorema 2.40 (di Picard per funzioni meromorfe). Una funzione me-
romorfa in C che omette tre valori distinti a,b,c € C (cioé che assume

tutti © valori del piano complesso tranne questi tre) e costante.

2.16 1l teorema dei residui

Le singolarita di una funzione olomorfa possono essere collegate a in-
tegrali curvilinei in C.

Sia D C C un dominio semplicemente connesso e f € O(D \ {z}).
Allora f e sviluppabile in serie di Laurent centrata in zy. Il primo
coefficiente della parte principale della serie di Laurent, a_;, ¢ detto

residuo della funzione f nel punto singolare zy e viene denotato come
Resf(s0) o Resflsy o0 Res(f(2); ).

Dalla (2.37) si ha
27?2 ff

dove v ¢ una qualunque curva di Jordan contenuta del dominio di
olomorfia di f (che contiene zj), percorsa in senso antiorario (per il
teorema di invarianza dell’integrale per una deformazione omotopa del

contorno®®). Da quest’ultima relazione si ricava

j{f(z) dz = 2mi Res(f; 20);
gl

questa formula permette di calcolare un integrale di contorno includen-
te zo semplicemente calcolando il residuo della funzione in z.

Piu in generale, si puo considerare una funzione olomorfa in un qua-
lunque aperto che contiene la singolarita isolata zp; considerata allora
la serie di Laurent nel disco bucato B} (), si ha

1

_ (2 — d
i /(z Qm/ZOZ“ZZO :

Yo (20)

“*Ricordiamo che possiamo chiamare anche cosi il Teorema di Cauchy per circuiti
equivalenti.
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=5 Z an/ (z — 20)"dz,

dove 7,(z) indica la circonferenza di centro z e raggio p < r e dove
si ¢ usato il fatto che la serie converge uniformemente dentro il disco.

Ora, ricordando che

0 -1
/ (z—20)"dz = , sen #
~o(20) 2w, sen = —1,

L, f(2)dz =a_q;

270 Sy, ()

si ottiene

questa osservazione spiega il nome del residuo di f in zp: di tutta la
serie di Laurent di f in zg, “quello che resta” (appunto, il residuo) cal-
colando lintegrale 5= pr(m) f(2) dz e solamente il coefficiente a_;.

Si ha che se f e olomorfa in z, il residuo e nullo, ma non vale il vice-

versa.

1

Esempio 2.61. La funzione f(z) = — ha residuo nullo in z = 0 pur
z

non essendo olomorfa in zero (z = 0 é un polo di ordine 2). Per ve-

derlo si puo fare il calcolo diretto o ricordare il solito risultato noto

fv(O) 22dz = 0.

Dimostriamo il

Teorema 2.41 (dei residui). Sia D C C un dominio semplicemente
connesso e f € O(D\ {z1,...,2,}) e v una curva di Jordan intera-
mente contenuta in D e contenente al suo interno le singolarita isolate
Z1y v vy 2n. Allora

7{ f(z)dz = QWiiRes(f; ;).
’Y+ j=1
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Dimostrazione. Indichiamo con €2 il dominio racchiuso dalla curva ~.
Sia € > 0 tale che

e < min{dist(z;,00), dist(zj,2): j#Il}, 7 l=1,...,n

e tale che, indicando con B; la bolla B.(z;), j = 1,...,n, queste bolle
siano a due a due disgiunte e abbiano raggio sufficientemente piccolo
da essere strettamente contenute in €. Posto Q. = Q '\ U?Zlm,
risulta che Q. ¢ un dominio limitato, f & olomorfa in €, e di classe C*
fino alla sua chiusura, e quindi per il Teorema di Cauchy si ha
f(z)dz =0.
ot Q.

La frontiera di €). ¢ percorsa positivamente percorrendo in senso anti-
orario la curva v e in senso orario le circonferenze 0B.(z;) (non ¢ altro
che 'applicazione del Teorema di Cauchy per domini molteplicemente
connessi). Quindi, per le proprieta degli integrali curvilinei si ottiene

7{+ f(z)dz = Z}({%B( .)f(z) dz = Z2m’Res(f; 2;).

]

Naturalmente, come sempre, il teorema precedente si puo formulare
considerando una funzione olomorfa in un qualunque aperto U (non ne-
cessariamente semplicemente connesso) e prendendo come v una curva
di Jordan il cui interno e contenuto in U, fatta eccezione per le even-

tuali singolarita isolate.

L’importanza di questo teorema e data dal fatto che riconduce il calco-
lo di una quantita globale (I'integrale di una funzione olomorfa lungo
la frontiera di un dominio) a quello di quantita locali (i residui della

funzione nei suoi punti singolari).

Una formulazione piu generale del Teorema dei residui coinvolge anche

I'indice di avvolgimento della curva (che interviene solo se i cammi-

ni vengono percorsi in sensi opposti o pitt di una volta)®®, cioé se si

50L’indice di avvolgimento interviene anche qualora si introducano cicli e curve omologhe
a zero (si veda [1], pag. 150).
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considerano curve non semplici:

n

1 =20y ind(y: 2 Res(f )

j=1
in questo caso il residuo va moltiplicato per l'indice corrispondente,
che conta appunto il numero di giri che la curva fa attorno a z; in
senso antiorario; nel caso considerato precedentemente nel teorema,
ind(y; 2z;) =1 V.

L’utilita del Teorema dei residui per il calcolo di integrali curvilinei
complessi si nota quando si riescano a trovare dei metodi semplici per
calcolare Res(f; zg) senza passare tramite la serie di Laurent.

Il caso piu semplice (banale) si ha quando zy € una singolarita isolata
eliminabile: in tal caso, infatti si ha Res(f;z9) = 0 dato che la serie di
Laurent di f contiene solo la parte regolare.

Ricaviamo ora le formule per il calcolo del residuo di una funzione f
in un polo. Consideriamo prima il caso di un polo semplice zy. In tal

caso, in un intorno di zy la serie di Laurent di f e

o
a_q n
10 = S+ Sl
da cui
f(2)(z—20) =a_1+ Zan(z —20)"" —s a1 per z — 2.
n=0

La formula per il calcolo del residuo se zg € un polo del primo ordine ¢

Res(f;20) = lim (2 — 20) f(2).

Z—r20

Si dimostra, anzi, il seguente risultato pitt generale: se 2y € una singo-
larita isolata di f e se esiste finito il lim,,,,(z — z0) f(2), allora tale
limite é il Res(f;2).

Supponiamo ora che zy sia un polo di ordine m di f. In un intorno di
Zp si ha

f(z) = ERNT + T LR nz;an@ 20)";
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moltiplichiamo entrambi i membri di questo sviluppo per (z — zy)™ per

eliminare le potenze negative del secondo membro:

F)(z = 20)™ = @ + a_mya (2 — 20) + -+

ta_1(z—2)™ "t + Z an (2 — 20)" ™

n=0
nell’ultimo membro compare la somma di un polinomio di grado m — 1
e della funzione g(z)(z—20)™ (con g(z) = > o~ an(z—20)"), che ha uno
zero di ordine m in z = 2y e quindi ha tutte le derivate fino all’ordine
m — 1 nulle; deriviamo quindi m — 1 volte per isolare il termine a_; e
facciamo tendere z a z5. Otteniamo la seguente formula per il residuo
in un polo di ordine m:

m—1

Res(f; z0) = ! lim [(z = 20)" f(2)].

(m — 1)! 2=z dzm—1

Non esiste una formula simile per calcolare il residuo in un punto sin-
golare essenziale. In questo caso, in generale, bisogna calcolare la parte
principale della serie di Laurent.

9(2)

E poi frequente il caso in cui f(z) = ) e zo € uno zero isolato di
z

h. Se g(z) e h(z) sono olomorfe in un intorno di zy e se h(zy) = 0,
g(z0) # 0 e W (z) # 0; in tal caso, applicando la regola di de ’'Hopital

si ha
i (o — oy 2 _ i )G 0)) ol
2—20 0 h(z) zZ—20 h/(z) h/(ZO).
Quindi
9(z0)
R ; = —. 2.42
es(f; z0) W (z0) ( )
Osserviamo, infine, che se f(z) ¢ una funzione pari e zy = 0 & una singo-
larita isolata per f, allora Res(f;zy) = 0; infatti f(z) = Zf_oo Aon 22",

e quindi a_; = 0. Naturalmente questo criterio serve per calcolare il
residuo nell’origine: una funzione pari infatti potrebbe avere singola-

rita isolate in punti diversi dall’origine, in cui il residuo non e nullo.
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2241

Esempio 2.62. La funzione f(z) =

ordine in z = +i. si ha

ha due poli del primo

z

e e
R = i . g _¢
es( f(2); ) = lim(e — i) f(2) =lim =" =
€ .
Res(f(2): —) = lim (= +1) f(2) = lim —— — -
es(f(2); —i) = lim (2 +1) f(2) = lim —— = ——-.
22 +3
Esempio 2.63. Data la funzione f(z) = o] calcoliamo il suo
z
residuo in zo = 1. Dovremmo cioé calcolare
22+ 3
I .
i =9 oy

scomponendo il denominatore per poi poter semplificare; il procedimen-
to non e difficile ma risulta laborioso. In tal caso pero risulta utile la
formula (2.42):

g(i) (243 1

A B (7 T T

Esempio 2.64. Calcoliamo

fies <<z4 - 1)( oy 1) ¢t (<z4 - 1>< oy ‘2)

Il punto zo = 1 é un polo semplice per la funzione assegnata; stavolta,

pero, usare la (2.42) non € molto conveniente; é pit semplice scomporre
e calcolare 1l

z

e e
li -1 = —.
Jim (= )(z+ Diz—1)(2+1)(z+2)?2 36
1l punto zg = —2 ¢ invece un polo di ordine 2; quindi
d d| e* 47
Res(f(2) =2 = - |e+ 2P = 32| = g
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Esempio 2.65. Calcoliamo il
Res (ez%; 0) ;

La funzione f(z) = e ha una singolarita essenziale in zero, e per le
singolarita essenziali non esistono formule per il calcolo del residuo.
Potremmo scrivere la serie di Laurent di f oppure osservare che, es-
sendo f(z) pari, il residuo richiesto e nullo.

Consideriamo ora una funzione con un punto singolare isolato all’infini-

to. Abbiamo gia visto che la singolarita isolata all’infinito di una funzio-

1
ne f(z) si studia usando il cambiamento di variabile z = —. Sia U C C

aperto e f(z) € O(U); allora esiste R > 0 tale che {z : |z| > R} C U;

1
quindi la funzione g(&) = f (E) ¢ definita nel disco bucato B% (0) e
R

si dira, allora, che il punto all'infinito & regolare per f(z) se il punto
¢ = 0 ¢ una singolarita eliminabile per la funzione g(¢), che il punto
all'infinito ¢ un polo di ordine m per f(z) se il punto £ = 0 ¢ un polo
di ordine m per g(§) e che esso ¢ essenziale per f(z) se £ = 0 ¢ una
singolarita essenziale per g(§).

Lo sviluppo in serie di Laurent di una funzione f(z) in un intorno del

punto all’infinito é della forma

+oo
> a2, |zl >R (2.43)

Il coefficiente —a_; di questa serie si chiama residuo all’infinito di
f e, dalla (2.37), integrando termine a termine lungo v, esso risulta
dato da

271

1
Res(f;00) = ——% f(z)d= (2.44)
ot
0, analogamente, da

1
Res(f;00) = 5 74 f(2) dz,
b

dove v € una qualunque circonferenza di centro zero e raggio R > R
(cioé contenuta nell’intorno di oo considerato), che nella seconda for-

mula viene percorsa in senso orario (orientata in modo tale che I'intorno
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del punto all'infinito {z : R < |z| < oo} resti a sinistra del senso del
percorso).

Nello sviluppo (2.43) la serie

a_o a_q 9
et e tagt @zt az” + -
z z

soltanto formalmente ¢ analoga alla serie di Laurent di f centrata in

zero; infatti, qui z tende a oo e non a zero; la parte - - -+ a__; + ot +ag
¢ detta parte regolare della serie, mentre a2z + agz? + - - -Zé dettg parte
singolare; risulta, quindi, che le parti regolare e singolare si scambiano
all’infinito, a parte il termine ay. Proprio per il fatto che nello sviluppo
in serie di Laurent (2.43) di f in un intorno del punto all’infinito le po-
tenze negative figurano nella parte regolare e non nella parte principale
(e quindi il coefficiente a_; in questo caso si trova nella parte regolare)
si ha che, contrariamente ai punti singolari finiti, il residuo all’infinito
puo non essere nullo anche se z = oo & un punto regolare (cioé una
singolarita eliminabile).

Il punto zy = oo sara una singolarita apparente se se la parte singolare
non c’e; sara una singolarita polare se la parte singolare e costituita da
un numero finito di termini, e quindi se essa ¢ un polinomio in z (il
grado del polinomio sara l'ordine del polo a c0), e sara una singolarita
essenziale negli altri casi.

In particolare, consideriamo una funzione intera: il punto singolare iso-
lato all’infinito puo essere di una delle tre tipologie viste. Se esso ¢ un
punto singolare eliminabile (cioé se lim, o, f(2) = L < 00), allora f ¢
costante. Se lim, ., f(z) = oo, il punto all’infinito & un polo; allora la
parte principale dello sviluppo di f in serie di Laurent nell’intorno del
punto all’infinito & un polinomio g(z). Sottraendo ad f la sua parte
principale si ottiene ancora una funzione intera f — g, ma il cui punto
all’infinito € un punto singolare eliminabile; allora, f —g¢g € una costante,
e si conclude che una funzione intera che presenta un polo all’infinito
€ necessariamente un polinomio. Precisamente, un polinomio di grado
n avra all’infinito un polo di ordine n.

Le funzioni intere che non siano polinomi, infine, presentano un punto
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singolare essenziale all’infinito: esse sono dette funzion: intere trascen-

denti; tali sono, ad esempio, le funzioni (trascendenti elementari) e,

sin z, cos z, sinh 2z e cosh z (si deduce dall’Esempio 2.57).
Dalla (2.43) si ricava inoltre lo sviluppo in serie di Laurent di g(§) =

1
f <g> nel disco bucato B (0):
R
+oo

1
g€ = > anf™, 0< el <5

n=—oo

1 1
Operando il cambio di variabile z = E, essendo dz = —gdé’ , dalla

(2.44) si ricava
1 1 1

dove, se 7y era la curva di parametrizzazione z(t) = Re't, t € 0, 27],
1
7 ¢ la circonferenza di equazione £(t) = =e %, ¢t € [0,27].5 Quindi,

per calcolare il residuo di f all’infinito si puo usare anche la formula

espressa in funzione di g(§):

Res(f(2):00) = s (- 9(€):0).

Segue quindi da quest’ultima formula che una funzione pari ha residuo

all’infinito nullo (nel caso in cui abbia senso definirlo).

Esempio 2.66. Consideriamo la funzione f(z) = e calcoliamo

142
1 suoi residui. Poiché f e olomorfa tranne che nel punto zg = —1, che
e un polo semplice, si ha
Res(f(2);2) =0 Vz# -1,
inoltre
Res(f(z); —1) = lim (2 + 1) =1,

z——1 zZ + 1

51 Osserviamo che il cambio di variabile che trasforma z nella sua inversa ¢ = — & una
z

trasformazione conforme.
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che si puo ricavare anche osservando che la funzione assegnata ¢ pro-

prio f(z) = 2_1_1)

Laurent della funzione stessa.

Infine, essendo (per & #0)

, cio€ ¢ gia la parte singolare dello sviluppo di

> (=on,

dove lo sviluppo in serie geometrica vale nell’intorno bucato di zero
€] < 1; dunque

|

1 —
14+€

| o=

—gg(f) = —5—2 ) = -

1
3

1 1
—Se@) = [1-e+e -+ ],
3 3
S 1
da cui si ricava Res —5—29(6);0 = Res(f(z);00) = —1. Lo stesso
residuo si puo calcolare anche osservando che il punto & =0 € un polo

semplice per la funzione — e quindi, dalla formula

1
5—29(5) = _—f(é I 1);

per il calcolo del residuo in polo semplice, si ha

1 1
li | —-= =lim—— = —1.
Oppure, ancora, si puo considerare direttamente lo sviluppo di f(z) in

un intorno di co:

1 1 1 1 & "
1+z:z(1+§):z(1—71)222(_g) ’

n=0
valido in |—| < 1, cioé per |z| > 1; risulta
1 1 1 1 n 1 1 n
1+2 =z z 22 28 ’
da cui Res(f(z);00) = —1. Osserviamo che la somma dei residui di

f(2) & Res(f(2); =1) + Res(f(2); 00) = 0.

Il risultato della somma dei residui nell’ultimo esempio non e casuale.
Vale, infatti, il
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Teorema 2.42 (della somma dei residui). Sia f una funzione olomorfa
i tutto C tranne in un numero finito di punti zq, ..., z, che sono sin-
golarita isolate. Allora la somma dei residui di tutti i punti singolari,

al finito e all’infinito, é nulla:

S Res(fs) + Res( f:00) = 0.

J=1

Dimostrazione. Sia g la circonferenza centrata nell’origine e raggio
R > max{|z1],..., |z},

cioé di raggio sufficientemente grande da contenere tutti i punti singo-
lari finiti. Dal teorema dei residui si ha

j{+ f(z)dz = QWiZn:Res(f;zj).

D’altra parte, nell'intorno di infinito {z : |z| > max{|z], ..., |z.|}} per
definizione si ha

1
i §, 1)

da cui la tesi. O]

Res(f;00) = —

Un’osservazione utile per i calcoli e la seguente: se una funzione mo-

nodroma con un numero finito di singolarita isolate tende a zero per

|z| — oo piu velocemente di — (cioé se si comporta asintoticamente

2|

come o con m > 2), allora la somma di tutti i residui (al finito)
della funzione ¢ nulla. Infatti, calcolando l'integrale della funzione su
una circonferenza centrata nell’origine e di raggio r = |z| abbastanza
grande da includere tutte le singolarita al finito, per il teorema dei re-
sidui tale integrale da una parte deve essere proporzionale alla somma

dei residui

/ f(z)dz = 27riiRes(f; ;)
¥r(0) j=1

180



e dall’altra puo essere maggiorato da 27r M, dove M ¢ il valore massimo

assunto dal modulo della funzione lungo la curva:

Lot

Nell’ipotesi fatta, pero, si ha lim, ,,, Mr = 0, e quindi la somma di

27
< / |f(re®)rie|dt < 2xrM(r).
0

tutti i residui (escluso quello all’infinito) ¢ zero. Da cio segue allora
anche che, se la funzione f ha le caratteristiche dette, la somma dei
residui delle singolarita interne a una qualsiasi curva di Jordan e pari
alla somma dei residui delle singolarita esterne alla curva, cambiata di
segno. Si ricava anche che il residuo all’infinito di f € nullo, sia come
conseguenza del teorema della somma dei residui, sia osservando che

1 1 1

—598) =% (—) ~ &M per € = 0;
A

se m > 2 allora £ = 0 ¢ una singolarita eliminabile per g(£), e dunque

oo & una singolarita eliminabile per f(z).

Una conseguenza della formula dei residui e il seguente

Teorema 2.43 (dell'indicatore logaritmico). Sia f olomorfa in un do-
minio D tranne che in un numero finito di punti {z1,...,2,} che so-
no tutti poli (cioé f é meromorfa in D) di ordine, rispettivamente,
mi,...,my, € siay una curva di Jordan contenuta in D, su cut f non
st annulla, e che contiene al suo interno tutti i poli zj, j =1,...,n e
gli zeri wy,...,w, di f di ordine, rispettivamente, ny,...,n,. Allora

vale la formula

Lre), Y
— dz = n;— Y mj, (2.45)
2mi ), f(2) ; ! ; !
detta formula dell’indicatore logaritmico.

Dimostrazione. Osserviamo prima di tutto che, dato f non ha zeri su
v, il numero degli zeri di f nell’interno della curva e finito. Infatti, se
per assurdo non fosse cosi, per il Teorema di Bolzano-Weierstrass®? esi-

sterebbe un punto di accumulazione di zeri, che non puo essere perché

52In R? ogni insieme limitato e infinito ammette almeno un punto di accumulazione.
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Iinsieme degli zeri di una funzione olomorfa ¢ discreto.

f'(2)

Osserviamo anche che punti singolari per la funzione g(z) = m sono
z

dati dagli zeri e dai poli di f; negli altri punti, infatti, f’ esiste ed &
olomorfa, e f non si annulla. Allora, per la formula dei residui si ha

1 7(2) q ‘ P ‘
%[y 8 dz = le Res(g; w;) + jzl Res(g; z;). (2.46)

Calcoliamo i residui di g relativi ai punti w;, 7 = 1,...,¢: essendo ogni
w; uno zero di ordine n;, esiste un intorno B, (w;) in cui f(z) = (2 —
w;)" ¢(z), dove ¢ € una funzione olomorfa in tale intorno, con ¢(w;) #
0 e non nulla in tutto 'intorno (basta prendere il raggio sufficientemente
piccolo). Dunque in B, (w;) si ha f'(z) = n;(z —w;)"'¢(2) + (2 —
w;)"¢'(z), da cui si ricava

f'(2) n; ¢'(2)

&) " rmw ()

allora w; ¢ un polo di ordine 1 per g, e quindi si ha, per il teorema e

per la formula integrale di Cauchy

1 nj  ¢(2)
Res(g; w;) = — d dz = n,.
68(97 ’LU]) 271 %9\+Bej(wj) (Z — W + ¢(2) ) z n;

D’altra parte, essendo ogni z; un polo di ordine mj, esiste un disco

bucato Bf (z;) in cui f(z) = (z — 2;) ™1p(z), dove ¢ & una funzione
olomorfa in tale intorno, con ¢(z;) # 0 e non nulla in tutto I'intorno
bucato. Dunque, per z € B (z;) si ha f'(z) = —mj(z—2z;) ™ (2) +
(2 — 2;)7™'(2), da cui

f(z)  —my  Y(z)
&) r—z w0

allora, analogamente al caso precedente, z; ¢ un polo di ordine 1 per g,

con residuo —m;.

Sostituendo le espressioni trovate in (2.46) si trova la (2.45). O

Osserviamo che se una funzione ¢ olomorfa in tutto il piano complesso

tranne che in un numero finito di poli, allora il numero totale di zeri
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¢ uguale al numero totale di poli. Infatti, considerando la formula
dell’indicatore logaritmico lungo una circonferenza di raggio r, essa
fornisce la differenza fra gli zeri e i poli interni alla curva; quindi, se la
curva ¢ percorsa in senso antiorario allora entrano in gioco i poli e gli
zeri all’interno del cerchio (in |z| < r), mentre se la curva e percorsa
in senso orario allora entrano in gioco i poli e gli zeri all’esterno del
cerchio (in |z| > r) e la somma dei due integrali ¢ sempre nulla.

Da questo fatto consegue immediatamente un’altra dimostrazione del
teorema fondamentale dell’algebra: infatti segue da quanto detto che
un polinomio P(z) di grado n ammette sempre n radici, essendo una
funzione olomorfa in tutto C tranne che all’infinito, dove ha un polo
di ordine n. Se g ¢ la circonferenza di centro l'origine e raggio R
sufficientemente grande da contenere al suo interno tutte le radici di

P(z), si ha
1 f P’(z)d _
2mi [, P(z) e

Osservazione 2.3. Il motivo per cui questo teorema e detto “dell’

indicatore logaritmico” € che, in un intorno di un punto z non singolare
/!

per la funzione = , essa rappresenta la derivata di una determinazione

della funzione log f(z).

Il teorema ¢ chiamato anche Principio dell’argomento, e puo essere
formulato in termini di indict di avvolgimento di cicli omologhi a zero
rispetto agli zeri e ai poli (si veda [1], pag. 152).53 Se si considera
[integrale lungo una curva v semplice che congiunge il punto zy col
punto z e se non ci sono né singolarita né zeri di f lungo vy, allora

PO,
L(zo,z) f(é) de =1 gf( ) 1 gf( 0)-

53 Data una funzione meromorfa in D con zeri w; e poli zy, allora

LI
7mi) Ty = Eonnm) = St

per ogni curva chiusa vy omologa a zero in D e non passante per gli zeri e i poli di f. Nella
formula gli zeri e i poli sono contati rispetto al loro ordine e le somme sono finite
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Se il cammino é chiuso, log |f(z)|, dopo un giro completo, assume nuo-
vamente il valore iniziale, mentre ’argomento, in generale, non ¢ detto
che sia lo stesso perché potremmo essere finiti in un’altra determina-

zione del logaritmo.

Un’altra conseguenza della formula dei residui, che e corollario della

formula dell’indicatore logaritmico, e il seguente:

Teorema 2.44 (di Rouché). Siano f,g € O(D) tali che |g(z)| < |f(2)|
Vz € v, dove v é una curva di Jordan con interno contenuto in D.
Allora le funzioni f e f+ g hanno lo stesso numero di zeri nell’interno
di 7y, contati ciascuno secondo la rispettiva molteplicita.’*

Il teorema afferma che la variazione dell’argomento di f + g lungo v e
la stessa di quella di f.

Dimostrazione. Poiché |g(z)| < |f(z)|su~y, f non ha zeri su v, e dunque
gli zeri di f nell'interno di v sono in numero finito (si segua lo stesso
ragionamento usato precedentemente); tali zeri costituiscono i punti di

singolarita della funzione h = g, e sono tutti poli per essa.
Siano n il numero di zeri di f nell’interno di v ed m il numero degli
zeri di f 4 g, entrambi contati con la loro molteplicita. Sono allora
verificate le ipotesi del teorema dell’indicatore logaritmico, dal quale si
ottiene (omettiamo la dipendenza delle funzioni da z)
Lorf L r/+y
o ), f “ 7 omi L f+g

L ff g = A+
- 27rz'j€ fIf + 9] o

dz

54Esiste anche una versione pill forte del teorema, detta versione simmetrica del Teorema
di Rouché.
In alcuni testi (per esempio in [1]) I'ipotesi su f e g & espressa come |f(z) — g(2)| < |f(2)],
9(2)

che significa che, lungo ~, si ha ’m — 1’ < 1.
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Allora si ha’®

Lo fra+h) - 11— fg

n—m=— dz
2mi [, f2(1+h)
'h — g 1 h'
" 2mi f (1+ h T 2mi 5 1+h
1
Poiché |h(z)| < 1 su #, si puo sviluppare in serie la funzione h =

Z;‘;O(—h)j e, dato che la serie converge uniformemente su ~, per il

teorema di integrazione per serie si ha

" 4 .
n—m=-—>Y (=1)’*"! 7{ h'W dz.
21 4
7=0 vy

1 d
Inoltre per ogni j si ha f Whidz = 1 h d—h”l dz, dove I'ultimo
2

integrale e nullo essendo l'integrale di una funzione che ammette pri-
mitiva lungo una curva chiusa.

Allora segue che n = m. [

Per dare un’interpretazione geometrica di questo teorema bisogna ri-
formularlo in maniera un po’ diversa: posto h = f + g, risulta che h e
olomorfa, dato che f e g lo sono. Allora la condizione |g| < |f| su~y puo
essere espressa come |h— f| < | f], da cui segue che f e h hanno lo stesso
numero di zeri all'interno di 7. La condizione |h(z) — f(2)] < |f(2)|
V z € 7 esprime il fatto che la distanza di f(z) dall’origine & maggiore
della distanza |h(z) — f(z)| ¥ z € v. Allora risulta che la curva ottenuta
come composizione della funzione f con la curva v (f(y(t))) ¢ sempre

55Forniamo anche un’altra dimostrazione, probabilmente pifl usata: dobbiamo mostrare

! /
+

che m = n, cioé che § —dz = § Ity

vf Tty

funzione meromorfa con singolarita, eventualmente eliminabili, in corrispondenza degli
! ’ / /

+

Ity = f— + q—, per arrivare alla conclusione bastera far vedere che

q

) f+g  f
f %dz' Dall’ipotesi |g(z)| < |f(2)| su, cioé da Ilf‘8||

e, quindi, che |g(z)| < 2; i valori di ¢(z) sulla curva v sono dunque contenuti nel disco
aperto di centro 1 e raggio 1 Bi(1) che, a sua volta, & contenuto in C ~\ (—o0, 0] (insieme
di definizione della determinazione principale Log z del logaritmo di z). Allora Loggq(z) &

(2 "(z
%)), ed essendo v una curva semplice e chiusa si ha § &dz =0.
q(z

7 q(z2)

dz. Posto ¢ =1 + , osserviamo che ¢(z) & una

zeri di f. Dato che

< 1lsegueche|q(z)—1]<1Vz€y

una primitiva di

185



piu vicina alla curva ottenuta come composizione di h con v (h(~(t)))
che all’origine.

Intuitivamente, cio significa che queste curve devono “avvolgersi” attor-
no all’origine lo stesso numero di volte; quindi, dato che per il principio
dell’argomento (espresso in termini di indici di v attorno a zeri e poli
della funzione) il numero di volte con cui tali curve girano attorno a
zero corrisponde al numero di zeri delle rispettive funzioni, si ottiene
che queste ultime hanno lo stesso numero di zeri.

Detto in maniera informale: se il padrone deve portare il proprio cane
al guinzaglio attorno a un albero facendogli fare piu e piu giri facendo
in modo che la lunghezza del guinzaglio sia sempre inferiore alla pro-
pria distanza dall’albero, allora il cane fara attorno all’albero tanti giri
quanti ne fara il suo padrone.

Osservazione 2.4. Dal teorema di Rouché seque in maniera ancora
pi immediata della precedente la dimostrazione del teorema fondamen-

n

tale dell’algebra: dato il polinomio P(z) = ag+ a1z + -+ + a,z", siano
f(2) = anz", g(z) = ap +arz + -+ + a,_19"*; allora esiste un R > 0
(sufficientemente grande) tale che |g(z)| < |f(2)| per |z| = R. Dunque,
applicando il teorema di Rouché alla circonferenza centrata nell’origine
e di raggio R, risulta che f e f + g = P hanno lo stesso numero di
zeri: [ ne han (banalmente), dunque altrettanti ne ha P, e il numero
di zeri rimane lo stesso anche facendo tendere R — +00.

Un aspetto positivo di questa dimostrazione del teorema fondamentale
dell’algebra ¢ che, oltre che essere immediata, essa mostra non solo
che un polinomio di grado maggiore o uguale a 1 deve avere almeno
una radice, ma anche che il numero delle radici (contate con la dovuta

molteplicita) deve essere uguale al suo grado.

Il Teorema di Rouché viene usato solitamente per posizionare gli zeri
di una funzione olomorfa: la si scrive come somma di due funzioni,
una delle quali sia piu semplice e che tenda a infinito piu velocemente
dell’altra quando |z| — co. Allora si possono localizzare gli zeri osser-
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vando soltanto la “parte dominante”, come mostra il seguente

Esempio 2.67. Le radici del polinomio P(z) = 2" —523+12 stanno nel-
la corona circolare {z : 1 < |z| < 2}: posto f(z) =12 e g(z) = 2" — 523,
osserviamo che su |z| =1 si ha |g(z)] < 6 < 12 = |f(z)], per il Teore-
ma di Rouché f(z) + g(z) non ha zeri nell’insieme {z : |z| < 1}.

Sia, ora, f(z) = 27 e g(z) = —52% + 12; dato che |g(z)| < 52 <
27 = 128 = |f(2)| su |2| = 2, sempre per il Teorema di Rouché
f(2)+ g(2) = P(2) ha tutti gli zeri in {2z : |z| < 2}.

Presentiamo ora un altro importante risultato utile per i calcoli:

Teorema 2.45 (Lemma di Jordan). Sia f olomorfa nel semipiano

{z€ C: Imz >0} ad eccezione, eventualmente, di un numero finito

di punti singolari isolati. Sia M(R) = max,c, |f(2)|, dove vg € la

semicirconferenza definita da yg = {z € C : |z| = R, Imz > 0}. Se

limpg 0o M(R) = 0 allora, per ogni A > 0 si ha

lim / f(2)e?*dz = 0. (2.47)
TR

R—o0

Dimostrazione. La dimostrazione®® si basa sulla disuguaglianza

Tomsmogg o T R
/(; e R? M

2
che segue dalla disuguaglianza di Jordan.’” Dal fatto che sinf > —6

m
m
per 0 <0 < 5 segue che, se R > 0,
. 2 T
e—RsmG S e—R;@) O S 6 S —.
2
Quindi, integrando nell’intervallo (O, g) si ha
T pg 2 g T [ _2pglz T _
6R5m9d9§ €R779d9:——|:6 7\,R@i| :—(]_—GR),
0 0 2R o 2R
568 veda, per esempio, [5], pag. 272.
2
"La disuguaglianza di Jordan & la seguente: ;9 <sinf <OV0O <O < g In questo

caso viene usata la disuguaglianza a sinistra.
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da cui

% —Rsin6 T
e df < —.
/o 2R
Dato che la funzione y = sin# (nel piano (y,#)) ¢ simmetrica rispetto

T
alla retta verticale 0 = 5 segue che

/ e~Rsin® gg — 2/2 e~Rsint gy < = (2.48)
0 0 R

Consideriamo ora l'integrale
/ f(2)e* dz :/ F(Re™)eRe’ Rict dp;
TR 0

poiché | f(Re?)| < M(R) e

61‘)\Rei9 _ _iAR(cos 6+isin )

—e AR cos 967)\Rsm9

= e s

iARe?

essendo |e = e M0 i ha usando la (2.48)

/ f(2)e™ dz
TR

che tende a zero per R — 0. O

™

)\ Y

< M(R)R / e Ml dp < M(R)
0

Sottolineiamo l'importanza del segno di A: infatti, se A < 0, la (2.47)
viene sostituita da

R—o00

lim / f(2)e?*dz =0
R

(g Vviene cioé percorsa in senso orario).

Il Lemma di Jordan ha anche altre®® formulazioni (in realta basta ri-
chiedere che f sia continua su 7g), che possono risultare piu utili di

58Si veda, per esempio, [2], dove si considera f definita in un settore circolare contenuto
nel semipiano superiore e si richiede che f sia infinitesima all’infinito.
In [4], invece, si ha il seguente enunciato: Sia f continua nell’insieme A ={z € C: |z| >
Ro, Im(z) > —a}, dove Ro,a € R, a, Ry > 0, tale che lim,._,« f(z) =0, e sia yr 'arco
di circonferenza di centro lorigine e raggio R > Ro contenuto in A. Allora, VA > 0 si ha
mpg_seo va f(z)e“z dz = 0. Osserviamo che, in questo caso \eMZ| = mx) 4 per
z — 00.
Cambiando la posizione del semipiano si ottiene una versione diversa del Lemma di Jordan:
Sia f continua nell’insieme B = {z € C : |z| > Ro, Re(z) > —a}, dove Ro,a € R, con
Ro, a > 0, tale che lim._,o f(2) = 0, e sia yr arco di circonferenza di centro l’origine
e raggio R > Ro contenuto in B. Allora, Y\ > 0 si ha limg_.co fWR f(z)eikz dz = 0.

7)\z| _ ef)\Re(

Osserviamo che, in questo caso |e D50 per z — oo.
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altre a seconda dei casi; esso viene chiamato anche Lemma del grande
cerchio per distinguerlo dal Lemma del piccolo cerchio.®® Esempi di

applicazione di questo lemma si possono trovare nel seguito.

2.17 Calcolo di integrali col metodo dei residui

Il Teorema dei residui ¢ utile per calcolare alcuni integrali, tra cui in-
tegrali impropri.

Per metodo dei residui si intende 1'utilizzo della teoria delle funzioni
olomorfe, con le sue relazioni col calcolo differenziale, con gli sviluppi
in serie e col calcolo integrale, dove uno degli ingredienti chiave e il

Teorema dei residui.

Calcolo di integrali in C.
Il principale utilizzo del metodo dei residui ¢ per calcolare integrali
lungo curve nel piano complesso di funzioni complesse di variabili com-

plesse.

Esempio 2.68. Cualcoliamo i sequenti integrali in C col metodo dei

/ dz / dz
D e——— e -_— .
1(0) (22 +1)2 @ (22 +1)2

La funzione integranda ha due poli di ordine 2 in z = —1i,i; essi sono

restdui:

entrambi interni alla circonferenza di centro zero e raggio 1, quindi

L . <dT1> — 2ni lRes (ﬁ ) + Res (ﬁ _)}

st ha

- d% {ﬁl o [ﬁ] — %

598i veda, per esempio, [3], pag. 317.
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Res (ﬁ —i> = diz {(z +i)?- (ZQ—L)Q} -
- {ﬁl . [(z_j)g} - &

/ dz o 1 1 _ o
SR e PP B

ci st poteva aspettare questo risultato, dato che la funzione integranda

Allora

ha un numero finito di punti singolari (e la curva chiusa in questione

1
li contiene tutti) e, per |z| — oo, si comporta come —-.
| | . o 2] |
La circonferenza di centro i e raggio 1, invece, contiene solo la singo-

larita z = 1, quind:

/ dz o 1 .
71(3) (22 + 1)2 - o 4y N 2
Esempio 2.69. Calcoliamo
sin z 1 .
——dz, t)=~=+e" telo,2n].
7{+22<Z2+1) 5 )= +e 0,27

Le singolarita della funzione integranda sono z = 0, —i,t. I punti in-

terni a vy sono tali che

? L ) . )
z— 5‘ <1, cio€ sono dentro il cerchio di centro

0; ) e raggio 1. Quindi —i = (0, —1) é esterno a vy, mentre gli altri
due punti (che sono entrambi poli semplici) sono interni. Si ha

sin z

l%z-mzlzRes(f;O)
e
lim(z — ) - QSL: limLZ, = —Sl—n.Z: Res(f;1).
25 22(22+ 1) 2= 22(2 4+ 1) 2i
Quindi

SI , ;
£+ %dz = 2mi[Res(f;0). + Res(f;1)]

o i (4 sin 4 o 1+e_1—e
=2mi (1— —— ) =2mi I .
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Esempio 2.70. Calcoliamo

e —1 it
j€+ o P T ey dz, ~(t)=2e" te]l0,2n].
Osserviamo che, applicando la regola di de I’Hopital, si trova
, e’ —1
=1+ 4
. e” 1 i
= lim ‘ : ==
=0 (z—=1)2(z4+4i)+22(z — D) (z+4i) + 2(z — 1) 4 4
dunque il punto z = 0 & una singolarita eliminabile della funzione
integranda.
Inoltre ]
, , e —1 |
Mm e +4) e ) T nas ey
quindi il punto z = —41 € un polo di ordine 1, ma esso esso si trova

all’esterno della curva vy, essendo |—4i| = 4, mentre y é la circonferenza
centrata nell’origine e di raggio 2.

Il punto z = 1, invece, € un polo di ordine 2:

, ) e —1 e—1 e—1+41i(4—4e)
lim(z — 1) - — = - = ;
2—1 2(z—=1)2(z+4i) 144 17

usando la formula per il calcolo dei residui di un polo di ordine maggiore

Res(f:1) = lim (e—_l)):

di 1 st trova

=1\ z(z 4+ 4i
(P (4i -2z —4)+22+41 2—e+4i
lim . = —
z—1 22(z 4 4i)? (1+ 44)?
Quindi il valore dell’integrale dato ¢ 2mi O 12
windi il valore dell’integrale dato é 2mi (ETTER

Calcolo di integrali in R.

Il metodo dei residui permette di calcolare anche integrali del tipo
f_Jr;o f(z)dz, dove il prolungamento analitico di f(x) in C ¢ la fun-
zione f(z), z € C, analitica in C tranne in un numero finito di punti
Z1,...,2n, NON appartenenti alla retta reale, in ciascuno dei quali f ha
un polo (semplice o multiplo).

Precisamente, vale il seguente risultato:
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Teorema 2.46 (Integrale di funzioni razionali). Sia f(x) una funzione
P
razionale della forma %, dove P(x) e Q(x) sono polinomi di grado
x

n e m rispettivamente, con m > n+ 2, e dove Q(x) non ha zeri reali.
Allora si ha

/f(x)dxz%ri Z Res(f(z2); zx),
R Im(z)>0

dove f(z) e il prolungamento analitico di f(x) in C e dove la somma
¢ estesa ai poli z, di f(z) che si trovano nel semipiano superiore.

Oppure, si ha
/f(x) dx = —2mi Z Res(f(z); z1),
R Im(z)<0
dove la somma ¢ estesa ai poli zy, di f(z) che si trovano nel semipiano
inferiore.

Il teorema precedente ¢ una conseguenza del teorema dei residui e della

stima dell’integrale di una funzione f(z), lungo una semicirconferenza

1
centrata nell’origine, con l'ipotesi che |f(z)| = O (’—|>, conn > 2,
z n
1 :
per z — oo (o, analogamente, che |f(z)| = o (W) per z — o0): in tal
z

caso infatti segue che fm f(2)dz — 0 per R — oo usando, nella stima
dell’integrale, il fatto che il perimetro di una circonferenza e proporzio-
nale al raggio (e come gia osservato in precedenza).

Per capire meglio consideriamo il seguente

Esempio 2.71. Si voglia calcolare ora

+oo 1
/_ 1+x2nd:c, n € N.

(e 9]

La funzione integranda puo essere estesa al campo complesso:

1
14220

f(2)

che e definita e olomorfa su C ad eccezione degli zeri del denominatore.

Gli zeri del denominatore sono singolarita isolate per f, in quanto essi
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sono le radici 2n-esime complesse di —1. Dato R > 1, defintamo l’arco
di circonferenza T'(R) = {|z| = R,Imz > 0}. Allora, applicando la

formula dev residur sul semicerchio indicato nella figura sottostante,

st ha

+R 1 1 n
dx + / dz =2mi Y Res(f;z;). (2.49)
/R 1 +x2n I(R) 14+ ~2n le J

/ 1 . /’T iRe" "
I'(R) 14 z2n = 0 1 4+ R2ne2ind

</77Ld9<max;-l%7r:i

— Jo |14+ R?e2m9 " T T(R) |1 4+ R?me?mf| R 41

e quest’ultima quantita tende a 0 per R — 400. Dunque, passando al
limite per R — 400 nella (2.49) si ottiene

+oo 1 n
/_ 1+x2nd:€:2m;Res(f;zj),

Inoltre

o0
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e il calcolo dell’integrale assegnato ¢ ricondotto al calcolo dei residui di
f nelle radici 2n-esime di —1.

Come caso particolare si puo prendere n = 259 consideriamo 'integrale

400 1
/ dzx.
e L2t

Indicando con g la semicirconferenza di raggio R nel semipiano su-

periore e osservando che la funzione T ha, all’interno della curva
z
141

V2

altro che le due radici quarte di —1, zg e z1), per il teorema dei residui

| d+/R L
z x
e 124 _pl+at

oo (1157 e ()]

Stimiamo il secondo integrale che compare a primo membro (osservia-
mo che, da |24 < |zt + 1|+ 1, seque che |1+ 24| > R* — 1 se z € vg
con R>1):

chiusa yr U [—R, R], le due singolarita isolate (che non sono

st ha

1 1
v

12t Rt —1
Si ha
1414
) z— —
1+ V2
R : =
€5<f, \/ﬁ) et 1424
, 1 V2
= lim =

gt (2_1\/—;) (Z_ —;ﬁ—z) (Z_ —\1/§+z'> A(=1+1)

Analogamente,

608 veda, per esempio, [3], pag. 305.
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Per il calcolo si puo anche considerare f(z) come funzione razionale
con P(z) =1eQ(z2) =1+ 2%, da cui
P(Z()) 1 20 20 141

Bl =06y "1 "5 10 1

e, analogamente,

) _P(Zl)_ Zl_ -1+
PGty ST T T

Quindi, in definitiva,

/+°° 1 y 2,(—1—2’—1—1—2’) 0
Xr = 4Tl = —.
o 142t 42 V2

Teorema 2.47 (Integrale del tipo “trasformata di Fourier”). Sia f(2)
una funzione olomorfa in C tranne che in un numero finito di singola-

rita isolate (poli). Se limp o0 supy,_p |f(2)| = 0, allora

/ F(x)e™ dr = 2703 () >0 Fles(9(2); k) se A >0
R —2mi Zlm(zk)<0 Res(g(2);2,) se A <0

dove g(z) = f(2)e** ¢ il prolungamento analitico di f(x)e® in C e
dove la somma ¢ estesa ai poli z, di f(2)% che si trovano nel semipiano
superiore se X > 0 e ai poli che si trovano nel semipiano inferiore se
A < 0.

La dimostrazione segue un ragionamento simile a quello usato nell’E-
sempio 2.71: si considera I'integrale della funzione g(z) lungo la curva
chiusa I' del semipiano superiore formata dall’'unione del tratto di asse
reale da —R a R e dalla semicirconferenza I'r centrata nell’origine e
percorsa in verso antiorario (se la semicirconferenza si trova nel semi-
piano inferiore di C, allora verra percorsa in senso orario e saltera fuori
un segno negativo), con R abbastanza grande in modo che I' contenga

tutte le singolarita di f(z); per il Teorema dei residui tale integrale e

Az

51La funzione €*** non ha singolarita in C.
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uguale alla quantita 27i moltiplicata per la somma dei residui di g(z)
relativi alle singolarita del semipiano superiore. Quando R tende a oo

'integrale L/R f(2)e** dz tende a zero se X > 0 e 'integrale lungo il

tratto di asse x f_RR f(x)e* dz tende proprio all'integrale in R che si
vuole calcolare.

Esempio 2.72. Calcoliamo l’integrale

CcosS T p
.
R SU2 + 1
Osserviamo che

/ et J _/ cosz —I-'/ sin:cd
R$2+1 v RIBQ—i—l:E ZR$2+1 +

sin x 1 _ sinz | o
Essendo < , la funzione e integrabile in R e,

241 241 241

) , sin x )
essendo, dispari, seque che med:c = 0. Dato che la funzione

x

1

f(z) = = 1 ha due poli semplici (in +i) ed & infinitesima all’infi-
z

nito, possiamo applicare una delle due formule forniteci dal teorema
1z

st ha

dente; post —
precedente; posto g(z) e

CoS T e , , e
/Raj‘Q—de = /]R Qj‘2——|—1dx = 27T2R€S(g<2>;2) = 21t g . =

™
(&

Integrali generalizzati che richiedono di “aggirare” un polo.
Col teorema dei residui si possono calcolare anche integrali del tipo
fornito nell’esempio che segue.

Dimostriamo prima il

Teorema 2.48 (Lemma di Jordan (del piccolo® cerchio)). Sia f(z)

una funzione olomorfa con un polo del primo ordine in zy e sia ¥, un

525i veda anche la formulazione data in [2] a pag. 182.
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arco di circonferenza di centro zy e raggio v piccolo: z = zg + re?,

t € [6h,06,]. Allora

lim/ f(2)dz =i(0 — 01)Res(f(z); 20)-

r—0

Dimostrazione. Essendo zg un polo semplice per f(z), si ha

a_q

f(z) = +9(2),

zZ— 20

dove ¢(z) e olomorfa in un intorno di zp e a_; ¢ il residuo di f in z.

Si ha
62 a_l . .
/ f(z)dz = / { — +9(z0 + re”)} rie’ dt
Yr 01 ret

02 92 . .
=ia_ / dt + m'/ g(z0 +re™)e™ dt.
01 91

Si ha (indicando con M il max di g(z) lungo I'arco di circonferenza +,.)

02 . . 02 .
T‘i/ g(z0 + re)e dt‘ < r/ lg(z0 + re™)| dt < Mr(0y — 0y),
91 01

che tende a zero quando r — 0. Quindi, dall’espressione precedente
segue la tesi per r — 0. O]

Esempio 2.73. Dimostriamo che

sinx
der = .
R X

sinx

Ricordiamo che la funzione

¢ l’esempio notevole di funzione in-
x

tegrabile in senso generalizzato ma non integrabile secondo Lebesgue in
R+,

L’idea € sempre quella di usare il Teorema dei residui e il Lemma di
Jordan. Infatti, osserviamo che

oo ging Foo pir
/ de = Im / —dx
e X o T

¢ una funzione dispari, e dunque il suo integrale in un

COS ™

e che
i

intervallo simmetrico € nullo. La funzione — , pero, non & integrabile
x
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sin x o
), e quindi

in un intorno di x = 0 (a differenza della funzione

, x
1x
l’aver introdotto la funzione — ha introdotto una singolarita nell’ori-
gine, che si deve cercare di di “evitare”.
iz
Consideriamo allora la funzione f(z) = — essa ha un polo semplice
z

i z = 0, quindi non possiamo usare una curva chiusa come quelle
usate net due esempi precedenti, che passava per ['origine degli assi;
quello che si cerca di fare in questo caso ¢ “evitare” il polo: quindi
integriamo f(z) lungo la curva chiusa I' = v Uyg U~y U7y,, dove 7y, €
il tratto di retta reale dar a R, 0 <r < R (con r si indica sempre il
raggio “piccolo” e con R il raggio “grande”), yg € la semicirconferenza
superiore di raggio R percorsa in verso antiorario, v € il tratto di retta
reale da —R ar ey, la semicirconferenza superiore di raggio r percorsa

in verso antiorario. Per il Teorema di Cauchy si ha fr f(z)dz =0,

R eir eiz —r eiz eiz
/ —das+/ —dz+/ —dx—/ —dz =0. (2.50)
r X YR z R X Y z

Osserviamo che

R gix el CoS T _ sin x
—dxr + —dx = dz +1 dz,
r X -R X r<lg|]<R ¥ r<lz|]<rR T

dove il primo integrale a secondo membro ¢ nullo per simmetria. Quin-

cioé

di, osservando che quandor — 0 e R — oo

R gix ~[T® sing
—dr — 1 dx
r xz 0 T
e (% sinz
—dr — 1 dx,
-R T —o0 x

R eix -r eix ' +00 ginx
—dzr + —dr =i dx. (2.51)
. X R T o T

Inoltre, dal Lemma di Jordan seque che

seque che

eiz
lim —dz = 0. (2.52)

R—o0 R z
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Infine, dal Lemma di Jordan del piccolo cerchio si trova

r—0 z z—0 z
Yr

' eiz . eiz o eiz .
lim [ —dz=i(m —0)Res (— ; O) =irlimz— =im.  (2.53)
2

Dunque, usando le (2.51), (2.52), (2.53) e passando al limite per r — 0
e R — oo, dalla (2.50) si ricava

[T sinx »
1 dx —im =0,
o T

T gin g
dr = 7.
e X

cioé

Un’altra tipologia di integrale risolvibile mediante metodi simili ai pre-

cedenti ¢ un’integrale “tipo trasformata di Fourier della gaussiana”.%

Esempio 2.74. Dato l’integrale
/e“”zwx dr, o >0, feR,
R

esprimiamo l’esponente dell’integranda completando il quadrato

—ax® + fr = —a [352—5%] = -« |:$2——.77—|————:|

2 2
:_a[@_ﬁ) _ﬁ]:_a(m_ﬁ) N
200 4o? 200 4oy

e operiamo la sostituzione t = \J/a (a: — 2—) ; lintegrale assegnato
a

8 \2, g2 82 2 dt
e—a(z—%) Tia dy = e1a et
b

R R Va

da cui si ricava (ricordando il valore dell’integrale di Gauss)

™ g2
/ e—am2+ﬁr dr = \/:6‘“*, a>0, geR.
R «

diventa

6331 vedano le dispense riguardanti le trasformazioni di Fourier e Laplace.
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Il precedente risultato vale anche per § € C (f = o+iw): completando

il quadrato come prima e ponendo z = \/a (az — QE), st trova
a

1 2
/e‘muﬁx dx = e /ez2 dz,
R va o Jr

w
dove I' é la retta orizzontale z =t —i——, t € R.
2/«

Mostriamo che fr e dz = /7. Integriamo la funzione e lungo il
rettangolo di vertici (£R,0) e (:I:R, —#a) Per il Teorema di Cauchy

tale integrale lungo questa curva chiusa € nullo, cioé si ha

R __w_
/ 6—m2 dx + / /e 6—(R+iy)2 dy
—R 0

-R o \2 0 .
+/ e_<$_l2\/5> der/ e~ TR gy = 0.
R 5=

Stimiamo il secondo e il quarto termine che compaiono nell’espressione

— 0\ 2 2_p2 .
precedente: dato che |e” W7 = "= essi tendono a zero quando

R — oo. Quindi si ricava, facendo tendere R a oo, che

+OO 9 —+o0 (+ w )2
/ e ” dx:/ e \"""2va) dg:

o0 [e.e]

il primo membro é uguale a /7 e il secondo & proprio l'integrale di e

lungo la curva I'.5*

Quindi la formula trovata prima vale anche per 3 € C:

™ B2
/e“”‘uﬁxdw: \/:64&, a>0, geC,
R «

se B & immaginario puro (f = iw) la precedente relazione diventa

—ar?+ive _ T W
e dr=\/—€e 4, a>0 weR
R «

e, in particolare, se f = —iw:

2 2 T _ W2
/e‘” e dr = Fle ™ |(w) =/ —e 1o, a>0, weR,
R a

618i veda anche il calcolo della trasformata di Fourier della gaussiana nelle dispense
sulla trasformazione di Fourier.
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dove F indica la trasformazione di Fourier.

Osservazione 2.5. Piu in generale, il teorema dei residui st puo usare
per calcolare integrali del tipo

27
/ F(sint, cost) dt,
0

dove la funzione integranda é continua in [0, 2] (il caso pit comune é
quello in cui f é una funzione razionale). Basta, infatti, esprimere le
funzioni trigonometriche mediante [’esponenziale complesso: con la so-
stituzione z = €% si riesce a ricondursi all’integrale, sulla circonferenza
unitaria |z| = 1, di una funzione f(z); se f & olomorfa nel cerchio
tranne che, eventualmente, in un numero finito di punti singolari iso-

lati, allora si puo usare il teorema det residus.

Integrali di Frésnel.
Nello studio di alcuni fenomeni di diffrazione compaiono le funzioni di

Frésnel
C(z) = cl/ cost’dt e S(z)= 02/ sint® dt,
0 0

dette anche coseno e seno integrale. Esse sono funzioni di classe C*(R)
dove le costanti ¢y e ¢y, per il loro significato, vanno scelte in modo tale
che si abbia

lim C(z)=1 e lim S(z) =1.

r—r-+00 T—+00

Occorre dunque calcolare i due integrali generalizzati

/ cost’dt e / sin 2 dt.
0 0

Esempio 2.75. Consideriamo la funzione (intera) f(z) = € e calco-
liamo ['integrale f7 f(2)dz, dove vy ¢ la curva chiusa unione delle curve
1 (tratto di asse reale dall’origine al punto R), vo (arco di circonferen-
za centrata in O, di raggio R e ampiezza 7 ) e s (tratto della bisettrice

del primo quadrante dal punto di intersezione con la circonferenza di
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raggio R all’origine). L’integrale lungo I" di f(z) € nullo per il Teorema

di Cauchy:
/ ¢ dz + / ¢ dz + / ¢ dz = 0. (2.54)
7 Y2 3

R
P52 ..

/ e'* dz:/ (cosx2+281nx2) dx;

Y1 0

parametrizziamo o con z = Re', 0 <t < 15 st ha

L T oo
/e” dz:/ 2 Ricit qt
V2 0
iz2 %
e dz| <R
Y2 0

— R/4 iR? cos(2t)— R? sin(2t)
0

posto 2t = T si trova
} R [z . R = T
/ ¢ dz S—/ e BisinTgn o T 0
2 2 0

per R — 400, dove nell’ultima disuguaglianza e stata usata la stima

Si ha

eiR2 [cos(2t)+i sin(2t)]

dt

(&

dt = R/4 e~ 1 sin(20) dt;
0

(2.48) trovata nella dimostrazione del Lemma di Jordan.
Infine, dopo aver parametrizzato v3 con z = Re'i(1 —t), t € [0,1],

calcoliamo

1 o 1
Y3 0 0

posto R(1 —t) =7, si ha

0 ) \/_

o - s - s T .x

/ e dz:e“l/ e’ dT%—el‘l/ e dr = ——¢'s
V3 R 0 2

per R — 400.
Quindi, sostituendo i risultati trovati nella (2.54) e passando al limite

per R — oo si ricava

/ cos:de:v—i-z'/ sinxzdm—ﬁ <£ +Z£> =0,
; ; 2 |\ 2 2
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cioé

o) o0 T
/ cosxzdx—i—i/ siandx:£+¢£
0 0 2V2  2V2

da cui, uguagliando parti reale e tmmaginaria:

T
27
/ COSZL‘QdIE:ﬁ e / Sinx2dx:ﬁ.

0 2v/2 0 2v/2

Esempio 2.76. Calcoliamo

1
f ez27iz d27
otrQ

dove @ ¢é il quadrato definito da {z € C:|Rez| <2, |Imz| < 2}.

Dal teorema dei residui st ha

}{ e dy = 27ri[Res(ez21—iz ;0) + Res(ele—iz ;1))

otQ

Poiché, dal teorema della somma dei residui si ha
Res(eziiz ;0) + Res(ezQiiz ;1) + Res(eziiz; o0) = 0,

bastera calcolare il residuo del punto all’infinito:
—i— 1 L
Res(e=?~i=;00) = Res —Eel—w;O .

St ha
R G
lim w* —et-w =1,
2
w—0 w
. . . . 1 L2
quindi w = 0 & un polo del secondo ordine per la funzione ——5 eT=iw .

Quindi
1 w2 d w2
Res (——Zeliw;()> = — lim —eT-w

w w—0 dw

2w(l —iw) + iw? w2
( ) el—iw — O’

= T A Ty

1
. -
da cui seque che 5%+Q€Z iz dz.
Osserviamo che, in questo caso, ¢ stato conveniente ricondursi al cal-

colo del residuo all’infinito, dato che, essendo z = 0 e z = i delle
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singolarita essenziali per la funzione integranda, il calcolo dei singoli

residui in questi punto sarebbe stato piu laborioso.
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