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La colonna di Ziegler




La colonna di Ziegler

S1 considera un sistema paradigmatico, a due gradi di liberta, noto come colonna
di Ziegler Figura . Il sistema (bipendolo) & costituito da due aste rigide,
AB e BC, prive di massa, ciascuna di lunghezza ¢, collegate mutuamente ed al
suolo da cerniere. Sul pendolo sono presenti due masse concentrate: una, di
intensita mq, sulla cerniera interna B, I’altra, di intensita m-,, sull’estremo libero
C. Le due aste sono collegate, tra loro e al suolo, da organi visco-elastici linearsi,
di rigidezza k; e ko e viscosita c; e ¢, rispettivamente applicati in A e B. 1l
doppio pendolo & caricato all’estremo libero da una forza follower di intensita F,
che mantiene la sua direzione parallela all’asta BC.



Cinematica

La configurazione del sistema e descritta dalle rotazioni delle due aste, 6, () e
0 (t), prese come parametri lagrangiani. Da considerazioni geometriche, si trag-
gono le seguenti relazioni esatte, che esprimono le componenti di spostamento
longitudinale u e trasversale v dei punti B, C:

up = —{ (1 —cosby),

v = £sinfq,

uc = —¢ (2 —cosfy — cosbs),

vo = £ (sin @y + sin 6s)

Ritenendo 1 termini al piu quadratici nei parametri lagrangiani, si ha:
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U = — —
B 2 b,
VB = 6911
b7 | 0
te =t (7 N 7) =



Legame costitutivo

In termini di spostamento
M 1 — k‘l 91

My = ko (62 — 67)

Forma adimensionale delle equazioni del moto

Seguendo Ziegler, si fa riferimento ad una particolare famiglia di sistemi, nella
quale m; = 2m,ms = m e k; = ko = k. Inoltre, per rendere piu agevole la discus-
sione, si pongono le equazioni del moto in forma adimensionale. Si introduce a tal

scopo una nuova variabile tempo ¢, un carico adimensionale 1, in accordo alle s
seguenti definizioni:



(b)

Figura Bilancio delle forze agenti sulla colonna di Ziegler: (a) forze d'inerzia, forze
esterne ed interne attive; (b) esploso del sistema, che include le forze interne reattive.
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- Da questa seguono le equazioni di bilancio:
(my +ma) 0201 + mal?0y + My — My + FL (0 — 01) =0
Mo l?0) + mal?0s + My = 0
s1 ottengono le equazioni del moto:

Ez-ml-l-mz mz-(él)

i m2 msa 05

k1 + ko —ko 1 1 01\ (O
*(_ ke ke | TEEL 0_)(@)‘(0)

Esse sono del tipo:
Mg+ (Ke+K;)g=0

con q := (64, 65)", dove appaiono, nell’ordine, la matrice di massa,
di rigidezza elastica e di rigidezza geometrica.

S1 noti che, a differenza delle altre matrici, K, € non simmetrica,
a testimonianza della non conservativita della forza F.
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Posta la soluzione del tipo q (t) = uexp (At), segue
1l problema agli autovalori:

MM + (K. + pK,)|u=0

ovvero, in forma esplicita:

3N +2-p N =1+p | w ) _ [0
-1 A+ 1 Us 0

le cui radici \ decidono della stabilita della posizione di equilibrio banale. Le-
quazione caratteristica si scrive:

AP+ (T=2u) A2 +1=0

Essendo questa biquadratica, puo essere risolta in forma chiusa, per fornire:

A, = jl (— (7 —2u) + \/(7 —2u)° — 8)



A, = jl (— (7 —2u) + \/(7 —2u)° — 8)

Quando p = 0, il discriminante A := (7 —2u)> — 8 > 0, e dunque Ao < 0;

posto A, =: —w?,, i quattro autovalori sono puramente immaginari, A\; 234 =

(+iwq, Tiws)

ImA\
W2
-— gg
o
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Al crescere di p, 1l discriminate A diminuisce, insieme
alla differenza |w; — ws|. Quando A = 0, le due coppie di autovalori collassano
in una, w; = w2 =: w.. Per un ulteriore aumento di px, € A < 0, cosicché i
quattro autovalori sono complessi coniugati ed opposti in segno, del tipo +0 + iw.

wA
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La condizione di biforcazione ¢ dunque A = 0, che si verifica quando la forza
follower assume il valore critico:

7

Corrispondentemente, la parte immaginaria degli autovalori coincidenti € w, =
2—1/4 ~ (.84. Questa biforcazione & detta di Hopf circolatoria o reversibile. 1l
meccanismo & spesso rappresentato come in F Figura | che riporta le parti im-
maginarie degli autovalori in funzione di x. Quando y > . gli autovalori non
sono piu puramente immaginari, e dunque non piu rappresentati in figura.

q A
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