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Trave appogaiata soaaetta a carico frasversale sinusoidale
/ ﬁ Sin (%)
paillEn Y
/

- -~

EIv"" + Pv"” = p sin (%) : x € (0,0)

Se le condizioni al contorno sono di semplice appoggio, deve essere:

v 0, FEIv"(0)=0,
v(0) =0, EIv"(¢)=0
In questo caso, la soluzione puo essere trovata ‘per ispezione’ come:
. (WZU)
v =0sin [ —
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Le condizioni al contorno, infatti, sono da questa soddisfatte, e 'equazione di
campo si riduce ad algebrica nell’ampiezza incognita o:

(EI?T4 P?TQ)A X

04 (?

La soluzione e dunque:

Y A N S,
- BEI x4 P2 1 — P x4 EI 1
ZZ P. ¢4

2 o« . . o
dove P. = Wg—fjf e 1l carico critico,




V= b — ! b = QU
~ EIz* _Pr2 | _ P g*Er T
2 P. ¢4

e 'ampiezza della risposta secondo la teoria lineare (o del primo ordine, in cui si
trascurano gli effetti geometrici), ed inoltre:

=

e un fattore di amplificazione, maggiore di 1 se P < P.. In definitiva, la soluzione
sl scrive:

v () = avr sin (%ﬁ) =: avy (7)






Trave appoggiata soggetta a carico
trasversale generico

S1 considera ancora una trave appoggiata, ma soggetta a carico trasversale ge-
nerico p (x). Lequazione di equilibrio si scrive:

EIv"" + Pv" =p(x), z € (0,0)
v(0) =0, FEIv"(0)=0,
v(l) =0, EIv'({)=0

S1 assume che il carico sia sviluppabile in serie di Fourier:

n

TR NG

dove p;. sono 1 coefficienti della serie, espressi da:

9 !
ﬁk:Z/O p (x) sin (k%x) dx



In analogia a quanto fatto per il caso di una sola armonica, si cerca una soluzione
del tipo:

T
o kmx
v:E U SIn | ——
14

k=1

da cui, sostituendo nell’equazione di equilibrio e uguagliando a zero 1 coefficienti
delle stesse armoniche, si ottiene:

& k
U (ZE) = ZO&k ’lAJ[k Sin (%ﬂ?)

k=1
dove:
1
N —
1— £
k
. Dk
UIk -= kdnd BT




2_2 o . : : . N :
e P, = EZ2L |2 il k-esimo carico critico. E importante osservare che siccome

Pri1 > P, K=1,---,n,1 fattori di amplificazioni decrescono con k. Da questa
osservazione segue che:

. , kmx
v(x) < aq ZU“‘" sin (7) = aq vy ()

k=1

e quindi, in un’ottica cautelativa, si puo effettuare la seguente maggiorazione:

v(z) ~ v (x)



Travi di rigidezza variabile a fraffi

Molto spesso la rigidezza delle travi non e costante sulla lunghezza, ma e varia-
bile a tratti; e cioe EI () = EI; = cost, (i =1,2,...,n), in sotto-intervalli Z; del
dominio (0, ¢).
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Le equazioni di equilibrio si scrivono:

ELv{"+Pv{ =0, z1€(0,¢)
ELv!" + P! =0, x5 € (0,0)

Le condizioni al contorno agli estremi A, B della trave sono quelle classiche di
incastro e di estremo libero, rispettivamente; le condizioni nel punto singolare C
esprimono la continuita degli spostamenti e 'equilibrio dell’elemento infinitesi-
mo di trave a cavallo dei due intervalli. Esse si scrivono:

01 (0) = 0, o (0) = 0,

Mo (62) = 0, Vo (62) = 0,
v (1) =v2(0), vy (41) = vy (0),
My (61) = M2 (0), Vi (f1)=Va2(0)

dove:
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L'integrale generale

v1 (z1) = ¢1 cos (Brx1) + ¢o sin (B1x1) + c3 1 + ¢4,

Vo (x2) = c5 cos (Baxa) + cg sin (Baxa) + 7 X2 + c3

dove c;, j =1,---,8, sono costanti arbitrarie e
P
B? = i=1,2

EI,;’
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Imponendo le condizioni al contorno si ha:

1 0 0 1 0 0 0 0 1 0
( 0 51 1 0 0 0 0 0 \ / Co \ / 0 \
0 0 0 0 —p3C, —B3S2 0 0 C3 0
0 0 0 0 0 0 —B5 0 ca | | O
Cl 51 61 1 —1 0 0 —1 Cr B 0
—5151 6101 1 O O —62 —1 0 C6 0
—p3C, —p3S1 0 0 B3 0 0 0 c7 0
\ o 0 - 0 0 o 8 o /)\ea/) \o)

dove C; := cos (8;¢;), S; := sin (B;¢;), 1 = 1,2, da cui si trae 'equazione caratteri-
stica:

,32

tan ([8141) tan (Bals) = ,61

P
2
b - EI’°
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Questa puo anche scriversi:

tan (51/1) tan (35161) =5

dove si sono introdotti i parametri adimensionali:

- |EL RS
n-= EL’ V= ‘s

che definiscono il rapporto di rigidezza n e geometrico v dei due segmenti di trave.
Per una fissata coppia di questi parametri si determina la piu piccola radice 5.,
e da questa il carico critico P. = [3%7 EI;. | - .
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P2

7T2E11

0.10 |
0.08 |
0.6 |
0.04 |

002 |
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Trave parzialmente compressa

S1 considera una trave appoggiata AB soggetta a forza assiale P applicata in
un punto generico C, che divide la trave in due segmenti di lunghezza /1, /5,
diretta verso I'appoggio fisso
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(—P, In x4 € (0,61)
0, in x9 € (0,52)

\

N() (CE‘) = <

EIvV!" + Pv!' =0, x1 € (0,6;)
EIv!" =0, o € (0, 45)

in cui v; (z;) & il campo di spostamento nell’;-esimo sotto-intervallo. Le condizioni
al contorno nei punti A, C, B, nell’ordine, si scrivono:

v1 (0) =0, M (0) =0,
v1 (61) =v2(0), v} (£1) = v5(0),
M1 (61) — M2 (O) , Vl (51) — V2 (0) ]
(05 (62) — 0, M2 (£2) = ()
M; (z;) = ETv! (x;),
T; (x;) = —ETv, (x;), i=1,2



P

La soluzione generale del problema omogeneo, posto 5% := == , si scrive:

v1 (z1) = ¢1 cos (Bx1) + ¢ sin (Bxy) + c3 21 + ¢4,
2

Vo (29) = ¢5 + g T2 + C7 x5 + cg T

e cioe armonica-polinomiale nel tratto compresso, e semplicemente polinomiale

nel tratto non presollecitato. Imponendo le condizioni al contorno, si perviene al

seguente sistema algebrico nelle otto costanti incognite ¢;:

1 0 0 1 0 0 0 o0 ¢ 0

/ -2 0 0 0 0 0 0 0 \( ¢ \ [ 0 \
C S 4 1 -1 0 0 0 s 0
-85 BC 1 0 0 -1 0 0 e | |0
—B?C —-p5%S 0 0 0 0 -2 O cs | | O
0 0 -2 0 0 0 0 6 o 0
0 0 0 0 1 62 ﬁ% f% C7 0

\ 0 0 0 0 0 0 2 6)\es/) \0)

dove C := cos(B¢1) ed S := sin (8¢1).
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Il sistema ammette soluzione non banale

se e solo se 1l determinante della matrice dei coefficient: € uguale a zero
(802)% Uy — 3 (1 + 205) | sin (B61) = 3862 cos (8¢;)

Posto:
Ezfl —|—€2, ’7262/&

la precedente si scrive:

(B0 7% = 3(1+7) | sin (1 = 7) 8) = 3(B) * cos (1 - 7) BO)

che costituisce 'equazione caratteristica del problema.

18



19



Trave soggetta a forze di compressione indipendenti: i
dominio di interazione

A ¢ 2 B
| > | > Z
L1 L9
A lo
< ~i< ~
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le equazioni di equilibrio

EI’U;IH —+ (Pl + Pz) ”Ulll =0, x1 € (O,fl)
El ?Jg” + P ”Ug = 0, To € (O,Eg)

Le condizioni al contorno sono:

dove:

21



Posto: P b
2, 1 2._ 2
/6]_ * EI? /62' E_[

la soluzione generale del problema omogeneo si scrive:

vy (1) = €1 cos (\/ﬁf + 32 :cl) + ¢9 sin (\/6% + 32 331) + c3 1 + ¢y,

Vg (T2) = ¢5 cos (Baxa) + cg sin (Baxa) + c7 X2 + 3

0 =01 + 05,
8% I:ﬁiﬁ, 221,2
f2

Y=
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La equazione caratteristica

S1 scrive:

o5 \/oz% + a3 (a7 + a3) sin (a2y) cos (\/a% + a3(1 — 7))

+ sin ( a? + a3(1 — 7)) as (af + a3) (a7y + a3) cos (azy)

— sin ( a? 4+ as(1 — 7)) o sin (aay) = 0

23



Travi soggette a forze assiali distribuite

uno sforzo normale

24



L'energia potenziale totale, si scrive dunque:

0
1 1
II = / (—EI’U"Z + —Np () ’U’Z) dz
, \ 2 2
Imponendo la stazionarieta del’EPT si ricava 'equazione di equilibrio:
EIv" — (Ng ()0 =0  x€(0,¢)

con le condizioni al contorno:

in cui si e tenuto conto che NV (/) = 0.

25



Nel caso particolare in cui Ip (r) = p = cost, € Ng(x) = p(x —¥£), cosicché

I’equazione di equilibrio si scrive:

B +pe(1-2) o' —pu/ =0
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Soluzione in serie di potenze

Si cerca una soluzione nella forma di serie di potenze, del tipo:
O
v(x) = meakzL‘k
k=0

con m intero positivo ed a; costanti, tutti incogniti. Sostituendo la precedente
espressione nell’equazione di campo, raccogliendo 1 termini con la stessa potenza
di z, ed annullandoli separatamente, si ottiene il seguente set di equazioni:

™ mt—6m’ +11m?* —6m =0,
73 a3 =0,

r2: apB® +az (m®+3m+2) =0,

27



in cui si e posto # := p¢/FI. La prima di queste equazioni ammette quattro

radici distinte: mi =0, mg=1 ms=2 my=3

Le successive, risolte in sequenza, forniscono le costanti a;. (in funzione di m):

a; =0,
_ a0 32
m2+3m+2°
m+é€_3ak_3 —(m+k—2)ag_o

(m+ k) (m+tk—1)(m+k—2)

as? —

5%, k>3

ap —

in cul ag, essendo arbitraria, si puo porre uguale ad 1.
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s1 costruiscono quattro soluzioni indipendenti, la cui combinazione lineare é:

v(x) =y (1_%523;2_;_...) + Ccox (1_é52$2+...>

1 1
+ c32” (1—EBQ$2+---) + ¢z’ (1—%52x2+--->

Imponendo le condizioni geometriche al contorno, si ricava ¢; = ¢ = 0; 1mpo-
nendo le condizioni meccaniche, si ottiene un sistema algebrico omogeneo di due
equazioni nelle due incognite c3,cs. Tale sistema ammette soluzione diversa da
quella banale quando il determinante della matrice dei coefficienti & uguale a
zero. Imponendo questa condizione, si ottiene una equazione caratteristica nel-
I'incognita 3, che risolta numericamente fornisce 3¢? ~ 7.83; quindi, il carico

critico e:
T.83 1
(p E)c — 62




Travi vincolate elasticamente

Le condizioni al contorno, peraltro, possono facilmente desumersi dall’equili-
brio, senza dover ricorrere alla formulazione variazionale. In particolare:

e se H = A,B é& un punto di estremo, la condizione al contorno esprime
lVuguaglianza della forza trasversale interna affiorante, Vy, alla forza (ester-
na per la trave) —kvy; € cioe — V4 = —kvy, oppure Vg = —kup;

e se H = (' e un punto interno alla trave, la condizione esprime l'equilibrio
tra le forze trasversali interne Vci, agenti a destra e sinistra del punto, e la
forza elastica esterna esercitata dalla molla, € cioe V(}L — V5 —kve =0. Gl
esempi che seguono illustrano la procedura.
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Trave con appoggio elastico di estremita

S1 consideri una mensola compressa da una forza P applicata all’estremo libe-
ro, controventata da un appoggio elastico di rigidezza k applicato nel medesi-
mo punto

31



-———— - -

EIJV" 4+ Pv" =0, x € (0,0)
con le condizioni al contorno:

v (0) =0, v' (0) =0,
EIv" (£) =0, —EIW"({)—Pv ({)+kv(£)=0

La soluzione generale del problema omogeneo e:

v (x) = c1 cos(fx)+ co sin(Bx) +c3x + ¢y

dove 3 := /- & il numero d’onda, e ¢;, i = 1,...,4, sono costanti arbitrarie.
Imponendo le condizioni al contorno, si ottiene il sistema:

32



1 0 0 1 c 0
/ 0 15 1 0 \ ( c; \ B ( 0 \
—B?cos (B¢) —[3?sin (B4) 4 1 ecs | | O
%cos (64) Eisin (6¢) g—‘} — B? % ) \ Ca ) \ 0 )

Sviluppando il determinante della matrice dei coefficienti e ponendolo uguale a
zero, si ottiene un’equazione (caratteristica) trascendente in £:

tan (8€) = AL |1 - %

In questa si e introdotto il parametro adimensionale:

koS
L)
avente 1l significato di rapporto tra la rigidezza della molla e quella della tra-

ve. Risolta 'equazione trascendente nell'incognita 3¢, e presa, tra le infinite,
la radice piu piccola 5.4, si determina il carico critico della trave come P. =

(B:0)" B

33



?7—>OO
i | | |

or | | |
5 | | |
1 |
o~ > <A

A : 2 3 | 4ﬁ>€

-5 | | | | | T
18 [ \50
-1of | | | |

e Senn — 0 (cioe se la molla e molto soffice), allora tan (5¢) — —oo, per la quale

la piu piccola radice e 5. = 3;; si riottiene cosi il caso della mensola.

e Se 17 — oo (cioe se la molla & molto rigida), allora tan (8¢) = ¢, e si riottiene
il caso della trave incastro-appoggio, per la quale la piu piccola radice e
B. = 1.437.



La Figura illustra la dipendenza del carico
critico dal parametro di rigidezza.

P03
71'2EIA

2.0 |
15|
10|

05 |

20 40 60 80 100 77
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Trave con appoggio elastico in campata

C B P
L9 A
D O
k /
/ 14
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Le equazioni di equilibrio, relative ai due sotto intervalli, si scrivono:

EIV" + Pv" =0, z;€(0,0)
EIVY + Poll =0, x5 € (0,0)

in cui v; (x;) ¢« = 1,2 & lo spostamento, rispettivamente a sinistra ed a destra
della singolarita. Le condizioni al contorno nei punti di estremita della trave,
A, B, sono le usuali di appoggio; quelle nel punto di mezzeria C esprimono: (a)
la continuita di spostamento e rotazione e, (b) ’equilibrio alla traslazione e alla
rotazione dell’elemento infinitesimo di trave vincolato elasticamente. Si ha:

U1 (0) — U, M1 (O) = O,

v (£) =0, M; (£) = 0,

v (£) = v2(0), vy (£) = v5(0),
My (£) = M2 (0), Vi(£)+ kv (£)="V2(0),

37



dove:
M, (iUz) = k1 Ufgl ('Tz) ;

T,,; (ZEZ) = —FI U;:H (IEZ) ) = ]., 2
Vi (z;) =T, (x;) — Pvj (x;)

L'integrale generale delle si scrive:

v1 (x1) = ¢1 cos (Bxy) + co sin (Bx1) + c3x1 + ¢4,

Vo (22) = c5 cos (Bxa) + cg sin (Bxa) + c7 22 + 3

il
ET

dizioni al contorno, si ottiene il seguente sistema algebrico lineare di dimensione
8 X 8:

dovec;,j =1,...,8, sono costanti arbitrarie e dove (3 := . Imponendo le con-
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( 1 0 0 1 0 0 0 0 \ /cl\ (0\
— 32 0 0 0 0 0 0 O Co 0

0 0 0 0 C S | C3 0

0 0 0 0 —pB2C —-B25 0 O ca | | O

C S 4 1 —1 0 0 -1 cs | | O
—-3S BC 1 0 0 -3 =1 0 Co 0
—B2C —p28S 0 0 3? 0 0 O Cr 0
gC ks HEop ko0 0 g 0 )\a/) \0

dove C' := cos () ed S := sin (£¢). Sviluppando il determinante della matrice dei
coefficienti, e ponendolo uguale a zero, si ottiene un’equazione trascendente in j:

sin (84) < sin (8€) — (B¢) |1 — % cos (B¢) » =0

\ - - /

\

in cui si e definito i1l parametro adimensionale di rigidezza:

ke
= 5RT

39



di1 differenti radicai:

sin (B¢) = 0,

tan (B€) = (B¢) |1 —

P.0?
7T2EIA_
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Trave su suolo elastico alla Winkler

> Sssstisieias of

41




‘11 > 1 2 1 > 1 2 ‘
U:/ [—EAU,' — —Pv* + —FEIV" +—kfv]daf—f pvdzr
0 |2 2 2 2 0

Imponendo la stazionarieta del funzionale, si ottengono le seguenti equazioni di
equilibrio in termini di spostamento:

EAu" =0, z € (0,4)
EIvV" + Pv" +krv=p, z€(0,0)
con le condizioni al contorno:
EAY 5u]g =0
- ¢
(—EIv" — Pv') ov], =1
EIv" 6v'] =0
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Trave su suolo elastico semplicemente appoggiata

P

BIV"+ P +hyv=0 CTEEREIE

4
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Si ricerca la soluzione nella forma ‘di tentativo’:

v (x) = 0 sin (n—ﬂx)

14

EIG%)A—P(%32+EW:O

po= (") e (L)

Tra tuttii P, ha interesse determinare il piu piccolo, P. := min {P, }.

P, 5 N , T2 ET
P =n" + 2 Pr = 2 P.
dove:
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é un parametro elasto-geometrico adimensionale che misura il rapporto tra la
rigidezza del suolo e quella della trave. Valori di 7 piccoli denotano un suolo
soffice, valori grandi un suolo rigido. E possibile allora tracciare il grafico di g—g

in funzione di n, per assegnati valori din = 1,2,3,.... Si ottiene cosi il grafico
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e per 0 < n < 4,1l modo critico consta di n = 1 semi-onde, a cui e associato il

. o P . .
carico critico Pr 1 +n;

e per 4 < n < 36, il modo critico consta di n = 2 semi-onde, a cui e associato il
carico critico % =4+ 1, ecc....

I valori n,, in corrispondenza dei quali si verificano autovalori doppi (cioe modi
critici simultanet, ad n ed n + 1 semi-onde), sono:

Nn = [’I’L (’I’L + 1)]2
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