Determinanti

1.5.3 Permutazioni

Premettiamo alcune nozioni su un argomento - le permutazioni - che sara
affrontato in dettaglio nei corsi di Algebra. Anche per tale motivo ci limiteremo
alle informazioni che sono strettamente necessarie per i nostri scopi.

Definizione 1.5.33. Una permutazione su n elementi é una applicazione

biunivoca
o:{L,2,...,n} —{1,2,...,n}

dall’insieme {1,2,...,n} in se stesso.

Indichiamo con o, l'insieme di tutte le permutazioni su n elementi. Tale
insieme puo essere munito di un “prodotto”: dati o,7 € oy,, cioe due appli-
cazioni biunivoche o, 7 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}, il loro prodotto &, per
definizione, la composizione ¢ -7 :=0 o T € oy,.

Si puo dimostrare che o0, ¢ un insieme finito e la sua cardinalita, cioe il
numero di elementi di cui & formato, & |o,|=1-2-+-(n—1)-n =nl

Nel linguaggio delle permutazioni, viene utilizzata comunemente la se-
guente notazione. Una permutazione o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} verra

indicata con . ) .
”:(ou) 0(2) - Jn))'

In particolare la premutazione identita di o, sara:

1 2 -+ n
]l"_<1 2 ... n)

Per ottenere la permutazione inversa di una data permutazione bastera dunque
capovolgere la tabella e riordinare le colonne in modo tale da ottenere nella
primariga 1,2, ...,n. Ad esempio, consideriamo la permutazione su 4 elementi

(12 3 4
=\41 2 3 )"

37



o & dunque lapplicazione biettiva o : {1,2,3,4} — {1,2,3,4} tale che
o(l) =4, 0(2) =1, 0(3) = 2, 0(4) = 3. La sua inversa ¢ Papplicazione
o1 :{1,2,3,4} — {1,2,3,4} tale che 071(1) = 2, 071(2) = 3, 071(3) = 4,
o0~1(4) = 1. Essa si puo ottenere, pii1 agevolmente, “capovolgendo” la tabella
di partenza, giungendo dunque a

4 1 2 3
1 2 3 4 )’
e riordinando le colonne in modo da avere
1 (1 2 3 4
T T\2 34 1)

In questa notazione, quindi, date due permutazioni

il prodotto o7 sara

= (otrtty ote@ - otrimy )

Esempio 1.5.34. Consideriamo le permutazioni

(1234 (12 3 4
7\ 234 1) "T"\3142)

Per calcolare il prodotto or, serve l'immagine di 1 e quindi occorre calcolare
7(1) che &3 e poi calcolare o(3) che é4 e quindi il prodotto o manda 1 in 4.
Procedendo in questo modo si ottiene:

(123 4
oT=\4 21 3 )"

Definizione 1.5.35. Una trasposizione é una permutazione t per la quale
esistono due elementi distinti i,j € {1,2,...,n} tali che:

o t(i) =7, t(y)=1i;

o t(k) =k per qualunque k £ 1, k #j .
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In pratica, una trasposizione scambia tra loro gli elementi i e j, mentre la-
scia invariati tutti gli altri. Indicheremo tale trasposizione usando la notazione

= (Z*J)

1 2 4 .
Esempio 1.5.36. La permutazione T = <4 9 g 1 ) e la trasposizione

(1.4). Essa scambia il numero 1 col numero 4, lasciando 2 e 3 inalterati.

Osservazione 1.5.37. Sia t una trasposizione. Allora la permutazione di t
inversa &t stessa, cioé t~' = t. Infatti, se t = (i,7) ¢ la trasposizione che
scambia i con j, allora t-t(i) = t(t(i)) =t(j) =1, t-t(j) = t(t(j)) =t(i) = 5
e, per ogni k # {i,j}, t - t(k) = t(t(k)) = t(k) = k.

Possiamo ora enunciare un teorema fondamentale sulle permutazioni, la
cui dimostrazione sara esaminata in dettaglio nei corsi di Algebra.

Teorema 1.5.38. Sia o una permutazione di n elementi. Allora esistono
t1,ta, ..., tg trasposizioni tali che

O':tl ‘t2"'tk.
Inoltre, se t),t5,... 1), sono altre trasposizioni tali che
o=t thth,

allora k e k' hanno la stessa paritd, cioé sono o entrambi numeri pari o
entrambi numeri dispari.

Il teorema precedente stabilisce dunque che ogni permutazione puo essere
scritta come prodotto di trasposizioni. Tale decomposizione in generale non &
unica, ma il numero di trasposizioni che compaiono in tale decomposizione &
o sempre pari o sempre dispari.

Per esempio, la permutazione

5
2
o=(3,5)(2,5),

(12
7=\ 1 3

puo essere scritta come (verificare!)

3 4
5 4

ma anche come

o =(3,5)(2,5) (1.4) - (1,4).
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Abbiamo quindi fornito, in questo specifico esempio, due possibili decompo-
sizioni di o come prodotto di trasposizioni. Le due decomposizioni hanno in
comune la proprieta di essere formate da un numero pari di trasposizioni (2
nella prima decomposizione, 4 nella seconda).

Quanto stabilito dal Teorema 1.5.38 giustifica la seguente definizione.

Definizione 1.5.39. Sia 0 una permutazione e sia
o=ty tr -t (1.6)

una sua qualstasi decomposizione come prodotto di trasposizioni. St definisce
segno della permutazione o il sequente numero intero

dove k ¢ il numero di trasposiziont in cut st decompone o. La permutazione o
si dice pari se (o) = 1, dispari se e(o) = —1.

Si noti che la definizione di (o) & “ben posta”, cioé non dipende dalla par-
ticolare decomposizione di o in prodotto di trasposizioni. Come detto, infatti,
la decomposizione (1.6) non ¢ unica; supponiamo dunque che o ammetta due
diverse decomposizioni nel prodotto di trasposizioni:

o=ty -ty ty, o=t th--t).

Poiche, per il Teorema 1.5.38, k e k' hanno la stessa parita, si ha che (—1)F =
(=D¥.

Esempio 1.5.40. Sia o la permutazione su 3 elementi

(123
7=\ 2 3 1

Si noti (verificare!) che o = (1,2)(2,3). Quindi (o) = (—=1)®> = 1 e conclu-
diamo che o é una permutazione pari.

Vediamo ora alcune utili proprieta del segno di una permutazione:

Proposizione 1.5.41. Il segno di una permutazione gode delle sequenti pro-
prieta:

2. set e una trasposizione allora e(t) = —1;
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3. Yo, T € oy, si ha €(oT) = €(0)e(T);
4. Yo € o, si ha e(c™1) = €(0);
5. set é una trasposizione, Vo € oy, si ha €(ot) = —€(0).

Per le proprieta delle proposizione precedente, si ha che il prodotto di due
permutazioni pari ¢ pari e quello di due permutazioni dispari ¢ pari. Inoltre
Iinversa di una permutazione pari & pari. Indicheremo con P,, I'insieme delle
permutazioni pari su n elementi e con D,, I'insieme delle permutazioni dispari.

Concludiamo il paragrafo mostrando come e possibile, concretamente, de-
comporre una permutazione come prodotto di trasposizioni. Consideriamo
una permutazione

Se moltiplichiamo o per la trasposizione (i, j) otterremo

ol j)-( 1 i i n )
7. O'(l) .o O'(j) .o U(Z) “ e O'(n) :
Moltiplicando successivamente per un certo numero trasposizioni, diciamo
t - - - ty, sara possibile ottenere la permutazione identita. Si avra cioe:

otity - -t = 1.

Moltiplicando a destra il primo e il secondo membro per I'inversa di t; (che &
ancora tj per quanto detto precedentemente) si otterra

otito - tp_1 = tk.
Continuando in questo modo si avra:
0 = tgtg—1 - t1,

e quindi abbiamo scritto ¢ come prodotto di trasposizioni. Vediamo un
esempio di quanto appena descritto.

Esempio 1.5.42. Consideriamo la permutazione
S 1 2 3 45 67
~\4 6 137 25)°
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Cerchiamo di moltiplicare o per un certo numero di trasposizioni, fino ad
ottenere la permutazione identica. Moltiplicando o per la trasposizione (57)

st ottiene:
1 2 3 45 6 7
7(57)_<4 6 135 2 7)'

Moltiplicando T(57) per (13) si ottiene

1234567
7(57)(13):(1 6 4 3 5 2 7)'

Moltiplicando quanto ottenuto per (62) si ottiene

345 6 7
4 356 7)°

[N )

F(57)(13)(62) = ( 1

Infine, moltiplicando per (34) avremo
7(57)(13)(62)(34) =1

e quindi
7=1(34)(62)(13)(57)

e una permutazione pari.

1.5.4 Determinante di una matrice quadrata

In questa sezione ad ogni matrice quadrata assoceremo un numero reale che
chiameremo determinante

Definizione 1.5.43. Data una matrice quadrata A = (aij)i<ij<n di ordine
n, chiameremo determinante di A il numero reale cosi definito:

det A := Y €(T)a1,(1)d2+(2) " Gnr(n):

TEOR

Si osservi che nella definizione appare un addendo per ogni permutazione
su n elementi, per un totale di n! :=1-2---(n — 1) - n addendi. Inoltre ogni
addendo ¢ il prodotto di n entrate di A che si trovano tutte in righe diverse e
colonne diverse.

Per indicare il determinante di una matrice si utilizza indifferentemente
anche la notazione |A| oppure |a;;|.

Vediamo in dettaglio, utilizzando la definizione, come si calcola il deter-
minante delle matrici di ordine 2. Ricordiamo innanzitutto che I'insieme delle
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permutazioni su due elementi ha esattamente 2 elementi: la permutazione
identita 1 che ¢ pari e la trasposizione o = ( 9 1 ) che & dispari.

Avremo quindi

aip a2

S e(L)ay1yaz1(2) + €(0)a15(1)a20(2) = a11a22 — a12a21.

Esempio 1.5.44. Calcoliamo i determinati delle sequenti matrici:
01 a 0 cosa —sina
0o 1)’ 0 b )’ sina cosa ’

1 1 cosa sina
) . ) I2-
1 -1 sina —cosa

Avremo
0 1
‘O 1 ‘—0-1—0-1—0,
a 0
0 b ‘—a-b—O-O—ab,
cosa —sma zcosa-cosa—(—sina-sina):COSQa+Sin2a:1,

sina cosa

1 1

L ‘:1-(—1)—1.1:—2,

cosa sina

. = —cosa-cosa— (sina-sina) = —cos’a —sina = —1.
sina —cosa

Allo stesso modo si ottiene det Iy = 1.

Per le matrici di ordine 3, ricordando che vi sono 6 permutazioni di 3
elementi e calcolando di ognuna il segno si otterra:
a1l a2 Q13
(21 (22 @23 | = (11622033 + 412023031 + 413021032
agr as2 ass
— 12021033 — A13022031 — A11023032.

Dalla definizione dovrebbe essere chiaro che il calcolo del determinante
diventa tanto piu lungo quanto piu ¢ grande I'ordine di una matrice. Quindi
¢ importante trovare delle proprieta che ci permettano di semplificare questo

calcolo. Vediamone alcune.
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Proposizione 1.5.45. det(A") = det(A)

Dimostrazione. Per definizione abbiamo

det A := Z e(T)a17(1)a2-(2) * ** Anr(n)

TEOR

det A! = Z E(U)aa(l) 10¢(2)2 """ Qg(n)n-

ogEon

Si osservi innanzitutto che il determinante di A puo essere scritto anche come
segue:
Y e(T)arr(1)t2r@) G r(n);
T leoy,

descrivendo gli addendi tramite 7.

scritto come

Ogni addendo del det A® pud essere

6(0’)(11 o1 (1)A20-1(2) " " Ano—1(n)s

per via dell’invertibilita di ¢ e per la proprieta commutativa dei numeri reali.
Dato che ¢(o) = ¢(o~!), avremo

det A = Z 6(0_1)(11(7—1(1)(12”—1(2) C iy o—1(n)-

oEon

1

Ponendo 7 = o7 si ottiene

det A" = Z 6(7’)(11.,.(1)(12.,.(2) COpr(n) = det A.

T~leoy,

O

Osservazione 1.5.46. Il fatto che il determinante di una matrice coincida col
determinante della sua trasposta ha una consequenza importante: ci assicura
che qualunque proprieta del determinante che coitnvolge le righe vale anche
relativamente alle colonne, e viceversa.

Proposizione 1.5.47. Se una riga (o una colonna) della matrice A é nulla,
allora det(A) = 0.

Dimostrazione. Poiché ogni addendo ¢ della forma €(7)a; r(1ya27(2) "+ @n r(n)
per qualche permutazione 7, in esso appare un elemento di ogni riga e uno di
ogni colonna. Quindi se una riga o una colonna ha elementi tutti nulli, ogni
addendo del determinante ¢ nullo e dunque il determinante ¢ nullo. (|
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Lemma 1.5.48. Siano P,, e D, rispettivamente, gli insiemi delle permutazio-
ni pari e delle permutazioni dispari sun elementi. Sia (h, k) una trasposizione.
Allora Uapplicazione ¢ : P, — Dy, 0 € Py o - (h, k) € Dy, ¢ biettiva.

Dimostrazione. Intanto osserviamo che la definizione di ¢ & ben posta, nel
senso che effettivamente ¢(o) := o - (h, k) € D,,. Infatti, e(o - (h,k)) = €(0) -
e(h,k) =1-(—1) = —1. Dimostriamo liniettivita di ¢. Siano o,7 € P, tali
che ¢(0) = ¢(7). Allora si ha o - (h,k) = 7 - (h,k). Componendo a sinistra
per la trasposizione (h, k) si ottiene o - (h, k) - (h,k) = 7 - (h,k) - (h, k). Dato
che (h,k)-(h,k) ¢ la permutazione identica, si deduce subito che o = 7. Resta
da provare la suriettivita. Sia 7 € D,, una permutazione dispari. Dobbiamo
dimostrare che esiste una permutazione pari o tale che 7 = ¢(o). Ebbene,
basta prendere o := 7 - (h, k). |

Proposizione 1.5.49. Se A ha due righe (o due colonne) uguali allora det A =
0.

Dimostrazione. Per quanto detto in precedenza, se dimostriamo il teorema
nel caso in cui due righe siano uguali, esso sara automaticamente vero anche
relativamente al caso in cui due colonne siano uguali. Sia dunque

Aq
Ap

Ay

An

una matrice nella quale la h-esima riga Ay coincide con la k-esima riga Ay.
Supponiamo, per fissare le idee, che h < k. Questo significa che

ah]‘ = akj (17)

per ogni j € {1,...,n}. Consideriamo la trasposizione (h,k). Si noti che,
per il Lemma 1.5.48, ogni permutazione dispari ¢ puo essere espressa come

45



o =171 (h, k), per qualche permutazione pari 7. Allora

det(A) = Y €(0)a10(1)020(2) - Ana(n)

o€on
= Z a17(1)@27(2) """ Anr(n) — Z A15(1)0240(2) """ Ano(n)
TEPn o€Dn

= Z a17(1)%27(2) " Anr(n) — Z a1 7-(h,k)(1)A27-(hk)(2) " Anr-(hk)(n)

TEPn TEPn

= Z (alT(l)"'ahT(h)"'akT(k)"'anT(n)_alT(l)"'ahT(k)"'akT(h)
Tepn

=0

poiche, per la (1.7), apr(h) = A r(n) € Ghr(k) = QGhr(k)- O

Proposizione 1.5.50. Supponiamo che una riga A; della matrice A si scriva
come somma di due n-ple B; e C;, cioé A; = B; + C;. Allora

Ay Aq Ay
A1 A1 Aiq

det B; + C; = det B; + det C;
Aita Ait1 Ait1

A, A, A,

Supponiamo che una colonna A7 di A si scriva come somma di due n-ple BJ
e CJ, cioe A7 = BI +CJ. Allora

det (A,..., A77L BT 4 CI ATHE LA™Y =det (AL, .., AT BT AT AT

TGy T-(h,k)(n))

+det (A',..., AT I AT AT

Dimostrazione. Per fissare le idee, siano B; = (b;1, bia, - . ., bin) € C; = (¢i1,¢i2, - - - 5 Cin)-
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Allora
Ay

det | B;+C; | =det(A)

=Y €(@)aro) Gio) o)
ogEoy

=Y e(@)aroq) - Biog) + o) Unowm)
o€on

= Z €(0)a141)  bigi)  Anom) + Z €(0)a14(1) " Cigi) Ano(n)
ocon ocop

Aq Ay
= det Bl + det C’Z
A A,
L’analoga proprieta per le colonne & infine vera perche det(A) = det(A?). O

Proposizione 1.5.51. Per ogni A € R e per ogni i,j € {1,2,...,n} si ha
Ay
Aiq

det | A4; | = Mdet(A)
Aita

Ap

det(Al, .- AITL NAT AT o0 A™) = Ndet(A)
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Dimostrazione. Applicando n volte la proprieta precedente si ottiene

Ay
A
det | M | =) €(0)aro0)  Gic1o(i-1) - Mio()  Git1ai+1) ** Gno)
Ai+1 oCon
Ay,
=A 2 6(U)ala(l) o i—10(i-1) " Qio(i) T Yitlo(i+1) " Ano(n)
ocony
Ay
A1
= Adet A; = Adet(A).
Aipa
Ap

L’analoga proprieta per le colonne segue dal fatto che det(A) = det(A?). O

Una conseguenza della precedente proprieta e che, per ogni matrice qua-
drata di ordine n,

det(AA) = A" det(A).
Infatti, applicando la proposizione precedente a tutte le righe di A si ottiene

A
A,
det(AA) = det
A,
A, A
= \det ] = M\ det . == \"det
= A" det(A).

Proposizione 1.5.52. Se si scambiano tra loro due righe (o due colonne) di
una matrice, il determinante cambia di segno.
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Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che

Al Ay
A; A;
det : = —det :
A; A;
Ay A,

Utilizzando la proprieta per la quale il determinante di una matrice avente
due righe uguali & nullo, si ha

Aq Aq Ay
A+ A Ai + Aj Ai + A
0 = det : = det : + det

A+ A A; A;
A1 A1 Al Al
A; A; A; A;

= det : + det : + det : + det
A@ A’L A] A]
Ap Ap Ap Ap
Aq Aq
A; A;

= det : + det : ,
A; A;
Ap Ap

da cui si ha 'asserto. O
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Data una matrice A € M,x,(R), k sue righe A;,, A;,, ..., A;, e k scalari
A1, A2, ..., A, € R, per combinazione lineare di A;,, Ai,, . .., A;,, con coeflicienti
A, A2, ..., Ag si intende la n-pla

MAi + XA, + -+ NAg,

Proposizione 1.5.53. Il determinante di una matrice non cambia se ad una
sua riga (rispettivamente colonna) si somma una combinazione lineare delle
rimanenti righe (rispettivamente colonne).

Dimostrazione. Per semplificare la notazione dimostriamo il teorema applicato
alla prima riga. In altre parole dimostriamo che

AL+ AAs + A3A3 + - N A,

Ag
det A3 = det(A).
An,
Ebbene,
A1+ MAy + A3A3+ - N A, A
AQ A2
det A3 = det A3
Ap Ap
AoAg + A3Ag + - A\ Ay,
Ay
+ det As
Ay,
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Ao A3Az + - A Ay

A2 A2
= det(A) + Apdet | A3 | +det As
An An
As As Ap
As As As
—det(A) + Aodet | A3 [ +Asdet | A3 |+ + N, det | 43
Ap Ap An
= det(A),
dove abbiamo usato il fatto che il determinante di una matrice aventi due righe
uguali & nullo. O

Un altro risultato importante riguardante il determinante e il seguente
teorema, che ha un corollario particolarmente utile nel seguito:

Teorema 1.5.54 (Teorema di Binet4). Date due matrici quadrate A, B € M,
st ha:

det(AB) = det Adet B.

Dimostrazione. Per le matrici A e B utilizziamo la notazione per righe, cioé
A= (A, ---,A,) e B=(By, - ,B,). Detta C' la matrice prodotto AB, per
definizione si ha [C);; = Yo [Alis[B]si. Osserviamo che le righe di C' possono
essere espresse come C; = Y o [Al;5Bs.

Calcoliamo il determinante di C utilizzando le proprieta del determinante
e otteniamo:

det C = det( Z [A]131Bs17 Z [A]2$QBSQ? ) Z [A]nsnBsn)
s1=1 so=1 Sn=
= Z [A]ls1 det(lev Z [A]2323527 Tty Z [A]nsnBsn>
s1=1 so=1 sp=1 (1 8)
= Z A]lsl Z 282 e Z [A]nsn det(lea B827 o 7Bsn>

Sn=1

=1
Z Z 151 252 T [A]nsn det(BS1 ) BSz? e ?Bsn>'

©

=
Il
-

S2

I
|| M3

4Jacques Philippe Marie Binet: matematico e astronomo francese (Rennes, 1786 - Parigi,

1856).
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Di tutte le sommatorie rimmarra solamente quella in cui s = (s1,s2,,5,) €
una permutazione, poiché in caso contrario avremmo uno degli s; uguale ad
un certo s; e dunque si annullerebbe il determinante

det(lea"' 7Bsi7"' ,st,"' 7Bsn)'

Posto s; = s(i), la sommatoria diventera allora:

det C =Y [Al151)[Alas(2) - - [Alnsn) det(By(r), Bs(z), -+ » By(n)

S€op

= Z [A]ls(l) [A]23(2) T [A]ns(n)e(b) det(Bla By, - - 7Bn)

S€op

= e(8)[Al1s(1)[Al2s(2) - [Alnsn) det (By, Ba, -+, By) (1.9)

S€op

= Z ls(l) ] 2s(2) " [A]ns(n) det B

S€op

=det Adet B.

|

Corollario 1.5.55. Se una matrice quadrata A é invertibile allora il suo
determinante ¢ non nullo. Inoltre il determinante di A~! ¢ dato da
1

det(A™h) = det(A)°

Dimostrazione. Se A € M, (R) & invertibile, allora esiste A~' € M, (R) che
verifica:

ATTA=AAT = 1,,.

Se si considera la prima uguaglianza e si calcola il determinante di ambo i
membri si ottiene

det(A71A) = 1.
Applicando il Teorema di Binet si ha
det(A 1) det A =1.

Cio implica che det A £ 0 e
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1.5.5 Sottomatrici e minori

Data una matrice A € M, xn € dei numeri naturali 1 <i; <ig--- <ip <me

1 <1 <jo- < g1 <m,lasottomatrice di A individuata da I = {iy,i9,...,ix}
eJ ={j1,72,..., 71} & lamatrice B con k righe e [ colonne definita come segue:
[B]ST = aISJ’V"

Quando k = [, la matrice B ¢ quadrata e sardetta minore di A di ordine k.

Esempio 1.5.56. Consideriamo la matrice

ailp a2 aiz aiq
a21 G22 @23 a4 |,
a3r a32 a3z asq

I ={2,3} e J=1{2,3,4}. La sottamatrice individuata da I e J sara allora:

a22 23 (24

az2 azz az4
Definizione 1.5.57. Data una matrice quadrata A di ordine n ed una sua
entrata a;j, diremo minore complementare di a;; il minore di ordine n — 1
ottenuto da A eliminando la i-esima riga e la j-esima colonna. Detto M;; tale

minore, sara detto complemento algebrico o cofattore di a;j il numero reale

definito come segue: o
Aij = (—l)H_] det Mij.

Possiamo ora enunciare un importante teorema che ci permette di ridurre
il calcolo del determinante di una matrice di ordine n a n determinanti di
matrici di ordine n — 1. L’iterazione di questo procedimento ci permettera,
almeno in via teorica, il calcolo di qualunque determinante.

Teorema 1.5.58 (Primo teorema di Laplace). Sia A € M,,, allora per ogni
h=1,---.,n si ha:

n

det A = Xn: athhj = Z aihAih-

j=1 i=1

Dimostrazione. Poniamo A = (Ay,--- , Ay) e denotiamo con R; = (0,---,1,---,0)
la matrice riga che ha 1 nella j-esima colonna e zero altrove. Sia inoltre B;
la matrice che si ottiene da A sostituendo la riga Aj, con la matrice R;, ossia

BJ = (A17"' 7Ah*17Rj7Ah+17“' 7An)
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Si ha Ap = (ap1, -+ ,ap,) = Z?:l ap;R; e quindi

n
det A= "apjdet(Ay, -+, Ap_1, Ry, Api, -+, An)
j=1

" (1.10)
= Z Ghj det B;.
j=1

Resta quindi da dimostrare che det B; = det M}, dove Mp; ¢ il minore com-
plementare di ay;. Facendo n—j trasposizioni si puo portare la j-esima colonna
nell’'ultima, ottenendo quindi una matrice del tipo seguente:

Osserviamo innanzitutto che una permutazione o su n elementi tale che o(n) =
n puo essere identificata con una permutazione p su n — 1 elementi ponendo
p(i) = o(i). Viceversa, data p € 0,1 esiste un’unica o € oy, tale che o(n) =n
e 0(i) =i per i # n. Inoltre le permutazioni p e o hanno lo stesso segno.

Poniamo B} = (bsk) e osserviamo che se ne calcoliamo il determinante gli
addendi per cui o(n) # n sono nulli poiché 'unica entrata non nulla della n-
esima riga & quella nella n-esima colonna e inoltre si ha by, (,) = 1. Calcolando
il determinante si ha dunque:

det B; = Z 6(O-)blcr(l) e bn—lo’(n—l)bna(n)

o€on

Z E(p)blp(l) e bn—lp(n—l) -1
Peomr (1.11)

= Z €(p)blp(l) e bn—lp(n—l)

pPETH—1
= det Mij-

|

Il calcolo del determinante utilizzando il primo teorema di Laplace ¢ chia-
mato sviluppo per riga o sviluppo per colonna. Il seguente risultato generalizza
il primo teorema di Laplace e ha importanti corollari:
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Teorema 1.5.59 (Secondo teorema di Laplace). Sia A € M,,, allora per ogni
h,k=1,...,n si ha:

Zathkj = ainlix = (det(A)) - Ohk-
j=1 i=1

Dimostrazione. Per h = k si ha il primo teorema di Laplace. Per i # k consi-
deriamo A = (Ay,...,Ap) esia B = (A1,..., Ap_1, Ag, Aps1, .- Agy oo Ap)
la matrice ottenuta da A sostituendo la h-esima riga con Aj e lasciando le
altre righe invariate. Allora si ha det B = 0 poiché B ha due righe uguali.
Sviluppando il determinante di B lungo la h-esima riga (che & uguale a Ay) si
ottiene (ricordando che per h # k si ha dp, = 0)

(det A) - 0p, =0 =det B = Z a,ijhj.
=1

Passando alla trasposta si ottiene I’altra uguaglianza. O

Il secondo teorema di Laplace puo essere espresso in termini matriciali
costruendo, a partire da una matrice quadrata A , un’altra matrice quadrata,
chiamata aggiunta di A, denotata con Ad(A) e definita come segue:

A(](A) = (Aij)t,

cioé la trasposta della matrice che ha come entrate i complementi algebrici di
A.

A questo punto il secondo teorema di Laplace pud essere espresso come
segue (la verifica & lasciata per esercizio):

A-Ad(A) = Ad(A) - A= (det A)I,,.
Ecco un importante corollario del secondo teorema di Laplace:

Corollario 1.5.60. Una matrice quadrata A ¢& invertibile se e solo se il suo
determinante ¢ non nullo.

Dimostrazione. Se A & invertibile, per il teorema di Binet det A & diverso da
zero. Viceversa, se det A # 0, per il secondo teorema di Laplace e per le
propriea del prodotto di uno scalare per una matrice si ha

A-[(det A)1Ad(A)] = [(det A)PAd(A)] - A =1,
e dunque l'inversa di A &

1 1
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Si osservi che il corollario permette di calcolare esplicitamente l'inversa di
una matrice invertibile. Infatti, data la matrice A, sara sufficiente calcolarne
il determinante e il cofattore di ogni sua entrata per poter costruire I'aggiunta
di A. Vediamo un esempio. Consideriamo la matrice

1 2 3
210
0 01

A & invertibile, dato che det(A) = —3 # 0. Troviamo la sua inversa. Appli-
cando la (1.12) si ha

) 1 A Ap Az
= Aoy Aoy Az
det(4) A3z Azg Asz

Calcoliamo dunque i complementi algebrici. Si ha che

= (= 1)1+1dt(1 2)_1

12=(— 11+2dt(0 2):—2

13=(— 11+3det(g (1)):0

21 = (— 12+1det(g ZI’):—Q

2 = (— 12+2det((1) ii)):l

93 = (— 12+3det((1) (2)):0

3 = (— 13+1det<? g>=—3

32 = (— 13+2det<; 3)26

33 = (— 13+1det<; f>:—3.

Di conseguenza,

A—lz_% ) %% _%% _12
0o o0 1



1.5.6 Sistemi di Cramer

Consideriamo un sistema lineare di n equazioni in n incongnite con coefficienti
numeri reali

anx + apx + -+ apxn =by
2121 + 42222 + -+ - + a2 Ty, = b2

, (1.13)
Ap1x1 + ap2Ta + -+ appty = bn

Come abbiamo visto, esso puo essere espresso in forma matriciale
AX =B

dove A = (a;j)1<i,j<n € la matrice dei coefficienti e B & la matrice colonna dei
termini noti.
Diremo che il sistema (1.13) & un sistema di Cramer se det(A) # 0.
Dimostriamo ora che i sistemi di Cramer ammettono un’unica soluzione.

Teorema 1.5.61. Il sistema di Cramer

AX =B
ammette un’unica soluzione Xo = (29,23, ...,29) dove
by a2 - aiy
1 by age - az,
0
T = ——— - det
17 det(A)
bn Ap2 -+ Adnn
ayy by o am
1 agy by - aoy
et
det(A)
apt bn - apn
(1.14)
ajp aip - by
1 ag; aze -+ bo
0
T, = - det
" det(A)
anpl1 Gp2 - bn

Dimostrazione. Siccome il sistema ¢ di Cramer, la matrice A & invertibile.
Dimostriamo che

Xo:=A"'B
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¢ una soluzione del sistema. Infatti si ha che
A-Xog=A- (A" B)=(A-(A"YY-B=1,B=B.

Dimostriamo ora che Xy e 'unica soluzione del sistema. Supponiamo per
assurdo che esista un’altra soluzione, diciamo X(). Allora

AX) = B = AX,

da cui si ottiene
ATHAX]) = A7 (AX)

e quindi X} = I, X, = (A 1A)X] = A1 (AX]) = A H(AXy) = (A 1A) Xy =
I, Xy = Xg. Ora dimostriamo le (1.14), che per inciso sono dette formule di

Cramer. Invero,

1
Xo= A" B = g Ad(A)B,

da cui possiamo concludere che la i-esima componente di Xy & data da

¥ = [Xoli

1
- [det(A) Ad(A)BL
1 n

s=1

1 n
= bs st
det(A) ; A

per ognii € {1,...,n}. Tenendo conto del fatto che, utilizzando il teorema di
Laplace sviluppando secondo la i-esima colonna di A, si ha

n
det(A) = Z (g Asgi,
s=1
Iespressione trovata per z{ coincide con le (1.14). (I
Si noti che il teorema precedente nulla dice riguardo l'esistenza di soluzioni
nel caso in cui det(A) = 0, cioé quando il sistema non & di Cramer.
Mlustriamo 1'utilizzo delle formule di Cramer mediante un esempio. Con-
sideriamo il seguente sistema lineare di 3 equazioni in 3 incognite
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211 + T2 =2
—x1— 219 — 13 =1
r1+3x0+2x3 =0

La matrice dei coefficienti e quella dei termini noti sono date, rispettivamente,
da

2 1 0 2
A= -1 =2 -1 ], B=|1
1 3 1 0

Dato che det(A) = 2 # 0, il sistema & di Cramer e quindi ammette un’unica
soluzione X, € R3. Troviamola. Utilizzando le formule di Cramer (1.14) si ha

1 1
0
T = det{ 1 -2 -1 | =~
det(A) 0 3 2
2 0
0
Tg=———-—det| -1 1 -1 | =1
det(A) 10 1
2 1 2
1 7
0
Tg=——det| -1 -2 1 | =—=
det(A) 1 3 0 2
Quindi 'unica soluzione del sistema e la terna Xg = (%, 1, —%)

Esercizi conclusivi

1. Si diano degli esempi di matrici quadrate con determinante uguale a 41,
che non siano ortogonali.

2. Date due matrici quadrate A, B, si dimostri che se AB ¢ invertibile,
allora A e B hanno determinante non nullo.

3. Utilizzando il primo teorema di Lapalce e/o le proprieta dei determinan-
ti, calcolare il determinante delle seguenti matrici ad entrate reali

1 2 3 4 5
1 2 4 0
2
31 0 >0 3 0 4
3 )1 o 1 0 6|
2 2 1 0 2 0 5 0 -2 2 -4 —6
1 1 0 1 0



. Stabilire se le seguenti matrici sono invertibili e, in caso affermativo,
trovare la matrice inversa

(22)

. Stabilire per quali valori di k¥ € R la seguente matrice ¢ invertibile, e in
corrispondenza di tali valori trovarne la matrice inversa

1 01
A= k 1 2
0 21
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