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Concepts of stability: 
stable, unstable and neutral systems 

(Il concetto di stabilità: sistemi stabili, instabili e indifferenti)
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Structural Stability and 
Limit Analysis of Structures
(Instabilità delle strutture e calcolo a rottura)
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Stabilità e Biforcazione (che sono concetti diversi, ma spesso confusi nel linguaggio

corrente) sono pilastri della Meccanica dei Solidi. Studi pionieristici in questo campo

furono condotti da Leonardo da Vinci (1452-1519), ma le prime soluzioni rigorose

furono ottenute da Eulero (1707-1783), insieme a Bernoulli (1700-1782).

La stabilità

La stabilità è nozione primitiva, di largo uso nel linguaggio dell’uomo comune. Sta

ad indicare che lo stato stazionario di un sistema, di equilibrio o periodico, è

‘robusto’ alle perturbazioni, nel senso che, se disturbato, persiste nel tempo,

eventualmente con piccole deviazioni.

La nozione che l’uomo comune ha della stabilità, tuttavia, non include il concetto di

‘piccolezza’ del disturbo, che va invece opportunamente definito in ambito scientifico.

Una posizione di equilibrio (o un moto periodico) è stabile se è possibile confinare

quanto si vuole le deviazioni dallo stato, agendo opportunamente sulla piccolezza dei

disturbi iniziali. Detto in altre parole, l’equilibrio è stabile se la deviazione tende a zero

con la perturbazione. L’ovvia conseguenza è che, per perturbazioni sufficientemente

grandi, il moto può divergere anche da una posizione di equilibrio stabile. La stabilità è

dunque una proprietà locale dell’equilibrio. Per esemplificare, si pensi al grafico di una

funzione di una variabile, che, in un punto di stazionarietà, rivolga la concavità verso

l’alto. Localmente la funzione è crescente, ma ciò non implica che, osservandola in un

intervallo più ampio, essa possa invece decrescere.
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I criteri di stabilità

È frequente imbattersi in letteratura nella seguente classificazione dei ‘criteri di
stabilità’ dell’equilibrio:

(a) criterio dinamico,
(b) criterio energetico,
(c) criterio statico.

Si vuole qui brevemente illustrare il significato di queste locuzioni, e spiegare le interrelazioni
esistenti.
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I criteri di stabilità

Per criterio dinamico si intende l’applicazione della definizione di stabilità dell’equilibrio

(dovuta a Lyapunov), basata sulla osservazione dell’evoluzione della traiettoria a seguito

di un disturbo iniziale. Può essere applicata a sistemi di ogni tipo, conservativi o non

conservativi.

Per criterio energetico si intende l’applicazione del teorema di Lagrange-Dirichlet, basata

sull’esame della definitezza in segno dell’energia potenziale totale. Il criterio può essere

applicato ai soli sistemi conservativi (dal momento che i sistemi non conservativi non

ammettono un potenziale). Per questi sistemi, il criterio energetico fornisce gli stessi

risultati del criterio dinamico, dal momento che è facile verificare che l’energia cinetica,

che è sempre definita positiva, non gioca alcun ruolo sulla stabilità.

Per criterio statico si intende un’interpretazione meccanica del fenomeno, basata sull’equilibrio,
secondo la quale la posizione è stabile se le forze interne, prodotte dalla perturbazione, tendono
a riportare il sistema nella posizione originaria, sono cioè ‘opposte’ al disturbo che le genera. Ciò
si traduce nella richiesta che la matrice Jacobiana delle equazioni di equilibrio espresse in termini
di spostamento, cioè la matrice di rigidezza tangente K, sia definita positiva3. Quando il sistema è
conservativo, e solo in quel caso, la matrice di rigidezza tangente è anche l’Hessiana dell’energia
potenziale totale, cosicché il criterio statico coincide con quello energetico. Il criterio statico è,
però, più ampio di quello energetico, in quanto è applicabile a qualunque sistema, conservativo o
non, ed è per questo largamente impiegato nell’analisi dei sistemi anelastici.
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Il Teorema di Lagrange-Dirichlet

Se il sistema meccanico è conservativo, vale il seguente Teorema di Lagrange-

Dirichlet, (formulato per i sistemi discreti, e poi generalizzato da Koiter ai sistemi

continui):

Se il sistema è conservativo, un punto di equilibrio è stabile se l’Energia

Potenziale Totale (EPT) è minima in quel punto.

Il criterio energetico 
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ESEMPIO
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Il criterio energetico 
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Esempio: Il pendolo elastico rovescio

Si consideri il pendolo rovescio in Figure a, costituito da un’asta rigida di

lunghezza l, incernierata alla base e vincolata elasticamente con una molla

torsionale di rigidezza k, soggetta all’estremità da una forza peso di intensità P.

Si assume la rotazione θ del pendolo quale unico parametro lagrangiano.
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Analisi esatta del sistema perfetto
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Tutte le posizioni di equilibrio del pendolo sono espresse da:
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