‘ Controlli automatici

Stabilita di sistemi dinamici LTI

Prof. Alessandro Pisano
apisano@unica.it



el

Formalizziamo e indaghiamo le proprieta di stabilita di sistemi
dinamici LTI e di sistemi di controllo lineari in retroazione.

I sistemi dinamici LTI possono essere distinti in tre categorie

Sistemi dinamici asintoticamente stabili - AS

Sistemi dinamici stabili (semplicemente stabili) - SS

Sistemi dinamici instabili - I
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Le proprieta di AS, SS, I dipendono esclusivamente dalla
posizione nel piano dei poli della FAT

Sistemi dinamici asintoticamente stabili - AS
Hanno tutti i poli strettamente contenuti nel semipiano sinistro
Sistemi dinamici semplicemente stabili - SS
Hanno uno o piu poli semplici sull’asse immaginario

Non hanno poli nel semipiano destro

Sistemi dinamici instabili - I

Hanno almeno un polo nel semipiano destro oppure uno o piu
poli multipli sullasse immaginario
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Una FdT F(s) viene detta asintoticamente stabile se tutti i suoi
poli hanno parte reale negativa

ult) ——| F(s) |—— y@®

Un sistema dinamico asintoticamente stabile e tale che se riceve un ingresso nullo
(u(t) = 0) la variabile di uscita tende asintoticamente a zero, mentre se viene
applicato in ingresso un segnale costante (u(t) = U*) l'uscita tende asintoticamente
verso un valore costante (y(t) - Y* per t— )

~

/Si dimostra con facilita mediante il teorema del valore finale (fatelo per
esercizio) che la risposta y(t) di un sistema dinamico F(s) asintoticamente
stabile al gradino unitario di ingresso u(t) = 6_,(t) converge al valore
costante di regime

Y* = F(0) F(0) = guadagno statico della F(s)

o /




u(t) = 8_1(t) F(s)
| asintoticamente —— Y(t)
5_1 (t) stabile
y(t)
1“ F(O) 1./
| "t F(0)

t

Possiamo desumere, sulla base di questo risultato, quale sara il comportamento della
variabile di uscita in risposta ad un gradino in ingresso di ampiezza non unitaria ?

u(®) =U"-6_41(t) F(s)
_ | asintoticamente ——— y(t) =7
U*5_4(t) stabile

U*
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Applicando la proprieta di linearita possiamo desumere quale sara il comportamento
della variabile di uscita in risposta ad un gradino in ingresso di ampiezza non unitaria.

u(t) y(t)
> F(s) —
1 linearita
a u(t) a y(t)
— F(s) —

Se un sistema lineare risponde ad un arbitrario ingresso u(t) con un segnale di uscita
y(t) allora la sua risposta al segnale di ingresso a u(t) , dove a € un coefficiente reale
qualunque, sara il segnale di uscita a y(t)



St puo pertanto affermare che:
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La risposta y(t) di un sistema dinamico F(s) asintoticamente stabile al gradino
di ingresso u(t) = U* - §_,(t) converge al valore costante di regime

Y*=U"-F(0) F(0) = guadagno statico della F(s)
\_ J
w(t) = U* - 5_1(t) F(s)
| asintoticamente ——— Yy(¢t)
U S - (t stabile
1() (O

U* U*F(0)] -/
| - U*F(0)




Sistemi dinamici asintoticamente stabili - AS

Con ingresso nullo (u(t) = 0) la variabile di uscita tende
asintoticamente a zero (y(t) - 0 per t— o)

Con ingresso costante (u(t) = U*) I'uscita tende asintoticamente
verso un valore costante (y(t) - Y* pert— o ,conY* = U* - F(0))

Con ingresso limitato (|u(t)| < U)) la variabile di uscita si
mantiene sempre limitata (|y(t)|<Y)

u(t) 4 Yy ,

N P v
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Sistemi dinamici semplicemente stabili - SS

Con ingresso nullo (u(t) = 0) la variabile di uscita si mantiene
sempre limitata (|y(t)|<Y)

Sistemi dinamict instabili - 1

Con ingresso limitato (|u(t)|<U)) la variabile di uscita generalmente
diverge (|y(t)|— per t —>) eccetto che in corrispondenza di
determinate e specifiche condizioni iniziali e sequenza di ingresso
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Il sistema dinamico AS, SS, o I puo rappresentare la dinamica del processo
da controllare, oppure la FdT a ciclo chiuso fra il set-point e I'uscita, oppure
ancora il comportamento dinamico di un sensore di misura

u® —— FG) |— y® yO© ——— H() | —— ym(®)

Sensore di

Processo B
misura

10 | COF) 7

1+ C(s)F(s)

A 4

FdT a ciclo chiuso
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Ora approfondiamo I’analisi di cio che succede nel momento in cui un sistema
dinamico (asintoticamente stabile, stabile, o instabile) viene inserito in un
sistema di controllo in retroazione.

1(t) e(t) u(t) j20)
) o AS) | —— As)

v




. |

Le proprieta del sistema vengono «alterate» grazie alla retroazione, cioe grazie al
fatto che l'uscita del sistema viene retroazionata e influisce quindi direttamente sul

segnale applicato in ingresso all'impianto.

Di fatto, siamo interessati ad imporre le caratteristiche desiderate al sistema a ciclo
chiuso. Indipendentemente dal fatto che il processo P(s) da controllare sia as. stabile,
stabile o instabile il nostro compito € quello di progettare il controllore C(s) per fare

in modo che il sistema a ciclo chiuso

W | cwre) -

1+ C(s)P(s)

sia asintoticamente stabile e tale inoltre da garantire una risposta caratterizzata una
evoluzione temporale soddisfacente (ad esempio in termini di durata del transitorio,
o della presenza di sovraelongazione o oscillazioni contenute).

Altre specifiche di progetto si riferiscono alla capacita di attenuare, o compensare
del tutto, I'effetto sulla variabile di uscita di ingressi disturbanti.
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Il comportamento del sistema a ciclo chiuso e governato dalle caratteristiche della
FdT a ciclo chiuso fra il set point e I'uscita.

© | core) -

1+ C(s)P(s)

\
A 4

Il primo e imprescindibile vincolo sulla scelta del controllore ¢ garantire che la FdT a
ciclo chiuso fra il set point e l'uscita sia asintoticamente stabile.

Vediamo alcuni esempi
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Esempio Sistema di controllo a retroazione unitaria

nt) e(t) u(t) t)
ff-\ K > 1 >
Controll
.V(t) P;);lpl(;(;zi(z::ale (P) Processo da controllare

Il processo da controllare ¢ instabile

L’applicazione in ingresso al processo di un segnale costante vedrebbe la

variabile di uscita divergere
y(t)

U* u(t) H(t)

> —p
>t

v

v
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1
s—1
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Esempio Sistema di controllo a retroazione unitaria

At) e(t) u(t) t)
() - 1 >
e J\> 1

Controllore
.V(t) Proporzionale (P) Processo da controllare

La FdT a ciclo chiuso fra il set-point e I'uscita e:

1 Polo
WY (s) = K53 __K
r 1+K L s—1+K p=1-K
s—1
La FdT a ciclo chiuso (e quindi il Instabile 0<K<1
sistema di controllo) risulta essere: , ,
Semplicemente stabile K =
Asintoticamente stabile K>1

Si svolga la medesima analisi con
riferimento ad un controllore P.I.
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Esempio 2 Sistema di controllo a retroazione unitaria

n(t) e(t) u(t) ) )
O— « = =
T _ (s+1)3
11
.V(t) Controllore Processo da controllare

Proporzionale (P)

Il processo da controllare € ora invece asintoticamente stabile

La FdT a ciclo chiuso fra il set-point e 'uscita e:

1
K°(s+1)3 _ K K

W (s) = = =
r ( ) 1+K—2 (s+1)34+K  s343s5243s+1+K
(s+1)3
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Esempio 2 Sistema di controllo a retroazione unitaria

t) e(t) u(t) ) A1)
@ ~ i > (5+1)3 :

Controllore
110 Proporzionale (P)

Processo da controllare

FdT a ciclo chiuso fra il set-point e I'uscita: W (s) = =— K
$°+3s“+3s+1+K
_ _ _ , Sistema di controllo
=1 p1 =2 P23 = —0.51,/0.86 asintoticamente stabile
K = 15 p, = —3.46 pys = 0.23 +j2.13 Sistema di controllo

instabile

Ricavare questi risultati ha richiesto I'impiego di Matlab per la determinazione
delle radici del polinomio caratteristico P.(s) = s3 + 352 + 3s + 1 + K della FdT
a ciclo chiuso in corrispondenza degli specifici valori di K considerati
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I due esempi precedenti hanno mostrato che:

1 Una adeguata scelta del controllore puo assegnare un comportamento a ciclo
chiuso stabile ad un processo che nel suo funzionamento a ciclo aperto esibisce

un comportamento instabile

2 Una non adeguata scelta del controllore puo condurre ad un comportamento
a ciclo chiuso instabile anche per un processo che nel suo funzionamento a ciclo

aperto esibisca un comportamento stabile

In generale quindi il controllore puo stabilizzare a ciclo chiuso un processo instabile,
ma anche destabilizzare a ciclo chiuso un processo stabile.

Le proprieta di stabilita del processo a ciclo aperto e di stabilita del processo a ciclo
chiuso inserito in un sistema di controllo sono completamente indipendenti I'una

dall’altra.
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Il secondo esempio trattato:

(t) e(t) ult) ) M0
O k> -
+ _ (s+1)3
Controll
.V(t) ontrorore Processo da controllare

Proporzionale (P)

K
s343s2+3s+1+K

FdT a ciclo chiuso fra il set-point e l'uscita: W (s) =

ha messo in luce difficolta nel determinare le caratteristiche di stabilita al variare,
ad esempio, di un parametro del controllore.

Le difficolta nel determinare «a mano» le radici di un polinomio di grado superiore
al secondo possono essere ovviate grazie ad uno strumento di analisi in grado di
determinare se le radici di un polinomio di grado arbitrario giacciano, o meno, nel
semipiano sinistro.
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Criterio di Routh-Hurwitz

Il criterio di Routh permette di determinare se un sistema retroazionato e asintoticamente
stabile senza dover calcolare esattamente la posizione dei poli della FdT a ciclo chiuso, cioe le
radici del polinomio caratteristico.

Sia dato il del polinomio caratteristico
ans"+a, 158 ... +ap=0

Per applicare il criterio di Routh-Hurwitz occorre anzitutto costruire sulla base dei
coefficienti del polinomio la tabella di Routh-Hurwitz:

Le prime due righe della
n—1|a, a3 an-5 ... tabella sono formate dai
coefficienti del polinomio a
n—2 by 2 bn4 bpc - partire da quello
n—3c, 3 Cr 5 cc.)‘rrispondente alla potenza
piu elevata
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Condizione Necessaria (ma non sufficiente) perché le radici del polinomio
caratteristico abbiano tutte parte reale negativa e che sia

a0>0:~ a1>0?"'3 an—l>0:~ a, > 0
- J

Se non ¢ verificata la condizione necessaria non ¢’@ motivo di costruire la Tabella
in quanto sappiamo gia che il polinomio sotto esame non ha tutte le radici a parte
reale negativa

Ritorniamo alla costruzione della Tabella



-

o Gn Gn=2| On-4 Gn-¢ " | termine b,_, & espresso dal
determinante 2x2 costituito dai primi

n—1an On—3 Gn—5 An—7 . . .

w215 5 b due coefficienti delle prime due righe,
n-2 n-4 n-6 cambiato di segno e diviso per il

n—3|cp 3 Crn5 e primo coefficiente della seconda riga.

Gli elementi della riga n-2 sono definiti dalle relazioni

Calcolo di b,,_,
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n an An—2| |Gn-a| a,_¢ Per il calcolo di b,,_,, la seconda
n—1lla, o = tns| o colonna della matrlce 2x.2 di cui Si
n-7 v deve calcolare il determinante
n—2\|b, » b, 4 b, ¢ ... «Scorre verso destray.
Tutto il resto e identico.
n—3| ¢, 3 Crn_5 ...

Gli elementi della riga n-2 sono definiti dalle relazioni

Ap—10p—2 — ApQp_3 Ap—10n—4 — AnQp-5 b _ An-1Qn-6 — QnQn-7
by 2= by 4= n-6 —
Ap—1 Ay 1 (n-1
n-2 An-1 An-1 An-3 n-4 An-1 Apn-1 Qn-s

Calcolo di by,_4



Per il calcolo di b,,_¢, la seconda
colonna della matrice 2x2 di cui si
deve calcolare il determinante
«scorre verso destra» di un
ulteriore passo.

Tutto il resto e identico.

n—3|cp3 Cn—5

Gli elementi della riga n-2 sono definiti dalle relazioni

by 2= by 4= bp—¢ = a
Ap—1 An—1 n-1
, B 1 ya, any b _ 1 [ a, an_y b _ 1 (a, ang
- — —_4 — -6 —
n-z An-1 An-1 Ap-3 n-4 An-—1 An-1 QAn-s n An-1 An-1 An-7

Calcolo di by, _¢
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In modo analogo si costruisce ogni
successiva riga della tabella, in
n—2\by2 bypa| bpe - funzione dei termini delle due righe
immediatamente precedenti.

n—3 Chn—3 Cn—5

Gli elementi della riga n-3 sono definiti dalle relazioni

bn 20n 3—0n 10y 4 bnna, 5—a, 1b, ¢
Cp—3 = b Cp—5 =
n2 bn—Z
1 Ap-1 An-3

Ch—3 = =7
b
n_

Calcolo di ¢,
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R Qn - an-6
n—1(a, In modo analogo si costruisce ogni
successiva riga della tabella, in
n—2 by 2| | b o™ | b s funzione dei termini delle due righe
immediatamente precedenti.
n—3 Cn—3 Cn—5 P

Gli elementi della riga n-3 sono definiti dalle relazioni

Cp—3 = CH—S —
bn—"’ b
2 n—2
c _ 1 Apn-1 Qn-3 c _ 1 An-1 Qn-s
n-3 bn—z bn—Z bn—4 n-s bn—z bn—Z bn—6

Calcolo di ¢, _s
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Le righe della tabella sono contraddistinte con i numeri n, n-1, ...e sono di
lunghezza decrescente: I'ultima riga, (la numero 0) ha un solo elemento

(Criterio di Routh-Hurwitz )

Ad ogni variazione di segno che presentano i termini della prima colonna della
Tabella di Routh-Hurwitz, considerati nell’ordine, corrisponde una radice con
parte reale positiva, ad ogni permanenza una radice con parte reale negativa

Si deve quindi verificare (o imporre) che tutti gli elementi della prima colonna della
Tabella abbiano lo stesso segno, in caso contrario il polinomio studiato non
possiede tutte le radici a parte reale negativa.
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Esempio

Sia data I'equazione s’ -4s° +s+ 6 = 0.

|| fatto che i coefficienti del polinomio non abbiano segno concorde ci rivela
che il polinomio ammette certamente radici a parte reale non negativa.

Costruendo la Tabella di RH si ottiene infatti:

3 1 1
2 —4 6
—4-6 _ 1 __1j1 0
1 — =25 0 25=——|_ 6| 0=-=|"4 o
2.5-6
0 W—ﬁ 6= — |—4 6

2.5
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Esempio
Sia data l'equazione 2s*+s°+3 sc+ 55+ 10=0.

La CN & soddisfatta. La corrispondente tabella di RH &

41 2 3 10
31 1 5 0
1 1
21 -7 10 ,__12 3 112 10
45 7= 1|1 5 10 = 1|1 0|
W= 0 45 _ 111 5
ol 10 7~ —=71-7 10
—7 10
10:_1545 0
4 7

La prima colonna della tabella presenta due variazioni di segno.

Cid implica che due fra le radici del polinomio sotto studio hanno parte reale
positiva.
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Se, durante la costruzione della tabella, i termini di una stessa riga sono moltiplicati
tutti per uno stesso coefficiente positivo non si ha nessuna conseguenza sulla
applicazione del metodo. Cid pud essere impiegato per semplificare i calcoli. In
particolare, se il primo elemento di una riga € positivo si puo evitare, nel calcolo dei
coefficienti della riga successiva, di dividere per tale elemento.

Esempio. Sia data lI'equazione 4 s?+3 s3+5 s°+2 s+1=0. La tabella di Routh &

4|4 5 1
313 2 0
5|7 3 LS divi 3 _ |4 5 =_4- 1
(non si ¢ diviso per 3) 7 = |3 2| 3 3 0
1|5 0 (non si ¢ diviso per 7) c _ |3 2
703
0|3 3=_1|7 3
515 0

Tutte le radici hanno parte reale negativa.
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Esempio

Applichiamo il criterio di RH per studiare la stabilita a ciclo chiuso del sistema
trattato in uno degli esempi visti in precedenza

nt) e(t) u(t) A1)
—:m K — 1 »
* \’[— J\> (s+1)3

_V(t) Controllore
Proporzionale (P) Processo da controllare

FdT a ciclo chiuso fra il set-point e 'uscita:

y . K
W (s) = s3+352+35+1+K

P.(s) =s3+3s?+3s+1+K n=3

3 1 3 b =_1|1 3 |=_1+K—9:8—K

5 3 1+K o33 14K 3 3

1 b, 0

N 1+K‘__i8§1( 1+K_1+K

0 o 7 bylby 0 8—K[—— O




3 1 3

v 3 1+K

1 8—K —
3

0 1+K

Imponendo che gli elementi della prima colonna della tabella siano tutti positivi
si ottengono le diseguaglianze:

-1 <K <38
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Esempio. Sia dato il sistema in retroazione

r y K

, : G(s) =
f G(s) ] con G(s) s+ 653 + 1157 + 65+ 2

L'equazione caratteristica del sistema in retroazione e

465 +1157+65+K+-2=0
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La corrispondente tabella di RH e

! 1 11 K+2
3 6 6 0
2 10 K+2

1 48 — 6K 0

0 K+2

Per la stabilita asintotica del sistema di controllo a ciclo chiuso si deducono le

condizioni: 48—-6K>0 (dacuiK<?8)
K+2>0 (da cui K > -2).

Il campo di valori ammissibili per il guadagno K corrispondente alla stabilita
asintotica a ciclo chiuso del sistema di controllo &€ pertanto

2<K<8
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Durante la costruzione della tabella di RH si possono presentare i seguenti
due casi singolari, che non consentono di portarla a termine:

Caso A il primo termine di una riga e nullo

o W
<
h
<

Caso B tutti i termini di una riga sono nulli.

Y
. -

-

-

Per questi due casi vi sono procedure ad hoc che consentono

determinare le proprieta di stabilita del sistema di controllo sotto 1
esame. Non vediamo tali metodi, che peraltro sono da impiegarsi in
un ridotto numero di casi pratici, ed hanno pertanto valenza 0

applicativa limitata. Si rimanda ai testi consigliati per maggiori dettagli.
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Concludiamo con un risultato che agevola lo studio di sistemi di controllo in
retroazione in cui la FAT a ciclo chiuso sia del terzo ordine

Applicando il criterio di RH ad un generico polinomio del terzo ordine

P(s) = azs3 + a,s?+ ays + ag

si ottiene una condizione compatta e semplice da memorizzare fra i coefficienti del
polinomio che garantisce che il polinomio ammetta tutte le radici a parte reale

negativa (un polinomio che ammette tutte le radici a parte reale negativa viene detto
essere un «polinomio di Hurwitz»)
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P(s) = a3s3 + a,s?+ a;s + ag =

3 a3 a4 b — _l a’3 aq — alaz - a0a3
1 a, a
a, 2 0 a,
2 a g
1 a, Qo
Co=—7 =a

1 b, 0 0 b Iy 0 0
0 Co

I=T T =TT =TT =77 |
3 : as : a, az > 0

I I

I I
2 | a 1 Qo a, >0

e — aa |l prodotto fra i coefficienti
SO I e e B e A a, >0 «interni» deve essere

: a2 ! strettamente maggiore del

1 . . . .
0 i Ay | a,a, > agds prodotto fra i coefficienti

|
|

___________ ] «esterni»
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Ripartiamo dalla FdT a ciclo chiuso fra set point e uscita in un sistema di controllo

| cwre | 0
11+ C(s)F(s)H(s)

A 4

Sicuramente il controllore C(s) sara scelto in modo da rendere asintoticamente
stabile tale FAT

In particolare, stante il fatto che set-point costanti, o costanti a tratti, sono
largamente impiegati nei sistemi di regolazione, ci interessa indagare le
caratteristiche della risposta al gradino di FdT asintoticamente stabili al variare
della posizione dei poli e degli zeri.



