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INTRODUZIONE



RICHIAMI SUL TEOREMA FON-
DAMENTALE DEL CALCOLO IN-
TEGRALE

[L. TEOREMA FONDAMENTALE DEL CAL-
COLO INTEGRALE,

[ @yde=F@) - F@). ()

COINVOLGE, COME SAPPIAMO, UNA FUN-

ZIONE INTEGRANDA f ED UNA SUA PRI-
MITIVA F'.

OSSERVIAMO CHE LA (1) COINVOLGE
ANCHE L'INTERVALLO DI INTEGRAZIONE
(a,b) ED IL SUO BORDO, CHE E COSTI-
TUITO DAI DUE ESTREMI a E b CHE FI-
GURANO AL SECONDO MEMBRO.

IL. TEOREMA FONDAMENTALE DEL CAL-
COLO INTEGRALE PUO ESSERE ESTESO
A FUNZIONI DI PIU VARIABILI IN DIVER-
SI MODI.

DISCENDONO DAL TEOREMA FON-
DAMENTALE DEL CALCOLO INTEGRALE,
AD ESEMPIO, LE FORMULE DI (GAUSS-
GREEN NEL PIANO:

of _
| Sraazay= [ )iy

of _
//Q 6y(w,y) dr dy = ” f(z,y)dx

COME PURE IL TEOREMA DELLA DIVER-
GENZA:

/didexdydz:/ F -ndo
9) o0

ED IL TEOREMA DI STOKES:

//rotF-ﬁdaz F - dr.
¥ %

MOTIVAZIONI

FRA LE DIVERSE MOTIVAZIONI DEL-
LA TEORIA DELLE FORME DIFFERENZIA-
LI CITIAMO LE SEGUENTI TRE.

A. LA NOZIONE DI FORMA DIFFEREN-
ZIALE OFFRE UNO DEI POSSIBILI MODI
DI INTENDERE RIGOROSAMENTE IL SIM-
BOLO dx CHE SI SCRIVE SOTTO IL SEGNO
DI INTEGRALE.

SI RAMMENTI, A QUESTO PROPOSITO,
CHE NELL’ANALISI STANDARD (QUEL-
LA NORMALMENTE INSEGNATA NELLE
SCUOLE ED ALL’UNIVERSITA) NON ESI-
STONO NUMERI REALI INFINITESIMI.

B. LA TEORIA DELLE FORME DIFFE-
RENZIALI CONSENTE DI SCRIVERE TUTTI
GLI ENUNCIATI RICHIAMATI A LATO CO-
ME UN UNICO TEOREMA, DETTO ANCO-
RA TEOREMA DI STOKES ED ESPRESSO
DALLA FORMULA

fonfo

QUESTA NOTEVOLE SINTESI AVVIENE
TUTTAVIA AL PREZZO DI QUALCHE FA-
TICA, CHE QUESTA DISPENSA DESCRIVE
BREVEMENTE.

PER COMPRENDERE LA (2) CERCHE-
REMO DI CAPIRE:

1) CHE COS’E UNA FORMA DIFFEREN-
ZIALE w;

2) CHE COS’E IL DIFFERENZIALE dw DI
UNA FORMA.

C. LA SIMMETRIA DELLA FORMULA (2)
MOTIVA ANCHE LA SCELTA DEL SIMBO-
LO O PER DENOTARE IL CONTORNO 0f)
DI UNA FIGURA €.
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LE ORIGINI

LE ORIGINI DEI TEOREMI DI STOKES
E DELLA DIVERGENZA SONO ILLUSTRA-
TE NELL’ARTICOLO [12].

L’IDEA DEL PRODOTTO ESTERNO SI
ATTRIBUISCE A HERMANN GRASSMAN,
UN INSEGNANTE DI UN ISTITUTO SCO-
LASTICO DI STETTINO, CHE NE TRATTO
NEL LIBRO [11], DEL 1844.

LA CITTA DI STETTINO E SEDE DI
UN PORTO NEL NORD DELLA ODIERNA
POLONIA, IN UN TERRITORIO CHE ERA
PRUSSIANO AI TEMPI DI GRASSMANN.

IN ESTREMA SINTESI, GRASSMANN
CONCEPI IL PARALLELOGRAMMA COME
UN PRODOTTO DI DUE VETTORI USCEN-
TI DA UNO STESSO PUNTO: VEDERE
L’APPENDICE (PAG. 45).

1

ELIE CARTAN

L’IDEAZIONE DELLE FORME DIFFE-
RENZIALI £ INVECE ATTRIBUITA A ELIE
CARTAN [5], IN RELAZIONE ALLO STU-
DIO DI CERTE EQUAZIONI DIFFERENZIA-
LI

SI VEDA A TAL PROPOSITO L’ARTI-
COLO [25].
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PROPAGAZIONE DELLA TEO-
RIA NEI TESTI

SONO DIVERSI GLI AUTORI CHE, DA
ALCUNI ANNI, CERCANO DI DARE MAG-
GIORE DIFFUSIONE ALLE NOZIONI AC-
CENNATE NELLA PRESENTE DISPENSA.

IN PARTICOLARE MI SONO LIBERA-
MENTE ISPIRATO (STRAVOLGENDOLI) Al
CORSI TENUTI A CAGLIARI DAL PROF.
FRANCESCO MERCURI DELLA UNIVER-
SIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS (BRA-
SILE).

PROF. FRANCESCO MERCURI

IL. PROF. MERCURI E COAUTORE DEL
TESTO [4].

I, CRESCENTE INTERESSE VERSO LA
MATERIA E TESTIMONIATO ANCHE DAL-
LE DISPENSE [19] E [20].

LA PRESENTE DISPENSA DOVREBBE
AIUTARE IL LETTORE A RICONOSCERE
IL DISEGNO COMPLESSIVO DELL’ARGO-
MENTO.

PER UNA TRATTAZIONE PIU DETTA-
GLIATA SI RIMANDA AI TESTI CITATI SO-
PRA ED IN BIBLIOGRAFIA. KESAMINIA-
MONE ORA QUALCUNO PIU DA VICINO.

DIFFERENTIAL AND INTEGRAL
CALCULUS

IL. TRATTATO [6] DI R. COURANT
(1937) NON FA RIFERIMENTO AL CON-
CETTO DI FORMA DIFFERENZIALE, MA
SI LIMITA Al CAMPI VETTORIALI NEL
PIANO E NELLO SPAZIO.

IN PARTICOLARE IN [6, PAG. 405,
RIGA 1] SI AFFERMA ERRONEAMENTE
CHE QUALUNQUE CAMPO SOLENOIDALE
IN UNA REGIONE CHIUSA R C R3 AM-
METTE UN POTENZIALE VETTORE.

LA TESI EQUIVALE AD AFFERMARE
CHE QUALUNQUE 2-FORMA CHIUSA w
DEFINITA NELLA REGIONE R E ESATTA.

L’AFFERMAZIONE E VERA SE LA REGIO-
NE R E FORTEMENTE CONNESSA (PRIVA
DI CAVITA): V. [18, PROPOSIZIONE 3.7,
PAG. 507].

EQUIVALENTEMENTE, I AFFERMAZIONE
E VERA SE Hy(R) ={0}: v. PAG. 41.

IN EFFETTI LA DIMOSTRAZIONE DI
[6] E SVOLTA NEL CASO PARTICOLARE
IN CUI R = PARALLELEPIPEDO.

IL RUDIN

IL CAPITOLO 10 DI [24] E DEDICA-
TO ALL'INTEGRAZIONE DELLE FORME.
[L. TEOREMA DI STOKES SI TROVA A
PAG. 277 (TEOREMA 10.33). SI DI-
MOSTRA CHE LE FORME CHIUSE SONO
ESATTE NEGLI APERTI CONVESSI (TEO-
REMA 10.39).
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L’AMERIO

IL TeESTO [1] DI L. AMERIO, DEL
1982, TRATTA L’ARGOMENTO LIMITA-
TAMENTE ALLE 1-FORME (VOL. 1, CAP.
10, E VOL. 2, PAG. 599 E SEGG.).

IL PAGANI-SALSA

UNA TRATTAZIONE DELLE 1-FORME
SI TROVA ANCHE NEL TESTO [18] D1 C.
D. PAGANI E S. SALSA, DEL 1998 (CA-
PITOLO 1).

LA CARATTERIZZAZIONE DELLE 2-FOR-
ME ESATTE E SVOLTA NEL CAPITOLO
6, PARAGRAFO 3.4 DI [18] CON IL LIN-
GUAGGIO DEI CAMPI VETTORIALI (DUN-
QUE SENZA PARLARE DIRETTAMENTE DI
2-FORME).

IN PARTICOLARE IN [18, PAG. 505]
SI TROVA UN ESEMPIO DI CAMPO SOLE-
NOIDALE PRIVO DI POTENZIALE VETTO-
RE (VEDERE ANCHE [3, PAG. 341]).

LA NOZIONE DI APERTO FORTEMEN-
TE CONNESSO SI TROVA IN [18, PAG.
507], E INTERVIENE NELLA PROPOSIZIO-
NE 3.7 SULL’ESISTENZA DEL POTENZIA-
LE VETTORE.

BRAMANTI-PAGANI-SALSA

IL TESTO [3] DI M. BraMANTI, C.
D. PAGANI E S. SALSA (2009) RIPOR-
TA A PAG. 314 UNO SPECCHIETTO INTI-
TOLATO “IL LINGUAGGIO DELLE FORME
DIFFERENZIALI”. ALLA STESSA PAGI-
NA SI DEFINISCE IL CONCETTO DI FORTE
CONNESSIONE, CHE INTERVIENE NELL’E-
NUNCIATO DEL TEOREMA 6.5.

BARUTELLO ET AL.

IL TESTO [2] DI V. BARUTELLO, M.
ConTi, D. L. FERRARIO, S. TERRACI-
NI E G. VERZINI FA RIFERIMENTO ALLE
FORME DIFFERENZIALI IN UNA NOTA A
MARGINE A PAG. 481.

FUSCO-MARCELLINI-
SBORDONE

UN AMPIO CAPITOLO SULLE k-FORME,
COMPRENDENTE IL TEOREMA DI STO-
KES GENERALIZZATO (2) SI PUO TRO-
VARE NEL TESTO [10] b1 N. Fusco, P.
MARCELLINI E C. SBORDONE (1996).

IL SINGER-THORPE

UN CLASSICO TESTO CHE TRATTA
GLI ARGOMENTI DI QUESTA DISPENSA E
[23], LA CUI EDIZIONE ORIGINALE, DEL
1967, HA AVUTO UN NOTEVOLE SUC-
CESSO INTERNAZIONALE.

LE DIFFICOLTA DI LETTURA DOVUTE
ALLO STILE DECONTESTUALIZZATO ED
Al FREQUENTI REFUSI POSSONO FORSE
ESSERE ATTENUATE LEGGENDO LE SPIE-
GAZIONI CHE SEGUONO.

Antonio Greco — Forme differenziali — pag. 7



DEFINIZIONI ED ESEMPI



SEMPLICI ESEMPI DI FORME

PER COMPRENDERE LA DEFINIZIO-
NE DI FORMA DIFFERENZIALE, CONSIDE-
RIAMO UNA FUNZIONE DIFFERENZIABI-
LE f(x,y,2) ED UN CAMPO VETTORIALE
F', COSTANTE (NEL TEMPO) ED UNIFOR-
ME (NELLO SPAZIO), COME AD ESEMPIO
F =1.

ESEMPIO N. 1. SE INTERPRETIAMO
F' COME UNA FORZA, AD OGNI VETTO-
RE SPOSTAMENTO 7 RESTA ASSOCIATO
IL LAVORO

w(r)=F-r. (3)

ESEMPIO N. 2. PER LA FORMULA
DEL GRADIENTE, LA DERIVATA DIREZIO-
NALE DI f RISPETTO AL VETTORE 7 NEL
PUNTO (z,y,2) E DATA DA

wfr) = iy

- 'r-Vf(x,y,z). (4)

ESEMPIO N. 3. RICORDIAMO CHE
DUE VETTORI 71,7y # 0, USCENTI DA
UNO STESSO PUNTO, INDIVIDUANO UN
PARALLELOGRAMMA.

PER QUANTO RIGUARDA LA NORMA-
LE AL PARALLELOGRAMMA, FRA LE DUE
POSSIBILI ORIENTAZIONI SI SUOLE SCE-
GLIERE QUELLA DEL VETTORE 71 X 7so.

EBBENE, IL FLUSSO DEL CAMPO F' AT-
TRAVERSO IL PARALLELOGRAMMA COSI
ORIENTATO E DATO DA

w(ry,re) = F -1y X 1o (5)

FORME MULTILINEARI ALTER-
NANTI

IL. CONCETTO TEORICO CHE INQUA-
DRA E GENERALIZZA GLI ESEMPI 1 E 2 E
QUELLO DI “FORMA MULTILINEARE AL-
TERNANTE”, O “FORMA ESTERNA”.

UNA FORMA MULTILINEARE ALTER-
NANTE w PRENDE COME ARGOMENTO £k
VETTORI 71,...,7; E DA COME RISUL-
TATO UN NUMERO REALE.

“FORMA” VUOL DIRE CHE I VALORI
DI TALE APPLICAZIONE SONO SCALARI.

“MULTILINEARE” VUOL DIRE CHE,
COMUNQUE SI FISSINO k — 1 DEI SUD-
DETTI VETTORI, L’APPLICAZIONE w RI-
SULTA LINEARE RISPETTO AL VETTORE
RIMANENTE, CONSIDERATO COME UNA
VARIABILE.

“ALTERNANTE” VUOL DIRE CHE SE
SI SCAMBIANO TRA LORO DUE QUALUN-
QUE VETTORI DELL’ARGOMENTO DI w,
IL VALORE NUMERICO DELLA FORMA
CAMBIA SEGNO. QUESTO SI VEDE, AD
ESEMPIO, NELLA FORMA (5).

[L. NUMERO DEGLI ARGOMENTI DI
UNA FORMA VIENE DETTO GRADO. AD
ESEMPIO, LE FORME (3) E (4) SONO DI
GRADO 1, CIOE, IN ALTRI TERMINI, SO-
NO DELLE 1-FORME, MENTRE LA (5) E
UNA 2-FORMA.

L’INSIEME DI TUTTE LE FORME MUL-
TILINEARI ALTERNANTI CHE PRENDONO
COME ARGOMENTO k VETTORI DELLO
SPAZIO R? s1 DENOTA cON AF(R3). Si
DIMOSTRA CHE PER k > 3 L’UNICA FOR-
MA n-LINEARE ALTERNANTE DEFINITA
SU R® E LA FORMA BANALE w(7y,...,
’I‘k) = 0.
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FORME DIFFERENZIALI

LA FORMA (4) CAMBIA AL VARIARE
DEL PUNTO (z,y,z): CIO SUGGERISCE
IL CONCETTO DI CAMPO DI FORME, O
FORMA DIFFERENZIALE:

DEFINIZIONE. UNA FORMA DIFFEREN-
ZIALE, O CAMPO DI FORME, DI GRADO n
E UN’APPLICAZIONE AVENTE PER DOMI-
NIO LO SPAZIO R3 CHE AD OGNI PUNTO
(z,y,2) € R® ASSOCIA UNA n-FORMA.

S1 RICHIEDE INOLTRE CHE LA FORMA
VARI CON UNA CERTA REGOLARITA RI-
SPETTO AL PUNTO (z,vy, 2). PER PRECI-
SARE CIO DOVREMO ESPRIMERE IL, CAM-
PO DI FORME IN TERMINI DI OPPORTU-
NE FORME DI BASE.

IL. DOMINIO DI UNA FORMA NON E
NECESSARIAMENTE TUTTO LO SPAZIO,
MA PUO ESSERE UN APERTO TRIDIMEN-
SIONALE, OPPURE UNA CURVA O UNA
SUPERFICIE.

L’INSIEME DI TUTTE LE FORME DI GRA-
DO 1 AVENTI PER DOMINIO UNO STESSO
APERTO U SI DENOTA CON "(U). NON
SI CONFONDA TALE SIMBOLO CON QUEL-
LO SOVENTE UTILIZZATO PER DENOTA-
RE I DOMINI DI INTEGRAZIONE, COME
AD ESEMPIO AVVIENE NELLA (2).

AD ESEMPIO, LA (4) DEFINISCE UNA
FORMA DIFFERENZIALE DI GRADO 1 DE-
FINITA SUL DOMINIO DELLA FUNZIONE

f.

LE FUNZIONI DI CLASSE O (U) (C°(U)
SECONDO [24, PAG. 258, ULTIMA RIGA])
SI CONSIDERANO FORME DI GRADO 0.

LA DEFINIZIONE ORIGINALE

NELLA DEFINIZIONE ORIGINALE DA-
TA DA CARTAN NEL LAVORO [5], LE
FORME DIFFERENZIALI VENGONO DE-
FINITE COME “ESPRESSIONI” ANZICHE
COME FUNZIONI.

A QUESTO PROPOSITO SI VEDA AN-
CHE LA BIOGRAFIA DI CARTAN SUL SITO
[16].

LA STESSA DEFINIZIONE “FORMALE”
SI RITROVA NEL TESTO [1, VOL. 1, PAG.
556], ED E QUELLA CHE IL PROF. POR-
RU DAVA A LEZIONE QUANDO ERO STU-
DENTE.

PROF. (GIOVANNI PORRU

LA DEFINIZIONE DELLE FORME DIF-
FERENZIALI COME OPPORTUNE APPLI-
CAZIONI DEVE DUNQUE CONSIDERARSI
FRUTTO DI UNA RIELABORAZIONE SUC-
CESSIVA.
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LE FORME DI BASE



FORME DI BASE E LORO UTI-
LITA

QUALUNQUE FORMA MULTILINEARE
ALTERNANTE SI PUO ESPRIMERE ME-
DIANTE FORME PARTICOLARI, PERCIO
DETTE FORME DI BASE.

LE FORME DI BASE SI DENOTANO
CON dx1,...,dr, E PRENDONO COME
ARGOMENTO SINGOLI VETTORI, DUN-
QUE SONO 1-FORME.

LIMITIAMOCI, PER SEMPLICITA, A
RAPPRESENTARE LE FORME w € A*(R3).
IN QUESTO CASO LE FORME DI BASE
dxq,dxs,drs SI POSSONO ANCHE INDI-
CARE CON dz,dy,dz. LA FORMA dx E
DEFINITA PONENDO

de(r)=1r-1

DUNQUE dx(7) E LA PRIMA COMPONEN-
TE DEL VETTORE 7, E PERCIO COINCIDE
CON 71(7), ESSENDO 7 LA PRIMA PRO-
IEZIONE DI R? su R.

ANALOGAMENTE SI DEFINISCONO LE
FORME dy E dz:

dy(r) =13, dz(r) =7 - k.

CON LA STESSA NOTAZIONE dx, dy E
dz S1 INDICANO ANCHE I TRE CAMPI DI
FORME CHE, AD OGNI PUNTO (z,y,2) €
R3, ASSOCIANO LE FORME LINEARI AL-
TERNANTI DATE SOPRA.

ESPRESSIONE DELLE 1-FORME

PER LA LINEARITA, QUALUNQUE 1-
FORMA w € Al!(R?), FUNZIONE DI UN
VETTORE r € R, SI PUO SCRIVERE IN
TERMINI DELLE TRE COMPONENTI DI 7
COME SEGUE:

A~

w(r) = ar-i+br-j+cr-k

DOVE a, b E ¢ SONO TRE SCALARI FIS-
SATI, DETTI COMPONENTI DELLA FOR-
MA w.

DUNQUE, VISTA LA DEFINIZIONE DELLE
FORME DI BASE, POSSIAMO SCRIVERE

w=adr+bdy+ cdz. (6)

NEL CASO DELL’ESEMPIO 1 (PAG. 9) GLI
SCALARI a,b,c SONO LE COMPONENTI
DEL CAMPO F'.

LA RAPPRESENTAZIONE (6) PERMETTE
ANCHE DI PRECISARE LA REGOLARITA
DI UN CAMPO DI FORME: SI DICE CHE
LA FORMA

w=a(z,y,z)dz + b(z,y,z) dy
+c(z,y,2)dz

E DI CLASSE C* IN UN APERTO U C R3
SE LE TRE FUNZIONI SCALARI a(z,y, 2),
b(xz,y,z) E c(x,y,z) SONO DI CLASSE
CrU).

NEL CASO DELL'ESEMPIO 2 (PAG. 9),
GLI SCALARI a,b,c SONO LE DERIVATE
PARZIALI f,, f, E f.. LO STESSO ESEM-
PIO PERMETTE ANCHE DI INTERPRETA-
RE IL DIFFERENZIALE DI f

df = fydx + f,dy + f.dz

COME LA FORMA w DATA DALLA (4).
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ESPRESSIONE DELLE 2-FORME

LE FORME BILINEARI ALTERNANTI
PRENDONO COME ARGOMENTO, PER DE-
FINIZIONE, UNA COPPIA DI VETTORI

(’l"l,’l"g).

SE CONSIDERIAMO VETTORI 71,79 €
R3, VI SONO TRE PARTICOLARI FORME
BILINEARI ALTERNANTI ALLE QUALI SI
POSSONO RICONDURRE TUTTE LE AL-
TRE: ESSE SONO I DETERMINANTI AP-
PRESSO RIPORTATI.

PER CAPIRE COME SONO FATTE TALI
FORME, INDICHIAMO CON (X1,Y7, Z1) LE
COMPONENTI DEL VETTORE 7, E CON
(Xs,Y2, Z5) QUELLE DI 75. SI SCRIVE:

X1 Y
(dx A dy)(rq,1m0) = X, YQ, (7)
@ynd)rnr) = |- 2, @)
Yy Zo
Z1 X4
(dz Ndx)(ry,1m9) = Z Xg' 9)

IN SINTESI, LA FORMA dx A dy, LA FOR-
MA dy A dz E LA FORMA dz A dz SONO I
TRE MINORI 2 X 2 DELLA MATRICE

X1 Y1 Z4
Xo Yy Z
QUALUNQUE FORMA BILINEARE ALTER-

NANTE w € A%(R3) ST PUO SCRIVERE CO-
ME COMBINAZIONE LINEARE

w=adrNdy+bdy Ndz+ cdz Ndx

CON OPPORTUNI COEFFICIENTI a,b, c.
SE TALI COEFFICIENTI, A LORO VOLTA,
SONO FUNZIONI DI CLASSE C*, SI DIRA
CHE LA FORMA w E DI CLASSE C*.

CIASCUNA DELLE TRE FORME (7),
(8) E (9) SI PUO SCRIVERE IN TERMINI
DELLE FORME dx, dy E dz.

AD ESEMPIO, OSSERVANDO LA (7) SI
CONSTATA CHE LA 2-FORMA dx A dy E
DATA DA

(dx A dy)('f’l, 'I"Q) = dx('rl) dy(rg)
— dy(ry) dz(rs).

ANALOGAMENTE, DALLA (8) E DALLA
(9) DISCENDE CHE

(dy/\dz)(rl,rg) = dy(’l‘l)dZ(’l"Q)
— dz(ry) dy(rs)

(dZ A dx)(’rl, ’I"Q) = dZ(T‘l) dCL’(T‘Q)

— dx(ry) dz(rs).
IL SIMBOLO A DENOTA UN’OPERAZIONE
TRA FORME, DETTA PRODOTTO ESTER-
NO O PRODOTTO WEDGE, DI CUI PAR-

LEREMO A PAG. 14. POSSIAMO SUBITO
CONSTATARE CHE

dr N dy = —dy N dx,
E SIMILMENTE

dy \dz = —dz N\ dy,
dz Ndr = —dx N dz.

TUTTAVIA, SE w E 1 SONO DUE FORME
QUALUNQUE, NON E DETTO CHE WAy =
—) Aw (V. PAG. 14).
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ESPRESSIONE DELLE 3-FORME

LE FORME TRILINEARI ALTERNAN-
TI PRENDONO COME ARGOMENTO, PER
DEFINIZIONE, UNA TERNA DI VETTORI

(Irh Tro, T3).

SE 71,72, 73 € R?, ALLORA QUALUN-
QUE APPLICAZIONE DEL GENERE SI OT-
TIENE MOLTIPLICANDO PER UNO SCA-
LARE OPPORTUNO UNA SOLA DI ESSE:
IL. DETERMINANTE.

PIU ESATTAMENTE, INDICATE CON
(X;,Y;, Z;) LE COMPONENTI DEL VETTO-
RE 7; PER 7 = 1,2,3, SI PONE

(dx Ndy N dz)(r1,79,73) =
X1 1 4
=|Xo Vs Zo|.  (10)
X3 Y3 Z3
DUNQUE LE 3-FORME SONO DEL TIPO

f(x,y,x)dx A dy N dz, E SI DICONO DI
CLASSE C* QUANDO LO E LA FUNZIONE

f(z,y,2).

ANCHE LA FORMA dx AdyAdz SI PUO
ESPRIMERE IN TERMINI DELLE FORME
DI BASE dx,dy, dz.

INFATTI, SVILUPPANDO IL DETER-
MINANTE NELLA (10) RISPETTO ALLA
TERZA RIGA, SI CONSTATA CHE

(dx Ndy N dz)(ry,719,73) =
= ((dz A dy)(r1,72)) dz(r3)
+ ((dy Adz)(r1,79)) dx(rs)
+ ((dz Adz)(ry,72)) dy(rs).

A LORO VOLTA LE 2-FORME dx A dy,
dyNdz E dz ANdx SI ESPRIMONO IN TER-
MINI DI dx, dy E dz COME A PAG. 13.

IL PRODOTTO ESTERNO

PER RAPPRESENTARE LE APPLICAZIONI
MULTILINEARI ALTERNANTI IN TERMINI
DI dx, dy E dz, COME APPENA VISTO,
SI UTILIZZA IL COSIDDETTO PRODOTTO
ESTERNO.

IL. PRODOTTO ESTERNO, DETTO AN-
CHE PRODOTTO WEDGE, SI INDICA CON
IL SIMBOLO A (WEDGE = CUNEO).

NON SI CONFONDA IL PRODOTTO WED-
GE DI DUE FORME CON IL PRODOTTO
VETTORIALE DI DUE VETTORI, TALVOL-
TA INDICATO CON LO STESSO SIMBOLO.

LE PRINCIPALI PROPRIETA DEL PRO-
DOTTO ESTERNO SONO:

1) SE UNA FORMA w PRENDE 7 AR-
GOMENTI, ED UNA FORMA 1 NE
PRENDE m, ALLORA IL PRODOTTO
ESTERNO w A ¥ PRENDE n + m AR-
GOMENTTI;

2) IL PRODOTTO ESTERNO E ASSOCIA-
TIVO. ESSO E ANCHE DISTRIBUTIVO
RISPETTO ALLA SOMMA DI FORME;

3) IL PRODOTTO ESTERNO DI UNA FOR-
MA w, AD m ARGOMENTI, CON SE
STESSA E LA FORMA NULLA (A 2n
ARGOMENTI).

IN GENERALE, DATE DUE FORME w E 9,
PER DETERMINARE IL PRODOTTO w A 1)
BASTA ESPRIMERE w E % IN TERMINI
DELLE FORME DI BASE dz; E POI MOL-
TIPLICARE USANDO LE SUDDETTE PRO-
PRIETA ED IL FATTO CHE dz; A dz; =
—dx; N\ dx;.

SI NOTI CHE PUO BENISSIMO RISUL-
TARE wA®) = 4+ Aw, COME AD ESEMPIO
ACCADE NEL CASO w = dz/Ady E ¢ = dz.
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INTEGRAZIONE DELLE FORME



INTEGRAZIONE DI UNA 1-FORMA
LUNGO UNA CURVA

SI TRATTA DI UNA RIFORMULAZIO-
NE DELL’INTEGRALE CURVILINEO DI SE-
CONDA SPECIE.

DATA UNA CURVA REGOLARE 7, DI
EQUAZIONI PARAMETRICHE r = 7(t),
t € [a,b], ED UNA 1-FORMA

w = a(z,y,z)dr + blz,y,z)dy
+ c(z,y,2)dz

SI DEFINISCE

/Vw = /aba(r(t))r’(t)-i dt

+ /b(r(t))r’(t)-j dt

+ /c(r(t))r’(t)-lé dt.

ESEMPIO N. 1 BIS. NEL CASO DEL-
LA FORMA (3) LE FUNZIONI a, b, ¢ SONO
LE TRE COMPONENTI DEL CAMPO F| E

RISULTA
/w = /F -dr.
v v

ESEMPIO N. 2 BIS. NEL CASO DEL-
LA FORMA (4) LE FUNZIONI a, b, ¢ SONO
LE DERIVATE PARZIALI DI f, E RISULTA
w =df. DUNQUE

[ [

= f(r()) — f(r(a)).
COME CASO PARTICOLARE, ANCHE L’IN-
TEGRALE DEFINITO

/a ) de

SI PUO INTENDERE COME L'INTEGRALE
DELLA FORMA f(z)dx LUNGO IL SEG-
MENTO [a, b|, ORIENTATO DA a VERSO b.
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INTEGRAZIONE DI UNA 2-FORMA

SU DI UNA SUPERFICIE

SI TRATTA DI UNA RIFORMULAZIONE
DELLA NOZIONE DI FLUSSO.

CONSIDERIAMO UNA SUPERFICIE RE-
GOLARE 3, DATA IN FORMA PARAME-
TRICA DA 7 = 7(u,v), CON (u,v) € D C
R%. CONSIDERIAMO, INOLTRE, UNA 2-
FORMA

w = a(x,y,2)dy Ndz
+ b(z,y,2)dz ANdx
+ c(z,y,z)dx N\ dy.

USANDO LE DEFINIZIONI (7)—(9), SI AP-
PLICANO LE FORME dy A dz, dz A\ dx E
dx N\ dy ALLA COPPIA (7,,7,) DEI CAM-
PI COORDINATI, E SI DEFINISCE

/z“’:

— //D a(x,y, z) ((dy A dz)(ry,r,)) dudv
+//D b(x,y, z) ((dz A dz)(ry, 7)) dudv
—l—//Dc(x,y, 2) ((dz A dy) (1o, 7)) du do.

ESEMPIO N. 3 BIS. SE LE FUNZIO-
NI a,b,¢c DENOTANO LE COMPONENTI DI
UN CAMPO F', ALLORA, SOSTITUENDO
NELLA DEFINIZIONE SOPRA, SI CONSTA-

TA CHE
/w:/ F-n do (11)
b)) by
~ _ T,.XT,
MALE A X.

NOTAZIONE. APPLICANDO LE DEFI-
NIZIONI (7), (8) E (9) SI TROVA

Ly Yu
(dz N dy)(ry,ry) = :
Ty Yo
Yu Zu
(dy Ndz)(ry,7y) = ,
Yo 2o
2y Ty
(dz Ndx)(ry,ry) = ,
2y Ty

DOVE z(u,v), y(u,v) E z(u,v) DENOTA-
NO LE COMPONENTI DI 7(u,v).

I DETERMINANTI AL SECONDO MEM-
BRO VENGONO INDICATI, RISPETTIVA-
MENTE, CON LE NOTAZIONI

O(z,y) Ay, 2) d(z,z)
‘3(%@) ‘3(%@) |@(u,v)

E DI CONSEGUENZA SI SCRIVE

//ZF-ﬁda:
= [ o2 |55
+ / / by, 2) 85;:;;

—i—//Dc(x,y, z) géi’g)) du dv

COME AD ESEMPIO IN [10, PAGINA 581,
FORMULA (99.15)]

9

Q
~~
=

N
~—
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INTEGRAZIONE DI UNA 3-FORMA
SU DI UN DOMINIO TRIDIMEN-
SIONALE

SI TRATTA DI UNA RIFORMULAZIONE
DELL'INTEGRALE TRIPLO.

SI RAMMENTI CHE LE 3-FORME PREN-
DONO COME ARGOMENTO UNA TERNA
(71,72, 73) DI VETTORI DI R3.

LA PIU GENERALE 3-FORMA w € Q3(RR?)
SI OTTIENE MOLTIPLICANDO UN’OPPOR-
TUNA FUNZIONE SCALARE f(x,y, 2) PER
LA FORMA dxzAdyAdz DATA DALLA (10).
SI DEFINISCE

/Qw:///ﬂf(:ﬁ,y,z)dxdydz,

DUNQUE IL CONSUETO INTEGRALE TRI-
PLO SI PUO INTENDERE COME L’INTE-
GRALE DELLA FORMA f(x,y,z2)dxdydz
ESTESO AL DOMINIO ORIENTATO ().

ANCHE IL SOLIDO {) HA UN’ORIEN-
TAZIONE: INFATTI, UNA VOLTA IMMER-
SO NELLO SPAZIO QUADRIDIMENSIONA-
LE R* ANCH’ESSO HA DUE NORMALI,
CHE SONO (0,0,0,—1) & (0,0,0,1).

D1 SOLITO SI PRENDE TACITAMENTE
QUEST ULTIMO VETTORE PER ORIENTA-
RE QUALUNQUE SOLIDO.
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I, DIFFERENZIALE ESTERNO



DIFFERENZIALE DI UNA
0-FORMA

ABBIAMO OSSERVATO A PAG. 10 CHE
LE FUNZIONI SCALARI f(z,y,2) SI CON-
SIDERANO O-FORME, E A PAG. 12 CHE
IL LORO DIFFERENZIALE E LA 1-FORMA
df DATA DA

df = fydx + f,dy + f.dz.
DIFFERENZIALE DI UNA
I-FORMA

IL DIFFERENZIALE DI UNA 1-FORMA
w=adr+bdy+bdz E LA 2-FORMA DA-
TA DA

dw = da N\ dx + db N\ dy + dc A\ dz.
SICCOME

da = a, dx +a, dy + a, dz,
db = b, dx +b,dy + b, dz,
dc = cydr +c,dy + c.dz,

APPLICANDO LE PROPRIETA INDICATE A
PAG. 14 SI TROVA

dw

(cy — b.)(dy N dz)
(a, — cz)(dz N dx)
(b — ay)(dz Ady). (12)

+ o+

PERCIO, POSTO F = (a,b,c), LE COM-
PONENTI DELLA 2-FORMA dw RISPETTO
ALLE FORME dy Adz, dz Ndx E dz N\ dy
COINCIDONO CON LE COMPONENTI DEL
VETTORE

rot F' = (¢, —b.) 2+ (a: — ;) J
+ (by —a,) k

RISPETTO AI VERSORI DEGLI ASSI. Os-
SERVIAMO INOLTRE CHE, PRESI PRESI A
PIACERE DUE VETTORI 7; = (X, Y}, Z;),
i=1,2, PER LA (12) E PER LE (7)—(9)
POSSIAMO SCRIVERE

cy—b, a,—c, b, —a
dw(ry,re) = | X3 Y1 Z
Xo Y5 Zy

D’ALTRO CANTO I VETTORI 71 E 79
INDIVIDUANO UN PARALLELOGRAMMA
>, CHE POSSIAMO ORIENTARE CON IL

A T1XTs
VERSORE N = <7l -

IL FLUSSO ®(71,73) DEL VETTORE rot F'
ATTRAVERSO IL PARALLELOGRAMMA X
COSI ORIENTATO E DATO DA

O(ry,r9) =10t F - 11 X 19,

SI CONSTATA DUNQUE CHE SUSSISTE
L'UGUAGLIANZA

dw(ry, ry) = O(ry, 7).

TALE UGUAGLIANZA, OLTRE A FORNIRE
UN’INTERPRETAZIONE DELLA 2-FORMA
dw, MOTIVA LA DEFINIZIONE DEL DIF-
FERENZIALE DI UNA FORMA MOSTRAN-
DO CHE ESSA CONSENTE DI ESPRIMERE
UN FLUSSO.
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DIFFERENZIALE DI UNA
2-FORMA

IL DIFFERENZIALE UNA 2-FORMA
w = a(x,y,z)dy Ndz
+ b(z,y,2)dz ANdx
+ c(z,y,z)dx N\ dy (13)
SI DEFINISCE COME LA 3-FORMA

dw=daNdyNdz—+dbANdzANdx
+dc ANdx A dy.

PROCEDENDO COME A PAG. 20, E SIC-
COME dx Ndy Ndz = dy Ndz N dx =
dz AN dx A dy, ST DEDUCE CHE

dw = (az + by +c.)dz Ndy A dz.

PERCIO, SE INDICHIAMO CON F' E IL
VETTORE DI COMPONENTI (a,b,c), LA
COMPONENTE DI dw RISPETTO ALLA
FORMA dx A dy A dz COINCIDE CON
div F'.

D1 CONSEGUENZA, PRESI A PIACERE
TRE VETTORI 71,72, 73 FORMANTI UNA
TERNA DESTRA, E INDICATO CON ) IL
PARALLELEPIPEDO DA ESSI INDIVIDUA-
TO, SI HA

dw(ry, ro,r3) = |Q| div F,

DOVE CON [} SI INDICA IL VOLUME DI
Q.

TALE UGUAGLIANZA, OLTRE A FORNI-
RE UN'INTERPRETAZIONE DELLA FORMA
dw, CONSENTE DI ESPRIMERE IL TEORE-
MA DELLA DIVERGENZA IN TERMINI DI
FORME DIFFERENZIALI.

DIFFERENZIALE DI UNA
3-FORMA

IL DIFFERENZIALE UNA 3-FORMA

w= f(x,y,z)de Ndy N\ dz

SI DEFINISCE COME LA 4-FORMA
dw =df Ndx ANdy A dz.

PROCEDENDO COME A PAG. 20, E SIC-
COME I PRODOTTI dx A dz, dy N\ dy E
dz N\ dz DANNO LA 2-FORMA NULLA, SI
DEDUCE CHE dw E LA 4-FORMA NULLA.

PERALTRO, COME GIA OSSERVATO A
PAG. 9, L'UNICA 4-FORMA NELLO SPAZIO
TRIDIMENSIONALE E PROPRIO LA FOR-
MA NULLA.

IL DIFFERENZIALE SECONDO

ABBIAMO APPENA VISTO CHE, SE w
E UNA QUALUNQUE 3-FORMA, RISULTA
dw = 0 E PERCIO

d*w = 0, (14)

DOVE SI B POSTO d*w = d(dw). APPLI-
CANDO LE DEFINIZIONI PRECEDENTI, E
USANDO IL TEOREMA DI SCHWARZ SUL-
L’INVERSIONE DELL’ORDINE DI DERIVA-
ZIONE, DI TROVA CHE LA (14) CONTI-
NUA A VALERE QUALUNQUE SIA IL GRA-
DO DELLA FORMA w.

SI INTENDE CHE, SE IL GRADO DEL-
LA FORMA w E k, ALLORA LO ZERO AL
SECONDO MEMBRO DELLA (14) DENOTA
LA k -+ 2-FORMA BANALE, CIOE LA FOR-
MA IDENTICAMENTE NULLA CON k + 2
ARGOMENTI.

SE w E UNA 0-FORMA, CIOE UNA
FUNZIONE f, IL DIFFERENZIALE NEL-
LA (14) NON VA CONFUSO COL DIFFE-
RENZIALE SECONDO d?f CHE COMPARE
NELLA FORMULA DI TAYLOR.
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FORME CHIUSE

SI DICE CHE UNA k-FORMA DIFFE-
RENZIALE w E CHIUSA QUANDO IL DIF-
FERENZIALE dw E LA k+ 1-FORMA NUL-
LA, CIOE QUANDO

dw = 0. (15)

LA SCELTA DEL TERMINE “CHIUSA” E
DOVUTA ALL’ANALOGIA, DETTA DUA-
LITA, TRA FORME E SUPERFICI MESSA
IN LUCE DAL TEOREMA DI DE RHAM.

NELL’AMBITO DI TALE ANALOGIA,
LE FORME DETTE CHIUSE CORRISPON-
DONO ALLE SUPERFICI CHIUSE COME
AD ESEMPIO LA SUPERFICIE SFERICA.

PER QUANTO VISTO A PAG. 21, DAL-
LA DEFINIZIONE DISCENDE CHE TUTTE
LE 3 FORME w = f(x,y,z)dx ANdy A dz
SONO CHIUSE.

PER QUANTO VISTO A PAG. 21, LA
2-FORMA w DATA DALLA (13) E CHIUSA
SE E SOLO SE IL CAMPO VETTORIALE

F(z,y,z) = a(z,y,2)%
+b(z,y,2)j+ c(z,y,2)k  (16)

E SOLENOIDALE, CIOE SE RISULTA div F'
=0 IN TUTTO LO SPAZIO.

PER QUANTO VISTO A PAG. 20, LA
1-FORMA w = adx + bdy + cdz E CHIU-
SA SE E SOLO SE IL CAMPO VETTORIALE
(16) E IRROTAZIONALE.

INFINE, PER QUANTO VISTO A PAG.
20, LA 0-FORMA w = f(x,y,2) E CHIU-
SA SE E SOLO SE LA FUNZIONE f HA LE
TRE DERIVATE PARZIALI IDENTICAMEN-
TE NULLE.

FORME ESATTE

SI DICE CHE UNA k + 1-FORMA w E
ESATTA QUANDO ESISTE UNA k-FORMA
1) TALE CHE

dy = w. (17)

PER QUANTO VISTO A PAG. 20, LA 2-
FORMA w DATA DALLA (13) E ESATTA
SE E SOLO SE, INDICATO CON F' IL CAM-
PO (16), ESISTE UN OPPORTUNO CAMPO
VETTORIALE A(x,y,2) TALE CHE

rot A(x,y,z) = F(z,y, 2)
PER OGNI (2,9, z) € R3.

PER QUANTO VISTO A PAG. 20, LA
1-FORMA w = adz+bdy+cdz E ESATTA
SE E SOLO SE, INDICATO ANCORA CON
F 1. cAMPO (16), ESISTE UNA FUN-
ZIONE f(x,y,2) TALE CHE V f(x,y,2) =
F(z,y,7) PER OGNI (z,y,z) € R3.

INFINE, PER QUANTO VISTO A PAGI-
NA 21, LA 3-FORMA w = f(z,y,2)dz A
dy N dz E ESATTA SE E SOLO SE ESISTE
UN CAMPO F(z,y,2) TALE CHE

div F(z,y,z) = f(z,y, 2) (18)
PER OGNI (z,y,z) € R3.
CONDIZIONE NECESSARIA

DALLA DEFINIZIONE DISCENDE CHE
SE w E UNA FORMA ESATTA DI GRADO
k + 1, ALLORA IL SUO DIFFERENZIALE
SI PUO SCRIVERE COME dw = d*i) CON
UN’OPPORTUNA k-FORMA 1.

RICORDANDO LA (14), SI DEDUCE CHE
CONDIZIONE NECESSARIA AFFINCHE w
SIA ESATTA E CHE SIA CHIUSA.

Antonio Greco — Forme differenziali — pag. 22



TEOREMA DI STOKES GENERALIZZATO



TEOREMA DI STOKES GENERA-
LIZZATO

[L. TEOREMA DI STOKES GENERALIZ-
ZATO, ESPRESSO DALLA FORMULA (2),
COMPRENDE COME CASI PARTICOLARI
DIVERSI NOTEVOLI TEOREMI.

TEOREMA DELLA DIVERGENZA

IL. TEOREMA DELLA DIVERGENZA AF-
FERMA CHE SOTTO CONVENIENTI IPO-
TESI SI HA

///didea:dydz:/ F -ndo.
) o9

SE DENOTIAMO CON w LA FORMA
DIFFERENZIALE F' - ndo, ALLORA PER
QUANTO VISTO A PAG. 21 SI HA dw
= div F'dx dydz E PERCIO IL TEOREMA
DELLA DIVERGENZA SI PUO ESPRIMERE
CON LA FORMULA (2).

TEOREMA FONDAMENTALE
DEL CALCOLO INTEGRALE

PER SCRIVERE IL TEOREMA FONDA-
MENTALE DEL CALCOLO INTEGRALE (1)
NELLA FORMA (2) SI PONE () = [a, b].

IL BORDO 0f) E LA COPPIA ORDINA-
TA (a,b), I CUI ELEMENTI SONO 1 DUE
ESTREMI DELL’INTERVALLO |[a, b].

SI1 DEFINISCE L'INTEGRALE DELLA 0-
FORMA w = F(x) SULL'INSIEME (a,b),
CHE HA SOLO DUE ELEMENTI, PONEN-
DO

/ w = F(b) — Fla).
o0

POICHE dw = f(x)dz, IL TEOREMA
FONDAMENTALE DEL CALCOLO INTE-
GRALE (1) ASSUME LA FORMA (2).

TEOREMA DI STOKES

IL TEOREMA DI STOKES AFFERMA
CHE SOTTO CONVENIENTI IPOTESI SI HA

//rotF-ﬁdaz/F-dr. (19)
by v

APPORTIAMO 1 SEGUENTI CAMBIAMEN-
TI DI NOTAZIONE:

1. DENOTIAMO LA SUPERFICIE Y, CON
LA LETTERA ();

2. DENOTIAMO LA CURVA 7y COL SIM-
BOLO 0f2;

3. DENOTIAMO CON w LA FORMA DIF-
FERENZIALE F' - dr.

ALLORA, PER QUANTO VISTO A PAG.
20, IL DIFFERENZIALE dw E LA 2-FORMA
rot F' - ndo. TENENDO CONTO DELLA
(11) POSSIAMO SCRIVERE

//rotF~ﬁd0:/dw.
5 Q

POICHE IL SECONDO MEMBRO DELLA
(19) DIVENTA
)

IL TEOREMA DI STOKES SI PUO ESPRI-
MERE MEDIANTE LA (2).

FORMULE DI GAUSS-GREEN

LA FORMULA DI GAUSS-GREEN

of _
| Sraazay= [ fa)ay

ASSUME LA FORMA (2) PONENDO w =
f(z,y)dy. INFATTI APPLICANDO LA DE-
FINIZIONE VISTA A PAG. 20 SI TROVA

dw = g—f;(x, y) dx dy.
SIMILMENTE SI PROCEDE PER L’ALTRA
FORMULA.
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ELEMENTI DI TEORIA DELL'OMOLOGIA



OMOLOGIA

LA NOZIONE DI OMOLOGIA E ATTRI-
BUITA A POINCARE [21, PAG. 79]. SE-
CONDO [15, PAG. 928], POINCARE PER-
VENNE A TALE CONCETTO NEL TENTA-
TIVO DI CLASSIFICARE LE VARIETA (FI-
GURE GEOMETRICHE).

IN BREVE, DUE CURVE CHIUSE E ORIEN-
TATE SI DICONO OMOLOGHE SE SI POS-
SONO TRASFORMARE L’UNA NELL’ALTRA
SENZA USCIRE DA UNA DATA REGIONE
DEL PIANO O DELLO SPAZIO.

AD ESEMPIO, TUTTE LE CURVE CHIUSE
DEL PIANO, PERCORSE IN VERSO ANTI-
ORARIO, SONO OMOLOGHE FRA LORO.

INVECE, NON TUTTE LE CURVE CHIUSE
DEL PTIANO BUCATO RZ = R?\ {(0,0)}
SONO OMOLOGHE FRA LORO.

PIU PRECISAMENTE, DUE CURVE CHIU-
SE 71,72 C RZ SONO OMOLOGHE FRA
LORO SE E SOLO SE GIRANO INTORNO
ALL’ORIGINE NELLO STESSO SENSO LO
STESSO NUMERO DI VOLTE.

L’IMPOSSIBILITA DI TRASFORMARE, SEN-

ZA USCIRE DA Rg, UNA CURVA 7, CHE
GIRA INTORNO ALL’ORIGINE IN UN’AL-
TRA CURVA 75 CHE NON GIRA INTORNO
ALL'ORIGINE E DOVUTA AL FATTO CHE
L’ORIGINE NON APPARTIENE AD Rg.

TALE IMPOSSIBILITA DOTA LO SPA-
710 DELLE CURVE CHIUSE E ORIENTATE
DI UNA STRUTTURA NON BANALE, USA-
TA PER RILEVARE LA GEOMETRIA NON
BANALE DEL DOMINIO R3.

HENRI POINCARE

IN SINTESI, LA TEORIA DELL’OMO-
LOGIA STUDIA LA FORMA DI UNA FI-
GURA U, DI DIMENSIONE /N, TRAMI-
TE LE PROPRIETA DELLE CURVE CHIUSE
v C U, MA ANCHE TRAMITE LE SUPER-
FICI CHIUSE > C {4 ED IL LORO ANALO-
GO k-DIMENSIONALE PER OGNI k < N.

SECONDO [13, PAG. 1375], L’IDEA DI
ESPRIMERE TALI PROPRIETA MEDIAN-
TE STRUTTURE ALGEBRICHE (GRUPPI DI
OMOLOGIA) FU FORSE SUGGERITA DA
EMMY NOETHER.

SI BADI CHE LO STUDIO DELL’OMO-
LOGIA DI SUPERFICI APPARENTEMENTE
SEMPLICI PUO RIVELARSI ESTREMAMEN-
TE DIFFICOLTOSO.

UN ESEMPIO NOTEVOLE E DATO DALLA
SFERA k-DIMENSIONALE S* INTESA CO-
ME IL LUOGO DEI PUNTI (21, ...,Tp1) €
R**1 SODDISFACENTI L’EQUAZIONE

k+1

fo = 1.
i=1

LA CELEBRE CONGETTURA DI POIN-
CARE RIGUARDANTE TALE SUPERFICIE
HA RICHIESTO MOLTI ANNI ED IL CON-
TRIBUTO DI MATEMATICI ECCELLENTI
PER ESSERE DIMOSTRATA.
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L’OMOLOGIA DEL PIANO BUCA-
TO

CONSIDERIAMO IL PIANO BUCATO R3
= R?\ {(0,0)}. UNA CURVA CHIUSA
v C R3 £ OMOLOGA AD UN PUNTO SE E
SOLO SE ¥ NON GIRA INTORNO ALL’ORI-
GINE.

INFATTI, SE 7 GIRA INTORNO ALL O-
RIGINE, NON PUO ESSERE TRASFORMA-
TA IN UN PUNTO SENZA USCIRE DA R2:
SI INTENDE CHE SI ESCE DA R2 NON AP-
PENA ST TOCCA L'ORIGINE (0,0) ¢ R3.

LE CURVE CHIUSE v NEL PIANO BU-
CATO RZ COSTITUISCONO DUNQUE DUE
CLASSI: UNA B LA CLASSE BANALE, O
CLASSE NULLA, QUELLA DELLE CURVE
OMOLOGHE AD UN PUNTO.

PER DESCRIVERE L’ALTRA CLASSE DI
CURVE, INDICHIAMO CON 7 LA CIRCON-
FERENZA DI RAGGIO UNITARIO CENTRA-
TA NELL’ORIGINE E PERCORSA IN SENSO
ANTIORARIO.

LE CURVE CHIUSE 7 NEL PIANO BU-
CATO RZ, NON BANALI, SONO DEL TI-
PO 271 CON z € Z\ {0}, CIOE GIRANO
UNA O PIU VOLTE INTORNO ALL’ORIGI-
NE, NELLO STESSO VERSO DI 7; O IN
VERSO OPPOSTO.

SI CONCEPISCE QUINDI IL PRIMO GRUP-
PO DI OMOLOGIA Hi(R?) DEL PIANO BU-
CATO R3, CHE E ISOMORFO AL GRUPPO
7 DEI NUMERI INTERI.

NEL GRUPPO H;(R3) = Z LO ZERO
RAPPRESENTA LE CURVE BANALI, MEN-
TRE L'INTERO z # (0 RAPPRESENTA LE
CURVE CHE GIRANO |z| VOLTE INTORNO
ALL’ORIGINE, IN SENSO ANTIORARIO SE
z > (0, IN SENSO ORARIO SE z < 0.

POICHE GLI ELEMENTI DI TALE GRUPPO
SONO TUTTI MULTIPLI DI UN ELEMEN-
TO PARTICOLARE (IL NUMERO 1, OVVE-
RO LA CURVA 1), SI DICE CHE ESSO HA
RANGO 1, O DIMENSIONE 1.

PER DEFINIRE Hj(IR3) ST PRENDONO,
INVECE DELLE CURVE CHIUSE, UNO O
PIU PUNTI DI RZ.

ESSENDO R2 CONNESSO, CIASCUN PUN-
TO DI RZ E OMOLOGO AD UN PARTI-
COLARE PUNTO 7y € R3, FISSATO A
PIACERE, CHE EVENTUALMENTE SI PUO
PRENDERE 2 VOLTE, CON 2 € Z.

IN DEFINITIVA, ANCHE IL GRUPPO
Hy(R2) DEL PIANO BUCATO R3 E ISO-
MORFO AL GRUPPO COMMUTATIVO Z
DEI NUMERI INTERI.

INVECE RISULTA H(R3) = {0} PERCHE
QUALUNQUE SUPERFICIE CHIUSA Y C
R? DEVE STARE SCHIACCIATA NEL PIA-
NO, E IN TAL MODO OGNI SUA PARTE
SI SOVRAPPONE CON UNA PARTE AVEN-
TE ORIENTAZIONE OPPOSTA, E COSI LE
DUE PARTI SI ELIDONO A VICENDA.

SI NOTI CHE UN SINGOLO PUNTO DI
RZ, SE PENSATO COME ELEMENTO DI
H;(R%) 0 DI Hy(R2) RAPPRESENTA UNA
CURVA O UNA SUPERFICIE DEGENERE, E
PERCIO CORRISPONDE ALLO ZERO.

INVECE, UN SINGOLO PUNTO DI R
RAPPRESENTA UN ELEMENTO NON DE-
GENERE DI Hy(R3).

SPESSO SI PARLA DI “OMOLOGIA” DEL
PIANO BUCATO R% INTENDENDO CON
QUESTO TERMINE LA SUCCESSIONE DEI
SUOI GRUPPI DI OMOLOGIA:

Z, 7. {0}, ...
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L’OMOLOGIA DEL PIANO CON n
BUCHI

INDICHIAMO ORA CON R3, IL PIANO
R? PRIVATO DI DUE PUNTI: R% = R?\

{(0,0), (1,0)}.

LE CURVE CHIUSE 7 C R%,, SE NON
SONO OMOLOGHE AD UN PUNTO, GIRA-
NO zy VOLTE INTORNO AL PUNTO (0,0)
E 2z VOLTE INTORNO AL PUNTO (1,0).

DUNQUE IL PRIMO GRUPPO DI OMO-
LOGIA DEL PIANO R, CON DUE BUCHI
B Hi(R%) = Z* 1 CUI ELEMENTI SONO
COPPIE DI INTERI (2, 21).

AD ESEMPIO, LA CIRCONFERENZA
2% + y? = 1/4, PERCORSA IN SENSO AN-
TIORARIO, CORRISPONDE ALLA COPPIA
(1,0).

INVECE LA CIRCONFERENZA 22 + y?
= 4, PERCORSA IN SENSO ANTIORA-
RIO, CORRISPONDE ALLA COPPIA (1,1)
PERCHE GIRA UNA VOLTA INTORNO AD
ENTRAMBI I PUNTI (0,0) E (1,0).

LA CIRCONFERENZA 22 + 9> = 1
NON INTERVIENE NEL GRUPPO Hi(R3;)
PERCHE PASSA PER IL PUNTO (1,0) E
PERCIO NON E INCLUSA IN R3;.

IN GENERALE, L'OMOLOGIA DEL PIA-
NO CON n BUCHI E

Z, 7", {0}, ...
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CICLI

PER DEFINIRE IN MODO RIGOROSO
I GRUPPI DI OMOLOGIA Hy(U) DI UN
APERTO U C RY SI USA IL CONCETTO
DI GRUPPO QUOZIENTE.

SI COMINCIA CON IL CONSIDERARE
L'INSIEME Z;(U) DEI CICLI ORIENTATI k-
DIMENSIONALI INCLUSI IN U.

UN CICLO E UN DOMINIO k-DIMEN-
SIONALE IL CUI BORDO E VUOTO.

AD ESEMPIO, GLI ELEMENTI DI Z;(U)
SONO LE CURVE CHIUSE E ORIENTATE
vy CU.

E LECITO CHIAMARE CICLO UN SI-
STEMA COSTITUITO DA UN NUMERO FI-
NITO DI CURVE CHIUSE E ORIENTATE:
SI VEDA A PAG. 30 A PROPOSITO DEL-
LA SOMMA DI CICLI.

\

E LECITO ANCHE PRENDERE LA STESSA
CURVA PIU VOLTE: SI VEDA A PAG. 30 A
PROPOSITO DEI MULTIPLI DI UN CICLO.

GLI ELEMENTI DI Z3(U) SONO, INVE-
CE, LE SUPERFICI CHIUSE E ORIENTATE
¥ C U, O, PIU IN GENERALE, SISTEMI
COSTITUITI DA UN NUMERO FINITO DI
TALI SUPERFICI, PRESE UNA O PIU VOL-
TE.

INFINE, UN CICLO 0-DIMENSIONALE
E UNA SEQUENZA DI UN NUMERO FINITO
DI PUNTI DI I/, PRESI UNA O PIU VOLTE
(CIASCUNO DI ESSI HA BORDO VUOTO).

SI AMMETTE, SUL PIANO PURAMEN-
TE CONCETTUALE, CHE, COME PER LE
CURVE E LE SUPERFICI, ABBIA SENSO
L’OPPOSTO —P DI CIASCUN PUNTO P €
U.

IL CICLO NULLO

UN ELEMENTO IMPORTANTE DI Zj(U) E
IL CICLO NULLO.

SE LA DIMENSIONE k E POSITIVA, SI
PUO CONCEPIRE IL CICLO NULLO COME
UN PUNTO DI U, MA QUESTA INTERPRE-
TAZIONE PUO ESSERE FUORVIANTE.

INFATTI UN SINGOLO PUNTO P € U
SI CONSIDERA COME UN ELEMENTO NON
NULLO DI Zy(U).

PIU ESATTAMENTE, DUNQUE, IL CI-
CLO NULLO VA CONCEPITO SUL PIANO
CONCETTUALE, UN PO’ COME L’INSIE-
ME VUOTO PER LA TEORIA DEGLI IN-
SIEMI, E NON VA RAPPRESENTATO CO-
ME UN LUOGO GEOMETRICO.

NOTAZIONE

PER DENOTARE UN GENERICO CICLO
¢ € Zp(U), SENZA RIGUARDO PER LA
SUA DIMENSIONE k, SI USA LA LETTE-
RA ¢ (ANZICHE 7, X, €, ECC.).
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MULTIPLI DI UN CICLO

SI INTENDE CHE L’OPPOSTO —c¢ DI
UN CICLO k-DIMENSIONALE ¢ € Z(U) E
LO STESSO CICLO ORIENTATO AL CON-
TRARIO.

I MULTIPLO zc DI UNA CURVA ¢ €
Z1(U), CON UN COEFFICIENTE INTERO
z € 7Z, NON E ALTRO CHE LA STESSA
CURVA ¢ PERCORSA z VOLTE, SE 2z > 0.

IN DIMENSIONE %k > 2 SI INTENDE
CON z¢ IL CICLO k-DIMENSIONALE ¢ €
Zi(U) CONTATO z VOLTE, O PRESO 2
VOLTE, SE z > 0.

SE, INVECE, 2z < 0, ALLORA zc SI OT-
TIENE CONTANDO |z| VOLTE IL CICLO k-
DIMENSIONALE ¢ € Zi(U) E INVERTEN-
DONE L’ORIENTAZIONE.

SEk=1E 2 <0, LA CURVA zc E LA
CURVA ORIENTATA ¢ PERCORSA |z| VOL-
TE AL CONTRARIO.

SE k=0, E ¢ E UN SINGOLO PUNTO
DI U, ALLORA zc E LO STESSO PUNTO
PENSATO z VOLTE, SE z > 0. SE, IN-
VECE, z < 0, ALLORA zc E LO STESSO
PUNTO PENSATO |z| VOLTE E CON L’O-
RIENTAZIONE OPPOSTA.

SI RAMMENTI CHE ANCHE UN SINGO-
LO PUNTO SI PUO ORIENTARE: VEDERE
A PAG. 29.

SOMMA DI CICLI

LA SOMMA DI DUE CICLI ¢, ¢ € Z(U)
E IL CICLO ¢ + ¢ € Zy(U) OTTENUTO
CONSIDERANDO CONGIUNTAMENTE ¢ E
¢’ CON LA LORO ORIENTAZIONE.

AD ESEMPIO, SIA ¢ € Z;(R?) TL QUA-
DRATO DI LATO UNITARIO E VERTICI
(0,0), (1,0), (1,1), (0,1), PERCORSO IN
SENSO ANTIORARIO.

4

Y

O X

INDICHIAMO CON ¢ IL QUADRATO
OTTENUTO SPOSTANDO ¢ DI UNA UNITA
NEL VERSO DELL’ASSE 1.

4

Y

O X

ALLORA 1L CICLO ¢ + ¢ E IL RET-
TANGOLO DI VERTICI (0,0), (2,0), (2,1),
(0,1), PERCORSO IN SENSO ANTIORA-
RIO.

c+c
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BORDI

I. CUORE DELL’OMOLOGIA CONSI-
STE NEL FATTO CHE ALCUNI CICLI, MA
IN GENERALE NON TUTTI, SONO ANCHE
BORDI.

UN CICLO k-DIMENSIONALE ¢ € Zi(U)
SI DICE BORDO SE ESISTE UN DOMINIO
(k + 1)-DIMENSIONALE 2 C U DI CUI ¢
E IL BORDO, CIOE TALE CHE

o) = c.

L INSIEME DEI BORDI k-DIMENSIONALI
SI DENOTA CON By (U) C Zi(U).

AD ESEMPIO, INDICHIAMO CON ¢ LA
CIRCONFERENZA CENTRATA NELL ORI-
GINE E DI RAGGIO UNITARIO, PERCOR-
SA NEL SENSO ANTIORARIO. ESSA E UN
CICLO UNIDIMENSIONALE SIA NEL PIA-
NO R? CHE NEL PIANO BUCATO R? = R?

\(0,0)

LA CIRCONFERENZA ¢ E UN BORDO
IN R? PERCHE ESISTE UN DOMINIO BI-
DIMENSIONALE 2 (IL DISCO CENTRATO
NELL’ORIGINE E DI RAGGIO 1) INCLUSO
IN R? E TALE CHE 0f) = ¢, DUNQUE

C € Bl(R2)

LA STESSA CIRCONFERENZA ¢, INVECE,
NON E UN BORDO IN R? PERCHE IL DI-
SCO () NON E INCLUSO IN R3, DUNQUE

¢ & Bi(Rj).

POICHE IL BORDO Of) DI UN DOMINIO
QUALUNQUE (2 HA A SUA VOLTA BORDO
VUOTO, TUTTI I BORDI SONO CICLI.

L’ESEMPIO APPENA VISTO MOSTRA
CHE, IN GENERALE, NON TUTTI I CICLI
SONO BORDI, ED E PROPRIO QUESTA LA
PROPRIETA CHE IN OMOLOGIA SI USA
PER STUDIARE LA FORMA DI U.

BORDI 0-DIMENSIONALI

CONSIDERIAMO UNA CURVA ORIEN-
TATA v C U, E INDICHIAMO CON P IL
SUO PRIMO ESTREMO, E CON () IL SE-
CONDO ESTREMO.

ALLORA IL BORDO DI v E COSTITUI-
TO DAI DUE PUNTI SUDDETTI, O ME-
GLIO, DAL PUNTO () E DAL PUNTO P
ORIENTATO AL CONTRARIO:

oy=Q — P.

IN GENERALE, UN ELEMENTO DI By(U)
HA LA SEGUENTE ESPRESSIONE:

n

Z zi (Qi — P),

i=1
DOVE PER CIASCUN VALORE DI 7 = 1,
...,n I DUE PUNTI P, E (); APPARTEN-
GONO AD UNA STESSA COMPONENTE
CONNESSA DI U, E z; E UN COEFFICIEN-
TE INTERO (O REALE).

PER FARE UN ESEMPIO, SI CONSIDE-
RI L'APERTO U = { (z,y) | 2* +y* # 1 }.
IN QUESTO CASO RISULTA

(1/2,0) — (0,0) € By(U)
COME PURE
(3,0) — (2,0) € By(U)

MENTRE INVECE IL CICLO (-DIMENSIO-
NALE

(2,0) — (0,0)
NON E UN BORDO DI U/ PERCHE I PUN-
T1I P=(0,0) EQ = (2,0) NON POSSONO
ESSERE COLLEGATI CON UNA CURVA IN-
CLUSA IN U.

ST RAMMENTI CHE IL BORDO DI UNA
FIGURA 0-DIMENSIONALE (UN NUMERO
FINITO DI PUNTI) E SEMPRE L'INSIEME
VUOTO.
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GRUPPI DI OMOLOGIA

[, GRUPPO DI OMOLOGIA Hp(U) SI
OTTIENE ESTRAPOLANDO LA STRUTTU-
RA DEL GRUPPO DEI CICLI Z;(U).

PIU PRECISAMENTE, TUTTI I CICLI
DI Zi(U) CHE SONO ANCHE BORDI SI AS-
SIMILANO FRA LORO E SI RAPPRESENTA-
NO CON L’ELEMENTO NULLO DI Hy(U).

POI, PER OGNI EVENTUALE CICLO
¢ € Z(U) CHE NON SIA UN BORDO, SI
ASSIMILANO AD ESSO I CICLI OMOLOGHI.

DUE cICLI ¢,¢ € Zi(U) SI DICONO
OMOLOGHI SE E SOLO SE IL CICLO ¢— ¢
(LA SOMMA DI ¢ CON IL CICLO ¢’ ORIEN-
TATO AL CONTRARIO) E UN BORDO.

AD ESEMPIO, SIANO ¢ E ¢ LE CIR-
CONFERENZE CENTRATE NELL'ORIGINE
E DI RAGGI RISPETTIVAMENTE 1 E 1/2,
PERCORSE NEL SENSO ANTIORARIO.

LA DIFFERENZA ¢ — ¢ E IL BORDO
ORIENTATO DELLA CORONA CIRCOLARE
Q Cc RZ2=R2\ {(0,0) }.

PERTANTO ¢ E ¢ APPARTENGONO AL-
LA STESSA CLASSE DI OMOLOGIA DEL
PIANO BUCATO R3, E RAPPRESENTA-
NO LO STESSO ELEMENTO DEL GRUPPO
H,(RG).

I NUMERI DI BETTI

NELLA DEFINIZIONE DEI GRUPPI DI
OMOLOGIA H, E POSSIBILE PRENDERE I
COEFFICIENTI NEL CAMPO DEI NUMERI
REALI R ANZICHE NEL GRUPPO DEI NU-
MERI INTERI Z.

IN TAL CASO, L’OMOLOGIA DEL PIA-
NO CON n BUCHI E

R, R", {0}, ...

QUELLO CHE CONTA E SOLO LA SUCCES-
SIONE DELLE DIMENSIONI DI TALI SPAZI,
CHE E IN OGNI CASO 1,n,0,...

S1 DEFINISCE i-ESIMO NUMERO DI BET-
TI b; DELL’APERTO U LA DIMENSIONE DI
H;(U), IN ONORE DEL MATEMATICO EN-
RICO BETTI.

ESEMPIO: SE U E IL PIANO CON 1
BUCHI, SI HA by = 1, by = n, E TUTTI
GLI ALTRI NUMERI DI BETTI SONO NUL-
LI.

IN PARTICOLARE, PONENDO n = 0
SI OTTENGONO I NUMERI DI BETTI DEL
PIANO R?: 1,0,0,...

IN GENERALE, by E IL NUMERO DEL-
LE COMPONENTI CONNESSE DI U.

SE POI U E UN APERTO DEL PIANO,
ALLORA b; E IL NUMERO DI BUCHI, E
b; = 0 PER OGNI 7 > 2.

SE, INVECE, U E UN APERTO TRIDI-
MENSIONALE, ALLORA SI DEVE DISTIN-
GUERE TRA CAVITA (CONTATE DA b))
E TUNNEL (CONTATI DA b;). RISULTA
b; = 0 PER OGNI 7 > 3.
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LA COOMOLOGIA DI DE RHAM



COOMOLOGIA ALGEBRICA

[L. GRUPPO DI COOMOLOGIA ALGE-
BRICA (Hy(U))* E COSTITUITO DALLE
APPLICAZIONI LINEARI L: Hp(U) — R
IL CUI DOMINIO E IL GRUPPO DI OMO-
LOGIA H(U).

SI DICE CHE IL GRUPPO DI COOMO-
LOGIA (Hy(U))* E 1L DUALE DI Hy(U).
L’ESPONENTE * SI USA, IN GENERALE,
PER DENOTARE IL DUALE DI UNO SPA-
710 DATO.

RELAZIONE TRA OMOLOGIA E
COOMOLOGIA ALGEBRICA

E NOTO CHE SE IL k-ESIMO NUMERO
DI BETTI b, E FINITO, CIOE SE IL GRUP-
PO DI OMOLOGIA Hj(U) HA RANGO FI-
NITO (DIMENSIONE FINITA), I GRUPPI
Hi(U) E (Hp(U))* SONO ISOMORFTI.

INOLTRE SI POSSONO COSTRUIRE DEL-
LE FIGURE U PER LE QUALI UN CERTO
NUMERO DI BETTI b; E INFINITO, E I
GRUPPI Hy(U) E (Hip(U))* HANNO UNA
DIVERSA STRUTTURA.

UNO DI QUESTI ESEMPI E DATO DAL
PIANO R? NEL QUALE SI PRATICHINO IN-
FINITI BUCHI: VEDERE A PAG. 39.

IL TEOREMA DI DE RHAM (1/2)

IN QUESTA SEDE CI CONCENTRIAMO
SULLA COOMOLOGIA DI DE RHAM, CIOE
SULL'USO DELLE FORME DIFFERENZIALI
CHIUSE, AL POSTO DEI CICLI, PER RILE-
VARE LA FORMA DI UN APERTO U DEL-
LO spAzIO RY.

A TALE USO DELLE FORME DIFFEREN-
ZIALI SI DEVE PRESUMIBILMENTE AT-
TRIBUIRE LA DENOMINAZIONE DI FOR-
ME “CHIUSE” PER QUELLE FORME w TA-
LI CHE dw = 0.

SECONDO [21, PAG. 79], LA COOMOLO-
GIA DIFFERENZIALE E STATA INTRODOT-
TA DA CARTAN (1928-29) E DE RHAM
(1929-31).

GEORGES DE RHAM

IL TEOREMA DI DE RHAM ASSERISCE
CHE 1 GRUPPI DI COOMOLOGIA DI DE
RHAM, INDICATI CON H*(U), SONO I1SO-
MORFI Al GRUPPI DI COOMOLOGIA AL-
GEBRICA (Hp(U))*. PIU PRECISAMEN-
TE, OGNI L: Hy(U) — R ST PUO RAP-
PRESENTARE COME

L) = / o (20)

PRENDENDO UNA FORMA CHIUSA w OP-
PORTUNA.
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FORME CHIUSE CHE NON SONO
ESATTE

SAPPIAMO CHE UNA QUALUNQUE 1-
FORMA CHIUSA w, AVENTE PER DOMI-
NIO UN APERTO U C R? SEMPLICEMEN-
TE CONNESSO, E ESATTA.

SE, INVECE, L’APERTO U NON E
SEMPLICEMENTE CONNESSO, ESISTONO
1-FORME CHIUSE IN U/ CHE NON SONO
ESATTE.

L’ESEMPIO PIU SEMPLICE E DATO
DAL PIANO BUCATO RZ = R?\ {(0,0)}
CON LA FORMA w; DATA DA

—ydr + x dy
x2+y2 ’

w1 = (21)
QUESTA FORMA E CHIUSA: LO SI VEDE
APPLICANDO LA DEFINIZIONE.

INOLTRE, INDICATA CON 7; LA CIR-
CONFERENZA UNITARIA CENTRATA NEL-
L’ORIGINE, PERCORSA NEL VERSO ANTI-
ORARIO, SI TROVA

/ wy = 2m,
71

DUNQUE LA FORMA w; NON E ESATTA:
NON ESISTE, CIOE, ALCUNA FUNZIONE
REGOLARE f(x,y) TALE CHE df = w IN
R2

0.

ALTRIMENTI L INTEGRALE DI LINEA
DELLA FORMA w SI POTREBBE SCRIVE-
RE COME f(z1,y1) — f(xo,Yy0), ESSENDO
(0,Y0) E (x1,y1) GLI ESTREMI DELLA LI-
NEA.

MA SICCOME 7; E UNA LINEA CHIU-
SA, RISULTA (x0,%0) = (1,y1). QUINDI
L'INTEGRALE DI w, SE FOSSE UNA FOR-
MA ESATTA, SAREBBE NULLO.

LA FORMA w; E, SOSTANZIALMENTE,
L'UNICA FORMA CHIUSA NON ESATTA IN
R?*\{ (0,0) }, NEL SENSO PRECISATO DAL
SEGUENTE

TEOREMA. OGNI FORMA CHIUSA w DEL
PIANO BUCATO SI PUO SCRIVERE COME
Lw(Wl)

VT T Y

PRENDENDO UNA FORMA ESATTA w OoP-
PORTUNA.

DIMOSTRAZIONE. INDICATA CON w
UNA QUALUNQUE FORMA CHIUSA IN IR{%),
CONSIDERIAMO L’'INTEGRALE

Ly(m) = /%W,

DOVE 77 E LA CIRCONFERENZA UNITA-
RIA CENTRATA NELL'ORIGINE, PERCOR-
SA IN SENSO ANTIORARIO. ALLORA LA
FORMA 1) DATA DA

L()

lb:W—Twl

HA INTEGRALE NULLO LUNGO QUALUN-
QUE CURVA CHIUSA 7 C R3, DUNQUE E
ESATTA.

INFATTI LA FORMA 1) E IL DIFFEREN-
ZIALE DELLA FUNZIONE f(z,y) DEFINI-
TA PONENDO

f(z,y) :/7<w_%;1)w1)

DOVE 7 E UNA QUALUNQUE CURVA IN-
CLUSA IN R3 ED AVENTE PRIMO ESTRE-
MO IN UN PUNTO FISSATO (,1) € R3
E SECONDO ESTREMO NEL PUNTO VA-
RIABILE (z,9).
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LA COOMOLOGIA DI DE RHAM
DEL PIANO BUCATO

I. TEOREMA PRECEDENTE CONSEN-
TE DI TROVARE IL GRUPPO DI COOMO-
LOGIA H'(R3) DEL PIANO BUCATO RZ.

INFATTI H'(R2) E UNO SPAZIO QUO-
ZIENTE IN CUI DUE FORME SI CONSI-
DERANO EQUIVALENTI SE DIFFERISCO-
NO PER UNA FORMA ESATTA.

[ GENERICO ELEMENTO DI H!(R3) sI
RAPPRESENTA CON Awj, INTENDENDO
CHE L'ELEMENTO NULLO RAPPRESENTA
TUTTE LE 1-FORME ESATTE, MENTRE IL
PRODOTTO Awj; CON A # () RAPPRESEN-
TA TUTTE LE FORME CHIUSE w TALI CHE

/ w =27 \.
il

DUNQUE H'(R3) HA LA STESSA STRUT-
TURA DELL’INSIEME R DEI NUMERI REA-
LI.

GLI ALTRI SPAZI DI COOMOLOGIA DI
DE RHAM DEL PIANO BUCATO, CHE SI
INDICANO CON HF(R2) PER k # 1, so-
NO TUTTI BANALI, CIOE ISOMORFI ALLO
SPAZIO {0 }.

LA DEFINIZIONE GENERALE DEI GRUPPI
DI COOMOLOGIA DI DE RHAM HF(U) &
RICHIAMATA A PAG. 38.
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COCICLI

LE k-FORME CHIUSE AVENTI PER
DOMINIO UN DATO APERTO U C RY s1
DICONO COCICLI.

IL TERMINE E DOVUTO ALL’ANALO-
GIA CON I CICLI, ED AL FATTO CHE LE
FORME AGISCONO SUI CICLI MEDIANTE
INTEGRAZIONE, COME PRECISATO DAL
TEOREMA DI DE RHAM.

[’ INSIEME DELLE k-FORME CHIUSE
AVENTI PER DOMINIO L’APERTO U/ SI IN-
DICA CON Z*(U).

UNA 0-FORMA, CIOE UNA FUNZIONE
f, E UN COCICLO SE E SOLO SE df = 0,
DUNQUE SE E SOLO SE f E COSTANTE
SU CIASCUNA COMPONENTE CONNESSA
DI U.

OPERAZIONI SUI COCICLI

E FACILE DEFINIRE L’OPPOSTO —w
DI UN COCICLO w: BASTA CAMBIARE DI
SEGNO TUTTE LE COMPONENTI DI w.

SIMILMENTE, LA SOMMA DI DUE COCI-
CLI wy,ws € Z¥(U) ST OTTIENE SOMMAN-
DONE TERMINE A TERMINE LE COMPO-
NENTI.

IL COCICLO NULLO IN Z¥(U) & LA
k-FORMA LE CUI COMPONENTI SONO
IDENTICAMENTE NULLE.

COBORDI

ANCORA PER ANALOGIA CON IL CASO
DEI BORDI, SI CHIAMA COBORDO UNA
(k + 1) FORMA w € ZFYU) ESATTA,
CIOE TALE CHE ESISTA UNA k-FORMA 1)
SODDISFACENTE dv) = w.

L’INSIEME DEI COBORDI w € ZF+1(If)
SI DENOTA CON B L(lf).

SI CONVIENE CHE L’UNICO COBOR-
Do IN Z°(U), CIOE FRA LE FUNZIONI,
SIA LA FUNZIONE IDENTICAMENTE NUL-
LA. RisuLtA DUNQUE B(U) = {0}.
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GRUPPI DI COOMOLOGIA DI DE
RHAM

I GRUPPO DI COOMOLOGIA DI DE
RHAM H*(U) s1 OTTIENE DAL GRUPPO
DEI COCICLI Z*(U) PROCEDENDO COME
SEGUE.

INNANZITUTTO, TUTTI I COCICLI DI
Z¥(U) CHE SONO ANCHE COBORDI SI AS-
SIMILANO FRA LORO E SI RAPPRESENTA-
NO CON L’ELEMENTO NULLO DI H*(U).

POI, PER OGNI EVENTUALE COCICLO
w € Z¥(U) CHE NON SIA UN COBORDO,
SI ASSIMILANO AD ESSO I COCICLI COO-
MOLOGHI.

DUE COCICLI w,w’ € Z¥(U) st DICO-
NO COOMOLOGHI SE E SOLO SE LA DIF-
FERENZA w — w’ E UN COBORDO (UNA
FORMA ESATTA).

AD ESEMPIO, SIA w; € Z(R2) 1L co-
CICLO DEFINITO NELLA (21).

SOMMANDO AD w; UNA QUALUNQUE
1-FORMA ESATTA 1) SI OTTIENE IL CO-
CICLO w = wj + 1 COOMOLOGO AD w.

TUTTI 1 COCICLI w OTTENUTI IN QUE-
STO MODO COSTITUISCONO LA CLASSE
DI COOMOLOGIA DI w;, E RAPPRESEN-
TANO LO STESSO ELEMENTO DEL GRUP-
PO H'(R2).

IL TEOREMA DI DE RHAM (2/2)

FISSATA UNA k-FORMA DIFFERENZIALE
w IN UN APERTO U C RY, RESTA INDI-
VIDUATA LA FUNZIONE L,: Hp(U) — R
DATA DA

IN PRATICA, SI VEDE L’OPERAZIONE DI
INTEGRAZIONE COME UNA FUNZIONE IN
CUI LA VARIABILE INDIPENDENTE E IL
DOMINIO DI INTEGRAZIONE

CcE Hk(U)

LA SUDDETTA CONDIZIONE SIGNIFICA
CHE IN QUESTA TEORIA SI CONSIDE-
RANO SOLO DOMINI DI INTEGRAZIONE
k-DIMENSIONALI COL BORDO VUOTO,
CIOE SODDISFACENTI LA CONDIZIONE
oc = 0.

PER EFFETTO DELLE NOTE PROPRIETA
DI ADDITIVITA E DI LINEARITA DELL’IN-
TEGRALE, LA FUNZIONE L, RISULTA ES-
SERE UN’APPLICAZIONE LINEARE: EB-
BENE, IL TEOREMA DI DE RHAM ASSI-
CURA CHE NON CE NE SONO ALTRE.

IN ALTRI TERMINI, IL TEOREMA DI
DE RHAM ASSERISCE CHE OGNI APPLI-
CAZIONE LINEARE L: Hy(U) — R s1 OT-
TIENE INTEGRANDO UN’OPPORTUNA k-
FORMA w SUL DOMINIO VARIABILE c.

MA C’E DI PIU: L’APPLICAZIONE L,
E IDENTICAMENTE NULLA SE E SOLO SE
LA FORMA w E ESATTA.

DUNQUE L’ELEMENTO NULLO DELLO
SPAZIO (Hy(U))" DI TUTTE LE APPLICA-
ZIONI LINEARI L: Hy(U) — R CORRI-
SPONDE ALL’ELEMENTO NULLO DELLO
spAzIO H¥(U), E CIOE ALLE FORME E-
SATTE.
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CONTROESEMPI

COME ACCENNATO A PAG. 34, CO-
STRUIAMO ORA UN ESEMPIO IN CUI IL
GRUPPO DI OMOLOGIA H;(U) HA RANGO
INFINITO (DIMENSIONE INFINITA) E NON
E ISOMORFO AL SUO DUALE (Hi(U))* =
HY(U). PONIAMO

L{:RQ\U{(@O)}.

IN QUESTO CASO IL GRUPPO Hi(U) E
GENERATO DALLE CIRCONFERENZE ;
CENTRATE NEI PUNTI (7,0) E DI RAGGIO
1/2, PERCORSE NEL SENSO ANTIORA-
RIO.

INFATTI QUALUNQUE CURVA CHIUSA
v C U SI AVVOLGE UN CERTO NUME-
RO DI VOLTE (EVENTUALMENTE ZERO
VOLTE) INTORNO AD UN NUMERO FINI-
TO DEI SUDDETTI PUNTI, DUNQUE POS-
SIAMO SCRIVERE

Y= Z Zi Vi
i=1

ALLA CIRCONFERENZA ¥i RESTA ASSO-
CIATA LA FORMA w; DATA DA
 —ydr+ (v —1)dy

Z (x =) +y?

TUTTAVIA LE FORME w; NON BASTANO
A GENERARE IL GRUPPO DI COOMOLO-
GIA DI DE RHAM HY(U): INFATTI LA
FORMA

Wi
W = —

1=1 !
CHE E CHIUSA E NON E ESATTA, NON E
UNA COMBINAZIONE LINEARE (FINITA)
DELLE FORME wj.

UN ALTRO ESEMPIO SI OTTIENE PO-
NENDO

u =R\ J {1/ 0

DOVE R DENOTA IL PIANO BUCATO R3

=R*\ {(0,0) }.

IN QUESTO CASO IL GRUPPO Hi(U) E
GENERATO DALLA CIRCONFERENZA 7
CENTRATA NELL’ORIGINE E DI RAGGIO 2
INSIEME ALLE CIRCONFERENZE <; CEN-
TRATE NEI PUNTI (1/i, 0) E DI RAGGIO
r; = 1/(3i%), PERCORSE NEL SENSO AN-
TIORARIO.

ALLA CIRCONFERENZA vi RESTA AS-
SOCIATA LA FORMA w; DATA DA
—ydr + (v — x;) dy

FErAEE

= )

DOVE z; E L’ASCISSA DEL CENTRO DI 7;.
TALI FORME NON BASTANO A GENERA-
RE IL GRUPPO DI COOMOLOGIA DI DE
RHAM H'(U): INFATTI LA FORMA

Wi
W= Z =
=1
CHE E CHIUSA E NON E ESATTA, NON E

UNA COMBINAZIONE LINEARE (FINITA)
DELLE FORME w;.

IN PAROLE POVERE, LA FORMA w
NON CORRISPONDE A NESSUNA CUR-
VA CHIUSA vy PERCHE NON ESISTE UNA
CURVA CHE GIRI INTORNO A TUTTI I
PUNTI (1/i,0) MA NON INTORNO AL-
L’ORIGINE.
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CARATTERIZZAZIONE DELLE
FORME ESATTE

TEOREMA. E SEMPRE NULLO L’INTE-
GRALE DI UNA k-FORMA ESATTA w SU
DI UN DOMINIO k-DIMENSIONALE ¢ SEN-
ZA BORDO.

INFATTI L'INTEGRALE DI UNA FUN-
ZIONE f SUL DOMINIO (O-DIMENSIONALE

c= i)\ipia
i=1

CON \; € R E P, €U, E DATO DA

/szzij&-fm)-

MA SICCOME L’UNICA O-FORMA ESATTA
E LA FUNZIONE IDENTICAMENTE NUL-

LA, SI HA
/f:o.

PER COMPLETARE LA DIMOSTRAZIONE,
CONSIDERIAMO ORA UNA (k+1)-FORMA
ESATTA w, CHE VOGLIAMO INTEGRARE
SU DI UN DOMINIO (k + 1)-DIMENSIONA-
LE ¢ SENZA BORDO, CIOE SODDISFACEN-
TE LA CONDIZIONE Jc = {).

A TITOLO DI ESEMPIO POSSIAMO
PRENDERE kK = (0 E PENSARE AD UN
CAMPO VETTORIALE CONSERVATIVO F,
DA INTEGRARE SU DI UNA CURVA CHIU-
SA c.

SICCOME LA (k+1)-FORMA w E ESATTA,
PER DEFINIZIONE ESISTE UNA k-FORMA
1) TALE CHE di) = w, PERCIO POSSIAMO

SCRIVERE
/w = /dw.

MA ALLORA, PER IL TEOREMA DI STO-
KES (2) APPLICATO ALLA FORMA 1), RI-

SULTA
/w = .
c dc

RICORDANDO CHE Oc = (), SI CONCLUDE

CHE
/w =0,
C

COME VOLEVASI DIMOSTRARE.

COME CASO PARTICOLARE, L'INTE-
GRALE DI LINEA DI SECONDA SPECIE
DI UN QUALUNQUE CAMPO CONSERVATI-
VO, ESTESO AD UNA QUALUNQUE CURVA
CHIUSA, E NULLO.

VALE IL VICEVERSA: SE L'INTEGRA-
LE UNA DATA k-FORMA CHIUSA w SU
CIASCUN DOMINIO DI INTEGRAZIONE k-
DIMENSIONALE ¢, SENZA BORDO, RISUL-
TA SEMPRE NULLO, ALLORA LA FORMA
w E ESATTA.

INFATTI, SE RISULTA

/w:O

PER OGNI ¢ € Hi(U), VUOL DIRE CHE
L’APPLICAZIONE LINEARE L, ASSOCIA-
TA ALLA FORMA w E L’ELEMENTO NUL-
LO DELLO SPAZIO (Hp(U))* DELLE AP-
PLICAZIONI LINEARI L: Hi(U) — R.

PER IL TEOREMA DI DE RHAM, LO
SPAZIO (H(U))* E ISOMORFO A H*(U),
QUINDI GLI ELEMENTI NULLI DEI DUE
SPAZI ST CORRISPONDONO FRA LORO.

NE SEGUE CHE LA FORMA w DEVE ESSE-
RE L’ELEMENTO NULLO DI H*(U), CIOE
DEV’ESSERE UNA FORMA ESATTA.
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ESATTEZZA DI UNA FORMA
CHIUSA TRAMITE L’OMOLOGIA
DEL DOMINIO

UN’ALTRA NOTEVOLE CONSEGUEN-
ZA DEL TEOREMA DI DE RHAM E LA SE-
GUENTE.

CONSIDERIAMO UN APERTO U C R¥
IL CUI k-ESIMO GRUPPO DI COOMOLO-
GIA SIA IL GRUPPO BANALE {0 }.

ALLORA ANCHE IL DUALE (Hy(U))*
E IL GRUPPO BANALE {0 }.

PER IL TEOREMA DI DE RHAM SUSSISTE
UN ISOMORFISMO TRA IL GRUPPO DI
COOMOLOGIA ALGEBRICA (Hy(U))* E IL
GRUPPO DI COOMOLOGIA DI DE RHAM
H*({U), DUNQUE ANCHE QUEST’ULTIMO
E IL GRUPPO BANALE.

CIO SIGNIFICA CHE TUTTI I COCICLI
DI Z¥(U) (LE k-FORME CHIUSE) SONO
COBORDI (SONO ESATTE).

NEL CASO PARTICOLARE k£ = 1 SI
HA CHE OGNI 1-FORMA CHIUSA IN UN
APERTO U SEMPLICEMENTE CONNESSO
E ESATTA.

EQUIVALENTEMENTE: OGNI CAMPO
VETTORIALE TRROTAZIONALE IN UN A-
PERTO U SEMPLICEMENTE CONNESSO E
CONSERVATIVO.

NEL CASO PARTICOLARE k = 2 SI HA
CHE OGNI CAMPO VETTORIALE SOLE-
NOIDALE IN UN APERTO U4 FORTEMEN-
TE CONNESSO AMMETTE UN POTENZIA-
LE VETTORE.
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GLI ERRORI DEL PRINCIPIAN-
TE

ERRORE N. 1. L’ERRORE PIU COMU-
NE E QUELLO DI CREDERE CHE TUTTI I
CAMPI VETTORIALI IRROTAZIONALI SIA-
NO CONSERVATIVI.

PER CAPIRE CHE SI TRATTA DI UN
ERRORE BASTA VEDERE ANCHE UN SO-
LO CAMPO IRROTAZIONALE NON CON-
SERVATIVO, COME AD ESEMPIO

—yt+xj

F(x,y) = R

CHE QUESTO CAMPO NON SIA CONSER-
VATIVO LO SI CAPISCE CALCOLANDONE
L'INTEGRALE DI LINEA DI SECONDA SPE-
CIE LUNGO UNA QUALUNQUE CIRCONFE-
RENZA DEL PIANO xy CENTRATA NEL-
L’ORIGINE: IL RISULTATO NON E ZERO.

ERRORE N. 2. DELLO STESSO GENE-
RE E L’ERRORE DI CREDERE CHE TUTTI
I CAMPI SOLENOIDALI AMMETTANO PO-
TENZIALE VETTORE.

UN ESEMPIO DI CAMPO VETTORIALE
SOLENOIDALE CHE NON AMMETTE PO-
TENZIALE VETTORE E

rit+yj+zk

Im%%zyzcﬁ+y1+%pp'

A TALE PROPOSITO SI VEDA [18, ESEM-
P10 3.6, PAG. 505].

UNA VOLTA MESSI IN GUARDIA CIRCA I
DUE ERRORI SUDDETTI, E RESI EDOT-
TI DELLA CONDIZIONE SUFFICIENTE IL-
LUSTRATA A PAG. 41, TALUNI CADONO
NELL’ERRORE N. 3 DESCRITTO QUI DI
SEGUITO.

ERRORE N. 3. PRESUMERE CHE SE IL
DOMINIO DI UN CAMPO IRROTAZIONALE
NON E SEMPLICEMENTE CONNESSO, AL-
LORA TALE CAMPO NON POSSA ESSERE
CONSERVATIVO.

PER CAPIRE CHE SI TRATTA DI UN ER-
RORE BASTA VEDERE ANCHE UN SOLO
CAMPO (IRROTAZIONALE E) CONSERVA-
TIVO IL CUI DOMINIO NON SIA SEMPLI-
CEMENTE CONNESSO, COME AD ESEM-
PIO IL CAMPO

ri1+y)

F(xuy) - ($2+y2)3/2 :
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UN PROCEDIMENTO MECCANI-
CO

PER STABILIRE SE UN DATO CAMPO
VETTORIALE F' E CONSERVATIVO O NO,
SI PUO PROCEDERE COME SEGUE.

1. CALCOLARE IL ROTORE DEL CAMPO
DATO E VEDERE SE RISULTA rot F' = 0
IN TUTTO IL DOMINIO DI F'.

SE, IN QUALCHE PUNTO, SI TROVA
rot F' # 0, SI PUO CONCLUDERE CHE IL
CAMPO DATO NON E CONSERVATIVO.

SE, INVECE, RISULTA rot FF = 0 IN
TUTTO IL DOMINIO DI F', ALLORA BISO-
GNA ANDARE AVANTI.

2. GUARDARE SE IL DOMINIO DEL CAM-
PO E SEMPLICEMENTE CONNESSO. SE
LO E, ALLORA IL CAMPO F' SODDISFA-
CENTE rot F' = 0 IN TUTTO IL DOMINIO
E ANCHE CONSERVATIVO.

3. SE, INFINE, IL CAMPO DATO E IR-
ROTAZIONALE, ED IL SUO DOMINIO NON
E SEMPLICEMENTE CONNESSO, QUESTO
PROCEDIMENTO MECCANICO NON PUO
DARE LA RISPOSTA.

IN QUESTO CASO SI DOVRA PROCE-
DERE AD UNO STUDIO SPECIFICO, IL CUI
SUCCESSO NON E GARANTITO: Siamo
soli (VAsco RossI).
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La teoria dell’estensione lineare
un
nuovo ramo della matematica

esposto e commentato
tramite applicazioni agli altri rami della matematica
come pure
alla statica, alla meccanica, alla teoria del magnetismo
e alla cristallonomia
da
Hermann Grassmann
insegnante dell’istituto Federico Guglielmo a Stettino
Con 1 figura

Lipsia, 1844
Editore Otto Wigand

Prefazione

[omissis] Il primo impulso me lo diede la considerazione del negativo in geometria; mi
abituai a considerare i segmenti AB e BA come grandezze opposte; da cio deducendo
che quando A, B, C' sono punti di una stessa retta deve aversi AB + BC' = AC sia quan-
do AB e B(C sono concordemente denotati, sia quando sono denotati discordemente, cioe
quando C sta tra A e B. In quest’ultimo caso AB e BC sono intesi non come semplici
lunghezze, ma vi si abbina la loro direzione, rispetto alla quale essi sono opposti. Cosi si
impose la differenza fra la somma delle lunghezze e la somma di tali segmenti, nei quali
si tiene conto della direzione. Da qui discese la necessita di precisare il concetto di som-
ma non solo nel caso in cui i segmenti hanno orientazione uguale o opposta, ma anche
in ogni altro caso. Cio si poté realizzare in un modo semplicissimo, ponendo che si ab-
bia AB + BC' = AC anche quando A, B, C non giacciono sulla stessa retta. Con cio era
compiuto il primo passo che avrebbe in seguito condotto al nuovo ramo della matematica
descritto nella presente opera. Ma non immaginavo assolutamente a quale ricco e frut-
tuoso campo fossi arrivato; anzi questi risultati mi sembravano poco interessanti, finché
non li ho combinati con un’altra idea modificata. Piu precisamente, mentre studiavo il
concetto di prodotto in geometria, cosl come veniva inteso da mio padre®, mi venne in
mente che non solo il rettangolo, ma anche il parallelogramma si doveva intendere co-
me il prodotto di due lati consecutivi, a patto che ancora una volta si tenesse conto non
del prodotto delle lunghezze, ma dei due segmenti tenendo conto delle loro direzioni. Se
ora metto in combinazione questo concetto di prodotto con quello di somma descritto in
precedenza, ne consegue la piu evidente armonia [omissis]

* Vedasi la Teoria dello spazio, vol. 11, pag. 194, di J. G. Grassmann e Trigonometria, pag. 10 del medesimo.



SU
CERTE ESPRESSIONI DIFFERENZIALI
ED IL
PROBLEMA DI PFAFF

DEL siG. ELIE CARTAN

[omissis] Il presente lavoro costituisce un’esposizione del problema di Pfaff fondata sul-
la considerazione di certe espressioni differenziali simboliche, intere ed omogenee rispetto
ai differenziali di n variabili, i coefficienti essendo funzioni qualunque di tali variabili.
Tali espressioni possono essere assoggettate alle consuete regole del calcolo, a condizio-
ne di non cambiare I'ordine dei differenziali in un prodotto. Il calcolo di tali quantita e,
in definitiva, quello delle espressioni differenziali che si mettono sotto il segno di integra-
le multiplo. Tale calcolo presenta inoltre numerose analogie con il calcolo di Grassmann;
esso e peraltro identico al calcolo geometrico di cui si serve il sig. Burali-Forti in un re-
cente Libro.

E chiaro che, se si effettua un cambiamento di variabile, un’espressione differenziale
di grado p si trasforma in un’espressione differenziale di grado p rispetto ai nuovi diffe-
renziali. Nel caso di un’espressione di Pfaff, che e di primo grado®, le si puo associare
un’altra espressione differenziale di secondo grado, che ¢ un covariante rispetto ai cam-
biamenti di variabile e che non e altro che il covariante bilineare di Frobenius e del sig.
Darboux; io lo chiamo la derivata dell’espressione di Pfaff. Ma, grazie alla nozione delle
espressioni differenziali simboliche, tale covariante e il primo termine di una successio-
ne di covartanti simbolici del terzo, quarto, ..., grado, che si deducono intuitivamente
dall’espressione di Pfaff e dalla sua derivata tramite moltiplicazioni; esse costituiscono
le derivate terza, quarta, ...dell’espressione di Pfaff, essendo la derivata p-esima di gra-
do p+ 1. [omissis]

*E una 1-forma (N.d.T.)
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