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CAMPI
ARMONICI




Campi Armonicl

Le funzioni temporali relative alle grandezze che definiscono un
campo dipendono dalle funzioni delle sorgenti pe J .

In ingegneria le funzioni sinusoidali nel tempo hanno una larga

applicazione, infatti:

« tutte le funzioni periodiche nel tempo possono essere sviluppate
In serie di Fourier di componenti armoniche sinusoidali

« |e funzioni transitorie non periodiche possono essere espresse
come integrali di Fourier.

Poiché le equazioni di Maxwell sono equazioni differenziali
lineari, le variazioni sinusoidali nel tempo delle funzioni sorgenti
per una data frequenza, produrranno variazioni sinusoidali di E e H
con la stessa frequenza in regime permanente.




Campi Armonicl

Per le funzioni sorgenti con una dipendenza dalla variabile tempo
arbitraria, 1 campi elettrodinamici possono essere determinati In
funzione di quelli generati dalle componenti alle diverse frequenze
delle funzioni sorgenti. Per i sistemi lineari, I’applicazione del
principio di sovrapposizione degli effetti consentira di determinare
Il campo totale dovuto ai contributi di tutte le componenti.

| campi armonici nel tempo sono | campi che variano con legge
periodica sinusoidale. Le grandezze che li caratterizzano sono
convenientemente espresse con la notazione fasoriale. Per esempio
un campo E armonico nel tempo riferito a una cosinusoide, pud
essere espresso come:

E(x,Y,z,t) = Re[E(x, Y, z)ej‘”t]

dove E & un fasore definito in direzione modulo e fase.




Campi Armonicl

| fasori sono grandezze complesse per cui:
se il campo E(X,y,z,t) é rappresentato da un fasore E(X,y,z)

allora % E(xy.20) : [ E(cy.z byt

Si potranno rappresentare rispettivamente con i fasori:

jo E(x,y,2) e E(xy,2)/ jo

Derivate e integrali temporali di ordine superiore potranno essere
rappresentati rispettivamente moltiplicando e dividendo il fasore

E(X,y,z) per potenze superiori di ja.
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Equazioni di Maxwell fasoriall

Le equazioni di Maxwell per le grandezze armoniche nel tempo in
termini di fasori di campo (E , H ) e fasori delle sorgente (p,J) In
un mezzo lineare, 1Sotropo € omogeneo:

notazione fasoriale:

VXE——@ (VXE =—imB=—imuH

< o gy (ETeR o
— - 8D VxH=J+]JoD=J+]weE

VxH=J+—
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Equazioni di Helmholtz non omogenee

Le equazioni delle onde armoniche nel tempo per il potenziale
scalare V e Il potenziale vettore A diventano:

notazione fasoriale:

2 . 2 S _ —
VIA-pe ot2 =—nl VZA—pue (j(o)ZA:—uJ

| p
82\/_ P VV —pue (joo)zV:—p

e

2
con (jo) =-’ —>(\/E)2 ®” :%:kz

esse sono le equazioni di Helmholtz non omogenee (notazione fasoriale)

ViV + kv =P essendo k il numero d'onda
E
<
VEIA+KA=—u] k=wm us;:% 5




Equazioni di Helmholtz non omogenee

La condizione di Lorentz per i potenziali: v.A+ Iuga—v -0

diventa: V- A+ JoueV =0 o
Le soluzioni fasoriali delle equazioni di Helmholtz non omogenee
si ottengono da quelle dei campi non armonici:

V(Rt) = jp(t_RR/”) dv' A(Rt)= fnj -

Are v

considerando che le sorgenti p e J sono sinusoidali:

(p cos{co (t ——H =p cos(mt —@] =p cos(mt—kR)

u u

jcos{w (t——ﬂ =] cos(mt—ﬁj =Jcos(wt—kR)

Py

A

u u

k :9—> o=ku
u




Soluzioni delle equazioni di Helmholtz non omogenee

Possiamo usare la notazione fasoriale:

p cos (ot—kR)]|= Re{p e I¥ ’”t} = si associa il fasore p e ¥

Jcos [(O)t _kR)]:Re{j e I “"t} = si associa il fasore J e

le espressioni dei potenziali scalare e vettoriale ritardati dovute alle
sorgenti armoniche diventano:

notazione fasoriale:
cosw(t—R/ ~ kR
jp (i =RIu) 4 I:>V(R jpe dv'
€. A\

— jkR

o(t—R/ J :
Alfun\'/[ u I:> A R v




Soluzioni delle Equazioni di Helmholtz non omogenee

Poiché lo sviluppo in serie di Taylor del fattore esponenziale é:
k*R*

e M =1- jkR+
dove k puo essere espresso i funzione della lunghezza d’onda A = %

2
del mezzo: k = Zf

se la distanza R « A, il termine e /%R puo essere approssimato a 1.

= 2;. Nel caso in cul kR = 2n§ « 1, quindi

Percio, se la distanza R e molto piccola rispetto alla lunghezza
d’onda A, le formule si riducono a quelle valide per le condizioni
quasi statiche:

V(R) =

jp dv'  A(R)="|



Procedura generale in presenza di sorgenti

La procedura formale per la determinazione dei campi elettrici e
magnetici dovuti alle distribuzioni di corrente e cariche armoniche
e la seguente:

1) determinazione dei fasori V(R) e A(R) dalle equazioni:
— jkR

L 7 —JkR
V (R) :471ng./)€ vt A(R)=[LE

= dv'
R Ar: R

2) calcolo dei fasori: E(R)=-VV - jod e B(R)=VxA4
3) calcolo del valori istantanei con riferimento al coseno:

ERO-[ER)e™] ¢ BRY-%[BR)™]

Il grado di difficolta del problema dipende dalla difficolta di risoluzione delle
Integrazioni al punto 1) 10




Campo armonico in un mezzo non conduttore

In un mezzo semplice privo di perdite (non conduttore) e di cariche
libere:

p=0,J=0, y=0

Le quattro equazioni di Maxwell si riducono alle seguenti:
VxE=—jouH V-E=0
VxH = jocE V-H=0
Le equazioni possono essere combinate per ottenere equazioni del
secondo ordine alle derivate parziali espresse in funzione di E e H

e si ottengono cosi le equazioni di Helmholtz vettoriali omogenee:

VZE+Kk?’E=0

2
_ con k2 — wj .
V2H +k*H =0 ( v

i
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Campo armonico in un mezzo non conduttore

Infatti dalla prima equazione di Maxwell:
VxVxE =Vx(—jouH)
_V’E = —ja),u(V X ﬁ) = —ja)y( ja)gg)
V2E + @’ ucE =0

Dalla seconda.
VxVxH=Vx(josE)
~V?H = ja)g(—ja)yﬁ): — jf0’ucH
VZH + 0 ueH =0

Ricordiamo che.

VxVx?:V(V?)—VZ?sev-?:O:VxVx?:—sz 12



Campo armonico in un mezzo conduttore

Si noti che se (E, H) sono soluzioni delle equazioni di Maxwell in
un mezzo semplice caratterizzato da € e p, allora anche (E', H')

lo sono se:

— E
F=nH ¢ H=-—""

4

mo, .
dove 7=,/— él’impedenza intrinseca del mezzo.

&

Infatti e facilmente dimostrabile che le equazioni di Maxwell per
un mezzo semplice privo di sorgenti, sono Invarianti per le
trasformazioni lineari specificate nelle relazioni (***).

Questa e una affermazione del principio di dualita. Questo
principio e una conseguenza della simmetria delle equazioni di

Maxwell in un mezzo semplice privo di sorgenti.
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Campo armonico in un mezzo conduttore

Se il mezzo ha perdite (conduttore, y#£0), circolera una corrente
J=yE, e la seconda equazione di Maxwell diventa:

VxH=J+jwD con D=¢E

Jw
ha la stessa espressione che assume nel caso privo di perdite, ma la
permettivita e complessa

. 1 e mn . F
E, =& —J& =8—]1 —
le altre equazioni rimangono invariate.
Analogamente occorre tener conto della componente sfasata della

magnetizzazione dovuta alla influenza di un campo magnetico
esterno variabile nel tempo, per cui alle alte frequenze:

pr=u'—ju’ y

VXﬁZ(}/-F ja))E:ja)(8+_}/)E=ja)écE




Campo armonico in un mezzo conduttore

Percio, il valore reale di k in un conduttore, o in dielettrico con
perdite, € un numero complesso:

o k; = w4,
Il rapporto — € chiamata tangente di perdita perche € una misura
&
] ] . 8" 7/
della perdita di potenza nel mezzo: tand, = — =
& eE

0. , Chiamato angolo di perdita

Si puo dimostrare che:

1’energia dissipata/ per ciclo della grandezza di campo
1’energia elettrostatica accumulata/ per ciclo della grandezza di campo

tano, =
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Campo armonico in un mezzo conduttore

Sulla base della espressione di &,
* Un mezzo é detto buon conduttore se y>> we
* UNn mezzo é detto buon isolatore se we>> y.

Quindi, essendo w=2#f, un materiale puo essere un buon conduttore
alle basse frequenze, ma puo avere le proprieta di un dielettrico
(con perdite) alle frequenze molto alte.

Esempio: terra umida, €, =10, y= 102 [S/m]

"’ 10”
tang,="—=—=—"

e’ we  weye, - 27zf-(8.85610_12)-10

c

tans. — {1-8 10* per i segnali con f =1kHz — & un buon conduttore

1.8 10°° per i segnali con f =1GHz — diventa un isolatore
16



Campo armonico in un mezzo conduttore

V=VFpcos faxt)

Su tutti 1 punti di un campione di materiale
caratterizzato da una conducibilita y e una
permettivita €., un campo E induce:

* Sia un vettore spostamento D che comporta
un’energia elettrostatica accumulata

1

mi

D=¢.
* sia una densita di corrente J che comportauna  j_ vE
dissipazione di potenza per effetto joule

se we>>y un campo elettrico E induce nel materiale un vettore
spostamento D prevalente rispetto alla densita di corrente J, per cui
prevale il comportamento della materia come isolante che consente un
accumulo di energia elettrostatica.

se we<<y un campo elettrico E induce nel materiale una densita di
corrente J prevalente rispetto al vettore spostamento D , per cui prevale il
comportamento della materia come conduttore con una dissipazione di
energia legata alla resistivita del mezzo. 17




Campo armonico in un mezzo conduttore

Si possono evidenziare tre punti fondamentali:

* le equazioni di Maxwell e quindi le equazioni di Helmholtz sono
valide per onde di frequenza qualsiasi.

Esse sono state verificate sperimentalmente per tutto lo spettro
elettromagnetico ossia per valori della frequenza che vanno da
frequenze molto basse, sino ai raggi X e gamma ( f >1018 Hz).

* In un mezzo privo di perdite tutte le onde elettromagnetiche di un
qualsiasi campo di frequenza, si propagano con la stessa velocita
u che dipende solo dalla natura del mezzo:

u=1//ue

* In un mezzo con perdite, la velocita di propagazione u e un
operatore complesso e dipende anche dalla frequenza e dalla

conducibilita del mezzo y
0 =1/ i 18




Spettro elettromagnetico

LUNGHEZZ A
DENOMINAZIONE SIGLA | FREQUENZA |ph el
FREQUENZE ESTREMAMENTE BASSE ELF |0 - 2kHz ~ 100Km
FREQUENZE BASSISSIME WwLF |3 - 30kHz 100 - 10Km
FREQUENZE BASSE
(ONDE Lurahey - |LF a0 - 300kHz | 10 - 1Km
MEDIE FREQUENZE 300kHz -
(ONDE MEDIE) MF amnz 1krn - 100m
RADIOFREQUENZE
ALTE FREQUENZE |HF |3 -30MHz | 100 - 10m
FREQUENZE
ALTISSIME (OMDE  |WHF |30 - 300MHz |10 - 1m
METRICHE]
OMDE 300MHz -
DECIMETRICHE URF  1agh2 1rn - 10cm
OMDE
MICROOMNDE T METRIchE  |SHF |3-30GHz |10 - Lem
OMDE
MILLIMETRICHE EHF 30 - 2005Hz 1cm - 1mm
1000 -
INFRAROSSO IR 0,3 - 385THz |5 Tgmm
LUCE WISIRILE VL  |385 - 750THz | 720 - 400nm
750 -
ULTRAVIOLETTO w3 400 - 100nAm
RADIAZIONT IOMIZZANTI y ~ 3000THz | = 100nm

y rays
X rays

Ultraviolet

Visible light

Infrared

Mm wave

EHF Extremely high frequency
SHF Super high frequency
UHF Ultra high frequency
VHF \Very high frequency

HF High frequency

MF Medium frequency

LF Low frequency

VLF Very low frequency
ULF Ultra low frequency
SLF  Super Low frequency
ELF Extremely low frequency
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Spettro elettromagnetico

LINEE DI DISTRIBUZIONE

APPARECCHIATURE UV PER
DELLENERGIA ELETTRICA

ABBRONZATURA ARTIFICIALE

o TRASMISSIONI RADIO
j& A MODULAZIONE DI FREQUENZA
N E TELEVISIVE LAMPADE A
! INCANDESCENZA
——_s v 'f" S - - FORN! A
4| ROONDE RAGGI X
M‘. o NDE PER USO MEDICO
CAM"‘ ¥ .
STATIC! KA TRASMISSIONI RADIO
1 rj SU ONDE MEDIE
- '
10° 10* 107 1 10° 10* 10 10"
| | | | | 1 | |
LUNGHEZZA D'ONDA [m] ]
FREQUENZA [Hz] |
1 | 1 | | | | 1 |
10° 10* 10°* 10* 10" 10 10" 0" 10" 10*
R — S
e ARADIOFREQUENZE INFRAROSSO | RAGGI X
FREQUENZE A
MOLTO BASSE (ELF) (RF) Min:S')‘s:“D[ (IR} ? ULTRAVIOLETTO
L RADIAZIONI
RADIAZIONI NON IONIZZANTI E I IONIZZANTI

Frequency in Hz

p—

/

e

Red Orange

700
| (4.3 x 104 Hz)

€00

Yellow

Visible light
Green

550

Wavelength in nm

Blue

Violet

400
(7.5 x 10'*Hz)
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