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Modelliamo la dinamica termica di un appartamento equipaggiato da un sistema 
di climatizzazione

Vista 3D
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Temperature di sistema
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𝜌𝑉𝑖𝑐𝑎
𝑑𝑇𝑖 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑄𝑖

𝑖𝑛 𝑡 − 𝑄𝑖
𝑜𝑢𝑡(𝑡)

Dinamica della stanza i-esima

𝑉𝑖 = volume dell’ambiente

𝜌 = densità dell’aria

𝑐𝑎 = calore specifico dell’aria

Perdite

𝑄𝑖
𝑜𝑢𝑡 𝑡 = 𝑄𝑖

𝑐𝑐 𝑡 + 𝑄𝑖
𝑣 𝑡

𝑄𝑖
𝑐𝑐 𝑡 è il termine che include gli scambi termici per conduzione e 

convezione con gli ambienti adiacenti (inclusi il suolo e l’ambiente esterno) 
attraverso le pareti, le finestre, il pavimento ed il soffitto. 

𝑄𝑖
𝑣 𝑡 include le perdite dovute al sistema di ventilazione che 

area l’ambiente con un periodico ricambio d’aria con l’esterno.

Principio di conservazione dell’energia:

𝑄𝑖
𝑖𝑛 𝑡 [W]    Potenza in ingresso nell’ambiente

𝑄𝑖
𝑖𝑛 𝑡 [W]    Potenza in uscita dall’ambiente (perdite)
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𝑄𝑖
𝑐𝑐 𝑡 = ෍

𝑗=−1

𝑁

𝐴𝑖,𝑗𝑈𝑖,𝑗(𝑇𝑖(𝑡) − 𝑇𝑗(𝑡))

I termini della sommatoria in cui l’indice 𝑗 varia da 1 ad 𝑁 (𝑁 è il numero 
degli ambienti dell’appartamento) si riferiscono agli scambi termici con i 
vari ambienti. 

Il termine 𝑗 = −1 modella lo scambio termico attraverso il pavimento (in esso 
si considera usualmente costante la temperatura 𝑇−1(𝑡) del suolo)

Il termine 𝑗 = 0 modella invece lo scambio termico con l’ambiente esterno

𝐴𝑖,𝑗 è la superficie esposta che separa gli ambienti 𝑖 e 𝑗

𝑈𝑖,𝑗 è il coefficiente di scambio termico globale.  Esso si determina eseguendo 

una media pesata che include i vari elementi inclusi nella superficie di 
separazione (ad esempio porte o finestre)

𝑈𝑖,𝑗 =
σ𝑘 𝐴𝑖,𝑗,𝑘𝑈𝑖,𝑗,𝑘

𝐴𝑖𝑗
෍

𝑘

𝐴𝑖,𝑗,𝑘 = 𝐴𝑖𝑗

Perdite per conduzione e convezione
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Unità di ventilazione con 
recupero del calore

𝑄𝑖
𝑣 𝑡 = 1 − 𝛽 𝑐𝑎𝜌𝑞𝑖(𝑇𝑖(𝑡) − 𝑇0(𝑡))

𝑞𝑖 = portata volumetrica. 

𝛽 =efficienza di recupero del calore

Principio di ventilazione alternata. A intervalli 
regolari la direzione del flusso dell’aria viene 
invertita, consentendo così di immettere aria 
esterna o estrarre aria viziata dagli ambienti. Il 
calore contenuto all’interno dell’aria espulsa 
dagli ambienti viene accumulato all’interno 
dell’unità di ventilazione (ad esempio mediante 
materiali ceramici) e viene successivamente 
ceduta all’aria fresca in ingresso durante la fase 
di immissione in ambiente.

perdite per ventilazione
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𝑄𝑖
𝑖𝑛 𝑡 = 𝑄𝑖

ℎ 𝑡 + 𝑄𝑖
𝑠𝑜𝑙 𝑡 + 𝑄𝑖

𝑖𝑛𝑡 𝑡

Potenze in ingresso

𝑄𝑖
ℎ 𝑡 Potenza termica  trasferita all’ambiente dall’unita di 

riscaldamento. 

𝑄𝑖
𝑠𝑜𝑙 𝑡 Potenza termica trasferita all’ambiente per effetto della 

radiazione solare che attraversa le superfici trasparenti

𝑄𝑖
𝑖𝑛𝑡 𝑡 Potenza termica trasferita all’ambiente per effetto degli 

occupanti, dell’ impianto di illuminazione, e di altre 
eventuali apparecchiature.
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𝑄𝑖
ℎ 𝑡 = 𝑢𝑖(𝑡) Consideriamo un sistema di riscaldamento radiante 

equipaggiato di un proprio sistema di regolazione in 
grado di imporre la potenza termica  trasferita ad ogni 
ambiente. 

Se il riscaldamento/raffrescamento della stanza è invece realizzato mediante un 
condizionatore che immette nell’ambiente i-esimo una determinata portata 

volumetrica 𝑞𝑐
𝑖(t) di aria alla temperatura 𝑇𝑐

𝑖(t) si avrà:

𝑄𝑖
ℎ 𝑡 = 𝑐𝑎𝜌𝑞𝑐

𝑖(𝑡)(𝑇𝑐
𝑖(t) − 𝑇𝑖(𝑡))

𝑢𝑖(𝑡) sono pertanto le variabili manipolabili nel modello matematico 
che stiamo realizzando

Unità di riscaldamento. 
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Radiazione solare attraverso le superfici vetrate

Radiazione diretta, diffusa e riflessa

Radiazione assorbita e respinta 
dalla superficie vetrata

Meccanismi di 
trasmissione del calore
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𝑄𝑖
𝑠𝑜𝑙 𝑡 = ෍

𝑘=1

𝑁𝑤

𝑔𝑖,𝑘𝑆𝐶𝑖,𝑘𝐴𝑖,𝑘Φ𝑘(𝑡)

Radiazione solare attraverso le superfici vetrate

𝑁𝑤 = numero di finestre

𝑔𝑖,𝑘= Fattore di guadagno solare per  vetro standard di riferimento della 

finestra k-esima

𝐴𝑖,𝑘 area della finestra [𝑚2]

𝑆𝐶𝑖,𝑘 «shadow coefficient». Il fattore SC tiene conto della natura e dello 

spessore del vetro in relazione al vetro di riferimento (ovviamente, SC = 1 
per il vetro standard e SC < 1 per vetro più spesso o colorato). 

Φ𝑘 𝑡 Radiazione solare incidente sul piano della finestra [𝑊/𝑚2]
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𝜉
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𝑪𝒂𝒍𝒄𝒐𝒍𝒐 𝒅𝒊 𝜱𝒌(𝒕)

Il valore istantaneo Φ𝑘(𝑡) della radiazione incidente su un piano avente 
orientazione ed angolo di inclinazione prefissati si può determinare analiticamente 
mediante vari modelli approssimati. Utilizziamo il modello «AHSRAE clear sky».

Dati di ingresso:

Latitudine  (𝜆) e longitudine (𝜑)  del sito. 

Giorno dell’anno: 𝑔 (compreso fra 1 e 365)

Ora del giorno: 𝑡 (compreso fra 0 e 24, espresso in ore)

Cagliari:    𝜆 = 39.22° 𝜑 = 9.11°

Orientazione del piano: 𝜓 𝜓 = 0 𝑆𝑈𝐷 𝜓 = 90 𝐸𝑆𝑇

𝜓𝑠 = 180 𝑁𝑂𝑅𝐷 𝜓 = 270 𝑂𝑉𝐸𝑆𝑇

Inclinazione (tilt) del piano: 𝜉 𝜉 = 0 𝑃𝑖𝑎𝑛𝑜 𝑜𝑟𝑖𝑧𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒

𝜉 = 90 𝑃𝑖𝑎𝑛𝑜 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙𝑒

Longitudine del meridiano centrale del fuso orario in cui si trova il sito 𝜑𝑢 = 15 °
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Procedura di calcolo (modello AHSRAE clear sky)

Angolo giornaliero:

𝑤 = g 𝜋/180 𝑒𝑠𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑜 𝑖𝑛 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑡𝑖

Declinazione solare:

Formula approssimata di Cooper (inclusa la 
conversione in radianti del risultato). 

𝑑 = 23.45
𝜋

180
𝑠𝑖𝑛 2 𝜋

𝑔 + 284

365

Equazione del tempo

e = 0.42 cos(w)−3.23 cos(2w)−0.09 cos(3w)−7.35∗sin(w)−9.39 sin(2w)−0.34 sin(3w)

Angolo orario solare

𝜔 𝑡 = 15 ∗ 𝑡 − 12 + 0.25 ∗ (𝑒 − 4(𝜑 − 𝜑𝑢))
0 < 𝑡 < 24

𝑡 espresso in ore

𝜑,𝜑𝑢 espressi in gradi
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Radiazione extra-atmosferica virtuale

𝐴 = 1150.25 + 72.43 𝑐𝑜𝑠 0.95 𝑔
𝜋

180
+ 34.25𝑠𝑖𝑛 0.017 𝑔

𝜋

180
+ 1.5 𝑙𝑜𝑔(𝑔);

Coefficiente d'estinzione dell'atmosfera

𝐵 =
1

6.74 + 0.026 𝑔 − 5.13 10−4 𝑔2 + 2.24 10−6𝑔3 − 2.8 10−9 𝑔4

Fattore di radiazione diffusa

𝐶 =
1

16.9 + 10−4 𝑔 − 8.65 10−4 𝑔2 + 3.93 10−6𝑔3 − 4.005 10−9 𝑔4
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Altezza solare

𝛽(𝑡) = asin 𝑠𝑖𝑛 𝜆 𝑠𝑖𝑛 𝑑 + 𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝑐𝑜𝑠 𝑑 𝑐𝑜𝑠(𝜔(𝑡))

Se la formula precedente fornisce un valore negativo per 𝛽(𝑡) tale valore va 
modificato nel valore nullo (in quanto individuerebbe il sole sotto la linea 
dell’orizzonte).  L’espressione si corregge pertanto come segue:

𝛽(𝑡) = max asin 𝑠𝑖𝑛 𝜆 𝑠𝑖𝑛 𝑑 + 𝑐𝑜𝑠 𝜆 𝑐𝑜𝑠 𝑑 𝑐𝑜𝑠(𝜔(𝑡)) , 0

Azimut solare  (positivo verso Est, negativo verso Ovest)

𝜙 𝑡 =

acos
𝑠𝑖𝑛 𝛽(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝜆 − 𝑠𝑖𝑛 𝑑

𝑐𝑜𝑠 𝛽(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 𝜆
0 < 𝑡 ≤ 12

−acos
𝑠𝑖𝑛 𝛽(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝜆 − 𝑠𝑖𝑛 𝑑

𝑐𝑜𝑠 𝛽(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 𝜆
12 < 𝑡 ≤ 24
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Angolo di incidenza della radiazione solare diretta

𝜃(𝑡) = acos 𝑐𝑜𝑠 𝛽(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 𝜙(𝑡) − 𝜓 sin(𝜉) + 𝑠𝑖𝑛 𝛽(𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝜉)

Se la formula precedente fornisce un valore per 𝜃(𝑡) maggiore di 𝜋/2 , il valore di 
𝜃(𝑡) va saturato a 𝜋/2. L’espressione si corregge pertanto come segue:

𝜃(𝑡) = min acos 𝑐𝑜𝑠 𝛽(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 𝜙(𝑡) − 𝜓 sin(𝜉) + 𝑠𝑖𝑛 𝛽(𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝜉) ,
𝜋

2

Intensità della radiazione diretta incidente sulla superficie:

𝐼𝐷𝐼𝑅(𝑡) =

0 𝛽 𝑡 = 0
𝐴

𝑒
𝐵

sin(𝛽(𝑡))

cos 𝜃(𝑡) 𝛽 𝑡 > 0
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Fattore di vista tra la superficie considerata e la volta celeste

𝐹 =
1 + cos 𝜉

2

Intensità della radiazione diffusa incidente sulla superficie:

𝐼𝐷𝐼𝐹𝐹 𝑡 =
𝐴 𝐶 𝐹

𝑒
𝐵

sin(𝛽(𝑡))

Intensità della radiazione riflessa incidente sulla superficie:

𝐼𝑅𝐼𝐹𝐿 𝑡 =
𝐴

𝑒
𝐵

sin(𝛽(𝑡))

𝐶 + sin(𝛽(𝑡)) ⋅ 𝐴𝐿𝐵 ⋅ (1 − 𝐹)

Φ𝑘 𝑡 = 𝐼𝐷𝐼𝑅(𝑡)+𝐼𝐷𝐼𝐹𝐹(𝑡)+𝐼𝑅𝐼𝐹𝐿(𝑡)

Intensità della radiazione totale incidente sulla superficie:

[𝑊/𝑚2]
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function [Q tau]=calcolo_RadiazioneSolare(g,csi,psis)

% Questa function calcola la radiazione totale incidente in un giorno generico su 

% una superficie orientata arbitrariamente sita in Cagliari.

% Sintassi:    [Q t]=calcolo_RadiazioneSolare(g,INC,OR)

% g= giorno dell'anno (1=primo gennaio. 365= 31 dicembre.)

% INC è l'inclinazione della superficie (parete verticale INC=90. Solaio 

%orizzontale: INC=0;)

% OR è l'orientazione (OR=0: Sud. OR=90: Est. OR=180: Nord. OR=270: Ovest)

% Q [W/m^2] è la radiazione totale incidente sul piano.

% La radiazione viene calcolata secondo il modello semiempirico «Clear sky Ashrae

% model». Il modello prevede cielo sereno. 

% La funzione calcola la radiazione lungo l'intera giornata, con step di 1 ora.

% t [h] è il vettore degli istanti di tempo in cui si valuta la radiazione.

% Impostare il coefficiente di albedo ALB del terreno circostante (default = 0.3)
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[Qs tau]=calcolo_RadiazioneSolare(1,90,0);

[Qe tau]=calcolo_RadiazioneSolare(1,90,90);

[Qn tau]=calcolo_RadiazioneSolare(1,90,180);

[Qw tau]=calcolo_RadiazioneSolare(1,90,270);

figure(1)

subplot(2,2,1)

plot(tau,Qs);

title('Parete verticale esposta a SUD');

xlabel('Tempo [h]');

ylabel('Radiazione totale incidente W/m^2');

grid;

subplot(2,2,2)

plot(tau,Qe);

title('Parete verticale da EST');

xlabel('Tempo [h]');

ylabel('Radiazione W/m^2');

grid;

subplot(2,2,3)

plot(tau,Qn);

title('Parete verticale da NORD');

xlabel('Tempo [h]');

ylabel('Radiazione W/m^2');

grid;

subplot(2,2,4)

plot(tau,Qw);

title('Parete verticale da OVEST');

xlabel('Tempo [h]');

ylabel('Radiazione W/m^2');

grid;

1 gennaio (g=1)

Parete verticale (𝜉 = 90°)

4 orientazioni diverse (S-E-N-W) 
𝜓𝑠 = 0, 90°, 180°, 270°
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1 gennaio (g=1) Parete verticale (𝜉 = 90°)

4 orientazioni diverse (S-E-N-W) 
𝜓𝑠 = 0, 90°, 180°, 270°

S E

N W

Radiazione solare 
massima per una 
superficie esposta a 
sud. La radiazione su 
una superficie esposta 
a nord è un ordine di 
grandezza inferiore.
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https://re.jrc.ec.europa.eu/pvg_tools/it/#MR

All’indirizzo web

possono essere scaricati dati storici orari di irraggiamento solare acquisiti 
mediante analisi satellitari. 
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𝑸𝒊
𝒊𝒏𝒕 𝒕

Tutti i valori riportati nei precedenti prospetti sono riferiti al 𝑚2 di area 
climatizzata netta. In assenza di informazioni esatte la sua estensione può essere 
ottenuta moltiplicando la corrispondente area lorda per un fattore 𝑓𝑛, ricavabile 
in funzione dello spessore medio delle pareti di contorno 𝑑𝑚: 

- Apporti termici interni

𝑄𝑖
𝑖𝑛𝑡 𝑡 = 𝑄𝑖

∗ 𝑡 𝐴𝑖 𝑓𝑛𝑖

𝑸𝒊
∗(𝑡)

𝐴𝑖 = 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒 𝑑𝑒𝑙𝑙′ 𝑖 − 𝑒𝑠𝑖𝑚𝑜 𝑎𝑚𝑏𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒

𝑑𝑚𝑖: spessore medio delle pareti delimitanti
l’ambiente i-esimo

Si ha pertanto:

𝑓𝑛𝑖 = 0.9761 − 0.3055 𝑑𝑚𝑖
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𝜌𝑉𝑖𝑐𝑎
𝑑𝑇𝑖 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑄𝑖

𝑖𝑛 𝑡 − 𝑄𝑖
𝑜𝑢𝑡 𝑡

Modello complessivo 

𝑄𝑖
ℎ 𝑡 = 𝑢𝑖(𝑡)

𝑄𝑖
𝑠𝑜𝑙 𝑡 = ෍

𝑘=1

𝑁𝑤𝑖

𝑔𝑖,𝑘𝑆𝐶𝑖,𝑘𝐴𝑖,𝑘Φ𝑘(𝑡)

𝑄𝑖
𝑖𝑛𝑡 𝑡 = 𝐴𝑖 𝑓𝑛𝑖 𝑄𝑖

∗ 𝑡

𝑄𝑖
𝑐𝑐 𝑡 = ෍

𝑗=−1

𝑁

𝐴𝑖,𝑗𝑈𝑖,𝑗(𝑇𝑖(𝑡) − 𝑇𝑗(𝑡))

𝑄𝑖
𝑣 𝑡 = 1 − 𝛽 𝑐𝑎𝜌𝑞𝑖(𝑇𝑖(𝑡) − 𝑇0(𝑡))

= 𝑄𝑖
ℎ 𝑡 + 𝑄𝑖

𝑠𝑜𝑙 𝑡 + 𝑄𝑖
𝑖𝑛𝑡 𝑡 − 𝑄𝑖

𝑐𝑐 𝑡 − 𝑄𝑖
𝑣 𝑡

𝑖 = 1,2, … , 5

𝑁𝑤𝑖 =numero di finestre presenti 
nell’i-esimo ambiente
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5 Ambienti

Ingresso

Camera da letto

Bagno

Soggiorno
Ingresso Cucina

Cucina

Camera 
da letto

Bagno

Soggiorno

1

2

3

45

L1

L2

L3 L4

L5

L6

𝐿1 = 2.5m

𝐿2 = 3.33 m

𝐿3 = 2.36 m

𝐿4 = 1.83 m

𝐿5 = 2.53 m

𝐿6 = 5.89 m

Dimensioni

Ambiente Indice i

1

2

3

4

5

𝐻 = 2.7 m Altezza

𝑨𝒊 =superficie dell’i-esimo ambiente

𝑽𝒊 =volume dell’i-esimo ambiente
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Ingresso Cucina

Camera 
da letto

Bagno

Soggiorno

1

2

3

45

L1

L2

L3 L4

L5

L6

Spessore pareti e materiali 

Muri perimetrali

Spessore complessivo: 𝐷𝑒𝑥𝑡 = 46.6 cm

Strati:    4

Blocchi cavi con argilla 
espansa

Spessore

𝐷1 = 30 cm

Lana di roccia

Intonaco in calce-
cemento (x2), strati 
interno ed esterno 

𝐷2 = 15 cm

𝐷3 = 0.8 cm

𝐷3 𝐷1 𝐷2 𝐷3

46.6𝑐𝑚
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Ingresso Cucina

Camera 
da letto

Bagno

Soggiorno

1

2

3

45

L1

L2

L3 L4

L5

L6

Spessore pareti e materiali 

Pareti interne

Spessore complessivo: 𝐷𝑖𝑛𝑡 = 11.6 cm

Strati:    3

Mattone forate 
porizzate

Spessore

𝐷4 = 10 cm

Intonaco in calce-
cemento (x2), strato 
interno ed esterno 

𝐷5 = 0.8 cm

𝐷5 𝐷4 𝐷5

11.6 𝑐𝑚
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Conduttività termica e densità dei materiali da costruzione

http://www.cornaviera.it/pagina.asp?codice=conduttivit%E0_materiali

Blocchi cavi con argilla 
espansa

Lana di roccia

Intonaco in calce-cemento 

Mattone forato porizzato

Conduttività termica

𝑊/𝑚𝐾

Densità

𝑘𝑔/𝑚3

𝜆𝑚𝑎 = 0.22

𝜆ℓ𝑟 = 0.04

𝜌𝑚𝑎 = 650

𝜌ℓ𝑟 = 30

𝜆𝑖𝑐𝑐 = 1 𝜌𝑖𝑐𝑐 = 1800

𝜆𝑚𝑓𝑝 = 0.25 𝜌𝑚𝑓𝑝 = 800
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Coeff. di scambio termico delle pareti 

Pareti esterne Blocchi cavi con argilla 
espansa

𝐷1 = 30 cm

Lana di roccia

Intonaco in calce-
cemento (x2), strati 
interno ed esterno 

𝐷2 = 15 cm

𝐷3 = 0.8 cm

𝐷3 𝐷1 𝐷2 𝐷3

𝐷𝑒𝑥𝑡 = 46.6

𝑈𝑝𝑒 =
1

1
𝑘𝑒

+
𝐷3
𝜆𝑖𝑐𝑐

+
𝐷1
𝜆𝑚𝑎

+
𝐷2
𝜆ℓ𝑟

+
𝐷3
𝜆𝑖𝑐𝑐

+
1
𝑘𝑖

= 0.188
𝑊

𝑚2𝐾

Valori tipici di 𝑘𝑒 e 𝑘𝑖 (aliquote di natura convettiva) per pareti verticali

𝑘𝑒 = 23
𝑊

𝑚2𝐾
𝑘𝑖 = 8

𝑊

𝑚2𝐾

Se è nota la velocita 𝑣 del vento, ed è maggiore di 4 𝑚/𝑠, il coefficiente 𝑘𝑒 può essere stimato in 
maniera più accurata con la relazione

𝑘𝑒 = 2.3 + 5.2 𝑣
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Pareti interne

𝑈𝑝𝑖 =
1

2
𝑘𝑖
+
2𝐷5
𝜆𝑖𝑐𝑐

+
𝐷4
𝜆𝑚𝑓𝑝

= 1.50
𝑊

𝑚2𝐾

𝐷5 𝐷4 𝐷5

𝐷𝑖𝑛𝑡 = 11.6 𝑐𝑚

Mattoni forati 
porizzati

𝐷4 = 10 cm

Intonaco in calce-
cemento (x2), strato 
interno ed esterno 

𝐷5 = 0.8 cm

Su entrambi i lati della parete il coeff. di scambio convettivo è 𝑘𝑖
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Finestre

Finestre ad anta singola 𝐴𝑓𝑠 = 1.17 m2

Area finestre a doppia anta 𝐴𝑓𝑑 = 2.52 m2

Valore realistico per una finestra a vetro singolo.

Area 

Coefficiente di scambio termico 𝑈𝑓 = 2
𝑊

𝑚2𝐾

Fattore solare 𝑔𝑖,𝑘= g∗ = 0.51

𝑆hadow coefficient 𝑆𝐶𝑖,𝑘 = 𝑆𝐶 = 0.95
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Fattore di guadagno solare g 
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Porte

Area

Coefficiente di scambio termico 𝑈𝑑𝑒 = 0.25
𝑊

𝑚2𝐾

Porta esterna 

𝐴𝑑𝑒 = 2.31 𝑚2

Area

Coefficiente di scambio termico 𝑈𝑑𝑖 = 0.8
𝑊

𝑚2𝐾

Porte interne 

𝐴𝑑𝑖 = 1.89 𝑚2

Sistema di ventilazione 𝑄𝑖
𝑣 𝑡 = 1 − 𝛽 𝑐𝑎𝜌𝑞𝑖(𝑇𝑖(𝑡) − 𝑇0(𝑡))

Portata 𝑞𝑖 [𝑚3/ℎ]

Coeff. di recupero 𝛽=0.5

Letto Bagno Soggiorno Cucina Ingresso

20 50 60 70 10
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𝑈𝑝𝑎𝑣 = 0.31 𝑊/𝑚2𝐾 pavimento controterra senza alcun isolamento

Copertura

𝑈𝑐𝑜𝑝 = 0.25 𝑊/𝑚2𝐾

Pavimento

Pavimento e copertura
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Ricaviamo i parametri associati alla dinamica termica della camera da letto 
(ambiente #1)

1 finestra ad anta singola (nella parete esposta ad ovest)

1 porta interna

Confinante con il bagno (ambiente #2) e con l’ingresso (ambiente #5)

𝜌𝑉1𝑐𝑎
𝑑𝑇1 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑄1

𝑖𝑛 𝑡 − 𝑄1
𝑜𝑢𝑡 𝑡

= 𝑄1
ℎ 𝑡 + 𝑄1

𝑠𝑜𝑙 𝑡 + 𝑄1
𝑖𝑛𝑡 𝑡 − 𝑄1

𝑐𝑐 𝑡 − 𝑄1
𝑣 𝑡

= 𝑢1 𝑡 + 𝑔∗𝑆𝐶𝐴𝑓𝑠Φ𝑊 𝑡 +𝐴𝑖 𝑓𝑛1𝑄1
∗ 𝑡 − 𝐴1,2𝑈1,2 𝑇1 𝑡 − 𝑇2 𝑡

− 𝐴1,5𝑈1,5 𝑇1 𝑡 − 𝑇5 𝑡 − 𝐴1,0𝑈1,0 𝑇1 𝑡 − 𝑇0 𝑡

− 𝐴1,−1𝑈1,−1 𝑇1 𝑡 − 𝑇−1 𝑡 − 1 − 𝛽 𝑐𝑎𝜌𝑞1(𝑇1(𝑡) − 𝑇0(𝑡))

𝜌 = 1205 𝑘𝑔/𝑚3

𝑐𝑎 = 1005 𝐽/(𝑘𝑔𝐾)
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𝜌𝑉1𝑐𝑎
𝑑𝑇1 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑢1 𝑡 + 𝑔∗𝑆𝐶𝐴𝑓𝑠Φ𝑊 𝑡 +𝐴1 𝑓𝑛1𝑄1

∗ 𝑡 − 𝐴1,2𝑈1,2 𝑇1 𝑡 − 𝑇2 𝑡

−𝐴1,5𝑈1,5 𝑇1 𝑡 − 𝑇5 𝑡 − 𝐴1,0𝑈1,0 𝑇1 𝑡 − 𝑇0 𝑡

−𝐴1,−1𝑈1,−1 𝑇1 𝑡 − 𝑇−1 𝑡 − 1 − 𝛽 𝑐𝑎𝜌𝑞1(𝑇1(𝑡) − 𝑇0(𝑡))

Valutiamo i vari parametri

𝐴1 = 𝐿1𝐿2 = 8.34 𝑚2

𝑑𝑚1 = 0.291 𝑚 spessore medio delle 
pareti che delimitano la camera da letto

𝑓𝑛1 = 0.9761 − 0.3055 𝑑𝑚1 = 0.88

Superficie camera da letto
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𝑸𝒊
∗(𝑡)

Camera da letto 

Lunedi-venerdi
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Superfici che separano la camera da letto dagli ambienti adiacenti:

𝐴1,0 = 𝐿1 + 𝐿2 𝐻 + 𝐴1 = 24.11 𝑚2esterno

suolo 𝐴1,−1 = 𝐴1 = 8.34 𝑚2

bagno

ingresso

𝐴1,2 = 𝐿1𝐻 = 6.75 𝑚2

𝐴1,5 = 𝐿2𝐻 = 9.01 𝑚2

N.B.  𝐴𝑖,−1 = 𝐴𝑖 , ∀ 𝑖 = 1,2, … , 5

Per gli ambienti non adiacenti (cucina e soggiorno) settiamo

𝐴1,3 = 𝐴1,4 = 0
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𝑈1,−1 = 𝑈𝑝𝑎𝑣 = 0.31 𝑊/𝑚2𝐾

𝑈1,0 =
𝑈𝑓𝐴𝑓𝑠 + 𝑈𝑝𝑒𝐴𝑝𝑒1 + 𝑈𝑐𝑜𝑝𝐴1

𝐴1,0
= 0.297 𝑊/𝑚2𝐾

𝐴𝑝𝑒1 = 𝐿1 + 𝐿2 𝐻 − 𝐴𝑓𝑠
Superficie parete camera da letto (1) 
esposta sull’esterno

Suolo (𝐣 = −𝟏)

Calcolo coefficienti 𝑈1,𝑗

Esterno (𝐣 = 𝟎)

Bagno (𝐣 = 𝟐)

𝑈1,2 = 𝑈𝑝𝑖 = 1.501 𝑊/𝑚2𝐾

Ingresso (𝐣 = 𝟓)

𝑈1,5 =
𝑈𝑑𝑖𝐴𝑑𝑖 + 𝑈𝑝𝑖𝐴𝑝𝑖15

𝐴1,5
= 1.354 𝑊/𝑚2𝐾

𝐴𝑝𝑖15 = 𝐿2𝐻 − 𝐴𝑑𝑖
Superficie parete camera da letto (1) 
esposta verso l’ingresso (5)

N.B.  𝑈𝑖,−1 = 𝑈𝑝𝑎𝑣, ∀ 𝑖 = 1,2, … , 5

Ambienti non adiacenti (𝐣 = 𝟑, 𝟒) : 𝑈1,3 = 𝑈1,4 = 0
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Sviluppare i calcoli dei coefficienti 𝑈𝑖,𝑗 per gli altri ambienti 

I coefficienti 𝑈𝑖,𝑗 ed 𝐴𝑖,𝑗 sono nulli se gli ambienti i e j non sono adiacenti 

Inoltre, i coefficienti 𝑈𝑖,𝑗 ed 𝐴𝑖,𝑗 sono simmetrici

𝑈𝑖,𝑗 = 𝑈𝑗,𝑖

𝐴𝑖,𝑗 = 𝐴𝑗,𝑖
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𝜌𝑉1𝑐𝑎
𝑑𝑇1 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑢1 𝑡 + 𝑔∗𝑆𝐶𝐴𝑓𝑠Φ𝑊 𝑡 +𝐴1 𝑓𝑛1𝑄1

∗ 𝑡 − 𝐴1,2𝑈1,2 𝑇1 𝑡 − 𝑇2 𝑡

−𝐴1,5𝑈1,5 𝑇1 𝑡 − 𝑇5 𝑡 − 𝐴1,0𝑈1,0 𝑇1 𝑡 − 𝑇0 𝑡

−𝐴1𝑈𝑝𝑎𝑣 𝑇1 𝑡 − 𝑇−1 𝑡 − 1 − 𝛽 𝑐𝑎𝜌𝑞1(𝑇1(𝑡) − 𝑇0(𝑡))

𝜌𝑉2𝑐𝑎
𝑑𝑇2 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑢2 𝑡 + 𝑔∗𝑆𝐶𝐴𝑓𝑠Φ𝑊 𝑡 +𝐴2 𝑓𝑛2𝑄2

∗ 𝑡 − 𝐴2,1𝑈2,1 𝑇2 𝑡 − 𝑇1 𝑡

−𝐴2,3𝑈2,3 𝑇2 𝑡 − 𝑇3 𝑡 − 𝐴2,5𝑈2,5 𝑇2 𝑡 − 𝑇5 𝑡 − 𝐴2,0𝑈2,0 𝑇2 𝑡 − 𝑇0 𝑡

−𝐴2𝑈𝑝𝑎𝑣 𝑇2 𝑡 − 𝑇−1 𝑡 − 1 − 𝛽 𝑐𝑎𝜌𝑞2(𝑇2(𝑡) − 𝑇0(𝑡))

𝜌𝑉3𝑐𝑎
𝑑𝑇3 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑢3 𝑡 + 𝑔∗𝑆𝐶𝐴𝑓𝑠Φ𝑆 𝑡 +2 𝑔∗𝑆𝐶𝐴𝑓𝑑Φ𝑆 𝑡 + 𝑔∗𝑆𝐶𝐴𝑓𝑑Φ𝐸 𝑡

−𝐴3,5𝑈3,5 𝑇3 𝑡 − 𝑇5 𝑡 − 𝐴3,0𝑈3,0 𝑇3 𝑡 − 𝑇0 𝑡

−𝐴3𝑈𝑝𝑎𝑣 𝑇3 𝑡 − 𝑇−1 𝑡 − 1 − 𝛽 𝑐𝑎𝜌𝑞3(𝑇3(𝑡) − 𝑇0(𝑡))

+𝐴3𝑓𝑛3𝑄3
∗ 𝑡 − 𝐴3,2𝑈3,2 𝑇3 𝑡 − 𝑇2 𝑡 −𝐴3,4𝑈3,4 𝑇3 𝑡 − 𝑇4 𝑡

Modello in forma estesa
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𝜌𝑉4𝑐𝑎
𝑑𝑇4 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑢4 𝑡 + 𝑔∗𝑆𝐶𝐴𝑓𝑠Φ𝐸 𝑡 + 𝑔∗𝑆𝐶𝐴𝑓𝑠Φ𝑁 𝑡 +𝐴4 𝑓𝑛4𝑄4

∗ 𝑡

−𝐴4,3𝑈4,3 𝑇4 𝑡 − 𝑇3 𝑡 − 𝐴4,5𝑈4,5 𝑇4 𝑡 − 𝑇5 𝑡 − 𝐴4,0𝑈4,0 𝑇4 𝑡 − 𝑇0 𝑡

−𝐴4𝑈𝑝𝑎𝑣 𝑇4 𝑡 − 𝑇−1 𝑡 − 1 − 𝛽 𝑐𝑎𝜌𝑞4(𝑇4(𝑡) − 𝑇0(𝑡))

𝜌𝑉5𝑐𝑎
𝑑𝑇5 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑢5 𝑡 + 𝐴5 𝑓𝑛5𝑄5

∗ 𝑡 −𝐴5,1𝑈5,1 𝑇5 𝑡 − 𝑇1 𝑡 − 𝐴5,2𝑈5,2 𝑇5 𝑡 − 𝑇2 𝑡

−𝐴5,3𝑈5,3 𝑇5 𝑡 − 𝑇3 𝑡 − 𝐴5,4𝑈5,4 𝑇5 𝑡 − 𝑇4 𝑡 − 𝐴5,0𝑈5,0 𝑇5 𝑡 − 𝑇0 𝑡

−𝐴5𝑈𝑝𝑎𝑣 𝑇5 𝑡 − 𝑇−1 𝑡 − 1 − 𝛽 𝑐𝑎𝜌𝑞5(𝑇5(𝑡) − 𝑇0(𝑡))
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Modello complessivo in forma vettoriale

𝜌𝑐𝑎𝑽
𝑑𝑻

𝑑𝑡
= 𝑴𝒔𝑻 𝑡 + 𝒖𝒎 𝑡 + 𝑩𝟎𝑇0 𝑡 + 𝑩−𝟏𝑇−1 𝑡 + 𝐐𝒊𝒏𝒕 𝑡 + 𝐄 𝚽𝒔𝒐𝒍 𝑡

𝑽 = 𝒅𝒊𝒂𝒈 𝑉1,, 𝑉5,, … , 𝑉5, =

𝑉1 0 0 0 0
0 𝑉2 0 0 0
0 0 𝑉3 0 0
0 0 0 𝑉4 0
0 0 0 0 𝑉5

𝑻 𝑡 =

𝑇1 𝑡
𝑇2(𝑡)
𝑇3(𝑡)
𝑇4(𝑡)
𝑇5(𝑡)

𝒖𝒎 𝑡 =

𝑢1 𝑡
𝑢2(𝑡)
𝑢3(𝑡)
𝑢4(𝑡)
𝑢5(𝑡)

𝐐𝒊𝒏𝒕 𝑡 =

𝑄1
𝑖𝑛𝑡 𝑡

𝑄2
𝑖𝑛𝑡(𝑡)

𝑄3
𝑖𝑛𝑡(𝑡)

𝑄4
𝑖𝑛𝑡(𝑡)

𝑄5
𝑖𝑛𝑡(𝑡)

𝚽𝒔𝒐𝒍 𝑡 =

Φ𝑁 𝑡

Φ𝐸 𝑡

Φ𝑆 𝑡

Φ𝑊 𝑡

𝑆𝑉 − 𝐶𝑉 𝑀𝑉 𝑀𝐷/𝑈𝐷 𝑀D
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𝑴𝟏 =

−෍

𝑗=0

5

𝐴1,𝑗𝑈1,𝑗 𝐴1,2𝑈1,2 𝐴1,3𝑈1,3 𝐴1,4𝑈1,4 𝐴1,5𝑈1,5

𝐴1,2𝑈1,2 −෍

𝑗=0

5

𝐴2,𝑗𝑈2,𝑗 𝐴2,3𝑈2,3 𝐴2,4𝑈2,4 𝐴2,5𝑈2,5

𝐴1,3𝑈1,3 𝐴2,3𝑈2,3 −෍

𝑗=0

5

𝐴3,𝑗𝑈3,𝑗 𝐴3,4𝑈3,4 𝐴3,5𝑈3,5

𝐴1,4𝑈1,4 𝐴2,4𝑈2,4 𝐴3,4𝑈3,4 −෍

𝑗=0

5

𝐴4,𝑗𝑈4,𝑗 𝐴4,5𝑈4,5

𝐴1,5𝑈1,5 𝐴2,5𝑈2,5 𝐴3,5𝑈3,5 𝐴4,5𝑈4,5 −෍

𝑗=0

5

𝐴5,𝑗𝑈5,𝑗

𝑴𝒔 = 𝐌𝟏 +𝐌𝟐 +𝐌𝟑
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𝑴𝟐 =

−𝐴1𝑈𝑝𝑎𝑣 0 0 0 0

0 −𝐴2𝑈𝑝𝑎𝑣 0 0 0

0 0 −𝐴3𝑈𝑝𝑎𝑣 0 0

0 0 0 −𝐴4𝑈𝑝𝑎𝑣 0

0 0 0 0 −𝐴5𝑈𝑝𝑎𝑣

𝑴𝟑 = − 1 − 𝛽 𝑐𝑎𝜌

𝑞1 0 0 0 0
0 𝑞2 0 0 0
0 0 𝑞3 0 0
0 0 0 𝑞4 0
0 0 0 0 𝑞5

𝑩𝟎 =

𝐴1,0𝑈1,0 + 1 − 𝛽 𝑐𝑎𝜌𝑞1
𝐴2,0𝑈2,0 + 1 − 𝛽 𝑐𝑎𝜌𝑞2
𝐴3,0𝑈3,0 + 1 − 𝛽 𝑐𝑎𝜌𝑞3
𝐴4,0𝑈4,0 + 1 − 𝛽 𝑐𝑎𝜌𝑞4
𝐴5,0𝑈5,0 + 1 − 𝛽 𝑐𝑎𝜌𝑞5

𝑩−𝟏 =

𝐴1𝑈𝑝𝑎𝑣
𝐴2𝑈𝑝𝑎𝑣
𝐴3𝑈𝑝𝑎𝑣
𝐴4𝑈𝑝𝑎𝑣
𝐴5𝑈𝑝𝑎𝑣

𝐄 = 𝑔∗𝑆𝐶

0 0 0 𝐴𝑓𝑠
0 0 0 𝐴𝑓𝑠
0 0 𝐴𝑓𝑠 + 2𝐴𝑓𝑑 𝐴𝑓𝑑
𝐴𝑓𝑠 𝐴𝑓𝑠 0 0

0 0 0 0
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All’equilibrio 
𝑑𝑻

𝑑𝑡
= 0 :

𝑴𝒔𝑻 𝑡 + 𝒖𝒎 𝑡 + 𝑩𝟎𝑇0 𝑡 + 𝑩−𝟏𝑇−1 𝑡 + 𝐐𝒊𝒏𝒕 𝑡 + 𝐄 𝚽𝒔𝒐𝒍 𝑡 = 0

Da questa relazione di bilancio statico possiamo calcolare il valore di regime delle temperature 
𝑻 con ingressi e disturbi costanti, oppure al contrario determinare l’ingresso manipolabile 𝒖𝒎
corrispondente a valori desiderati di temperatura.

Per la sintesi MPC il processo delle essere modellato in forma variabili di stato a tempo 
discreto.

𝒖 𝑡 =

𝒖𝒎 𝑡

𝑇0 𝑡

𝑇−1 𝑡

𝐐𝒊𝒏𝒕 𝑡

𝚽𝒔𝒐𝒍 𝑡

Accorpiamo tuti gli ingressi e i disturbi in un vettore complessivo  che contiene le variabili 
manipolabili e le variabili disturbanti.
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𝑨𝒔𝒔 =
1

𝜌𝑐𝑎
𝑽−𝟏𝑴s

𝑩𝒔𝒔 =
1

𝜌𝑐𝑎
𝑽−𝟏 𝑰𝟓 𝑩𝟎 𝑩−𝟏 𝑰𝟓 𝑬

𝒖 𝑡 =

𝒖𝒎 𝑡

𝑇0 𝑡

𝑇−1 𝑡

𝐐𝒊𝒏𝒕 𝑡

𝚽𝒔𝒐𝒍 𝑡

𝜌𝑐𝑎𝑽
𝑑𝑻

𝑑𝑡
= 𝑴𝒔𝑻 𝑡 + 𝒖𝒎 𝑡 + 𝑩𝟎𝑇0 𝑡 + 𝑩−𝟏𝑇−1 𝑡 + 𝐐𝒊𝒏𝒕 𝑡 + 𝐄 𝚽𝒔𝒐𝒍 𝑡

𝑑𝑻

𝑑𝑡
= 𝑨𝑻𝑪𝑻 𝑡 + 𝑩𝑻𝑪𝒖 𝑡

𝑻 𝑡 =

𝑇1 𝑡
𝑇2(𝑡)
𝑇3(𝑡)
𝑇4(𝑡)
𝑇5(𝑡)

𝒖𝒎 𝑡 =

𝑢1 𝑡
𝑢2(𝑡)
𝑢3(𝑡)
𝑢4(𝑡)
𝑢5(𝑡)

𝐐𝒊𝒏𝒕 𝑡 =

𝑄1
𝑖𝑛𝑡 𝑡

𝑄2
𝑖𝑛𝑡(𝑡)

𝑄3
𝑖𝑛𝑡(𝑡)

𝑄4
𝑖𝑛𝑡(𝑡)

𝑄5
𝑖𝑛𝑡(𝑡)

𝚽𝒔𝒐𝒍 𝑡 =

Φ𝑁 𝑡

Φ𝐸 𝑡

Φ𝑆 𝑡

Φ𝑊 𝑡

𝒚 = 𝑪𝑻 𝑡
𝑪 = 𝑰𝟓 (se le temperature delle 5 stanze 

sono tutte misurabili)
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Lo script «dati edificio.m» implementa il calcolo di tutti i parametri 

che caratterizzano il modello dinamico ricavato.


