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Successioni di funzioni



MOTIVAZIONI PER LO STUDIO

DELLE SUCCESSIONI DI FUNZIO-
NI

Fin dall’antichità, il concetto

di limite serve per rappresentare
le soluzioni di quei problemi che

non si lasciano risolvere in modo
più semplice.

Da questo punto di vista, i limi-

ti non sono fatti per essere calco-
lati, ma piuttosto per rappresen-

tare le suddette soluzioni.

Ad esempio, per dimostrare che
il problema di Cauchy

{

y′ = f(x, y)

y(x0) = y0
(1)

ha almeno una soluzione, si co-

struisce un’opportuna successione

di funzioni yk(x), e, sotto oppor-
tune ipotesi sulla funzione f(x, y),
si dimostra che tale successione
converge ad una funzione limite

y(x), la quale a sua volta risolve
il problema dato.

Se, ad esempio, la funzione f(x,
y) è di classe C1 in un intorno del
punto (x0, y0), allora esiste un rag-

gio δ ∈ (0,+∞) tale che il pro-
blema (1) ammette una e una so-

la soluzione y(x) definita per x ∈
(x0 − δ, x0 + δ) (teorema di esisten-

za e unicità in piccolo).

Il metodo accennato sopra non
fornisce, in generale, un’espres-

sione semplice della soluzione, ma
ne dimostra l’esistenza e l’unicità.

CONVERGENZA PUNTUALE

Cosa vuol dire, dunque, che una

successione di funzioni yk(x) con-
verge ad una funzione limite y(x)?

A differenza di quanto accade

per le successioni di numeri rea-
li, per le funzioni vi sono molte

diverse definizioni di convergen-
za, non equivalenti fra loro, la

cui opportunità dipende dal con-
testo.

La più semplice nozione di con-

vergenza è la convergenza pun-
tuale, appresso definita.

Definizione. Data una successione

di funzioni yk(x), aventi per domi-
nio un insieme X ⊂ R

N , e a valori

reali, si dice che convergono pun-
tualmente ad una y : X → R se per

ogni fissato x ∈ X risulta

lim
k→+∞

yk(x) = y(x).

Dunque la convergenza puntua-
le si riconduce alla convergenza

dei numeri yk(x) (avendo fissato x)
al numero y(x). Tale convergenza

deve sussistere per ogni x nel do-

minio delle funzioni.

Ad esempio, usando la formula

di Taylor con il resto di Lagrange
si può dimostrare che le funzioni

yk(x) =
k

∑

n=0

xn

n!

convergono alla funzione y(x) = ex

per ogni x ∈ R.
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IL DIFETTO DELLA CONVER-

GENZA PUNTUALE

Una successione di funzioni yk può
benissimo convergere puntualmen-

te ad una funzione y senza che per
questo gli integrali delle yk deb-

bano convergere all’integrale di
y.

Ad esempio, le funzioni yk(x) =
k xk−1 convergono puntualmente a
y(x) ≡ 0 sull’intervallo (0, 1). Tut-

tavia
∫ 1

0

yk(x) dx = 1 per ogni k > 0,

mentre
∫ 1

0

y(x) dx = 0.

Un discorso simile vale per le de-
rivate. Ad esempio, le funzioni

yk(x) =

√

1

k
+ x2

convergono puntualmente a y(x) =
|x| sull’intervallo (−∞,+∞). Tut-
tavia y′k(0) = 0 per ogni k > 0, men-
tre y′(0) non esiste.

Questi difetti sono particolar-
mente sgradevoli perché, in prati-

ca, la convergenza di funzioni ser-
ve per applicare il calcolo diffe-

renziale e integrale alla funzio-
ne limite y(x) senza disporre di una

sua semplice espressione, ma per il
tramite delle funzioni yk.

CONVERGENZA UNIFORME

Uno dei principali tipi di con-

vergenza di funzioni, insieme alla
convergenza puntuale, è la con-

vergenza uniforme.

Definizione. Si dice che yk conver-

ge uniformemente a y sul dominio
X se per ogni ε > 0 esiste un indi-

ce ν tale che per ogni k ≥ ν e per
ogni x ∈ X si ha |yk(x)− y(x)| < ε.

In parole povere, la convergen-
za uniforme risulta dalla conver-

genza puntuale più l’indipendenza
dell’indice ν dal punto x.

La convergenza uniforme, dun-

que, implica la convergenza pun-
tuale.

Viceversa, se l’insieme X con-
tiene solo un numero finito di pun-

ti, la convergenza puntuale impli-
ca la convergenza uniforme.

La convergenza uniforme di yk ad y

si può, equivalentemente, definire
tramite la condizione lim

k→+∞
sk = 0,

dove

sk = sup
x∈X

|yk(x)− y(x)|.

Se il dominio X è un intervallo (a,
b) si può anche dire che per ogni
ε > 0 esiste un indice ν tale che per

ogni k ≥ ν il grafico della funzio-

ne yk sta nella striscia

{ (x, y) | x ∈ (a, b),

y(x)− ε < y < y(x) + ε }

centrata sul grafico di y(x) e di
altezza 2ε (figura 2.1 a pagina 80 /

pagina 51 del testo).
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I SOTTINTESI DELLA DEFINI-

ZIONE

Possono essere utili le seguen-
ti osservazioni.

1. La convergenza puntuale su di

un insieme finito è sempre unifor-
me.

Cioè, se le funzioni yk(x) conver-
gono in un numero finito di punti

x1, . . . , xn, allora convergono uni-

formemente sull’insieme X = { x1,
. . . , xn }. Per verificarlo, poniamo

y(xi) = lim
k→+∞

yk(xi) per i = 1, . . . , n.

Preso ε > 0 esistono n indici ν1, . . . ,

νn tali che

|yk(xi)− y(xi)| < ε (2)

per ogni k ≥ νi e i = 1, . . . , n. Sicco-
me tali indici sono in numero fini-

to, è legittimo definire

ν = max
i=1,...,n

νi.

Con questa definizione, la (2) im-

plica che in tutto l’insieme X ri-

sulta

|yk(x)− y(x)| < ε per k ≥ ν,

dunque la successione (yk) conver-
ge uniformemente alla funzione y
in tale insieme.

2. Se una successione di funzioni

yk converge ad una funzione y uni-
formemente in un insieme X, e pun-

tualmente in un punto x0 6∈ X, al-
lora la convergenza è uniforme in

tutto l’insieme X ∪ { x0 }.

Infatti, preso ε > 0, per le ipo-

tesi suddette esiste ν1 tale che

|yk(x0)− y(x0)| < ε per k ≥ ν1,

ed esiste ν2 tale che in tutto l’in-
sieme X risulta

|yk(x)− y(x)| < ε per k ≥ ν2.

Ma allora, posto

ν = max{ ν1, ν2 },

risulta

|yk(x)− y(x)| < ε per k ≥ ν

in tutto l’insieme X ∪ { x0 }, come
volevasi dimostrare.

Quest’ultima osservazione implica
che è inutile sperare di modifica-

re il tipo di convergenza (da pun-
tuale a uniforme, o viceversa) ag-

giungendo o togliendo un punto
dal dominio (ad esempio, gli estre-

mi di un intervallo).

Infatti, se una successione di fun-

zioni converge puntualmente ma
non uniformemente su di un inter-

vallo chiuso [a, b], dall’osservazio-
ne 2 segue che la convergenza non

può essere uniforme nemmeno su
(a, b).

È questo il caso, ad esempio,
della tipica successione yk(x) = xk

per x ∈ [0, 1].
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DUE PROPRIETÀ DELLA CON-
VERGENZA UNIFORME

La convergenza uniforme si com-
porta abbastanza bene rispetto al-

la continuità e all’integrazione.

Inoltre, la convergenza uniforme

delle derivate si comporta bene ri-
spetto alla derivazione.

Più esattamente, valgono i se-
guenti enunciati.

1) Se le yk sono continue su di
un intervallo [a, b] (quindi sono an-

che integrabili secondo Riemann),

e se convergono uniformemente
ad una funzione y, allora anche y

∈ C0([a, b]), e

lim
n→+∞

∫ b

a

yk(x) dx =

∫ b

a

y(x) dx.

Questa proprietà si usa spesso a

rovescio, cioè, constatato che la
funzione limite y è discontinua al-

meno in un punto, si deduce che la
convergenza delle yk non è unifor-

me.

2) Supponiamo che: le funzioni

yk siano derivabili in un intervallo
limitato (a, b); convergano almeno

in un punto di tale intervallo, e le
loro derivate y′k convergano uni-

formemente in tutto (a, b).

Allora si dimostra che: anche

le funzioni yk convergono unifor-

memente in tutto (a, b); la loro
funzione limite, che indicheremo

con y, è derivabile in (a, b), e la
funzione limite delle derivate y′k è

proprio y′.

IL CRITERIO DI CAUCHY

La convergenza di funzioni ser-

ve per rappresentare una funzio-
ne y(x), utile per risolvere un dato

problema, come limite di una suc-
cessione di funzioni yk(x).

Ciò costituisce un valido ripie-

go in quei casi, che sono molti, in
cui non si conosce un’espressione

più semplice della funzione y(x).

D’altro canto la definizione del-
la convergenza, e, in particolare,

quella della convergenza unifor-
me, fa intervenire la funzione li-

mite y(x), dunque non è applicabi-
le proprio nei casi per i quali tale

nozione serve di più.

Pertanto gioca un ruolo es-
senziale la condizione di Cauchy,

che è necessaria e sufficiente af-
finché una successione di funzioni

yk(x) converga uniformemente in
un dato intervallo [a, b].

La condizione di Cauchy non ri-

chiede la conoscenza della fun-

zione limite y(x).

Si dice che una successione di

funzioni yk(x) ∈ C0([a, b]) è “fon-

damentale” o “di Cauchy” se per
ogni ε > 0 esiste un indice ν tale

che per ogni n, k ≥ ν risulta

max
x∈[a,b]

|yn(x)− yk(x)| < ε.

Che tale condizione sia necessaria
lo si vede facendo tendere n e k a

+∞. Per dimostrare che è anche
sufficiente si usa la completezza

dell’insieme R dei numeri reali.
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CALCOLO DI UN LIMITE TRAMI-

TE UNA SUCCESSIONE APPROS-
SIMANTE

Per dimostrare le proprietà fon-
damentali della convergenza uni-

forme enunciate a pag. SSF7 è im-
portante saper calcolare i limiti

lim
x→x−0

g(x) e lim
x→x+0

g(x)

di una data funzione g utilizzando
un’opportuna successione di fun-

zioni gk.

Più precisamente, supponiamo che

le funzioni gk siano definite sul-

l’intervallo (a, x0), oppure (x0, b),
con x0 ∈ R, e convergano unifor-

memente a g in tale intervallo.

Consideriamo, ad esempio, il primo

dei due casi. Supponiamo inoltre
che per ogni k esista il limite

lim
x→x−0

gk(x),

limite che indicheremo con Lk. Se
tutti gli Lk sono finiti, si dimostra

(alle pagine 17 e 18 / pagine 4 e 5
del libro di testo) che esiste fini-

to anche il limite

lim
k→+∞

Lk

e si ha

lim
x→x−0

g(x) = lim
k→+∞

Lk.

Nel caso x→ x+0 l’enunciato è ana-
logo.

In questa sede esaminiamo il ca-
so in cui risulta Lk = +∞ per qual-

che valore di k.

Se risulta Lk = +∞ solo per un

numero finito di valori di k, e si ha
Lk ∈ R definitivamente, si può ap-

plicare il teorema appena citato.

Se, invece, risulta Lk = +∞ per

infiniti valori di k, possiamo dimo-
strare che Lk = +∞ definitivamen-

te. Infatti, per la convergenza
uniforme esiste un indice ν tale

che per ogni k, h ≥ ν si ha

|gk(x)− gh(x)| < 1

in tutto l’intervallo (a, x0). Pren-

diamo allora una funzione gk con
k ≥ ν e tale che

lim
x→x−0

gk(x) = +∞.

Per ogni h ≥ ν risulta

gh(x) > gk(x)− 1 → +∞

quando x → x−0 . Dunque Lh = +∞
per ogni h ≥ ν, come volevasi di-

mostrare.

È facile verificare che, nelle

ipotesi anzidette, risulta

lim
x→x−0

g(x) = +∞.

Infatti, per la convergenza uni-

forme esiste un indice ν tale che
per ogni k ≥ ν si ha

|gk(x)− g(x)| < 1

in tutto l’intervallo (a, x0). Presa

allora una funzione gk con k ≥ ν e

tale che

lim
x→x−0

gk(x) = +∞,

risulta g(x) > gk(x) − 1 → +∞ per

x→ x−0 , come volevasi dimostrare.
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RIFERIMENTI AL LIBRO DI TESTO [6]

Convergenza puntuale: pag. 13 / pag. 1

Convergenza uniforme: pag. 13 / pag. 1
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Scambio dei limiti: pag. 17 / pag. 4
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pagg. 6-7
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MOTIVAZIONI PER LO STUDIO

DELLE SERIE DI FUNZIONI

Le motivazioni per l’utilizzo delle

serie di funzioni sono analoghe a
quelle delle successioni.

Ad esempio, i valori numerici di
funzioni importanti come ex, log x,
sen x e cosx, non si possono calco-

lare a partire da x mediante le
quattro operazioni aritmetiche.

Fanno eccezione pochi valori par-
ticolari, come ad esempio e0 = 1,
sen 0 = 0, cos 0 = 1, eccetera.

Tuttavia, le suddette funzioni

si possono esprimere come somme
di serie opportune. Si ha, ad esem-

pio:

ex =
+∞
∑

k=0

xk

k!
.

DEFINIZIONE

Consideriamo una funzione y(x)
ed una successione di funzioni yk(x)
aventi per dominio lo stesso insie-

me, e supponiamo, per semplicità,
che tale insieme sia un intervallo

(a, b). Si scrive

y(x) =
+∞
∑

k=0

yk(x)

se la successione delle funzioni Sn
date da

Sn(x) =
n

∑

k=0

yk(x)

converge a y(x) sull’intervallo (a,
b). Anche in questo caso si distin-
gue tra convergenza puntuale e

convergenza uniforme.

CONVERGENZA TOTALE

A differenza delle successioni

di funzioni, nel caso delle serie
di funzioni si definisce anche la

“convergenza totale”: la serie

+∞
∑

k=0

yk(x)

converge totalmente sull’inter-
vallo (a, b) se, posto

sk = sup
x∈(a,b)

|yk(x)|,

risulta convergente la serie nu-

merica
+∞
∑

k=0

sk. (3)

La convergenza totale è una con-
dizione sufficiente ma non neces-

saria per la convergenza unifor-
me di una serie di funzioni sull’in-

tervallo (a, b) (criterio di Weier-

strass).

Quanto sopra continua a vale-

re sostituendo un qualunque insie-
me I ⊂ R al posto dell’intervallo

(a, b).

La dimostrazione si basa sul crite-
rio di Cauchy: risulta infatti

|Sk(x)− Sh(x)| = |yh+1(x) + · · ·+ yk(x)|

≤
k

∑

j=h+1

sj per h < k,

e quest’ultima sommatoria tende

a zero quando h, k → +∞, in con-

seguenza della convergenza della
serie (3).
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DERIVAZIONE SOTTO IL SE-

GNO DI INTEGRALE

Talvolta la funzione y(x) cui si

è interessati è espressa non per se-
rie ma mediante un integrale.

Più precisamente, si ha a che fa-
re con espressioni della seguente

forma:

y(x) =

∫ d

c

f(x, t) dt. (4)

Questo accade, ad esempio, quan-
do la funzione y(x) è la soluzione

di un problema associato ad un’e-
quazione differenziale che viene

risolto mediante una trasforma-
ta integrale, come la trasforma-

ta di Fourier o la trasformata di
Laplace.

Un’altra fra le tante espres-
sioni del tipo (4) è la rappresen-

tazione del potenziale gravitazio-
nale generato da una densità µ:

V (x, y, z) =
∫∫∫

R3

µ(x′, y′, z′) dx′ dy′ dz′
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

In questa sede, senza entrare

nei dettagli, ci limitiamo ad enun-
ciare il seguente teorema:

se la funzione f(x, t) sotto il se-
gno di integrale è di classe C1(R),
dove R è un rettangolo del tipo
R = [a, b] × [c, d], allora la funzio-

ne y(x) data dalla (4) è di classe
C1([a, b]) e la sua derivata y′(x) si

può ottenere come segue:

y′(x) =

∫ d

c

∂f

∂x
(x, t) dt.
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RIFERIMENTI AL LIBRO DI TESTO [6]

Serie di Maclaurin della funzione esponenziale: (7.18), pag. 45 /
pag. 25

Somma di una serie: pag. 30 / pag. 13

Convergenza totale: (5.10), pag. 31 / pag. 14

Derivazione sotto il segno di integrale: pag. 157 / pag. 111
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DEFINIZIONE

Le serie i cui termini yk(x) hanno la
forma yk(x) = ak x

k, cioè sono pro-

dotti di potenze della x con espo-

nenti k ∈ N per coefficienti reali
ak, si dicono “serie di potenze”.

Una serie di potenze ha dunque
la forma

+∞
∑

k=0

ak x
k.

Le serie di potenze sono importan-

ti perché la serie di Maclaurin
di una qualunque funzione rego-

lare f è di questo tipo, essendo

ak = f (k)(0)/k!.

RAGGIO DI CONVERGENZA

Il carattere di una serie di po-

tenze è molto particolare: esiste
infatti un valore r ≥ 0, che può an-

che essere +∞, tale che la serie
converge uniformemente in ogni

intervallo [a, b] ⊂ (−r, r), e non con-
verge in nessun punto x tale che

|x| > r.

Tale quantità r si chiama “rag-
gio di convergenza”, ed è data da

1

r
= lim sup

k→+∞

k

√

|ak| . (5)

Si intende che r = 0 (rispettiva-
mente, r = +∞) quando il limite

al secondo membro è +∞ (rispet-
tivamente, zero). Spesso, per pra-

ticità, si ricava r dalla formula

r = lim
k→+∞

|ak|

|ak+1|
,

che è corretta sotto l’ipotesi che

il limite al secondo membro esista.

ULTERIORI PRECISAZIONI

Tutte le serie di potenze con-

vergono banalmente al numero a0
nel punto x = 0.

Invece, quando r ∈ (0,+∞), l’e-
ventuale convergenza di una serie

di potenze nei due punti x = ±r non
rientra nell’enunciato a sinistra,

e si deve discutere caso per caso.

Qualora, tuttavia, si riesca a

stabilire la convergenza puntua-
le nel punto x = r (rispettivamen-

te, nel punto x = −r), si ha auto-
maticamente la convergenza uni-

forme in ogni intervallo del tipo
[a, r] con a > −r (rispettivamente,

in ogni intervallo [−r, b] con b < r).

ESEMPIO 1. La serie geometrica
+∞
∑

k=0

xk

è la serie di Maclaurin della fun-
zione y(x) = 1/(1 − x). Il raggio

di convergenza è r = 1. Per ogni
x ∈ (−1, 1) si ha

+∞
∑

k=0

xk =
1

1− x
. (6)

La serie non converge per x ∈ (−∞,

−1] ∪ [1,+∞). La funzione genera-

trice, invece, è definita per ogni
x 6= 1.

OSSERVAZIONE

L’esempio precedente fa vede-
re che la serie di Maclaurin di

una data funzione non è detto che
converga ad essa in tutto il domi-

nio di quest’ultima.
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ESEMPIO 2. La serie di Maclaurin

della funzione y(x) = − log(1− x) è

+∞
∑

k=1

xk

k
.

Il raggio di convergenza è r = 1:
questo di per sé non vuol dire che
la serie converga alla funzione

generatrice.

Tuttavia, integrando termine a
termine l’uguaglianza (6), si veri-

fica che per ogni x ∈ (−1, 1) si ha

+∞
∑

k=1

xk

k
= − log(1− x). (7)

Per x = 1 la serie considerata si ri-
duce alla serie armonica, dunque

non converge.

Infine, usando la formula di
Taylor con il resto di Lagrange

si dimostra che l’uguaglianza (7)
sussiste anche per x = −1, cioè si

trova

+∞
∑

k=1

(−1)k

k
= − log 2.

INTEGRAZIONE E DERIVAZIO-

NE PER SERIE

Come già detto a pagina SSF15,
le serie di potenze convergono

uniformemente in ogni intervallo
[a, b] incluso nell’intervallo aper-

to (−r, r), dove r denota il raggio
di convergenza.

Quindi l’integrale della fun-

zione somma y(x) si può esprimere
mediante una serie:

∫ b

a

y(x) dx =
+∞
∑

k=0

ak

∫ b

a

xk dx.

Si verifica, inoltre, che la serie
delle derivate

+∞
∑

k=1

k ak x
k−1, (8)

che è anch’essa una serie di poten-

ze, ha lo stesso raggio di conver-
genza della serie di partenza.

Poiché ogni punto x ∈ (−r, r)
si può includere in un intervallo
aperto (a, b) tale che [a, b] ⊂ (−r, r),
si deduce che la somma della se-
rie (8) è proprio la derivata y′(x)
della funzione somma y(x).
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DAL REALE AL COMPLESSO

Osserviamo che le quattro ope-

razioni aritmetiche si possono fa-
re anche con i numeri complessi, e

godono delle consuete proprietà
associativa, commutativa e distri-

butiva.

Inoltre la nozione di limite si
estende anche alle successioni di

numeri complessi, intendendo che
zk → z se risulta Re zk → Re z e Im zk
→ Im z.

Equivalentemente, si dice che
zk → z se il modulo |zk − z|, che è

un numero reale, tende a zero.

Si intuisce, dunque, che la no-
zione di somma di una serie si può

formulare anche per i numeri com-
plessi, con le stesse modalità che

sono valide per i numeri reali.

In particolare, una serie di po-
tenze

+∞
∑

k=0

ak z
k,

dove ora i coefficienti ak sono nu-

meri complessi, ha un raggio di
convergenza r dato ancora dal-

la (5), e converge uniformemente
in ogni insieme chiuso K ⊂ Br(0, 0)
⊂ C.

Queste proprietà consentono di
estendere ai numeri complessi la

definizione delle funzioni ex, log x,
sen x, cosx, e di tante altre impor-

tanti funzioni.

L’idea principale è semplicemen-

te quella di prendere la serie di
Maclaurin della funzione conside-

rata, e sostituire numeri comples-
si al posto della variabile x.

A titolo di esempio, la funzione

esponenziale ez è definita per ogni
z ∈ C come segue:

ez =
+∞
∑

k=0

zk

k!
.
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RIFERIMENTI AL LIBRO DI TESTO [6]

Serie di potenze: pag. 36 / pag. 17

Serie di Maclaurin della funzione y(x) = 1/(1 + x): (7.26), pag. 47 /
pag. 26

Serie di Maclaurin della funzione y(x) = log(1 + x): (7.24), pag. 47 /
pag. 26

Raggio di convergenza: formula (6.13), pag. 39 / pag. 19

Integrazione e derivazione delle serie di potenze: teorema 6, pag. 41 /
pag. 22

Funzione esponenziale nel campo complesso: pag. 288 / pag. 214
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MOTIVAZIONI

Vediamo un classico modello ma-

tematico [17] del fenomeno della
conduzione del calore, ad un du-

plice scopo:

1. Introdurre una delle prin-
cipali equazioni differenziali alle

derivate parziali della fisica ma-
tematica.

2. Spiegare l’origine delle se-

rie di Fourier, contrastando la
tesi che attribuisce lo sviluppo

della nostra disciplina esclusiva-
mente alla volontà di generaliz-

zare ed organizzare le conoscenze
precedenti.

IL CORPO CONDUTTORE

Studiamo il fenomeno della con-
duzione del calore attraverso un

filo sottile, rettilineo (oppure u-

na sbarra) isotropo, omogeneo, e
di sezione costante S.

Ci interessiamo soltanto della
conduzione del calore nella di-

rezione dell’asse del filo (asse x)

trascurando la conduzione nelle
direzioni trasversali, come pure

le eventuali dispersioni di calore.

Ammettiamo che la temperatu-

ra dei punti del filo sia una fun-

zione u(x, t) che dipende solo dal-
l’ascissa x e dal tempo.

CAPACITÀ TERMICA

Il rapporto tra la quantità di
calore dQ fornita ad un dato cor-

po ed il corrispondente aumento
du della sua temperatura viene

definito “capacità termica” C del
corpo:

C =
dQ

du
. (9)

CALORE SPECIFICO

La capacità termica dell’unità

di massa si chiama “calore specifi-
co”. Se dunque M è la massa del

corpo, il calore specifico c è

c =
C

M
. (10)

Ragioniamo sul cosiddetto “ele-

mento” di filo tra il punto di
ascissa x e quello di ascissa x+ dx,

il cui volume è dV = S dx

Indicata con µ la densità materia-

le, l’elemento di massa è dM = µ dV

e, per la (10), la capacità termica
dell’elemento di filo è

C = c dM

= cµS dx. (11)
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LEGGE DI FOURIER

La quantità di calore dQ1 che,

nell’intervallo di tempo dt, attra-
versa la sezione del filo di ascissa

x da sinistra verso destra è data
da

dQ1

dt
= −kS

∂u

∂x
(x, t) (12)

cioè è direttamente proporziona-
le alla sezione S ed a −∂u/∂x.

La costante di proporzionalità

k si dice “conducibilità termica” e
dipende dal materiale di cui è com-

posto il filo.

Analogamente, la quantità di
calore dQ2 che, nell’intervallo di

tempo dt, attraversa la sezione
del filo di ascissa x+ dx da destra

verso sinistra è data da

dQ2

dt
= kS

∂u

∂x
(x+ dx, t). (13)

EQUAZIONE DEL CALORE

Sommando la (12) e la (13) si

trova la quantità di calore dQ =
dQ1 + dQ2 che giunge all’elemento
di filo nell’intervallo di tempo dt:
dQ

dt
= kS

( ∂u

∂x
(x+ dx, t)−

∂u

∂x
(x, t)

)

.

Per la (9), il primo membro si può

anche scrivere C ∂u/∂t. Dividendo
ambo i membri per dx, e tenendo

conto della (11), si ottiene

cµ
∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
. (14)

La (14) è detta equazione del ca-

lore in una dimensione spaziale.

Analogamente, la conduzione
del calore in un corpo tridimen-

sionale Ω ⊂ R
3 si può modellizzare

tramite l’equazione

cµ
∂u

∂t
= k∆u,

essendo ∆ l’operatore di Laplace.

Poiché i teoremi di esistenza, e le
proprietà qualitative delle solu-

zioni non dipendono dal valore nu-
merico delle costanti c, µ, k > 0, si
suole concentrarsi sull’equazione

∂u

∂t
= ∆u.

NOTA BENE

Le considerazioni testé svolte

non sono la dimostrazione di al-
cunché, e non possono esserlo in

quanto mettono in relazione un’e-

quazione con un fenomeno natura-
le (la conduzione del calore), il

quale per ciò stesso non è assog-
gettabile alle dimostrazioni nel

senso matematico del termine.
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ORIGINI DELLE SERIE DI FOU-

RIER

J.-B. J. Fourier, nel trattato
“Théorie analytique de la cha-

leur” (1822) studia la conduzione
del calore in corpi di forme di-

verse, incluso l’anello.

Consideriamo un filo disposto
come la circonferenza di equazio-

ni parametriche
{

x = cosα,

y = senα.

La temperatura del punto del fi-

lo individuato dall’angolo α è da-
ta, all’istante t, da una funzione

u(α, t) soddisfacente l’equazione

∂u

∂t
=

∂2u

∂α2
, (15)

dove, per semplicità, abbiamo po-

sto uguali ad 1 le costanti fisiche.

Si vede per sostituzione (o per

separazione delle variabili) che le

funzioni e−k
2 t cos kα per k = 0, 1, 2,

. . . e le funzioni e−k
2 t sen kα, per k =

1, 2, 3, . . . sono soluzioni della (15).

Fourier ritiene che l’integrale
generale della (15) sia

u(α, t) =

a0
2

+
+∞
∑

k=1

e−k
2 t (ak cos kα + bk sen kα)

dove i coefficienti ak e bk si devono

ricavare dalla temperatura inizia-
le u(α, 0) tramite l’uguaglianza

u(α, 0) =

a0
2

+
+∞
∑

k=1

(ak cos kα + bk sen kα).

ESPRESSIONE DEI COEFFICIEN-

TI

Inizialmente (par. 215) Fourier
determina l’espressione dei coeffi-

cienti ak, bk tramite particolari se-
rie numeriche, dedotte sotto l’i-

potesi che la funzione generatri-
ce u(α, 0) sia analitica.

Successivamente (par. 219), ri-

solvendo un’opportuna equazione
differenziale ordinaria, egli per-

viene alla rappresentazione di ak
e bk tramite integrali:















ak =
1

π

∫ π

−π

u(t) cos kt dt,

bk =
1

π

∫ π

−π

u(t) sen kt dt.

(16)

A tale riguardo (par. 220) Fou-

rier commenta che “anche le fun-
zioni del tutto arbitrarie possono

essere sviluppate in serie trigono-
metriche”.

Infine (par. 221) osserva che, in-

tegrando termine a termine la se-
rie trigonometrica, “si ottengono

nella maniera più breve” i valori
dei coefficienti.
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L’ANALISI ARMONICA

La necessità di giustificare le
affermazioni di Fourier ha stimo-

lato profondi studi, che conflui-
scono in una branca della mate-

matica chiamata analisi armonica.

La stessa definizione dell’integra-

le definito fu formulata da Rie-
mann [13] allo scopo di precisare

la definizione (16) dei coefficienti
di Fourier.

Similmente, la definizione di pun-
to di accumulazione fu introdotta

da Cantor nello studio dell’insie-
me dei punti in cui si può modifica-

re una funzione mantenendo inva-
riati i coefficienti di Fourier [10,

vol. II, pag. 1132].

Si attribuisce a Pierre Lejeune-

Dirichlet il merito di aver dimo-
strato, successivamente alla pub-

blicazione del libro di Fourier, un
primo teorema di convergenza, va-

lido sotto opportune ipotesi ag-
giuntive rispetto alla sola perio-

dicità della funzione generatrice.

Le funzioni che si possono scri-

vere in modo semplice, combinando
le funzioni più comuni, soddisfano

le ipotesi dei teoremi di conver-
genza e perciò sono sviluppabili in

serie di Fourier.

Il primo esempio di una funzione

continua, la cui serie di Fourier
non converge in un punto fu tro-

vato da Paul Du Bois-Reymond [4].

Du Bois-Reymond cercò anche,

senza successo, un esempio di una

funzione continua la cui serie di

Fourier non converge in nessun
punto [5, pagina 443]: in effetti

un tale esempio non esiste, per il
teorema di Carleson (vedi appres-

so).

Per contro, se la funzione ge-
neratrice u è continua in [−π, π], e
se u(−π) = u(π), allora la sua serie
di Fourier converge uniformemen-

te ad u nel senso di Cesàro (teo-
rema di Fejér).

Si dice che una serie conver-

ge (uniformemente) nel senso di
Cesàro se, indicate con Sn(x) le

somme ridotte, la successione del-
le medie aritmetiche Sn(x) = (S1(x)
+ . . .+Sn(x))/n converge (uniforme-
mente).

Leopold Fejér ["fEje:r] (Fèier), un-

gherese, dimostrò il teorema so-
pra citato nel 1900, all’età di 19

anni.

Lennart Carleson, svedese, di-
mostrò nel 1966 [2] che la serie di

Fourier di una funzione di L2((−π,
π)) (e quindi, a maggior ragione,

quella di una funzione continua in
[−π, π]) converge quasi ovunque al-

la funzione generatrice.

Il risultato di Carleson fu este-
so alle funzioni di Lp((−π, π)) per

ogni p > 1 da Richard Hunt [9]. In-

vece, esistono funzioni di L1((−π,
π)) la cui serie di Fourier diverge

in ogni punto [11].

Ulteriori informazioni si posso-
no trovare nella tesi triennale [7]

e nel classico testo [10].
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CONVERGENZA PUNTUALE

DELLA SERIE DI FOURIER

Se una funzione u appartiene
ad L1((−π, π)) ed è derivabile in un

punto x0 ∈ (−π, π), allora

u(x0) =
a0
2
+

+∞
∑

k=1

(ak cos kx0 + bk sen kx0)

essendo ak, bk i coefficienti di Fou-

rier (16). Per la dimostrazione a-
vremo bisogno dei seguenti lemmi.

Lemma 1: per ogni t 6= 2kπ ed ogni

n ∈ Z
+ si ha

1

2
+

n
∑

k=1

cos kt =
sen 2n+1

2 t

2 sen t
2

Dimostrazione. Dalle formule di
addizione si deduce la formula di

Werner:

2 cosα sen β

= sen(α + β)− sen(α− β). (17)

Posto α = kt e β = t/2, sommando

su k si ottiene l’identità
n

∑

k=1

cos kt sen t
2

=
1

2

n
∑

k=1

(

sen 2k+1
2 t− sen 2k−1

2 t
)

= 1
2 sen 2n+1

2 t− 1
2 sen t

2 .

La tesi si ricava dividendo per il

fattore sen t
2, che non dipende dal-

l’indice di somma k.

Lemma 2: per ogni n ∈ N si ha

1

π

∫ π

−π

sen 2n+1
2 t

2 sen t
2

= 1.

Dimostrazione. Per n = 0 la con-

clusione è immediata, mentre per
n > 0 basta applicare il lemma 1 e

integrare.

Lemma 3 (lemma, o teorema di Rie-

mann-Lebesgue): per ogni funzio-
ne u ∈ L1((−π, π)) risulta

lim
k→+∞

ak = lim
k→+∞

bk = 0, (18)

dove gli ak, bk sono i coefficienti di

Fourier, dati dalla (16).

Dimostriamo il teorema nel caso
particolare in cui u ∈ L2((−π, π)).
Il caso generale (pag. SSF32) se-
gue dalla densità di L2((−π, π)) in

L1((−π, π)). Poniamo innanzitutto

Sn(t) =
a0
2
+

n
∑

k=1

(

ak cos kt+ bk sen kt
)

.

Usando le definizioni (16) dei
coefficienti di Fourier, si trova

0 ≤

∫ π

−π

(

u(t)− Sn(t)
)2

dt

=

∫ π

−π

u2(t) dt−

∫ π

−π

S2
n(t) dt.

L’ultimo integrale si può svolgere

sfruttando le relazioni di ortogo-
nalità in L2((−π, π)) delle funzioni

cos kt e sen kt. Si ottiene

a20
2
+

n
∑

k=1

(a2k + b2k) ≤
1

π

∫ π

−π

u2(t) dt. (19)

Quest’ultima disuguaglianza, det-

ta “disuguaglianza di Bessel”, im-
plica che la serie

+∞
∑

k=1

(a2k + b2k) (20)

è convergente. Pertanto, vista la

condizione necessaria per la con-
vergenza di una serie, vale la (18).
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Lemma 4: per ogni funzione f nel-

lo spazio L1((−π, π)) risulta

lim
n→+∞

∫ π

−π

f(t) sen
(

2n+1
2 t

)

dt = 0.

Dimostrazione. Per le formule di
addizione si ha

sen 2n+1
2 t = sennt cos t

2 + cosnt sen t
2

dunque l’integrale al primo mem-
bro si può scrivere come la somma

∫ π

−π

(

f(t) cos t
2

)

sennt dt

+

∫ π

−π

(

f(t) sen t
2

)

cosnt dt.

Poiché per ipotesi f ∈ L1((−π, π)),
anche i prodotti f(t) cos t2 e f(t) sen t

2

appartengono ad L1((−π, π)), e la
conclusione segue dal teorema di

Riemann-Lebesgue.

Dimostrazione del teorema a pagi-

na SSF24 (convergenza della serie
di Fourier).

Per semplicità poniamo x0 = 0.
Sostituendo al posto di ak e bk le

loro espressioni, la somma ridotta
Sn(0) diventa

Sn(0) =
1

2π

∫ π

−π

u(t) dt

+
n

∑

k=1

1

π

∫ π

−π

u(t) cos kt dt

=
1

π

∫ π

−π

( 1

2
+

n
∑

k=1

cos kt
)

u(t) dt.

Grazie al lemma 1, possiamo scri-

vere

Sn(0) =
1

π

∫ π

−π

sen 2n+1
2 t

2 sen t
2

u(t) dt.

D’altro canto per il lemma 2 si ha,

banalmente,

u(0) =
1

π

∫ π

−π

sen 2n+1
2 t

2 sen t
2

u(0) dt.

Sottraendo l’ultima uguaglianza
dalla precedente si trova

Sn(0)− u(0)

=
1

π

∫ π

−π

u(t)− u(0)

2 sen t
2

sen
(

2n+1
2 t

)

dt.

Verifichiamo che il secondo mem-
bro tende a zero. Innanzitutto,

posto

f(t) =
u(t)− u(0)

2 sen t
2

=
u(t)− u(0)

t

t/2

sen t
2

,

e siccome u(t) è derivabile per ipo-

tesi nel punto t = 0, risulta che
f(t) è limitata in un opportuno in-

torno dell’origine.

Tenendo conto anche del fatto
che u ∈ L1((−π, π)), segue che f ∈
L1((−π, π)). Perciò, scrivendo

Sn(0)− u(0) =
1

π

∫ π

−π

f(t) sen
(

2n+1
2 t

)

dt

ed applicando il lemma 4 si ottie-
ne

lim
n→+∞

Sn(0) = u(0)

come volevasi dimostrare.
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CONVERGENZA UNIFORME

DELLA SERIE DI FOURIER

La serie di Fourier di una fun-
zione f ∈ C1([−π, π]) tale che f(−π)
= f(π) converge ad f uniformemen-
te in [−π, π].

Infatti, indicati con ak, bk i coef-

ficienti di Fourier della funzione
continua u(x) = f ′(x), per la disu-

guaglianza di Bessel (19) la serie
(20) è convergente.

Integrando per parti, e sfruttan-
do la condizione f(−π) = f(π), si

trova che i coefficienti di Fourier

αk, βk della funzione f sono dati
da: αk = −bk/k e βk = ak/k per k > 0.

Per verificare che la serie di Fou-
rier di f converge uniformemente

basta verificare che converge to-

talmente, e cioè che

+∞
∑

k=1

(

|αk|+ |βk|
)

< +∞. (21)

Ponendo x = 1
2k e y = bk nella disu-

guaglianza 2 |xy| ≤ x2 + y2 si trova

|αk| ≤ 1
4k2 + b2k, e similmente |βk| ≤

1
k2

+ a2k. Ma siccome la serie

+∞
∑

k=1

1

k2

è convergente, come pure la (20),
si giunge alla (21), e la dimostra-

zione è conclusa.

SERIE DI FOURIER DI y(x) = x

I coefficienti di Fourier della
funzione y(x) = x si possono calco-

lare elementarmente.

Inoltre, applicando il teorema

di convergenza puntuale (pagina
SSF24) si ottiene l’uguaglianza

x

2
=

+∞
∑

k=1

(−1)k−1 sen kx

k
, x ∈ (−π, π)

scoperta da Eulero [10, volume I,

(53), pagina 533].

Verifichiamo che la convergen-

za è uniforme in ogni intervallo
[a, b] ⊂ (−π, π) ([8], pagine 106-107).

Sostituendo α = x/2 e β = kx nella
formula di Werner (17) si trova

2
(−1)k−1

k
cos x

2 sen kx =

(−1)k−1

k

(

sen(2k+1
2 x) + sen(2k−1

2 x)
)

,

e da qui, sommando su k = 1, . . . , n,
n ≥ 2, si esprime la somma parziale

come segue:

2 cos x
2

n
∑

k=1

(−1)k−1 sen kx

k
=

sen x
2 +

(−1)n−1

n
sen(2n+1

2 x)+

+
n−1
∑

k=1

(−1)k−1

k (k + 1)
sen(2k+1

2 x).

Al tendere di n a +∞, il termi-
ne (−1)n−1

n
sen(2n+1

2 x) tende unifor-

memente a zero. Inoltre, la serie

+∞
∑

k=1

(−1)k−1

k (k + 1)
sen(2k+1

2 x)

converge totalmente, quindi uni-

formemente, su tutto l’asse rea-
le. La conclusione segue allora

osservando che il fattore cos x
2 re-

sta lontano da zero per x ∈ [a, b] ⊂
(−π, π).
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CONVERGENZA LOCALMENTE

UNIFORME

Lo studio specifico della funzione
y(x) = x, appena svolto, consente

di rimuovere l’ipotesi che f(−π) =
f(π) di pagina SSF26.

Si può infatti dimostrare il se-

guente teorema:

la serie di Fourier di una funzione

u ∈ C1([−π, π]) converge ad u uni-

formemente in ogni intervallo [a,
b] ⊂ (−π, π).

Infatti, data una funzione u co-
me sopra, e posto

λ =
u(π)− u(−π)

2π
,

la funzione f(x) = u(x) − λx è an-
cora di classe C1([−π, π]), ed in

più soddisfa l’uguaglianza f(−π) =
f(π).

Osserviamo che la serie di Fou-

rier di λx si trova moltiplicando
per λ quella di x, dunque conver-

ge a λx localmente uniformemente
in (−π, π).

Similmente, la serie di Fourier

di u si ottiene sommando la serie
di f a quella di λx.

Ma siccome la serie di Fourier

di f converge uniformemente in
[−π, π], e quella di λx converge lo-

calmente uniformemente, la tesi
segue.

ALTRE FORMULAZIONI

Sono state stabilite diverse condi-

zioni sufficienti affinché la serie
di Fourier di una funzione u con-

verga alla funzione generatrice.
Ad esempio:

• La derivabilità in un punto (pag.

SSF24);

• L’esistenza della derivata de-

stra e della derivata sinistra [6,

pag. 54 / pag. 31];

• La limitatezza della derivata [8,

pag. 95];

• La lipschitzianità di u [14, pagina
189];

• La hölderianità di u [15, pagina

139];

• Il fatto che u abbia un numero
finito di massimi: quest’ultimo è il

teorema di Dirichlet [3], che si può
trovare in [16, paragrafo VI-1].

Per vedere gli enunciati precisi

si consultino i testi indicati.
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SERIE DI FOURIER IN L2

Nello spazio L2((−π, π)) vale un

teorema particolarmente sempli-
ce ed elegante sulla convergenza

della serie di Fourier:

data una qualunque funzione u ∈
L2((−π, π)), i coefficienti di Fou-
rier (16) sono ben definiti, e la se-

rie

a0
2

+
+∞
∑

k=1

(ak cos kx+ bk sen kx)

converge nel senso di L2 alla fun-
zione generatrice u(x). Ciò signifi-

ca che, indicata con Sn(x) la somma
ridotta

Sn(x) =

a0
2

+
n

∑

k=1

(ak cos kx+ bk sen kx) (22)

risulta

lim
n→+∞

‖Sn − u‖2 = 0, (23)

essendo ‖ ‖2 la norma di L2((−π, π)),
data da

‖u‖2 =

√

∫ π

−π

u2(x) dx .

Un accenno alla dimostrazione si

può trovare a pagina SSF29. Vale

inoltre l’uguaglianza di Parseval

1

π
‖u‖22 =

a20
2

+
+∞
∑

k=1

(a2k + b2k), (24)

che estende il teorema di Pitago-

ra dal piano (bidimensionale) al-
lo spazio vettoriale normato infi-

nito-dimensionale L2((−π, π)).

UGUAGLIANZA DI PARSEVAL

L’uguaglianza di Parseval (24)

per una funzione u ∈ L2((−π, π)) si
può ottenere osservando che la

(23) equivale a

lim
n→+∞

∫ π

−π

(

u(t)− Sn(t)
)2

dt = 0. (25)

Seguendo il ragionamento fatto a
pagina SSF24 per dimostrare la di-

suguaglianza di Bessel, si trova

1

π
‖u‖22 =

a20
2

+
n

∑

k=1

(a2k + b2k)

+
1

π

∫ π

−π

(

u(t)− Sn(t)
)2

dt

e la (24) segue. Una dimostrazio-

ne alternativa, basata sul seguen-
te caso particolare, si può trova-

re a pag. SSF31.

UN CASO PARTICOLARE

Nel caso di una u ∈ C1([−π, π]) sod-
disfacente u(−π) = u(π), la (24) si

ricava direttamente dal teorema
sulla convergenza uniforme (pag.

SSF26).

Infatti, sotto tali ipotesi, la som-
ma ridotta (22) converge ad u uni-

formemente in [−π, π], e la (25) se-
gue dal teorema di passaggio al

limite sotto il segno di integra-
le (pag. SSF7).
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CONVERGENZA IN L2

Partendo dal caso particolare ap-
pena visto, la dimostrazione della

(23) per una qualunque funzione u
nello spazio L2((−π, π)) si può svol-

gere utilizzando la completezza
di L2, e la densità di C1

0([−π, π]) in

L2((−π, π)).

Infatti, presa arbitrariamente
una u ∈ L2((−π, π)), vale la disugua-

glianza di Bessel e la serie (20) è
convergente.

Di conseguenza la successione
delle somme ridotte Sn date dalla

(22) è una successione di Cauchy in
L2((−π, π)).

A questo punto la completezza di
L2 implica che Sn ammette un limi-

te, che indicheremo con S(x).

La convergenza di Sn ad S in
L2((−π, π)) implica che i coefficien-

ti di Fourier di S(x) coincidono
con quelli di u(x).

Resta da dimostrare l’uguaglian-
za S(x) = u(x) quasi ovunque. Os-

serviamo che i coefficienti di Fou-
rier di S(x)−u(x) sono tutti nulli,

e supponiamo per assurdo che

‖S − u‖2 = ε0 > 0.

La densità di C1
0([−π, π]) in L2((−π,

π)) implica l’esistenza di una fun-
zione f ∈ C1([−π, π]) soddisfacente

f(−π) = f(π) e tale che ‖S−u−f‖2 <
ε0/2. Pertanto

ε0 = ‖S − u‖2 < ‖f‖2 + ε0/2,

da cui segue che ‖f‖2 > ε0/2.

Applicando alla funzione S − u −
f la disuguaglianza di Bessel, si
trova

a20
2

+
+∞
∑

k=1

(a2k + b2k) ≤
1

π

( ε0
2

)2

,

essendo ak, bk i coefficienti di Fou-

rier di S−u−f , che tuttavia coinci-

dono con quelli di −f . Ma poiché
f soddisfa l’uguaglianza di Parse-

val, si ha

a20
2

+
+∞
∑

k=1

(a2k + b2k) >
1

π

( ε0
2

)2

,

che contraddice la disuguaglian-

za precedente. Deve quindi aversi
‖S−u‖2 = 0, da cui segue S(x) = u(x)
quasi ovunque, come volevasi di-
mostrare.

Una dimostrazione della com-

pletezza di L2 si può trovare, ad
esempio, in [1], Teorema IV.8. La

densità di C1
0([−π, π]) in L2((−π, π))

segue dal Corollario IV.23 di [1].
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IDENTITÀ DI PARSEVAL

Consideriamo due funzioni u, v ∈
L2((−π, π)). Siano ak, bk i coefficien-

ti di Fourier di u, e ck, dk quelli
di v. Vale allora l’identità di Par-

seval:

1

π

∫ π

−π

u(x) v(x) dx

=
a0 c0
2

+
+∞
∑

k=1

(ak ck + bk dk). (26)

Osserviamo innanzitutto che, po-

nendo v = u, si riottiene la (24).

Viceversa, è possibile ricavare la
(26) applicando la (24) alle fun-

zioni u+ v e u− v. Si ha, infatti

1

π
‖u± v‖22 =

(a0 ± c0)
2

2

+
+∞
∑

k=1

(

(ak ± ck)
2 + (bk ± dk)

2
)

.

Poiché le serie convergono, si

possono sottrarre l’una dall’al-
tra termine a termine.

Sottraendo la seconda ugua-
glianza dalla prima, e svolgendo

i quadrati, si ottiene la (26).

OSSERVAZIONE 1. Il procedimen-

to appena seguito consente di di-
mostrare l’uguaglianza

(u|v) = 1
4 (‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2)

detta “identità di polarizzazione”,

che vale in un qualunque spazio
prehilbertiano: vedere la Propo-

sizione 1.2.2 in [12].

OSSERVAZIONE 2. Con un proce-

dimento analogo (sommando inve-

ce di sottrarre) si ottiene l’iden-
tità del parallelogramma

‖u‖2 + ‖v‖2 = 1
2 (‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2).

OSSERVAZIONE 3. In un qualun-

que spazio normato E, condizione
necessaria e sufficiente affinché

esista un prodotto scalare (u|v)
tale che

(u|u) = ‖u‖2 per ogni u ∈ E

è che valga l’identità del paral-

lelogramma: vedere il teorema di
Fréchet - von Neumann - Jordan

in [18], capitolo I, 5, Theorem 1.

OSSERVAZIONE 4. L’identità di
Parseval (26) mostra che l’opera-

tore lineare I : L2((−π, π)) → ℓ2 che
ad ogni u ∈ L2((−π, π)) associa la

successione dei suoi coefficienti di
Fourier, con piccole modifiche di-

venta un’isometria.
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LO SPAZIO ℓ2

Si denota con ℓ2 lo spazio di Hil-

bert costituito dalle successioni
numeriche a = (ak) tali che

+∞
∑

k=0

a2k < +∞.

La norma in ℓ2 della successione
a è la radice quadrata della sud-

detta serie, e si indica con ‖a‖ℓ2.

Il prodotto scalare tra due
successioni a = (ak) e b = (bk) in ℓ2 si

definisce come segue:

(a|b) =
+∞
∑

k=0

ak bk.

LIPSCHITZIANITÀ DELLA NOR-
MA

Una delle principali proprietà

della norma in un qualunque spa-
zio normato è la lipschitzianità,

che nel caso di ℓ2 è espressa dalla
disuguaglianza

∣

∣

∣
‖a‖ℓ2 − ‖b‖ℓ2

∣

∣

∣
≤ ‖a− b‖ℓ2 (27)

e nel caso di L2 da
∣

∣

∣
‖u‖2 − ‖v‖2

∣

∣

∣
≤ ‖u− v‖2. (28)

DISUGUAGLIANZA DI BESSEL E

CONTINUITÀ

Per ogni u ∈ L2((−π, π)), indichiamo
con ak, bk i coefficienti di Fourier

di u e poniamo

Φ(u) =
a20
2

+
+∞
∑

k=1

(a2k + b2k).

Per la disuguaglianza di Bessel,

la serie converge e perciò la for-
ma quadratica Φ è ben definita.

La disuguaglianza di Bessel e la

(27) implicano la continuità di Φ:
L2((−π, π)) → R.

Si badi che Φ, essendo quadrati-
ca, non può essere (globalmente)

lipschitziana.

UGUAGLIANZA DI PARSEVAL

(BIS)

Possiamo ora estendere l’ugua-
glianza di Parseval (24) dallo spa-

zio C1
0([−π, π]) allo spazio L2((−π,

π)), come segue.

Presa u ∈ L2((−π, π)), la densità
di C1

0([−π, π]) in L2((−π, π)) assicu-

ra l’esistenza di una successione
di funzioni un ∈ C1

0([−π, π]) tali che

‖un − u‖2 → 0. Per la (24) si ha

Φ(un) =
1

π
‖un‖2,

infatti un(−π) = un(π). Quando n

tende a +∞, il primo membro ten-

de a Φ(u) per la continuità di Φ,
ed il secondo tende a 1

π
‖u‖2 per la

(28), dunque la (24) continua a va-
lere anche per u, come volevasi di-

mostrare.
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TEOREMA DI RIEMANN-

LEBESGUE

Fissata u ∈ L1((−π, π)), essendo
cos kx e sen kx funzioni misurabili

e limitate risulta che i prodotti
u(x) cos kx e u(x) sen kx sono somma-

bili per ogni k ∈ Z
+.

Dunque le definizioni (16) dei co-
efficienti di Fourier sono ben po-

ste. Vogliamo dimostrare la (18).

Consideriamo la funzione un de-
finita per n ∈ Z

+ come segue:

un(x) =















n, se u(x) ≥ n;

u(x), se u(x) ∈ (−n, n),

−n, se u(x) ≤ −n.

La funzione un è misurabile perché
per ogni b ∈ R la controimmagine

u−1
n ((−∞, b]) dell’intervallo (−∞, b]

è data da

u−1
n ((−∞, b]) =

=











(−π, π), se b ≥ n;

u−1((−∞, b]), se b ∈ [−n, n);

∅, se b < −n,

e, a sua volta, la controimmagine
u−1((−∞, b]) dell’intervallo (−∞, b]
è misurabile perché u è misurabile
per ipotesi.

Inoltre, poiché risulta |un(x)|
p ≤

np, si ha un ∈ L∞((−π, π)) per ogni
n ∈ Z

+, e, a maggior ragione, un ∈
Lp((−π, π)) per ogni p ∈ [1,+∞) ed
ogni n ∈ Z

+.

Verifichiamo che un → u in L1((−π,
π)).

Cerchiamo innanzitutto il limi-
te puntuale di un. Per ogni fissato

x ∈ (−π, π) risulta un(x) = u(x) de-
finitivamente (e precisamente per

n ≥ |u(x)|). Perciò si ha, banalmen-
te,

lim
n→+∞

un(x) = u(x)

per ogni x ∈ (−π, π). Resta da ve-
dere se

lim
n→+∞

∫ π

−π

|u(x)− un(x)| dx = 0.

Poiché sappiamo che la funzione

integranda tende a zero, siamo di
fronte ad un tipico problema di

passaggio al limite sotto il segno
di integrale. Poiché risulta

|u(x)− un(x)| ≤ |u(x)|

per ogni x ∈ (−π, π), e la funzione
|u(x)| è sommabile per ipotesi, sono

soddisfatte le ipotesi del teorema

di Lebesgue: quindi possiamo scri-
vere

lim
n→+∞

∫ π

−π

|u(x)− un(x)| dx =

∫ π

−π

0 dx

= 0.

Si conclude che un → u in L1((−π,
π)), come volevasi dimostrare.

Di conseguenza, fissato ε ∈ (0,
+∞), per la definizione di limite
esiste una funzione un0 tale che

‖un0 − u‖1 < ε. (29)
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Verifichiamo che i coefficienti

di Fourier a0k e b0k della funzione
un0 tendono a 0 per k → +∞.

Abbiamo verificato che un0 ap-

partiene ad Lp((−π, π)) per ogni p ∈
[1,+∞], dunque in particolare un0
∈ L2((−π, π)): ma allora i coeffi-

cienti a0k e b0k tendono a 0 per la
disuguaglianza di Bessel (19).

La condizione (29) non serve

per la validità dell’asserto, ma
nel prossimo ragionamento: ve-

rifichiamo che risulta |ak|, |bk| < ε
definitivamente.

Per la definizione dei coeffi-

cienti di Fourier, si ha

|a0k − ak| ≤

1

π

∫ π

−π

∣

∣

∣
un0(x)− u(x)

∣

∣

∣
| cos kx| dx,

e siccome | cos kx| ≤ 1, si conclude
che |a0k − ak| ≤

1
π
‖un0 − u‖1.

Facendo intervenire adesso la
condizione (29), possiamo scrivere

|a0k − ak| < ε/π per ogni k ∈ Z
+, e di

conseguenza

|ak| ≤ |a0k|+ |a0k − ak|

< |a0k|+ ε/π.

Ricordando che a0k → 0, per la de-

finizione di limite risulta definiti-
vamente

|ak| < ε/2 + ε/π

< ε

come volevasi dimostrare. Allo

stesso modo si conclude per bk. Il
teorema di Riemann-Lebesgue se-

gue per l’arbitrarietà di ε.
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RIFERIMENTI AL LIBRO DI TESTO [6]

Serie di Fourier: pag. 51 / pag. 29

Espressione dei coefficienti: (8.13) e (8.14), pag. 53 / pag. 30

Convergenza puntuale: pag. 54 / pag. 31

Convergenza uniforme: pag. 56 / pag. 32

Convergenza localmente uniforme: pag. 56 / pag. 33

Disuguaglianza di Bessel: pag. 58 / pag. 34

Lipschitzianità della distanza: (14.4), pag. 76 / pag. 48

Teorema di Riemann-Lebesgue: (9.8), pag. 59 / pag. 35

Spazi Lp: pag. 536 / pag. 403
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BASE DI C2(I)

Indicato con I ⊂ R un intervallo
qualunque, con interno non vuo-

to, sappiamo che lo spazio vetto-
riale C2(I) possiede una base.

Esistono, cioè, un opportuno in-

sieme S (insieme degli indici) ed un
insieme X = {ϕs | s ∈ S } ⊂ C2(I),
aventi le seguenti due proprietà.

1. Per ogni funzione y ∈ C2(I) esi-

stono un numero finito n(y) > 0 di
indici s1, . . . , sn(y) e di numeri reali

λ1, . . . , λn(y) tali che

y(x) =

n(y)
∑

i=1

λi ϕsi(x) per ogni x ∈ I.

2. Ogniqualvolta si prende un nu-

mero finito n > 0 di indici s1, . . . , sn
e di numeri reali λ1, . . . , λn, se risul-

ta

n
∑

i=1

λi ϕsi(x) = 0 per ogni x ∈ I

allora λ1, . . . , λn = 0 (indipendenza
lineare).

Vogliamo verificare che l’insie-

me S degli indici non è numerabile.
A tal fine supponiamo, per assur-

do, di poter prendere S = N. Scri-
veremo allora ϕk in luogo di ϕs.

Fissiamo un intervallo chiuso e
limitato [a, b] ⊂ I, con a < b.

Poiché ogni funzione y ∈ C2([a, b])
ha un’estensione ỹ ∈ C2(I), l’insie-
me X costituisce un insieme di ge-

neratori per C2([a, b]).

Da ora in avanti lavoreremo con

le restrizioni delle funzioni ϕk al-
l’intervallo [a, b].

Scartate, tra tali funzioni, quel-

le identicamente nulle in [a, b], ap-
plichiamo alle rimanenti il proce-

dimento di ortonormalizzazione di
Gram-Schmidt rispetto al prodot-

to scalare di L2((a, b)).

In tal modo otteniamo ancora un
insieme di generatori per C2([a, b]),
insieme che indicheremo con Y =
{ψk | k ∈ N }. Posto

Mk = max
x∈[a,b]

|ψk(x)|+ max
x∈[a,b]

|ψ′
k(x)|

+ max
x∈[a,b]

|ψ′′
k(x)|,

definiamo la funzione ψ ponendo

ψ(x) =
∞
∑

k=1

ψk(x)

k2Mk

.

Tale serie converge totalmente,
dunque anche uniformemente in [a,
b], e quindi in L2((a, b)).

Derivando due volte termine a
termine si ottiene ancora una se-

rie totalmente convergente, dun-
que ψ ∈ C2([a, b]). Ma allora

ψ(x) =

n(ψ)
∑

i=1

λi ψki(x) in [a, b].

Ciò è assurdo perché implica che
ψ è ortogonale a ψk per ogni k di-

verso da k1, . . . , kn(ψ), mentre inve-
ce dalla definizione di ψ segue che

per ogni k > 0 si ha
∫ b

a

ψ(x)ψk(x) dx =
1

k2Mk

> 0.
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NORMA DI C2(I)

Lo spazio funzionale C2([a, b]), do-

ve [a, b] è un qualunque intervallo
chiuso e limitato, è dotato della

norma

‖y‖ = max
x∈[a,b]

|y(x)|+ max
x∈[a,b]

|y′(x)|

+ max
x∈[a,b]

|y′′(x)|.

Una successione di funzioni yk ∈
C2([a, b]) converge rispetto a tale

norma se e solo se converge uni-

formemente, insieme alla succes-
sione delle derivate prime y′k ed a

quella delle derivate seconde y′′k.

METRICA SU C2(R)

La suddetta definizione non si

può estendere allo spazio C2(R)
perché alcune funzioni in tale spa-
zio sono illimitate, dunque prive

di massimo o minimo e con estremo
superiore o inferiore infiniti.

Ciò non ostante si può definire(∗)

una metrica d(y1, y2) su C2(R) po-
nendo d(y1, y2) = d(y1 − y2, 0), e

d(y, 0) =
+∞
∑

k=1

1

2k
‖y‖k

1 + ‖y‖k
,

dove ‖y‖k denota la norma della
funzione y nelo spazio C2([−k, k]).

Una successione di funzioni yk ∈
C2(R) converge rispetto a tale me-
trica se e solo se converge unifor-

memente, insieme alla successione
delle derivate prime y′k ed a quella

delle derivate seconde y′′k, in ogni
intervallo limitato.

(∗) Vedere, ad esempio, la proposizione 6 a pa-
gina 27 in [18].

Verifichiamo che non esiste nessu-

na norma che induca lo stesso tipo
di convergenza.

A tal fine supponiamo, per as-

surdo, che ci sia una tale norma
su C2(R). La indicheremo con ‖ ‖.

Scegliamo a piacere una funzio-

ne y0 ∈ C2(R), nulla per ogni x < 0
ma non identicamente nulla. Per

esempio, possiamo prendere

y0(x) =

{

x3, per x ≥ 0,

0 per x < 0.

Posto yk(x) = y0(x − k) per k = 1, 2,
. . . , osserviamo che le norme

αk = ‖yk‖

sono tutte positive perché nessu-
na delle funzioni yk è identicamen-

te nulla. Consideriamo allora le
funzioni normalizzate

yk(x) =
yk(x)

αk
.

Esse hanno norma 1 per costruzio-
ne. Tuttavia, poiché sono definiti-

vamente nulle su ogni intervallo

limitato, esse tendono a zero uni-
formemente, insieme alle loro de-

rivate prime e seconde, su ogni in-
tervallo limitato.

Dunque si ha 1 = ‖yk‖ → 0: assurdo.
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RIFERIMENTI AL LIBRO DI TESTO [6]

Spazi metrici: pagg. 75-76 / pag. 47

Spazi vettoriali normati: pagg. 93-94 / pag. 61

Gli spazi Ck([a, b]): pag. 103 / pag. 69
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