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SUCCESSIONI DI FUNZIONI



MOTIVAZIONI PER LO STUDIO
DELLE SUCCESSIONI DI FUNZIO-
NI

FIN DALL’ANTICHITA, IL CONCETTO
DI LIMITE SERVE PER RAPPRESENTARE
LE SOLUZIONI DI QUEI PROBLEMI CHE
NON SI LASCIANO RISOLVERE IN MODO
PIU SEMPLICE.

DA QUESTO PUNTO DI VISTA, I LIMI-
TI NON SONO FATTI PER ESSERE CALCO-
LATI, MA PIUTTOSTO PER RAPPRESEN-
TARE LE SUDDETTE SOLUZIONI.

AD ESEMPIO, PER DIMOSTRARE CHE
IL PROBLEMA DI CAUCHY

y/ = f(xay)
y(o) = o

(1)

HA ALMENO UNA SOLUZIONE, SI CO-
STRUISCE UN’OPPORTUNA SUCCESSIONE
DI FUNZIONI y(x), E, SOTTO OPPOR-
TUNE IPOTESI SULLA FUNZIONE f(z,y),
SI DIMOSTRA CHE TALE SUCCESSIONE
CONVERGE AD UNA FUNZIONE LIMITE
y(x), LA QUALE A SUA VOLTA RISOLVE
IL PROBLEMA DATO.

SE, AD ESEMPIO, LA FUNZIONE f(z,
y) E DI CLASSE C'! IN UN INTORNO DEL
PUNTO (Zg, o), ALLORA ESISTE UN RAG-
GlIo § € (0,+00) TALE CHE IL PRO-
BLEMA (1) AMMETTE UNA E UNA SO-
LA SOLUZIONE y(x) DEFINITA PER x €
(xog — d, x9g + 0) (TEOREMA DI ESISTEN-
ZA E UNICITA IN PICCOLO).

IL METODO ACCENNATO SOPRA NON
FORNISCE, IN GENERALE, UN’ESPRES-
SIONE SEMPLICE DELLA SOLUZIONE, MA
NE DIMOSTRA L’ESISTENZA E L'UNICITA.

SSF4

CONVERGENZA PUNTUALE

COSA VUOL DIRE, DUNQUE, CHE UNA
SUCCESSIONE DI FUNZIONI yi(z) CON-
VERGE AD UNA FUNZIONE LIMITE y(x)?

A DIFFERENZA DI QUANTO ACCADE
PER LE SUCCESSIONI DI NUMERI REA-
LI, PER LE FUNZIONI VI SONO MOLTE
DIVERSE DEFINIZIONI DI CONVERGEN-
ZA, NON EQUIVALENTI FRA LORO, LA
CUI OPPORTUNITA DIPENDE DAL CON-
TESTO.

LA PIU SEMPLICE NOZIONE DI CON-
VERGENZA E LA CONVERGENZA PUN-
TUALE, APPRESSO DEFINITA.

DEFINIZIONE. DATA UNA SUCCESSIONE
DI FUNZIONI yi(x), AVENTI PER DOMI-
NIO UN INSIEME X C RY, E A VALORI
REALI, SI DICE CHE CONVERGONO PUN-
TUALMENTE AD UNA y: X — R SE PER
OGNI FISSATO z € X RISULTA

lim yr(z) = y().

k—+o00

DUNQUE LA CONVERGENZA PUNTUA-
LE SI RICONDUCE ALLA CONVERGENZA
DEI NUMERI y(x) (AVENDO FISSATO )
AL NUMERO y(z). TALE CONVERGENZA
DEVE SUSSISTERE PER OGNI x NEL DO-
MINIO DELLE FUNZIONI.

AD ESEMPIO, USANDO LA FORMULA
DI TAYLOR CON IL RESTO DI LAGRANGE
SI PUO DIMOSTRARE CHE LE FUNZIONI

n

wle) =Y —

n=0

CONVERGONO ALLA FUNZIONE y(x) = e*
PER OGNI z € R.



IL DIFETTO DELLA CONVER-
GENZA PUNTUALE

UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI y;; PUO
BENISSIMO CONVERGERE PUNTUALMEN-
TE AD UNA FUNZIONE y SENZA CHE PER
QUESTO GLI INTEGRALI DELLE ¥ DEB-
BANO CONVERGERE ALL'INTEGRALE DI

Y.

AD ESEMPIO, LE FUNZIONI y(z)
k2*~! CONVERGONO PUNTUALMENTE A
y(x) = 0 SULL'INTERVALLO (0,1). TuT-
TAVIA

1
/ yr(z)dr =1 PER OGNI k > 0,
0

/01 y(x)dz

UN DISCORSO SIMILE VALE PER LE DE-
RIVATE. AD ESEMPIO, LE FUNZIONI

MENTRE

1
- 2
k+:c

yr(x) =
CONVERGONO PUNTUALMENTE A y(z) =
|z| SULL INTERVALLO (—00, +00). TUT-
TAVIA y,.(0) = 0 PER OGNI k > 0, MEN-
TRE y'(0) NON ESISTE.

QUESTI DIFETTI SONO PARTICOLAR-
MENTE SGRADEVOLI PERCHE, IN PRATI-
CA, LA CONVERGENZA DI FUNZIONI SER-
VE PER APPLICARE IL CALCOLO DIFFE-
RENZIALE E INTEGRALE ALLA FUNZIO-
NE LIMITE y(z) SENZA DISPORRE DI UNA
SUA SEMPLICE ESPRESSIONE, MA PER IL
TRAMITE DELLE FUNZIONI Y.
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CONVERGENZA UNIFORME

UNO DEI PRINCIPALI TIPI DI CON-
VERGENZA DI FUNZIONI, INSIEME ALLA
CONVERGENZA PUNTUALE, E LA CON-
VERGENZA UNIFORME.

DEFINIZIONE. SI DICE CHE ¥, CONVER-
GE UNIFORMEMENTE A y SUL DOMINIO
X SE PER OGNI ¢ > ( ESISTE UN INDI-
CE v TALE CHE PER OGNI k > v E PER
OGNI = € X SI HA |yx(z) — y(z)| < e.

IN PAROLE POVERE, LA CONVERGEN-
ZA UNIFORME RISULTA DALLA CONVER-
GENZA PUNTUALE PIU L’'INDIPENDENZA
DELL'INDICE v DAL PUNTO x.

LA CONVERGENZA UNIFORME, DUN-
QUE, IMPLICA LA CONVERGENZA PUN-
TUALE.

VICEVERSA, SE L’INSIEME X CON-
TIENE SOLO UN NUMERO FINITO DI PUN-
TI, LA CONVERGENZA PUNTUALE IMPLI-
CA LA CONVERGENZA UNIFORME.

LA CONVERGENZA UNIFORME DI ¥y AD ¥y
SI PUO, EQUIVALENTEMENTE, DEFINIRE
TRAMITE LA CONDIZIONE lim s; = 0,

k—+o0
DOVE

sk = sup |yx(z) — y(@)|.
reX

SE IL DOMINIO X E UN INTERVALLO (a,
b) SI PUO ANCHE DIRE CHE PER OGNI
e > 0 ESISTE UN INDICE v TALE CHE PER
OGNI k > v IL GRAFICO DELLA FUNZIO-
NE % STA NELLA STRISCIA

{(z,y) | x € (a,),
ylz) —e <y <ylz) +e}
CENTRATA SUL GRAFICO DI y(x) E DI

ALTEZZA 2¢ (FIGURA 2.1 A PAGINA 80 /
PAGINA 51 DEL TESTO).



I SOTTINTESI DELLA DEFINI-
ZIONE

POSSONO ESSERE UTILI LE SEGUEN-
TI OSSERVAZIONI.

1. LA CONVERGENZA PUNTUALE SU DI
UN INSIEME FINITO E SEMPRE UNIFOR-
ME.

CIOE, SE LE FUNZIONI yi(x) CONVER-
GONO IN UN NUMERO FINITO DI PUNTI
Ti,...,T,, ALLORA CONVERGONO UNI-
FORMEMENTE SULL’INSIEME X = {x,
..., Ty }. PER VERIFICARLO, PONIAMO

m yg(z;) PER i=1,...,n.

i) = li
vo) = Jim,

PRESO € > 0 ESISTONO n INDICI v, ...,
V, TALI CHE

(2)

PER OGNI k> 1; E1=1,...,n. SICCO-
ME TALI INDICI SONO IN NUMERO FINI-
TO, E LEGITTIMO DEFINIRE

yi(zi) — y(z)| < e

V= max ;.

1=1,....n
CON QUESTA DEFINIZIONE, LA (2) IM-
PLICA CHE IN TUTTO L’INSIEME X RI-
SULTA

yr(z) —y(2)| <e PER k > v,

DUNQUE LA SUCCESSIONE (y;) CONVER-
GE UNIFORMEMENTE ALLA FUNZIONE ¥
IN TALE INSIEME.
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2. SE UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI
yr CONVERGE AD UNA FUNZIONE y UNI-
FORMEMENTE IN UN INSIEME X, E PUN-
TUALMENTE IN UN PUNTO zy ¢ X, AL-
LORA LA CONVERGENZA E UNIFORME IN
TUTTO L’INSIEME X U { zg }.

INFATTI, PRESO ¢ > (0, PER LE IPO-
TESI SUDDETTE ESISTE v; TALE CHE

lye(xo) — y(z0)| < € PER k > 11,

ED ESISTE 15 TALE CHE IN TUTTO L’IN-
SIEME X RISULTA

lyr(z) —y(x)| < & PER k > vs.
MA ALLORA, POSTO
v = max{ vy, s },
RISULTA
lyp(2) —y(z)| < e PER k> v

IN TUTTO L'INSIEME X U {z}, COME
VOLEVASI DIMOSTRARE.

QUEST’ULTIMA OSSERVAZIONE IMPLICA
CHE E INUTILE SPERARE DI MODIFICA-
RE IL TIPO DI CONVERGENZA (DA PUN-
TUALE A UNIFORME, O VICEVERSA) AG-
GIUNGENDO O TOGLIENDO UN PUNTO
DAL DOMINIO (AD ESEMPIO, GLI ESTRE-
MI DI UN INTERVALLO).

INFATTI, SE UNA SUCCESSIONE DI FUN-
ZIONI CONVERGE PUNTUALMENTE MA
NON UNIFORMEMENTE SU DI UN INTER-
VALLO CHIUSO [a,b], DALL’OSSERVAZIO-
NE 2 SEGUE CHE LA CONVERGENZA NON
PUO ESSERE UNIFORME NEMMENO SU

(a,b).

E QUESTO IL CASO, AD ESEMPIO,
DELLA TIPICA SUCCESSIONE yi(7) = 2"
PER z € [0, 1].



DUE PROPRIETA DELLA CON-
VERGENZA UNIFORME

LA CONVERGENZA UNIFORME SI COM-

PORTA ABBASTANZA BENE RISPETTO AL-

LA CONTINUITA E ALL'INTEGRAZIONE.

INOLTRE, LA CONVERGENZA UNIFORME
DELLE DERIVATE SI COMPORTA BENE RI-
SPETTO ALLA DERIVAZIONE.

PIU ESATTAMENTE, VALGONO 1 SE-
GUENTI ENUNCIATI.

1) SE LE y, SONO CONTINUE SU DI
UN INTERVALLO [a, b] (QUINDI SONO AN-
CHE INTEGRABILI SECONDO RIEMANN),
E SE CONVERGONO UNIFORMEMENTE
AD UNA FUNZIONE ¥y, ALLORA ANCHE Yy
€ C%[a, b)), E

b
lim

n—-+00 a

b
yr(x) dx = / y(x) dx.
a
QUESTA PROPRIETA SI USA SPESSO A
ROVESCIO, CIOE, CONSTATATO CHE LA
FUNZIONE LIMITE vy E DISCONTINUA AL-
MENO IN UN PUNTO, SI DEDUCE CHE LA
CONVERGENZA DELLE ¥y; NON E UNIFOR-

ME.

2) SUPPONIAMO CHE: LE FUNZIONI
Y SIANO DERIVABILI IN UN INTERVALLO
LIMITATO (a,b); CONVERGANO ALMENO
IN UN PUNTO DI TALE INTERVALLO, E LE
LORO DERIVATE ¥, CONVERGANO UNI-
FORMEMENTE IN TUTTO (a,b).

ALLORA SI DIMOSTRA CHE: ANCHE
LE FUNZIONI ¥, CONVERGONO UNIFOR-
MEMENTE IN TUTTO (a,b); LA LORO
FUNZIONE LIMITE, CHE INDICHEREMO
CON y, E DERIVABILE IN (a,b), E LA
FUNZIONE LIMITE DELLE DERIVATE y}, E
PROPRIO v/'.
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IL CRITERIO DI CAUCHY

LA CONVERGENZA DI FUNZIONI SER-
VE PER RAPPRESENTARE UNA FUNZIO-
NE y(z), UTILE PER RISOLVERE UN DATO
PROBLEMA, COME LIMITE DI UNA SUC-
CESSIONE DI FUNZIONI y(z).

CIO COSTITUISCE UN VALIDO RIPIE-
GO IN QUEI CASI, CHE SONO MOLTI, IN
CUI NON SI CONOSCE UN’ESPRESSIONE
PIU SEMPLICE DELLA FUNZIONE y(z).

D’ALTRO CANTO LA DEFINIZIONE DEL-
LA CONVERGENZA, E, IN PARTICOLARE,
QUELLA DELLA CONVERGENZA UNIFOR-
ME, FA INTERVENIRE LA FUNZIONE LI-
MITE y(x), DUNQUE NON E APPLICABI-
LE PROPRIO NEI CASI PER I QUALI TALE
NOZIONE SERVE DI PIU.

PERTANTO GIOCA UN RUOLO ES-
SENZIALE LA CONDIZIONE DI CAUCHY,
CHE E NECESSARIA E SUFFICIENTE AF-
FINCHE UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI
yr(r) CONVERGA UNIFORMEMENTE IN
UN DATO INTERVALLO |a, b].

LA CONDIZIONE DI CAUCHY NON RI-
CHIEDE LA CONOSCENZA DELLA FUN-
ZIONE LIMITE y(z).

SI DICE CHE UNA SUCCESSIONE DI
FUNZIONT yi(z) € C°Ja,b]) E “FON-
DAMENTALE” O “DI CAUCHY” SE PER
OGNI € > (0 ESISTE UN INDICE v TALE
CHE PER OGNI n, k > v RISULTA

max |y,(z) — yi(z)| <e.

x€la,b]
CHE TALE CONDIZIONE SIA NECESSARIA
LO SI VEDE FACENDO TENDERE n E k A
+00. PER DIMOSTRARE CHE E ANCHE
SUFFICIENTE SI USA LA COMPLETEZZA
DELL'INSIEME R DEI NUMERI REALIL.



CALCOLO DI UN LIMITE TRAMI-
TE UNA SUCCESSIONE APPROS-
SIMANTE

PER DIMOSTRARE LE PROPRIETA FON-
DAMENTALI DELLA CONVERGENZA UNI-
FORME ENUNCIATE A PAG. SSF7 E IM-
PORTANTE SAPER CALCOLARE I LIMITI
lim g(z) E lim g(x)
LL‘*)%J x%mg'
DI UNA DATA FUNZIONE g UTILIZZANDO
UN’OPPORTUNA SUCCESSIONE DI FUN-
ZIONI gy..

PIU PRECISAMENTE, SUPPONIAMO CHE
LE FUNZIONI ¢, SIANO DEFINITE SUL-
L'INTERVALLO (a,z(), OPPURE (xg,b),
CON 29 € R, E CONVERGANO UNIFOR-
MEMENTE A ¢ IN TALE INTERVALLO.

CONSIDERIAMO, AD ESEMPIO, IL PRIMO
DEI DUE CASI. SUPPONIAMO INOLTRE
CHE PER OGNI k ESISTA IL LIMITE

lim g (),

T—T
LIMITE CHE INDICHEREMO CON L;. SE
TUTTI GLI L, SONO FINITI, SI DIMOSTRA
(ALLE PAGINE 17 E 18 / PAGINE 4 E 5
DEL LIBRO DI TESTO) CHE ESISTE FINI-
TO ANCHE IL LIMITE

k—+o0

E SI HA

lim g(x) = lim Ly.

T—xy k—+o00

NEL CASO & — 2 L’ENUNCIATO E ANA-
LOGO.

IN QUESTA SEDE ESAMINIAMO IL CA-
SO IN CUI RISULTA Lj = +00 PER QUAL-
CHE VALORE DI k.

SE RISULTA Lj = 400 SOLO PER UN
NUMERO FINITO DI VALORI DI k, E SI HA
L; € R DEFINITIVAMENTE, SI PUO AP-
PLICARE IL TEOREMA APPENA CITATO.

SE, INVECE, RISULTA L; = 400 PER
INFINITI VALORI DI k£, POSSIAMO DIMO-
STRARE CHE Lj; = +00 DEFINITIVAMEN-
TE. INFATTI, PER LA CONVERGENZA
UNIFORME ESISTE UN INDICE v TALE
CHE PER OGNI k,h > v SI HA

gk (x) — gn(z)] <1
IN TUTTO L'INTERVALLO (a,xy). PREN-
DIAMO ALLORA UNA FUNZIONE g; CON
k > v E TALE CHE

lim gi(z) = 4o0.

T—Tq

PER OGNI h > v RISULTA
gn(z) > gr(z) — 1 — 400

QUANDO = — z,. DUNQUE L; = 400
PER OGNI h > v, COME VOLEVASI DI-
MOSTRARE.

E FACILE VERIFICARE CHE, NELLE
IPOTESI ANZIDETTE, RISULTA
lim g(z) = 4o0.
Ty
INFATTI, PER LA CONVERGENZA UNI-

FORME ESISTE UN INDICE v TALE CHE
PER OGNI k > v SI HA

lgr(z) — g(z)] <1
IN TUTTO L'INTERVALLO (a,z(). PRESA
ALLORA UNA FUNZIONE g; CON k> v E
TALE CHE

lim gi(z) = +o0,

T—Tq
RISULTA g(x) > gi(z) — 1 — 400 PER
r — x5, COME VOLEVASI DIMOSTRARE.



RIFERIMENTI AL LIBRO DI TESTO [6]

Convergenza puntuale: pag. 13 / pag. 1
Convergenza uniforme: pag. 13 / pag. 1

Interpretazione grafica della convergenza uniforme: fig. 2.1, pag. 80 /
pag. 51

Continuita della funzione limite uniforme: pagg. 16-17 / pag. 4
Scambio dei limiti: pag. 17 / pag. 4

Criterio di Cauchy uniforme: pag. 19 / pag. 5

Passaggio al limite sotto il segno di integrale: pag. 21 / pag. 7

La convergenza puntuale non basta a tale scopo: pagg. 20-21 /
pagg. 6-7

Passaggio al limite sotto il segno di derivata: pag. 26 / pag. 10

La convergenza puntuale non basta a tale scopo: pagg. 22 / pag. 8



SERIE DI FUNZIONI



MOTIVAZIONI PER LO STUDIO
DELLE SERIE DI FUNZIONI

LE MOTIVAZIONI PER L’UTILIZZO DELLE
SERIE DI FUNZIONI SONO ANALOGHE A
QUELLE DELLE SUCCESSIONI.

AD ESEMPIO, I VALORI NUMERICI DI
FUNZIONI IMPORTANTI COME e%, logw,
senxz E cosx, NON SI POSSONO CALCO-
LARE A PARTIRE DA z MEDIANTE LE
QUATTRO OPERAZIONI ARITMETICHE.

FANNO ECCEZIONE POCHI VALORI PAR-
TICOLARI, COME AD ESEMPIO ¢ 1,
sen() =0, cos) =1, ECCETERA.

TUTTAVIA, LE SUDDETTE FUNZIONI
SI POSSONO ESPRIMERE COME SOMME
DI SERIE OPPORTUNE. SI HA, AD ESEM-
PIO:

DEFINIZIONE

CONSIDERIAMO UNA FUNZIONE y(x)
ED UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI ¥ ()
AVENTI PER DOMINIO LO STESSO INSIE-
ME, E SUPPONIAMO, PER SEMPLICITA,
CHE TALE INSIEME SIA UN INTERVALLO
(a,b). ST SCRIVE

y(x) = yr(x)
k=0

SE LA SUCCESSIONE DELLE FUNZIONI S,
DATE DA

Sule) =3 yela)

CONVERGE A y(z) SULL'INTERVALLO (a,
b). ANCHE IN QUESTO CASO SI DISTIN-
GUE TRA CONVERGENZA PUNTUALE E
CONVERGENZA UNIFORME.
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CONVERGENZA TOTALE

A DIFFERENZA DELLE SUCCESSIONI
DI FUNZIONI, NEL CASO DELLE SERIE
DI FUNZIONI SI DEFINISCE ANCHE LA
“CONVERGENZA TOTALE”: LA SERIE

400

2 uil@)

k=0
CONVERGE TOTALMENTE SULL'INTER-
VALLO (a,b) SE, POSTO

sup |yx ()],

x€(a,b)

S —
RISULTA CONVERGENTE LA SERIE NU-

MERICA
+00

Zsk.

k=0
LA CONVERGENZA TOTALE E UNA CON-
DIZIONE SUFFICIENTE MA NON NECES-
SARIA PER LA CONVERGENZA UNIFOR-
ME DI UNA SERIE DI FUNZIONI SULL’IN-
TERVALLO (a,b) (CRITERIO DI WEIER-
STRASS).

(3)

QUANTO SOPRA CONTINUA A VALE-
RE SOSTITUENDO UN QUALUNQUE INSIE-
ME I C R AL POSTO DELL’INTERVALLO
(a,b).

LA DIMOSTRAZIONE SI BASA SUL CRITE-
RIO DI CAUCHY: RISULTA INFATTI

[Sk(@) = Sn(@)] = lynr1(@) + - + yu(2)]

k
< Z sj PER h < k,

j=h+1

E QUEST’ULTIMA SOMMATORIA TENDE
A ZERO QUANDO h,k — 400, IN CON-
SEGUENZA DELLA CONVERGENZA DELLA
SERIE (3).



DERIVAZIONE SOTTO IL SE-
GNO DI INTEGRALE

TALVOLTA LA FUNZIONE y(x) CUI SI
E INTERESSATI E ESPRESSA NON PER SE-
RIE MA MEDIANTE UN INTEGRALE.

P1U PRECISAMENTE, SI HA A CHE FA-
RE CON ESPRESSIONI DELLA SEGUENTE

FORMA:
d
- [swod @

QUESTO ACCADE, AD ESEMPIO, QUAN-
DO LA FUNZIONE y(2z) E LA SOLUZIONE
DI UN PROBLEMA ASSOCIATO AD UN’E-
QUAZIONE DIFFERENZIALE CHE VIENE
RISOLTO MEDIANTE UNA TRASFORMA-
TA INTEGRALE, COME LA TRASFORMA-
TA DI FOURIER O LA TRASFORMATA DI
LAPLACE.

UN’ALTRA FRA LE TANTE ESPRES-
SIONI DEL TIPO (4) E LA RAPPRESEN-
TAZIONE DEL POTENZIALE GRAVITAZIO-
NALE GENERATO DA UNA DENSITA u:

LU y7 -
/// J;yz)dxdydz
B /(2 — 22 4+ (y —y)? + (2 — 2')?
IN QUESTA SEDE, SENZA ENTRARE

NEI DETTAGLI, CI LIMITIAMO AD ENUN-
CIARE IL SEGUENTE TEOREMA:

SE LA FUNZIONE f(z,t) SOTTO IL SE-
GNO DI INTEGRALE E DI CLASSE C'(R),
DOVE R E UN RETTANGOLO DEL TIPO
R = [a,b] X [c,d], ALLORA LA FUNZIO-
NE y(z) DATA DALLA (4) E DI CLASSE
C'([a,b]) E LA SUA DERIVATA y/(z) SI
PUO OTTENERE COME SEGUE:

1 of

N ——(x,t)dt.

y'(x) =

SSF12



RIFERIMENTI AL LIBRO DI TESTO [6]

Serie di Maclaurin della funzione esponenziale: (7.18), pag. 45 /
pag. 25

Somma di una serie: pag. 30 / pag. 13
Convergenza totale: (5.10), pag. 31 / pag. 14

Derivazione sotto il segno di integrale: pag. 157 / pag. 111



SERIE DI POTENZE



DEFINIZIONE

LE SERIE I CUI TERMINI yj(x) HANNO LA
FORMA ¥;(z) = a; ¥, CIOE SONO PRO-
DOTTI DI POTENZE DELLA  CON ESPO-
NENTI k € N PER COEFFICIENTI REALI
aj, SI DICONO “SERIE DI POTENZE”.

UNA SERIE DI POTENZE HA DUNQUE

LA FORMA
+00

2

k=0
LE SERIE DI POTENZE SONO IMPORTAN-
TI PERCHE LA SERIE DI MACLAURIN
DI UNA QUALUNQUE FUNZIONE REGO-
LARE [ E DI QUESTO TIPO, ESSENDO

ar, = f®(0)/k!.
RAGGIO DI CONVERGENZA

Qg [Uk.

[ CARATTERE DI UNA SERIE DI PO-
TENZE E MOLTO PARTICOLARE: ESISTE
INFATTI UN VALORE r > 0, CHE PUO AN-
CHE ESSERE 400, TALE CHE LA SERIE
CONVERGE UNIFORMEMENTE IN OGNI
INTERVALLO |[a,b] C (—7,7), E NON CON-
VERGE IN NESSUN PUNTO = TALE CHE
x| > r.

TALE QUANTITA r SI CHIAMA “RAG-
GIO DI CONVERGENZA”, ED E DATA DA

1
lim sup v/ |ay| - (5)

r k—+o00
S1 INTENDE CHE 7 = (0 (RISPETTIVA-
MENTE, 7 = 400) QUANDO IL LIMITE
AL SECONDO MEMBRO E 400 (RISPET-
TIVAMENTE, ZERO). SPESSO, PER PRA-
TICITA, SI RICAVA r DALLA FORMULA

i %
1m ,
k——+o00 \ak+1|

r =

CHE E CORRETTA SOTTO L'IPOTESI CHE
IL LIMITE AL SECONDO MEMBRO ESISTA.

SSF15

ULTERIORI PRECISAZIONI

TUTTE LE SERIE DI POTENZE CON-
VERGONO BANALMENTE AL NUMERO ay
NEL PUNTO x = 0.

INVECE, QUANDO 7 € (0,+00), L'E-
VENTUALE CONVERGENZA DI UNA SERIE
DI POTENZE NEI DUE PUNTI 2 = £r NON
RIENTRA NELL'ENUNCIATO A SINISTRA,
E SI DEVE DISCUTERE CASO PER CASO.

QUALORA, TUTTAVIA, SI RIESCA A
STABILIRE LA CONVERGENZA PUNTUA-
LE NEL PUNTO x = r (RISPETTIVAMEN-
TE, NEL PUNTO = = —7), SI HA AUTO-
MATICAMENTE LA CONVERGENZA UNI-
FORME IN OGNI INTERVALLO DEL TIPO
la,r] CON a > —r (RISPETTIVAMENTE,
IN OGNI INTERVALLO [—7,b] CON b < 7).

ESEMPIO 1. LA SERIE GEOMETRICA
“+00
>
k=0
E LA SERIE DI MACLAURIN DELLA FUN-
ZIONE y(1) 1/(1 —x). IL RAGGIO

DI CONVERGENZA E r = 1. PER OGNI
x € (—1,1) SI HA

400
> vt =
k=0

LA SERIE NON CONVERGE PER z € (—00,

—1] U [1,400). LA FUNZIONE GENERA-
TRICE, INVECE, E DEFINITA PER OGNI

x # 1.
OSSERVAZIONE

1
1—a

(6)

L’ESEMPIO PRECEDENTE FA VEDE-
RE CHE LA SERIE DI MACLAURIN DI
UNA DATA FUNZIONE NON E DETTO CHE
CONVERGA AD ESSA IN TUTTO IL DOMI-
NIO DI QUEST ULTIMA.



ESEMPIO 2. LLA SERIE DI MACLAURIN
DELLA FUNZIONE y(z) = —log(1 — z) E

+

8

k

X
2 .
1

=~
I

IL RAGGIO DI CONVERGENZA E r = 1:
QUESTO DI PER SE NON VUOL DIRE CHE
LA SERIE CONVERGA ALLA FUNZIONE
GENERATRICE.

TUTTAVIA, INTEGRANDO TERMINE A
TERMINE L'UGUAGLIANZA (6), SI VERI-
FICA CHE PER OGNI x € (—1,1) SI HA

+

8

k

x
k
1

= —log(1l — x). (7)

i

PER x = 1 LA SERIE CONSIDERATA SI RI-
DUCE ALLA SERIE ARMONICA, DUNQUE
NON CONVERGE.

INFINE, USANDO LA FORMULA DI
TAYLOR CON IL RESTO DI LAGRANGE
SI DIMOSTRA CHE L'UGUAGLIANZA (7)
SUSSISTE ANCHE PER x = —1, CIOE SI
TROVA

(=D*

= — log 2.
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INTEGRAZIONE E DERIVAZIO-
NE PER SERIE

COME GIA DETTO A PAGINA SSF15,
LE SERIE DI POTENZE CONVERGONO
UNIFORMEMENTE IN OGNI INTERVALLO
[a,b] INCLUSO NELL’INTERVALLO APER-
TO (—r,r), DOVE 7 DENOTA IL RAGGIO
DI CONVERGENZA.

QUINDI L'INTEGRALE DELLA FUN-
ZIONE SOMMA y(z) SI PUO ESPRIMERE
MEDIANTE UNA SERIE:

b +00 b
/ y(x)dr = Z ak/ z* dx.
a k=0 a

S1 VERIFICA, INOLTRE, CHE LA SERIE
DELLE DERIVATE

+0o0o
E kapat L,
k=1

CHE E ANCH'ESSA UNA SERIE DI POTEN-
ZE, HA LO STESSO RAGGIO DI CONVER-
GENZA DELLA SERIE DI PARTENZA.

(8)

POICHE OGNI PUNTO z € (—7,7)
SI PUO INCLUDERE IN UN INTERVALLO
APERTO (a,b) TALE CHE |a,b] C (—r,7),
SI DEDUCE CHE LA SOMMA DELLA SE-
RIE (8) E PROPRIO LA DERIVATA ¢'(1)
DELLA FUNZIONE SOMMA y(x).



DAL REALE AL COMPLESSO

OSSERVIAMO CHE LE QUATTRO OPE-
RAZIONI ARITMETICHE SI POSSONO FA-
RE ANCHE CON I NUMERI COMPLESSI, E
GODONO DELLE CONSUETE PROPRIETA
ASSOCIATIVA, COMMUTATIVA E DISTRI-
BUTIVA.

INOLTRE LA NOZIONE DI LIMITE SI
ESTENDE ANCHE ALLE SUCCESSIONI DI
NUMERI COMPLESSI, INTENDENDO CHE
Z1 — 2 SE RISULTA Rez. — Rez E Im 2z,
— Im 2.

EQUIVALENTEMENTE, SI DICE CHE
zr — 2z SE IL MODULO |z — 2|, CHE E
UN NUMERO REALE, TENDE A ZERO.

SI INTUISCE, DUNQUE, CHE LA NO-
ZIONE DI SOMMA DI UNA SERIE SI PUO
FORMULARE ANCHE PER I NUMERI COM-
PLESSI, CON LE STESSE MODALITA CHE
SONO VALIDE PER I NUMERI REALL.

IN PARTICOLARE, UNA SERIE DI PO-

TENZE
+00

2

k=0
DOVE ORA I COEFFICIENTI aj SONO NU-
MERI COMPLESSI, HA UN RAGGIO DI
CONVERGENZA 7 DATO ANCORA DAL-
LA (5), E CONVERGE UNIFORMEMENTE
IN OGNI INSIEME CHIUSO K C B,(0,0)
c C.

ag. Zk,

QUESTE PROPRIETA CONSENTONO DI
ESTENDERE Al NUMERI COMPLESSI LA
DEFINIZIONE DELLE FUNZIONI €%, logz,
senx, cosr, E DI TANTE ALTRE IMPOR-
TANTI FUNZIONI.
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L’IDEA PRINCIPALE E SEMPLICEMEN-
TE QUELLA DI PRENDERE LA SERIE DI
MACLAURIN DELLA FUNZIONE CONSIDE-
RATA, E SOSTITUIRE NUMERI COMPLES-
SI AL POSTO DELLA VARIABILE .

A TITOLO DI ESEMPIO, LA FUNZIONE
ESPONENZIALE €° E DEFINITA PER OGNI
z € C COME SEGUE:

+
B k!
k=0



RIFERIMENTI AL LIBRO DI TESTO [6]

Serie di potenze: pag. 36 / pag. 17

Serie di Maclaurin della funzione y(z) = 1/(1 + z): (7.26), pag. 47 /
pag. 26

Serie di Maclaurin della funzione y(z) = log(1 + z): (7.24), pag. 47 /
pag. 26

Raggio di convergenza: formula (6.13), pag. 39 / pag. 19

Integrazione e derivazione delle serie di potenze: teorema 6, pag. 41 /
pag. 22

Funzione esponenziale nel campo complesso: pag. 288 / pag. 214



SERIE DI FOURIER



MOTIVAZIONI

VEDIAMO UN CLASSICO MODELLO MA-
TEMATICO [17] DEL FENOMENO DELLA
CONDUZIONE DEL CALORE, AD UN DU-
PLICE SCOPO:

1. INTRODURRE UNA DELLE PRIN-
CIPALI EQUAZIONI DIFFERENZIALI ALLE
DERIVATE PARZIALI DELLA FISICA MA-
TEMATICA.

2. SPIEGARE L’ORIGINE DELLE SE-
RIE DI FOURIER, CONTRASTANDO LA
TESI CHE ATTRIBUISCE LO SVILUPPO
DELLA NOSTRA DISCIPLINA ESCLUSIVA-
MENTE ALLA VOLONTA DI GENERALIZ-
ZARE ED ORGANIZZARE LE CONOSCENZE
PRECEDENTI.

IL CORPO CONDUTTORE

STUDIAMO IL FENOMENO DELLA CON-
DUZIONE DEL CALORE ATTRAVERSO UN
FILO SOTTILE, RETTILINEO (OPPURE U-
NA SBARRA) ISOTROPO, OMOGENEO, E
DI SEZIONE COSTANTE S.

C1 INTERESSIAMO SOLTANTO DELLA
CONDUZIONE DEL CALORE NELLA DI-
REZIONE DELL’ASSE DEL FILO (ASSE )
TRASCURANDO LA CONDUZIONE NELLE
DIREZIONI TRASVERSALI, COME PURE
LE EVENTUALI DISPERSIONI DI CALORE.

AMMETTIAMO CHE LA TEMPERATU-
RA DEI PUNTI DEL FILO SIA UNA FUN-
ZIONE u(x,t) CHE DIPENDE SOLO DAL-
L’ASCISSA = E DAL TEMPO.
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CAPACITA TERMICA

IL RAPPORTO TRA LA QUANTITA DI
CALORE d() FORNITA AD UN DATO COR-
PO ED IL CORRISPONDENTE AUMENTO
du DELLA SUA TEMPERATURA VIENE
DEFINITO “CAPACITA TERMICA” C' DEL
CORPO:

_ 49

C = T

(9)

CALORE SPECIFICO

LA CAPACITA TERMICA DELL’UNITA
DI MASSA SI CHIAMA “CALORE SPECIFI-
CcO”. SE DUNQUE M E LA MASSA DEL
CORPO, IL CALORE SPECIFICO ¢ E

C
c=—. 10
7 (10)
RAGIONIAMO SUL COSIDDETTO “ELE-

MENTO” DI FILO TRA IL PUNTO DI
ASCISSA = E QUELLO DI ASCISSA z + dx,
IL CUI VOLUME E dV = Sdx

INDICATA CON g LA DENSITA MATERIA-
LE, L’ELEMENTO DI MASSA E dM = udV
E, PER LA (10), LA CAPACITA TERMICA
DELL’ELEMENTO DI FILO E

C=cdM

cpS d. (11)



LEGGE DI FOURIER

LA QUANTITA DI CALORE d(); CHE,
NELL’INTERVALLO DI TEMPO dt, ATTRA-
VERSA LA SEZIONE DEL FILO DI ASCISSA
2 DA SINISTRA VERSO DESTRA E DATA

DA
d@,
dt

CIOE E DIRETTAMENTE PROPORZIONA-
LE ALLA SEZIONE S ED A —0u/0x.

ou

(12)

LA COSTANTE DI PROPORZIONALITA
k SI DICE “CONDUCIBILITA TERMICA” E
DIPENDE DAL MATERIALE DI CUI E COM-
POSTO IL FILO.

ANALOGAMENTE, LA QUANTITA DI
CALORE d(); CHE, NELL'INTERVALLO DI
TEMPO dt, ATTRAVERSA LA SEZIONE
DEL FILO DI ASCISSA x + dx DA DESTRA
VERSO SINISTRA E DATA DA

dQ)s ou

=k o

(x +dx, t). (13)
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EQUAZIONE DEL CALORE

SOMMANDO LA (12) E LA (13) sI
TROVA LA QUANTITA DI CALORE dQ =
dQ, + dQ, CHE GIUNGE ALL'ELEMENTO
DI FILO NELL'INTERVALLO DI TEMPO dt:

dQ_kS(ﬁu u(x t))
dt Ox Ox
PER LA (9), IL PRIMO MEMBRO SI PUO
ANCHE SCRIVERE C Ju/0t. DIVIDENDO
AMBO I MEMBRI PER dz, E TENENDO
CONTO DELLA (11), SI OTTIENE
ou _ 0%u
Hor " o
LA (14) E DETTA EQUAZIONE DEL CA-
LORE IN UNA DIMENSIONE SPAZIALE.

(x + dz, t)

(14)

ANALOGAMENTE, LA CONDUZIONE
DEL CALORE IN UN CORPO TRIDIMEN-
SIONALE ) C R? SI PUO MODELLIZZARE
TRAMITE L’EQUAZIONE

cp— Ou = k Au,
ot
ESSENDO A L’OPERATORE DI LAPLACE.
POICHE I TEOREMI DI ESISTENZA, E LE
PROPRIETA QUALITATIVE DELLE SOLU-
ZIONI NON DIPENDONO DAL VALORE NU-
MERICO DELLE COSTANTI ¢, i, k > 0, SI
SUOLE CONCENTRARSI SULL’EQUAZIONE

ou
wr = Au.

NOTA BENE

LE CONSIDERAZIONI TESTE SVOLTE
NON SONO LA DIMOSTRAZIONE DI AL-
CUNCHE, E NON POSSONO ESSERLO IN
QUANTO METTONO IN RELAZIONE UN’E-
QUAZIONE CON UN FENOMENO NATURA-
LE (LA CONDUZIONE DEL CALORE), IL
QUALE PER CIO STESSO NON E ASSOG-
GETTABILE ALLE DIMOSTRAZIONI NEL
SENSO MATEMATICO DEL TERMINE.



ORIGINI DELLE SERIE DI FOU-
RIER

J.-B. J. FOURIER, NEL TRATTATO
“THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHA-
LEUR” (1822) STUDIA LA CONDUZIONE
DEL CALORE IN CORPI DI FORME DI-
VERSE, INCLUSO L’ANELLO.

CONSIDERIAMO UN FILO DISPOSTO
COME LA CIRCONFERENZA DI EQUAZIO-
NI PARAMETRICHE

T = Cos Q,
Yy = sen .

LA TEMPERATURA DEL PUNTO DEL FI-

LO INDIVIDUATO DALL'ANGOLO « E DA-

TA, ALL'ISTANTE ¢, DA UNA FUNZIONE

u(a, t) SODDISFACENTE L’EQUAZIONE
ou 0?u

- o (15)

da?’
DOVE, PER SEMPLICITA, ABBIAMO PO-
STO UGUALI AD 1 LE COSTANTI FISICHE.

SI VEDE PER SOSTITUZIONE (O PER
SEPARAZIONE DELLE VARIABILI) CHE LE
FUNZIONI e * coska PER k = 0,1,2,
... E LE FUNZIONI e ¥’ sen ko, PER k =
1,2,3,... SONO SOLUZIONI DELLA (15).

FOURIER RITIENE CHE L’'INTEGRALE
GENERALE DELLA (15) SIA

u(a,t) =
a o= 2
70 + ; e (ay, cos ka + by, sen k)

DOVE I COEFFICIENTI ay, E b SI DEVONO
RICAVARE DALLA TEMPERATURA INIZIA-
LE u(a,0) TRAMITE L'UGUAGLIANZA

u(a,0) =

agp

+o0
5 + Z(ak cos ko + by, sen ko).

k=1
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ESPRESSIONE DEI COEFFICIEN-
TI

INIZIALMENTE (PAR. 215) FOURIER
DETERMINA L’ESPRESSIONE DEI COEFFI-
CIENTI ay, by TRAMITE PARTICOLARI SE-
RIE NUMERICHE, DEDOTTE SOTTO L’I-
POTESI CHE LA FUNZIONE GENERATRI-
CE u(ca,0) SIA ANALITICA.

SUCCESSIVAMENTE (PAR. 219), RI-
SOLVENDO UN’OPPORTUNA EQUAZIONE
DIFFERENZIALE ORDINARIA, EGLI PER-
VIENE ALLA RAPPRESENTAZIONE DI a
E by TRAMITE INTEGRALI:

1

™

/

ar = — [ u(t) cosktdt,

m

o (16)
b, = —/ u(t) sen kt dt.

T —T

A TALE RIGUARDO (PAR. 220) Fou-
RIER COMMENTA CHE “ANCHE LE FUN-
ZIONI DEL TUTTO ARBITRARIE POSSONO
ESSERE SVILUPPATE IN SERIE TRIGONO-
METRICHE” .

INFINE (PAR. 221) OSSERVA CHE, IN-
TEGRANDO TERMINE A TERMINE LA SE-
RIE TRIGONOMETRICA, “SI OTTENGONO
NELLA MANIERA PIU BREVE” I VALORI
DEI COEFFICIENTI.



L’ANALIST ARMONICA

LA NECESSITA DI GIUSTIFICARE LE
AFFERMAZIONI DI FOURIER HA STIMO-
LATO PROFONDI STUDI, CHE CONFLUI-
SCONO IN UNA BRANCA DELLA MATE-
MATICA CHIAMATA ANALISI ARMONICA.

LA STESSA DEFINIZIONE DELL'INTEGRA-
LE DEFINITO FU FORMULATA DA RIE-
MANN [13] ALLO SCOPO DI PRECISARE
LA DEFINIZIONE (16) DEI COEFFICIENTI
DI FOURIER.

SIMILMENTE, LA DEFINIZIONE DI PUN-
TO DI ACCUMULAZIONE FU INTRODOTTA
DA CANTOR NELLO STUDIO DELL’INSIE-
ME DEI PUNTI IN CUI SI PUO MODIFICA-
RE UNA FUNZIONE MANTENENDO INVA-
RIATI I COEFFICIENTI DI FOURIER [10,
voL. II, pAG. 1132].

SI ATTRIBUISCE A PIERRE LEJEUNE-
DIRICHLET IL MERITO DI AVER DIMO-
STRATO, SUCCESSIVAMENTE ALLA PUB-
BLICAZIONE DEL LIBRO DI FOURIER, UN
PRIMO TEOREMA DI CONVERGENZA, VA-
LIDO SOTTO OPPORTUNE IPOTESI AG-
GIUNTIVE RISPETTO ALLA SOLA PERIO-
DICITA DELLA FUNZIONE GENERATRICE.

LE FUNZIONI CHE SI POSSONO SCRI-
VERE IN MODO SEMPLICE, COMBINANDO
LE FUNZIONI PIU COMUNI, SODDISFANO
LE IPOTESI DEI TEOREMI DI CONVER-
GENZA E PERCIO SONO SVILUPPABILI IN
SERIE DI FOURIER.

[, PRIMO ESEMPIO DI UNA FUNZIONE
CONTINUA, LA CUI SERIE DI FOURIER
NON CONVERGE IN UN PUNTO FU TRO-
VATO DA PAuL DU Bois-REYMOND [4].

DU BoIS-REYMOND CERCO ANCHE,
SENZA SUCCESSO, UN ESEMPIO DI UNA
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FUNZIONE CONTINUA LA CUI SERIE DI
FOURIER NON CONVERGE IN NESSUN
PUNTO [5, PAGINA 443]: IN EFFETTI
UN TALE ESEMPIO NON ESISTE, PER IL
TEOREMA DI CARLESON (VEDI APPRES-
SO).

PER CONTRO, SE LA FUNZIONE GE-
NERATRICE u E CONTINUA IN [—7, 7], E
SE u(—7) = u(7m), ALLORA LA SUA SERIE
DI FOURIER CONVERGE UNIFORMEMEN-
TE AD % NEL SENSO DI CESARO (TEO-
REMA DI FEJER).

SI DICE CHE UNA SERIE CONVER-
GE (UNIFORMEMENTE) NEL SENSO DI
CESARO SE, INDICATE CON S,(z) LE
SOMME RIDOTTE, LA SUCCESSIONE DEL-
LE MEDIE ARITMETICHE S, (z) = (S)(7)
+...4+5,(z))/n CONVERGE (UNIFORME-
MENTE).

LEOPOLD FEJER [fejerr] (FEIER), UN-
GHERESE, DIMOSTRO IL TEOREMA SO-
PRA CITATO NEL 1900, ALL’ETA DI 19
ANNI.

LENNART CARLESON, SVEDESE, DI-
MOSTRO NEL 1966 [2] CHE LA SERIE DI
FOURIER DI UNA FUNZIONE DI L?((—,
7)) (E QUINDI, A MAGGIOR RAGIONE,
QUELLA DI UNA FUNZIONE CONTINUA IN
[—7, 7]) CONVERGE QUASI OVUNQUE AL-
LA FUNZIONE GENERATRICE.

IL RISULTATO DI CARLESON FU ESTE-
SO ALLE FUNZIONI DI LP((—m, 7)) PER
OGNI p > 1 DA RICHARD HUNT [9]. IN-
VECE, ESISTONO FUNZIONI DI L!((—,
7)) LA CUI SERIE DI FOURIER DIVERGE
IN OGNI PUNTO [11].

ULTERIORI INFORMAZIONI SI POSSO-
NO TROVARE NELLA TESI TRIENNALE [7]
E NEL CLASSICO TESTO [10].



CONVERGENZA PUNTUALE
DELLA SERIE DI FOURIER

SE UNA FUNZIONE u APPARTIENE
AD LY((—n,7)) ED E DERIVABILE IN UN
PUNTO x € (—77 7), ALLORA
u(zy) = a20 + Z(ak cos kxg + by sen k)

k=1
ESSENDO ay, by, 1 COEFFICIENTI DI Fou-

RIER (16). PER LA DIMOSTRAZIONE A-
VREMO BISOGNO DEI SEGUENTI LEMMI.

LEMMA 1: PER OGNI t # 2km ED OGNI
n € Z* S1 HA

L Zcoskt =

—+
k=1

2
DIMOSTRAZIONE. DALLE FORMULE DI
ADDIZIONE SI DEDUCE LA FORMULA DI
WERNER:

sen <2t 2n+1 t

2 sen—

2 cos asen 3

= sen(a + ) —sen(a — ). (17)
PosSTO a = kt E = t/2, SOMMANDO
SU k SI OTTIENE L'IDENTITA

n
E cos kt sen%
k=1

%Z(sen%—“t—sen%t}
k=1

_ 1 2n+1 1 t
=3 t — = sen 2

LA TESI SI RICAVA DIVIDENDO PER IL
FATTORE sen , CHE NON DIPENDE DAL-
L’INDICE DI SOMMA k.

sen ——

LEMMA 2: PER OGNI n € N ST HA

2n—|—1 t
1 / 1
2 sen =
DIMOSTRAZIONE. PER n =0 LA CON-

CLUSIONE E IMMEDIATA, MENTRE PER
n > (0 BASTA APPLICARE IL LEMMA 1 E
INTEGRARE.
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LEMMA 3 (LEMMA, O TEOREMA DI RIE-
MANN-LEBESGUE): PER OGNI FUNZIO-
NE u € L'((—m, 7)) RISULTA

lim ap = lim by =0,
k—+00 k—+00

(18)

DOVE GLI ay, by, SONO I COEFFICIENTI DI
FOURIER, DATI DALLA (16).

DIMOSTRIAMO IL TEOREMA NEL CASO
PARTICOLARE IN CUI u € L*((—m,m)).
[ CASO GENERALE (PAG. SSF32) SE-
GUE DALLA DENSITA DI L?((—m,m)) IN
LY((—7,7)). PONIAMO INNANZITUTTO

Sp(t) = % + Z (ar coskt + by, senkt).

k=1

USANDO LE DEFINIZIONI (16) DEI
COEFFICIENTI DI FOURIER, SI TROVA

o< |

ﬂ (ult) — 5,(0)) " d

/u2 t)dt—/ S2(t) dt

L’ULTIMO INTEGRALE SI PUO SVOLGERE
SFRUTTANDO LE RELAZIONI DI ORTOGO-
NALITA IN L?((—7, 7)) DELLE FUNZIONI
coskt E senkt. SI OTTIENE

T
>§3/ u?
ﬂ-—ﬂ'

QUEST’ULTIMA DISUGUAGLIANZA, DET-

n

+) (

k=1

53 2 (t)dt. (19)

TA “DISUGUAGLIANZA DI BESSEL”, IM-
PLICA CHE LA SERIE
+00
> (af +0}) (20)
k=1

EE CONVERGENTE. PERTANTO, VISTA LA
CONDIZIONE NECESSARIA PER LA CON-
VERGENZA DI UNA SERIE, VALE LA (18).



LEMMA 4: PER OGNI FUNZIONE f NEL-
LO SPAZIO L'((—m, 7)) RISULTA

/_7T f(t) sen (25 ¢) dt = 0.

DIMOSTRAZIONE. PER LE FORMULE DI
ADDIZIONE SI HA

lim
n—-+00

t = sennt COS% + cosnt sen L

2n+1
2 2

Sen
DUNQUE L'INTEGRALE AL PRIMO MEM-

BRO SI PUO SCRIVERE COME LA SOMMA

' (f(t) COS %) sennt dt

/.
o

POICHE PER IPOTESI f € L'((—m, 7)),
ANCHE I PRODOTTI f(t)cos E f(t)sen %
APPARTENGONO AD LY'((—m, 7)), E LA
CONCLUSIONE SEGUE DAL TEOREMA DI
RIEMANN-LEBESGUE.

(f(t) sen %) cosnt dt.

™

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA A PAGI-
NA SSF24 (CONVERGENZA DELLA SERIE
DI FOURIER).

PER SEMPLICITA PONIAMO zy = 0.
SOSTITUENDO AL POSTO DI aj E by LE
LORO ESPRESSIONI, LA SOMMA RIDOTTA
S, (0) DIVENTA

1

u(t) coskt dt

) u(t) dt.

GRAZIE AL LEMMA 1, POSSIAMO SCRI-
VERE

™

/

2n-+1
sen =5—1¢
2—u(t)dt.

2sen2

™
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D’ALTRO CANTO PER IL LEMMA 2 SI HA,
BANALMENTE,
m
/—7'('

SOTTRAENDO L’ULTIMA UGUAGLIANZA
DALLA PRECEDENTE SI TROVA

sen%t

u(0) -

u(0) dt.

7
2sen2

S

u(0) n
:—/ QSen— sen (%t) dt.

VERIFICHIAMO CHE IL SECONDO MEM-

—U

BRO TENDE A ZERO. INNANZITUTTO,
POSTO
u(t) — u(0)
t) =
f( ) 2 sen%
u(t) —u(0) /2

E SICCOME u(t) E DERIVABILE PER IPO-
TESI NEL PUNTO t = (, RISULTA CHE
f(t) E LIMITATA IN UN OPPORTUNO IN-
TORNO DELL’ORIGINE.

TENENDO CONTO ANCHE DEL FATTO
CHE u € L'((—m, 7)), SEGUE CHE f €
LY((—m,m)). PERCIO, SCRIVENDO

— %/W f(t) sen (%t) dt

ED APPLICANDO IL LEMMA 4 SI OTTIE-
NE

Sn(o) o

lim S,(0) =

n—-+00 U(O)

COME VOLEVASI DIMOSTRARE.



CONVERGENZA UNIFORME
DELLA SERIE DI FOURIER

LA SERIE DI FOURIER DI UNA FUN-
ZIONE f € C*([—m,7]) TALE CHE f(—7)
= f(7) CONVERGE AD f UNIFORMEMEN-
TE IN [—m, 7.

INFATTI, INDICATI CON ag, b I COEF-
FICIENTI DI FOURIER DELLA FUNZIONE
CONTINUA u(z) = f'(x), PER LA DISU-
GUAGLIANZA DI BESSEL (19) LA SERIE
(20) E CONVERGENTE.

INTEGRANDO PER PARTI, E SFRUTTAN-
DO LA CONDIZIONE f(—m) = f(m), sI
TROVA CHE I COEFFICIENTI DI FOURIER
Qp, B DELLA FUNZIONE f SONO DATI
DA: o = —bi/k E B = ax/k PER k > 0.

PER VERIFICARE CHE LA SERIE DI FOU-
RIER DI f CONVERGE UNIFORMEMENTE
BASTA VERIFICARE CHE CONVERGE TO-
TALMENTE, E CIOE CHE

+00

Z (Ja| + |8r]) < +oo.

k=1

(21)

PONENDO z = 3 E y = b;, NELLA DISU-
GUAGLIANZA 2|zy| < 22 + 4* ST TROVA
lay] < 1= + b2, E SIMILMENTE |3y
L+ a}. MA SICCOME LA SERIE

k=1

EE CONVERGENTE, COME PURE LA (20),
SI GIUNGE ALLA (21), E LA DIMOSTRA-
ZIONE E CONCLUSA.

SERIE DI FOURIER DI y(z) =

I COEFFICIENTI DI FOURIER DELLA
FUNZIONE y(x) = & SI POSSONO CALCO-
LARE ELEMENTARMENTE.
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INOLTRE, APPLICANDO IL TEOREMA
DI CONVERGENZA PUNTUALE (PAGINA
SSF24) SI OTTIENE L'UGUAGLIANZA

S-S

SCOPERTA DA EULERO [10, VOLUME I,
(53), PAGINA 533].

)it sen kx

ko

, x € (—m,m)

VERIFICHIAMO CHE LA CONVERGEN-
ZA E UNIFORME IN OGNI INTERVALLO
la,b] C (—m,7) ([8], PAGINE 106-107).
SOSTITUENDO « = x/2 E [ = kx NELLA
FORMULA DI WERNER (17) SI TROVA

(~1)t!
k
(-~

2 cos % sen kx =

2

2k+1
2

(sen( ) + sen (2 .r))

E DA QUI, SOMMANDO SU k =1,...,n,

n > 2, SI ESPRIME LA SOMMA PARZIALE
COME SEGUE:
_ sen kx
2 cos 5 Z (—1)F! — =
k=1
(_1)71—1
sen 4 + - sen (5 z)+
n—1
(=D ! 241
+ —————— sen T
I; k(k+1) (5= 2).
AL TENDERE DI n A +o00, IL TERMI-

(=p»! 2n+1

NE sen(*5— x) TENDE UNIFOR-
MEMENTE A ZERO. INOLTRE, LA SERIE

i’i (_1>k—1 x)

— k(k+1
CONVERGE TOTALMENTE, QUINDI UNI-
FORMEMENTE, SU TUTTO L’ASSE REA-
LE. LA CONCLUSIONE SEGUE ALLORA
OSSERVANDO CHE IL FATTORE cos 5 RE-

STA LONTANO DA ZERO PER z € [a,b] C
(—m, ).

2k+1
2

sen(



CONVERGENZA LOCALMENTE
UNIFORME

LO STUDIO SPECIFICO DELLA FUNZIONE
y(r) = x, APPENA SVOLTO, CONSENTE
DI RIMUOVERE L’'IPOTESI CHE f(—)
f(m) DI PAGINA SSF26.

SI PUO INFATTI DIMOSTRARE IL SE-
GUENTE TEOREMA:

LA SERIE DI FOURIER DI UNA FUNZIONE
u € CY[—m,7]) CONVERGE AD u UNI-
FORMEMENTE IN OGNI INTERVALLO |[a,
b) C (—m,m).

INFATTI, DATA UNA FUNZIONE u CO-
ME SOPRA, E POSTO

u(m) — u(—m)
2T

LA FUNZIONE f(x) = u(x) — Ax E AN-
CORA DI CLASSE CY([—m,7]), ED IN
PIU SODDISFA L'UGUAGLIANZA f(—)

f(m).

OSSERVIAMO CHE LA SERIE DI FOU-
RIER DI Ax SI TROVA MOLTIPLICANDO
PER A\ QUELLA DI x, DUNQUE CONVER-
GE A Ax LOCALMENTE UNIFORMEMENTE
IN (—m, 7).

A\ =

9

SIMILMENTE, LA SERIE DI FOURIER
DI u SI OTTIENE SOMMANDO LA SERIE
DI f A QUELLA DI Azx.

MA SICCOME LA SERIE DI FOURIER
DI f CONVERGE UNIFORMEMENTE IN
[—7, 7], E QUELLA DI Az CONVERGE LO-
CALMENTE UNIFORMEMENTE, LA TESI
SEGUE.
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ALTRE FORMULAZIONI

SONO STATE STABILITE DIVERSE CONDI-
ZIONI SUFFICIENTI AFFINCHE LA SERIE
DI FOURIER DI UNA FUNZIONE u CON-
VERGA ALLA FUNZIONE GENERATRICE.
AD ESEMPIO:

e LA DERIVABILITA IN UN PUNTO (PAG.
SSF24);

e [’ESISTENZA DELLA DERIVATA DE-
STRA E DELLA DERIVATA SINISTRA [6,
PAG. 54 / PAG. 31];

e LA LIMITATEZZA DELLA DERIVATA [8,
PAG. 95];

e LA LIPSCHITZIANITA DI u [14, PAGINA
189];

e LA HOLDERIANITA DI u [15, PAGINA
139];

e Il FATTO CHE u ABBIA UN NUMERO
FINITO DI MASSIMI: QUEST ULTIMO E IL
TEOREMA DI DIRICHLET [3], CHE SI PUO
TROVARE IN [16, PARAGRAFO VI-1].

PER VEDERE GLI ENUNCIATI PRECISI
SI CONSULTINO I TESTI INDICATI.



SERIE DI FOURIER IN L2

NELLO SPAZIO L*((—m, 7)) VALE UN
TEOREMA PARTICOLARMENTE SEMPLI-
CE ED ELEGANTE SULLA CONVERGENZA
DELLA SERIE DI FOURIER:

DATA UNA QUALUNQUE FUNZIONE u €
L*((—m, 7)), I COEFFICIENTI DI FoU-
RIER (16) SONO BEN DEFINITI, E LA SE-
RIE

agp

+o0
5 + Z(ak cos kx + by, sen kx)

k=1

CONVERGE NEL SENSO DI L? ALLA FUN-
ZIONE GENERATRICE u(z). CIO SIGNIFI-
CA CHE, INDICATA CON S,,() LA SOMMA
RIDOTTA

Sp(x) =
% 4 Z (ay coskx + by senkx) (22)
k=1
RISULTA
lim S, —ull2=0,  (23)

ESSENDO || ||2 LA NORMA DI L*((—7, 7)),
DATA DA

wm¢ﬁwmm.

UN ACCENNO ALLA DIMOSTRAZIONE SI
PUO TROVARE A PAGINA SSF29. VALE
INOLTRE L’UGUAGLIANZA DI PARSEVAL

1

9 +00
a
= Y (@), (20
k=1

CHE ESTENDE IL TEOREMA DI PITAGO-
RA DAL PIANO (BIDIMENSIONALE) AL-
LO SPAZIO VETTORIALE NORMATO INFI-
NITO-DIMENSIONALE L2((—m,7)).
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UGUAGLIANZA DI PARSEVAL

L’UGUAGLIANZA DI PARSEVAL (24)
PER UNA FUNZIONE u € L?*((—m, 7)) sI
PUO OTTENERE OSSERVANDO CHE LA
(23) EQUIVALE A

s

lim

n—+oo |

2
(Mﬂ—&ﬁncﬁ:Q (25)
v
SEGUENDO IL RAGIONAMENTO FATTO A
PAGINA SSF24 PER DIMOSTRARE LA DI-
SUGUAGLIANZA DI BESSEL, SI TROVA

1

2 n
a
—Jlullf = 2+ 3 (0 + 8)
k=1

+% /_7r (u(t) - Sn(t)>2dt

E LA (24) SEGUE. UNA DIMOSTRAZIO-
NE ALTERNATIVA, BASATA SUL SEGUEN-
TE CASO PARTICOLARE, SI PUO TROVA-
RE A PAG. SSF31.

UN CASO PARTICOLARE

NEL CASO DI UNA u € Cl([—m,7]) soD-
DISFACENTE u(—7) = u(m), LA (24) sI
RICAVA DIRETTAMENTE DAL TEOREMA
SULLA CONVERGENZA UNIFORME (PAG.
SSF26).

INFATTI, SOTTO TALI IPOTESI, LA SOM-
MA RIDOTTA (22) CONVERGE AD u UNI-
FORMEMENTE IN [—m, 7|, E LA (25) SE-
GUE DAL TEOREMA DI PASSAGGIO AL
LIMITE SOTTO IL SEGNO DI INTEGRA-
LE (PAG. SSFT).



CONVERGENZA IN L2

PARTENDO DAL CASO PARTICOLARE AP-
PENA VISTO, LA DIMOSTRAZIONE DELLA
(23) PER UNA QUALUNQUE FUNZIONE u
NELLO SPAZIO L*((—m, 7)) SI PUO SVOL-
GERE UTILIZZANDO LA COMPLETEZZA
DI L?, E LA DENSITA DI C}([—7,7]) IN
L3(—7,m)).

INFATTI, PRESA ARBITRARIAMENTE
UNA u € L*((—m, 7)), VALE LA DISUGUA-
GLIANZA DI BESSEL E LA SERIE (20) E
CONVERGENTE.

DI CONSEGUENZA LA SUCCESSIONE
DELLE SOMME RIDOTTE S,, DATE DALLA
(22) E UNA SUCCESSIONE DI CAUCHY IN
L*((—m,m)).

A QUESTO PUNTO LA COMPLETEZZA DI
L? IMPLICA CHE S, AMMETTE UN LIMI-
TE, CHE INDICHEREMO CON S(x).

LA CONVERGENZA DI S, AD S IN
L?*((—m, 7)) IMPLICA CHE I COEFFICIEN-
TI DI FOURIER DI S(z) COINCIDONO
CON QUELLI DI u(z).

RESTA DA DIMOSTRARE L’'UGUAGLIAN-
zA S(z) = u(xr) QUASI OVUNQUE. Os-
SERVIAMO CHE I COEFFICIENTI DI Fou-
RIER DI S(z)— u(x) SONO TUTTI NULLI,
E SUPPONIAMO PER ASSURDO CHE

||S — UHQ =9 > 0.

LA DENSITA DI C}([—m,7]) IN L*((—m,
7)) IMPLICA L’ESISTENZA DI UNA FUN-
ZIONE f € Cl([—7,7]) SODDISFACENTE
f(—m) = f(m) E TALE CHE ||S—u—f|]s <
£0/2. PERTANTO

go = ||S —ulla < [|fll2 +20/2,

DA CUI SEGUE CHE ||fll2 > €0/2.
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APPLICANDO ALLA FUNZIONE S — u —
f LA DISUGUAGLIANZA DI BESSEL, SI
)< =

TROVA
2
(5)
(0

ESSENDO aj, by 1 COEFFICIENTI DI FOU-
RIER DI S—u—f, CHE TUTTAVIA COINCI-
DONO CON QUELLI DI —f. MA POICHE
f SODDISFA L'UGUAGLIANZA DI PARSE-
VAL, SI HA
2
()

CHE CONTRADDICE LA DISUGUAGLIAN-
ZA PRECEDENTE. DEVE QUINDI AVERSI
1S —ull2 = 0, DA CUI SEGUE S(z) = u(x)
QUASI OVUNQUE, COME VOLEVASI DI-
MOSTRARE.

1

2

1

™

€0

CL2 +00
0
7 + ;(az + bz) > 9

UNA DIMOSTRAZIONE DELLA COM-
PLETEZZA DI L? SI PUO TROVARE, AD
ESEMPIO, IN [1], TEOREMA IV.8. LA
DENSITA DI Cj([—m,7]) IN L*((—7, 7))
SEGUE DAL COROLLARIO IV.23 DI [1].



IDENTITA DI PARSEVAL

CONSIDERIAMO DUE FUNZIONI u, v €
L*((—m,m)). SIANO ay, by T COEFFICIEN-
TI DI FOURIER DI u, E c¢,d; QUELLI
DI v. VALE ALLORA L’'IDENTITA DI PAR-
SEVAL:

]

g Co
2

x)dx

+00

Z ay. ¢ + by, dk) (26)
k=

OSSERVIAMO INNANZITUTTO CHE, PO-
NENDO v = u, SI RIOTTIENE LA (24).

VICEVERSA, E POSSIBILE RICAVARE LA
(26) APPLICANDO LA (24) ALLE FUN-
ZIONI u + v E u — v. SI HA, INFATTI

~ (ap £ ¢p)?

1
— + olI?
— Ju & ol ]

+Z (ak:I:ck

POICHE LE SERIE CONVERGONO, SI
POSSONO SOTTRARRE L'UNA DALL’AL-
TRA TERMINE A TERMINE.

+ (b £ dk)Q).

SOTTRAENDO LA SECONDA UGUA-
GLIANZA DALLA PRIMA, E SVOLGENDO
I QUADRATI, SI OTTIENE LA (26).
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OSSERVAZIONE 1. IL PROCEDIMEN-
TO APPENA SEGUITO CONSENTE DI DI-
MOSTRARE L'UGUAGLIANZA

vll?)

DETTA “IDENTITA DI POLARIZZAZIONE”,
CHE VALE IN UN QUALUNQUE SPAZIO
PREHILBERTIANO: VEDERE LA PROPO-
SIZIONE 1.2.2 IN [12].

(ulv) = 1 (u+ vl = flu -

OSSERVAZIONE 2. CON UN PROCE-
DIMENTO ANALOGO (SOMMANDO INVE-
CE DI SOTTRARRE) SI OTTIENE L’IDEN-
TITA DEL PARALLELOGRAMMA

ull® + Jol* = 5 (Jlu + o[> + lu = v]°).
OSSERVAZIONE 3. IN UN QUALUN-
QUE SPAZIO NORMATO FE, CONDIZIONE
NECESSARIA E SUFFICIENTE AFFINCHE
ESISTA UN PRODOTTO SCALARE (u|v)
TALE CHE

(ulu) = ||u||* PER OGNT u € E

E CHE VALGA L'IDENTITA DEL PARAL-
LELOGRAMMA: VEDERE IL TEOREMA DI
FRECHET - VON NEUMANN - JORDAN
N [18], cApITOLO I, 5, THEOREM 1.

OSSERVAZIONE 4. L’IDENTITA DI
PARSEVAL (26) MOSTRA CHE L’OPERA-
TORE LINEARE [: L*((—m, 7)) — (? CHE
AD OGNI u € L?*((—m,m)) ASSOCIA LA
SUCCESSIONE DEI SUOI COEFFICIENTI DI
FOURIER, CON PICCOLE MODIFICHE DI-
VENTA UN’ISOMETRIA.



LO SPAZIO ¢?

SI DENOTA CON /#? L0 SPAZIO DI HIL-
BERT COSTITUITO DALLE SUCCESSIONI
NUMERICHE a = (aj) TALI CHE

+00

Za% < +00.

k=0

LA NORMA IN {? DELLA SUCCESSIONE
a E LA RADICE QUADRATA DELLA SUD-
DETTA SERIE, E SI INDICA CON ||al|e.

IL. PRODOTTO SCALARE TRA DUE
SUCCESSIONT a = (ay,) E b= (b) IN (? SI
DEFINISCE COME SEGUE;:

—+00

(alb) =)~ ax by

k=0

LIPSCHITZIANITA DELLA NOR-
MA

UNA DELLE PRINCIPALI PROPRIETA
DELLA NORMA IN UN QUALUNQUE SPA-
ZI0 NORMATO E LA LIPSCHITZIANITA,
CHE NEL CASO DI /> E ESPRESSA DALLA
DISUGUAGLIANZA

lalle = blle| < la =t (27)
E NEL CASO DI L? DA
ulla = llolla| < lu = vl (28)
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DISUGUAGLIANZA DI BESSEL E
CONTINUITA

PER OGNI u € L*((—m, 7)), INDICHIAMO
CON ag, by T COEFFICIENTI DI FOURIER
DI u E PONIAMO

2 +00
a
O(u) = 70 +) (aj +bp).
k=1

PER LA DISUGUAGLIANZA DI BESSEL,
LA SERIE CONVERGE E PERCIO LA FOR-
MA QUADRATICA ® E BEN DEFINITA.

LA DISUGUAGLIANZA DI BESSEL E LA
(27) IMPLICANO LA CONTINUITA DI ®:
LQ((—W, 7)) = R.

SI BADI CHE ®, ESSENDO QUADRATI-
CA, NON PUO ESSERE (GLOBALMENTE)
LIPSCHITZIANA.

UGUAGLIANZA DI PARSEVAL
(BIS)

POSSIAMO ORA ESTENDERE L'UGUA-
GLIANZA DI PARSEVAL (24) DALLO SPA-
710 Cl([-m,7]) ALLO spazio L*((—m,
7)), COME SEGUE.

PRESA u € L*((—m, 7)), LA DENSITA
D1 Cl([—m,7]) IN L*((—m, 7)) ASSICU-
RA L’ESISTENZA DI UNA SUCCESSIONE
DI FUNZIONI u,, € C}([—m,7]) TALI CHE
|un, — u|l2 = 0. PER LA (24) SI HA

1

e

INFATTI u,(—7) = u,(m). QUANDO n
TENDE A +00, IL PRIMO MEMBRO TEN-
DE A ®(u) PER LA CONTINUITA DI P,
ED IL SECONDO TENDE A 1 ||lul|; PER LA
(28), DUNQUE LA (24) CONTINUA A VA-
LERE ANCHE PER %, COME VOLEVASI DI-
MOSTRARE.



TEOREMA DI RIEMANN-
LEBESGUE

FI1sSATA u € LY((—m, 7)), ESSENDO
coskr E senkxr FUNZIONI MISURABILI
E LIMITATE RISULTA CHE I PRODOTTI
u(x) coskzr E u(x) sen kxr SONO SOMMA-
BILI PER OGNI k € Z*.

DUNQUE LE DEFINIZIONI (16) DEI CO-
EFFICIENTI DI FOURIER SONO BEN PO-
STE. VOGLIAMO DIMOSTRARE LA (18).

CONSIDERIAMO LA FUNZIONE u,, DE-
FINITA PER n € ZT COME SEGUE:

SE u(x) > n;

Up () SE u(x) € (—n,n),

c
SE u(z) < —n.

LA FUNZIONE u,, E MISURABILE PERCHE
PER OGNI b € R LA CONTROIMMAGINE
u, 1 ((—00,b]) DELLINTERVALLO (—00, ]

E DATA DA

U;l((_ooab]) -
(=), SE b2 n;

= qu ' ((=o0,t]), SEbE [-n,n);
0, SE b < —n,

E, A SUA VOLTA, LA CONTROIMMAGINE
u ! ((—00,b]) DELLINTERVALLO (—00, ]
E MISURABILE PERCHE « E MISURABILE
PER IPOTESI.

INOLTRE, POICHE RISULTA |u,(z)|? <
n?, SI HA u, € L™((—m,m)) PER OGNI
n € ZT, E, A MAGGIOR RAGIONE, u,, €
LP((—m, 7)) PER OGNI p € [l,400) ED
OGNI n € Z™.
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VERIFICHIAMO CHE u, — u IN L*((—m,

7)).

CERCHIAMO INNANZITUTTO IL LIMI-
TE PUNTUALE DI u,. PER OGNI FISSATO
xr € (—m,m) RISULTA u,(r) = u(x) DE-
FINITIVAMENTE (E PRECISAMENTE PER
n > |u(z)|). PERCIO SI HA, BANALMEN-
TE,

ngrfoo up () = u(x)

PER OCGNI = € (—m, 7). RESTA DA VE-
DERE SE

™

nl—l>rfoo g lu(z) — u,(z)|dx = 0.

POICHE SAPPIAMO CHE LA FUNZIONE
INTEGRANDA TENDE A ZERO, SIAMO DI
FRONTE AD UN TIPICO PROBLEMA DI
PASSAGGIO AL LIMITE SOTTO IL SEGNO
DI INTEGRALE. POICHE RISULTA

[u() = un(2)] < |u(z)]

PER OGNI x € (—m,7), E LA FUNZIONE
|u(z)| E SOMMABILE PER IPOTESI, SONO
SODDISFATTE LE IPOTESI DEL TEOREMA
DI LEBESGUE: QUINDI POSSIAMO SCRI-
VERE

™ ™

lim 0dzx
n—+oo [

) — ()| d = [

™ -7

0.

SI CONCLUDE CHE u, — u IN L'((—,
7)), COME VOLEVASI DIMOSTRARE.

DI CONSEGUENZA, FISSATO ¢ € (0,
+00), PER LA DEFINIZIONE DI LIMITE
ESISTE UNA FUNZIONE u,, TALE CHE

|tn, — ully < e. (29)



VERIFICHIAMO CHE I COEFFICIENTI
DI FOURIER aqg; E by, DELLA FUNZIONE
TENDONO A 0 PER k£ — +00.

ABBIAMO VERIFICATO CHE u,, AP-
PARTIENE AD LP((—m, 7)) PER OGNI p €
[1,4+00], DUNQUE IN PARTICOLARE
€ L*((—m,m)): MA ALLORA I COEFFI-
CIENTI ag; E bg, TENDONO A 0 PER LA
DISUGUAGLIANZA DI BESSEL (19).

LA CONDIZIONE (29) NON SERVE
PER LA VALIDITA DELL’ASSERTO, MA
NEL PROSSIMO RAGIONAMENTO: VE-
RIFICHIAMO CHE RISULTA |ai|, |br] < €
DEFINITIVAMENTE.

PER LA DEFINIZIONE DEI COEFFI-
CIENTI DI FOURIER, SI HA

|aor, — ax| <

1 ™

.
E SICCOME |coskz| < 1, SI CONCLUDE
CHE |ag, — ag| < I |lun, — ull1.

Up, () — u(x)]| | cos kx| dz,

FACENDO INTERVENIRE ADESSO LA
CONDIZIONE (29), POSSIAMO SCRIVERE
laor, — ai| < €/ PER OGNI k € Z*, E DI
CONSEGUENZA

lax| < |aok| + |aor — ax|
< |agg| +¢/m.

RICORDANDO CHE ag;r — 0, PER LA DE-
FINIZIONE DI LIMITE RISULTA DEFINITI-
VAMENTE

lap| <e/2+¢/m
<e€

COME VOLEVASI DIMOSTRARE. ALLO
STESSO MODO SI CONCLUDE PER b;. IL
TEOREMA DI RIEMANN-LEBESGUE SE-
GUE PER L’ARBITRARIETA DI €.

SSF33



RIFERIMENTI AL LIBRO DI TESTO [6]

Serie di Fourier: pag. 51 / pag. 29

Espressione dei coefficienti: (8.13) e (8.14), pag. 53 / pag. 30
Convergenza puntuale: pag. 54 / pag. 31

Convergenza uniforme: pag. 56 / pag. 32

Convergenza localmente uniforme: pag. 56 / pag. 33
Disuguaglianza di Bessel: pag. 58 / pag. 34

Lipschitzianita della distanza: (14.4), pag. 76 / pag. 48
Teorema di Riemann-Lebesgue: (9.8), pag. 59 / pag. 35
Spazi LP: pag. 536 / pag. 403
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BASE DI C*(I)

INDICATO CON I C R UN INTERVALLO
QUALUNQUE, CON INTERNO NON VUO-
TO, SAPPIAMO CHE LO SPAZIO VETTO-
RIALE C*(I) POSSIEDE UNA BASE.

ESISTONO, CIOE, UN OPPORTUNO IN-
SIEME S (INSIEME DEGLI INDICI) ED UN
INSIEME X = {¢, | s € S} C C*(I),
AVENTI LE SEGUENTI DUE PROPRIETA.

1. PER OGNI FUNZIONE y € C?(I) ESI-
STONO UN NUMERO FINITO n(y) > 0 DI
INDICI Si,...,58p(,) E DI NUMERI REALI
A1y .. 5 Angy) TALI CHE

ZAZ ©s;

2. OGNIQUALVOLTA SI PRENDE UN NU-
MERO FINITO n > 0 DI INDICI Sq,...,S,
E DI NUMERI REALI A\, ..., \,, SE RISUL-
TA

PER OGNI z € [.

) =0 PER OGNI z € [

i=1

ALLORA Aq,...,
LINEARE).

An

0 (INDIPENDENZA

VOGLIAMO VERIFICARE CHE L’INSIE-
ME S DEGLI INDICI NON E NUMERABILE.
A TAL FINE SUPPONIAMO, PER ASSUR-
DO, DI POTER PRENDERE S = N. SCRI-
VEREMO ALLORA ) IN LUOGO DI .

FISSIAMO UN INTERVALLO CHIUSO E
LIMITATO [a,b] C I, CON a < b.

POICHE OGNI FUNZIONE y € C?([a,b])
HA UN’ESTENSIONE ¢ € C*(I), L'INSIE-
ME X COSTITUISCE UN INSIEME DI GE-
NERATORI PER C?([a, b]).

SSF36

DA ORA IN AVANTI LAVOREREMO CON
LE RESTRIZIONI DELLE FUNZIONI ¢} AL-
L'INTERVALLO |a, b].

SCARTATE, TRA TALI FUNZIONI, QUEL-
LE IDENTICAMENTE NULLE IN |a, b], AP-
PLICHIAMO ALLE RIMANENTI IL PROCE-
DIMENTO DI ORTONORMALIZZAZIONE DI
GRAM-SCHMIDT RISPETTO AL PRODOT-
TO SCALARE DI L*((a,b)).

IN TAL MODO OTTENIAMO ANCORA UN
INSIEME DI GENERATORI PER C?([a, b)),
INSIEME CHE INDICHEREMO CON Y
{¢r | ke N}. Posto
My, = max [¢(z)| + max | (2)]
x€[a,b| xE€la,b
+ max [¢y/(z)],

x€la,b]

DEFINIAMO LA FUNZIONE 7,[) PONENDO

Z i

TALE SERIE CONVERGE TOTALMENTE,
DUNQUE ANCHE UNIFORMEMENTE IN [a,
b], E QUINDI IN L*((a,b)).

DERIVANDO DUE VOLTE TERMINE A
TERMINE SI OTTIENE ANCORA UNA SE-
RIE TOTALMENTE CONVERGENTE, DUN-
QUE 1) € CQ([a, b]). MA ALLORA

ZA e

CIO E ASSURDO PERCHE IMPLICA CHE
1) E ORTOGONALE A 1), PER OGNI k DI-
VERSO DA Fki,...,kyy), MENTRE INVE-
CE DALLA DEFINIZIONE DI ¢ SEGUE CHE
PER OGNI k£ > 0 SI HA

) IN [a, b].

1

b
/a V() Yr(r) de = T2

> 0.
M,



NORMA DI C%(I)

LO SPAZIO FUNZIONALE C?([a,b]), DO-
VE [a,b] E UN QUALUNQUE INTERVALLO
CHIUSO E LIMITATO, E DOTATO DELLA
NORMA

[yl = max |y(x)| + max |y'(z)]

x€[a,b] z€la,b]
+ max [y ().

x€|a,b]
UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI ¥ €
C?([a,b]) CONVERGE RISPETTO A TALE
NORMA SE E SOLO SE CONVERGE UNI-
FORMEMENTE, INSIEME ALLA SUCCES-
SIONE DELLE DERIVATE PRIME y; ED A
QUELLA DELLE DERIVATE SECONDE ;.

METRICA SU C%(R)

LA SUDDETTA DEFINIZIONE NON SI
PUO ESTENDERE ALLO SPAzZIO C?(R)
PERCHE ALCUNE FUNZIONI IN TALE SPA-
Z10 SONO ILLIMITATE, DUNQUE PRIVE
DI MASSIMO O MINIMO E CON ESTREMO
SUPERIORE O INFERIORE INFINITI.

C10 NON OSTANTE SI PUO DEFINIRE(*
UNA METRICA d(y1,12) SU C?*(R) Po-
NENDO d(y1,y2) = d(y1 — y2, 0), E

+
~ 1yl

d(y,0) =

DOVE ||y||r DENOTA LA NORMA DELLA
FUNZIONE y NELO SPAZIO C?([—k, k]).

UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI y, €
C%*(R) CONVERGE RISPETTO A TALE ME-
TRICA SE E SOLO SE CONVERGE UNIFOR-
MEMENTE, INSIEME ALLA SUCCESSIONE
DELLE DERIVATE PRIME ¥, ED A QUELLA
DELLE DERIVATE SECONDE ¥}, IN OGNI
INTERVALLO LIMITATO.

(*) VEDERE, AD ESEMPIO, LA PROPOSIZIONE 6 A PA-
GINA 27 IN [18].
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VERIFICHIAMO CHE NON ESISTE NESSU-
NA NORMA CHE INDUCA LO STESSO TIPO
DI CONVERGENZA.

A TAL FINE SUPPONIAMO, PER AS-
SURDO, CHE CI SIA UNA TALE NORMA
su C*(R). LA INDICHEREMO CON || ||

SCEGLIAMO A PIACERE UNA FUNZIO-
NE 1o € C*(R), NULLA PER OGNI z < 0
MA NON IDENTICAMENTE NULLA. PER
ESEMPIO, POSSIAMO PRENDERE

23,

0

PER = > 0,

Yo(z)
PER z < 0.
PosTo yi(z) = yo(xr — k) PER k = 1,2,
..., OSSERVIAMO CHE LE NORME

ar = ||yl

SONO TUTTE POSITIVE PERCHE NESSU-
NA DELLE FUNZIONI ;. E IDENTICAMEN-
TE NULLA. CONSIDERIAMO ALLORA LE
FUNZIONI NORMALIZZATE

Yk

(@) = 22,

a

ESSE HANNO NORMA 1 PER COSTRUZIO-
NE. TUTTAVIA, POICHE SONO DEFINITI-
VAMENTE NULLE SU OGNI INTERVALLO
LIMITATO, ESSE TENDONO A ZERO UNI-
FORMEMENTE, INSIEME ALLE LORO DE-
RIVATE PRIME E SECONDE, SU OGNI IN-
TERVALLO LIMITATO.

DUNQUE st HA 1 = ||7,|| = 0: ASSURDO.



RIFERIMENTI AL LIBRO DI TESTO [6]

Spazi metrici: pagg. 75-76 / pag. 47
Spazi vettoriali normati: pagg. 93-94 / pag. 61
Gli spazi C*([a,b]): pag. 103 / pag. 69
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