Esercitazione sull’Analisi nel dominio del Tempo

ESERCIZIO 1

O 3 ) O %

Stato in 0”
il(O_) = iz(o_) =0

Il circuito contiene un generatore di tensione pilotato in tensione.

* Ottenere le equazioni relative alle variabili di stato i, € i,.

« Verificare che, per stato iniziale nullo, i, e i, sono proporzionali.

» Determinare i, (t) e i,(t) per t>0 in corrispondenza ad un ingresso a gradino  e(t) = E [, (t).
Tracciare i grafici di i, e i,.

* Analizzare le soluzioni ottenute al punto precedente per t — e disegnare il “circuito
equivalente” cui il circuito di partenza si riduce corrispondentemente.

Risoluzione

Le equazioni nelle variabili di stato sono:

e(t) = Ri +|_1% Si osservi che le equazioni possono essere risolte in
ot dt 0 sequenza (prima i, e poi i,) oppure per ricavare i,, Si
di, di, puo ricavare la relazione i/o. Per quanto riguarda i, la

SO0, —=L —*=
Ldt 2 dt relazione i/o & banalmente la prima delle (O) .




Poiché i (07) =i,(07) =0, la seconda delle (0) genera una relazione assai semplice. Si ha infatti:

t - t .
di di . .
ST, jd—tluur =L, jd—;mr = 9 i, = L,
0~ 0~

percio i, e i, sono proporzionali sotto I’ipotesi di stato zero in t=0. Ci0 rende
particolarmente semplici i calcoli per la relazione i/o su i, . Si ha infatti:

o Lo di_Ldi it - .
I1_19EL W ; L -9 dt che sostituite nella prima delle (O):
L, diy _R di2

R
la frequenza libera é A = L
1

per e(t) = EJ,(t) sihache I'integrale particolare e una costante:
d R L J
=k con —E=—k = k=—"—
zp L, L L, R
Le condizioni iniziali i,(0") e i,(0") sono le stesse che in (07) (cioé nulle) perche non ci sono
co-cicli costituiti da soli induttori e generatori di corrente, ne maglie con soli condensatori e

generatori di tensione. Ne consegue che I'integrale dell'omogenea associata ha la forma:
R

. -t
i, = AR "
Quindi I'espressione della i, (t) & la seguente:
L, 9 -
ty=—""_-E+AlE ™
i, (t) = L R

Imponendo le condizioni in 0" si puo determinare A:

N 4 __LJd
|2(0)—0—L2RE+A - A= LR

Quindi:

R
i, (t) —::“;E [ﬁl—e thj pert>0

R
(1 e Llj pert >0

iy (t) =

D_l
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E' interessante osservare il circuito equivalente pert — oo.
Si osservi che:

lim (dilj_ lim (dizj:O - lim . lim ST =0

t o oo\dt/ to oo\ dt tooo to o
mentre
lim E lim L 9

L wt®TR 0 k= RE

Gli induttori ed il generatore pilotato diventano altrettanti corto - circuiti e si ha:
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Il secondo tronco di rete € dunque percorso da una corrente di maglia costante e non
nulla.
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Stato in 0~
v(07) =v,(07) =0
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Il circuito contiene un generatore di corrente pilotato in tensione.

« Ottenere le equazioni relative alle due variabili di stato v, e v,.

» Verificare che, per e(t) = f (t)d,(t) conf(0") #0, si hav,(0") =v,(0") =0.

* Ricavare la relazione ingresso-uscita per I’ingresso e(t) e I’uscita v,(t).

e Posto e(t) = E [d,(t) determinare v,(t) pert =0 servendosi della relazione ingresso - uscita.
« Si riprendano infine le equazioni ottenute al punto 1 e si verifichi la possibilita di ottenere
v,(t) risolvendo la coppia di equazioni “in sequenza” (sempre cone(t) = E [8,(t) ).

» Tracciare il grafico (qualitativo) di v,(t).

* Verificare che ogni altra grandezza diversa dalle variabili di stato, si ricava
algebricamente come combinazione lineare delle variabili di stato e degli ingressi.

Risoluzione

Supponiamo per ipotesi R,C, # R,C,.

d
e(t) = R.C, 1 +v,
] dt o)
Vv \'
9%+ Cogy *g, 7O

Verifichiamo che per e(t) = f (t) (8, (t) v,(0") =v,(0") =0
Integrando la prima delle (*):

o* 0* 0*

[fma,mdt= [vdt+RC, [dv, = 0=0+RC,(v,(0)-v,(07)) = v, (0)=0 c.v.d.
0 0 0~

Integrando la seconda delle (*):

o* 0* 0 v

[gv,dt = -c, [dv, + jR—Zdt = 0=-C,(v,(0") -v,(0))+0 = v,(0°)=0 c.v.d.

0~ 0~ 0”2

Comunque si ha subito: v,(0") =v,(0") =0 in quanto, non essendoci maglie di condensatori e
generatori di tensione, né co -cicli di generatori di corrente e induttori, lo stato si conserva fra

0" e0".



Le due equazioni possono essere risolte sequenzialmente: dalla prima delle (*) si puo
ricavare v,(t) e sostituirlo nella seconda. In tal modo il termine gv,(t) compare come
termine noto (ingresso) e v,(t) come uscita. Ovviamente v,(t) puo anche essere espressa
direttamente da una relazione i/o in cui I’ingresso sia e(t). Vediamolo a titolo di esercizio.
Dalla seconda delle (*) si ha:

_ 1 v vzj . dvl__l( d*y, 1dvzj
h= g(zdt+R2 odt g C2 g2 +R2 dt

e sostituendolo nella prima delle (*):

__Rlcl( d*v, 1d\’2j_1( dv, sz
e(t) = g < dt? +R2 dt ) g <, dt +R2

_ d?v, (Rl ]dv2 v, o
ge(t) = -R,C,C, at RZC1 +C, it R, relazione i/ o

d?v dv
RR,C,C, dt22 + (RlCl + chz)T: +v, = -R,ge(t)
frequenze libere:

A?RR,CC, +AfRC, +R,C,)+1=0 =

_-(RC,+R,C,) i\/(RlCl +R,C,)" ~4RR,C,C, _-(RC, +R,C;) £(RC, -R.C,)

vz 2R,R,C,C, 2R,R,C,C,
_2RC, _ 1

—_ 2 I:\)1 R2 ClCZ - Rlcl

- 2RC, 1

" 2RR,CC, RC,

NOTA: Il fatto che le due frequenze libere siano dipendenti dai parametri del primo e del
secondo tronco di rete separatamente, non € casuale. Il primo tronco di rete evolve nel
tempo in modo indipendente dagli eventi elettrici che si verificano nel secondo. Inoltre,
come gia rilevato per le (*), gv; puo essere considerato come “ingresso” nel secondo
tronco di rete.
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Supponiamo ora che e(t) = EJ_, (t). Utilizzando la relazione i/ o per v, si ha, pert >0:
V2p = _Rng
_ t _t
Vyea = A [ +Be &
B t _t
V,(t) = -R,gE +Ae *“ +Be "%
con A e B da identificare in base alle condizioni iniziali. Bisogna, a tal proposito, conoscere

av,
dt |,
v,(0%) =v,(0") =0 come visto in precedenza.

v,(07) e

dv,
Per ottenere —=

dt dalla seconda delle (*):

o+

Zo:;/tzw Vzgj )20 = 0+Czogltzo+ +0=0 :>02/t20+ =0
Sostituendo le condizioni iniziali nell'espressione di v, (t):
0=-R,gE+A+B

e derivando la v, (t) e sostituendo le condizioni int =0":

%: _i Ae_ﬁ _Bie_RZtCZ = = A B
dt = RC, R,C, RC, RC,

allora:

+

gv,(0")+C

_ _ chzj _ RGERC,
A+B=R,0E = Rng—A(l RC, = A_R1C1—R2C2
O

A N B 0 — B=-A R,C, . B=- R,0ER,C,
RC, R).C, R.C, R.C,-R,C,

| oo

Per tracciarne il grafico (qualitativo) & opportuno conoscere anche il valore di

R,gE ot ot
t)=-R,gE +—2"——|RCe R“ —-R C,e %%
VZ() 29 Rlcl_R2C2|: 11 272

2V2
2
dt” | .
che si pu0 ottenere per sostituzione diretta delle condizioni iniziali nella relazione i/ o:
d’v d’v E
v g oo A o
di? |, dt’ .~ RCC,
questo significa che v, (t) parte, pert >0, dal valore zero, con tangente orizzontale e
con concavita rivolta verso il basso.
Pert - o v,(t) - —R,gE quindi la funzione presenta un asintoto v, = =R, gE.

9E =-RC,C <0




In sostanza la v, (t) ha un andamento qualitativo del tipo:

A

\V, (1)

\ 4

-Rogg Fr————"———————— ===

Come anticipato, si poteva ottenere v, (t) risolvendo "sequenzialmente™ la prima e poi
la seconda delle (*).
Dalla prima, conv,(0") =0, si ha:

t t

Vi, =E v, =Ae MO = v (t)=E +Ae [©

t
pert=0" = 0=E+A = A=-E = vl(t)=E(1—e Rlclj t>0

La seconda assume la forma:

t t
- dv, v - dv
_gE(l_e qu] = zditz"'Riz2 = _ngE[l_e Rlcl] :CZRZ dt2’+V2
1 .
R,C,A +1=0 = A =- frequenza libera
RZCZ

t
L'integrale particolare & del tipo: H +Ke *“ =

t t t
- R __t B
- gRZE(l—e Rlcl] = - R2C2 Ke R¢% +H +Ke & =
1¥1
-gR,E =H
R,C gR,ER,C
R,E =K —22+1j K =220
o ( R.C, - R.C, - R,C,



gR,ERC, _th
= - + = < = = 1“1
Yo IReE RC, —RG, °

t
— R,C.
V,0a = Me ™

gR,ER,C, _ﬁ "R t(:
t - — R +—= < = = -1 4 2L2
v, (t) gR,E Rlcl_RZCZe Me
Imponendo le condizioni in 0*
g R2 ER1C1 gRZ ERlcl
O=-gRE+————"+M M=gRE-——"—"—
ok RC - R,GC, - ok RC, - RGC,
R,C - gR,ERC, —=c
v.(t) = aR.E|l 1- 11 j R,C, __ R.E + 2 11 R,Cy >
() =0R, ( RC.-RC,)S ~RErmc_mrc® 170

che coincide, come € ovvio, con il risultato gia trovato.



