Matricola: 26,/01/2021

Esame di Calcolo delle Probabilita

(2 ore e 30 minuti)

Si prega di scrivere in maniera chiara, risposte non leggibili non saranno corrette.
In tutti gli esercizi si richiede di illustrare il proprio lavoro.

FEsercizio 1 (10 punti). Si consideri un gruppo di n = 3650 coppie di sposi. Assumiamo che
ciascuna persona, indipendentemente da ciascun altra, sia nata in un giorno casuale (cioe la
probabilita dell’evento {La persona ¢ nata il giorno a} € 1/365, per ogni giorno a dell’anno) di
un anno non bisestile.

(a) Consideriamo una coppia fissata: qual ¢ la probabilita p che i coniugi siano nati lo stesso
giorno? Qual ¢ la probabilita ¢ che i coniugi siano nati lo stesso mese? [Non ¢ necessario
semplificare le frazioni ottenute. |

(b) Si scriva un codice R per fornire una stima del valore di p.

Sia X la variabile aleatoria che conta il numero di coppie nate lo stesso giorno e sia Y la variabile
aleatoria che conta il numero di coppie nate lo stesso mese. [Le prossime risposte si possono
fornire in termini di n, p, e ¢ senza esplicitare i numeri.|

(c) Si determinino valore medio e varianza delle variabili aleatorie X e Y.
(d) Le variabili X e Y sono indipendenti?
(e) Si calcoli la varianza di Z =Y — X.

Soluzione. (a) Siano U e V' le variabili aleatorie che contengono il giorno in cui ¢ nato il primo
e il secondo coniuge, rispettivamente. Si ha

1

P(U:a):P(V:a):%.

Vogliamo calcolare P(U = V). L’evento {U = V'} si puo scrivere come 'unione disgiunta

w=vi=J {U=aVv=a}

Usando il fatto che U e V' sono indipendenti si ha

365 365 365 1 1
p=PU=V)=> P(U=0a,V=a)=) PU=aP(V=a) 223652 =25
a=1 a=1 a=1

Consideriamo l'evento M = {I coniugi sono nati lo stesso mese} e definiamo gli eventi

A = {Il coniuge 1 ¢ nato in un mese di 31 giorni},
B = {1l coniuge 1 ¢ nato in un mese di 30 giorni},

C' = {1l coniuge 1 ¢ nato in un mese di 28 giorni}.
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Sappiamo che P(M) = P(M|A)P(A) + P(M|B)P(B) + P(M|C)P(C). Nell’anno ci sono 7
mesi di 31 giorni, 4 mesi di 30 giorni, e 1 mese di 28 giorni, quindi
7-31 4-30 28
P(A) = ——, P(B)=——, PUC)=—.
(4) 365 (B) 365 (©) 365

D’altra parte P(M|A) e la probabilita che il secondo coniuge sia nato in un certo mese
fissato di 31 giorni, quindi

1
P(M|4) = r
365
similmente 30 08
P(M|B) = —— P(M|C) = ==
(M|B) = o= e P(M|C) = o=

Quindi abbiamo
7312 +4-302 n 282
3652 3652 3652

(b) Possiamo utilizzare il seguente codice

q:

giorni=c(1:365) ;

n=100000;

s=0;

for(i in c(1:n)){
compleanno_cl=sample (giorni,size=1);
compleanno_c2=sample (giorni,size=1);
if (compleanno_cl==compleanno_c2){

s=s+1;

oW N

© 0 N o

}

10 p_empirica=s/nG

(c¢) Ovviamente X ~ B(n,p) e Y ~ B(n,q), quindi
E(X)=np, Var(X)=np(l-p),
E(Y) =ng, Var(Y)=nq(l-q).
(d) Le due variabili non sono indipendenti. Infatti,

P(X =1,Y =0) =0,

P(X=1)#0 e P(Y =0)#0,
allora
PX=1,Y=0)#PX =1)PY =0).

(e) La variabile Z conta il numero di coppie che sono nate nello stesso mese, ma in giorni
differenti. La probabilita che due persone siano nate nello stesso mese, ma in giorni differenti
er=gq—p. Allora Z ~ B(n,r), da cui

Var(Z) =nr(1—r)=n(q—p)(1 —q+p).
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FEsercizio 2 (6 punti). Due particelle puntiformi, che indichiamo con « e /3, si muovono lungo
una retta, entrambe di moto rettilineo uniforme. All’istante iniziale t = 0 la particella « si
trova nell’origine x = 0 e la particella 3 si trova in = 1. Le due particelle si muovono 1'una
verso l'altra, con velocita rispettive U e —V, dove U e V sono variabili aleatorie indipendenti
con distribuzione Esp(1).

Definiamo T come l'istante in cui le due particelle si incontrano, e poniamo
1
Y = —.
T

(a) Simostri che Y ~ I'(2,1)[]

(b) Si deduca che T' & assolutamente continua con densita
I _
fr(t) = 3° V110,000 (1)-
(c) Si dimostri che T' € L. Si mostri che Cov(T,Y) ¢ ben definita, e la si calcoli.
Soluzione. (a) La posizione al tempo ¢t di a ¢ Ut e la posizione al tempo ¢ di g &1 — V. 11
tempo T e definito come quell’istante tale che

Ur=1-VT,
Quindi abbiamo
1
T —
U+V
e di conseguenza
Y=U+V.

Poiché U ~ Esp(1) =T'(1,1) e V ~ Esp(1) = I'(1, 1) sono indipendenti, abbiamo che
Y ~T(1+1,1) =D(2,1).

(b) Calcoliamo Fr, la funzione di ripartizione di 7. Ovviamente per ¢ < 0 abbiamo Fr(t) = 0.
Sia t > 0 e denotiamo con fy la densita di Y, allora

FT(t)ZJP’(TSt):IP(%SQ:P(YZ%)

= | frlydy= / ye Vdy = —ye V|77, + / e dy
1/t 1/t

1/t

=0+ %e_l/t—i—e_l/t — eI/t (1—1—%) .

1Si ricordi che, se X ~ I'(a, \) e Y ~ I'(3, ) sono indipendenti, allora X +Y ~ I'(a + 3, \)



Matricola: 26,/01/2021

Poiché Fr e continua e quasi ovunque differenziabile T" e assolutamente continua e una sua
densita si puo ottenere differenziando Fr.

Per ¢t <0 si ha fr(t) = 0, mentre per t > 0

1 _ 1 a1 1
fT(t) :t—Qe 1/t <1+¥) — € l/tt_QZt_3€ 1/t.

(c) Poiché T' > 0 quasi certamente E(T") = E(|7']), quindi ci basta calcolare E(T") e verificare

che ¢ finito.
fe’e) [e’e) 1 0
E(T) = /_Oo tfr(t)dt = /0 tge_l/tdt = /_OO edy = 1.

Poiché YT = 1, ovviamente YT € L', e Y € L! poiché ¢ una Gamma, allora la covarianza
e ben definita e vale

Cov(T,Y)=E(TY) —E(T)E(Y)=1—-1-2=—1.

FEsercizio 3 (8 punti). Sia (X,Y’) un vettore aleatorio assolutamente continuo, con densita

fxy(z,y) = 1p(x,y), dove D={(z,y) eR*: 2>0,y>0, z+y<1}.

r+y

(a) Si determini la distribuzione della variabile aleatoria Z = X + Y, riconoscendola come
notevole.

(b) Si mostri che le componenti X e ¥ hanno la stessa densita
1
fx(z) =log - Loy ().

(c) Simostri che la funzione di ripartizione F' = Fx di X soddisfa la relazione

1

F(z) ~ zlog (—) per z — 0%,
x
cioe che lim,_,o+ % =1.

(d) Siano ora {X,} variabili i.i.d. con la stessa legge di X. Definiamo per n = 1,2,... la

variabile aleatoria reale
W,, = nlog(n) min{Xy,..., X, }.

Si mostri che W,, converge in legge per n — oo verso una variabile aleatoria W di legge
nota.
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Soluzione. (a) La densita di Z si puo calcolare come

fz(z) = /_DO fxy(x,z —x)dx.

Ovviamente fz(z) =0se 2 <0esez>1. Siaquindi 0 < z < 1

fz(2) = /_oo ;lp(m,z —z)dr = /Oo 11D(gc, 2 —x)d

T t+z— —o0 2

1 z
:—/dle,
< Jo

dove la penultima uguaglianza ¢ dovuta al fatto che 1p(x,z — ) = 1 solo se z > 0 e
z —x >0, ciog, se x < z. Abbiamo ottenuto che

fz(2) = Lo1)(2),
quindi Z ~ U((0,1)).

(b) Per simmetria ovviamente X e Y hanno la stessa legge. Calcoliamo la densita di X.
Ovviamente fx(z) =0perz<0oz>1. Sial<z <1

1
T +y

Fxlx) = /_Z Fxy (@,y)dy = /Ol_x dy = /xl %dt = log(1) — log(z) = log (i)

(c) Calcoliamo la funzione di ripartizione di X. Ovviamente se ¢ < 0, allora Fx(t) = 0, e se
t > 1, allora Fx(t) =1. Sla0 <t <1

Fy(t) = /_ ; Fr(@)dz = /0 o (i) iz — — /0 log(x)dz = —tlog(t) + 1.

Calcoliamo ora il limite

=lim —————— = lim 1— =1

. —xlog(x)+x
lim ———————
z—0t  xlog (;)

(d) Calcoliamo Fyy, (t) la funzione di ripartizione di W,,. Ovviamente Fyy, (t) = 0 per t < 0,
sia quindi t > 0

Fw, (t) =P(W, <t)=P(nlog(n) min{Xy,...,X,} <t) :P(min{Xl,...,Xn} < ! )

t t
—1—P(min{X,,... X, —1-P(x X,
(mln{ oo Xn} > nlog(n)) ( 12 nlog(n) nlog(n)

) G O
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Facciamo ora tendere n all’infinito. Per ¢t > 0 ovviamente lim,, o Fiy, (t) = 0. Sia t > 0,

t
nlog(n)

per il punto precedente abbiamo Fx ( ) ~ nlog ; log <”1°g( )> per n — 0o, quindi

lim Fy, (t) = lim 1 — (1 log (nlo_g(n)))
n—00 n—00 nlog n) t
~ i 1 (1 tUos(n) + log(log(n)) — log(t))
ki nlog(n)
~lim 1 (1_ 1 tlosog(n))  log(t)
n—o0 n nlog(n) nlog(n)
= lim 1— (1—£> =1-e"
n—00 n

Quindi W, 5 W con W ~ Esp(1).
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