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Capitolo 1

La trasformazione di Fourier

La trasformazione di Fourier & un operatore lineare (di tipo integrale)
che, a una funzione di variabile reale e a valori reali o complessi, associa
una funzione a valori reali o a valori complessi.

Essa trova molte applicazioni in fisica e ingegneria, soprattutto in elet-
tronica nella teoria dei segnali, dato che permette di decomporre una
funzione del tempo (un segnale) in termini di frequenze; viene spesso

usata per risolvere equazioni differenziali lineari.

1.1 La trasformazione di Fourier in L!(R)

Definizione 1.1. Sia f : R — C; f si dice trasformabile secondo

Fourier (o Fourier-trasformabile) se l'integrale

+o0 +k

V.P. ft)e ™ dt = lim f(t)e “tdt!

k—o0 _k

(detto integrale di Fourier di f) é convergente per ogni w € R.

Facciamo una piccola digressione su

L’integrale in valore principale.
Diamo la definizione di integrale “a valore principale”, o integrale
“di Cauchy”, o valore principale di Cauchy; grazie alla definizione

vV P. sta per “valore principale”.



di valore principale si riesce ad assegnare un valore ad alcuni integrali

generalizzati che non sarebbero definiti.

Valore principale di Cauchy di un integrale finito di una funzione f
attorno a un punto x.

Data una funzione f : [a,b] — R, consideriamo l'integrale (di Riemann)
f; f(z) dz; sappiamo che, se la funzione integranda f(x) ha una sin-
golarita in un punto zg € (a,b) (cioé non & definita in xy oppure il
limite di f(z) per x — 1z da destra o da sinistra ¢ +o0), allora si
definisce l'integrale generalizzato (o improprio) di f(z) sull’intervallo

[a, b] come?

TOo—E b
/b f(z)dx = lim f(z)dx + lim f(z)dx.

e—=0t J, n—07+ zo4n

Puo succedere che questo limite non esista; se, invece, esiste il limite

lim l / " ey de i [ f(x)d:c],

e—0t =0 Jootn

esso ¢ detto valore principale dell’integrale secondo Cauchy o
anche integrale in valore principale.

Quindi, data una funzione f : [a,b] \ {zo} — R, si dice che essa ¢ inte-
grabile in [a, b] nel senso del valore principale (o nel senso di Cauchy)
se e solo se essa e integrabile secondo Riemann in ogni intervallo del
tipo [a,z9 — €] e [xo + &,b] (con € > 0 “piccolo”) e se esiste finito il

limite scritto sopra, che viene indicato con

V.P. / ’ f(z) dx

(integrale a valore principale di f esteso all’intervallo [a, ])3.

Data una funzione f : (a,b) — R, si dice che f ¢ integrabile in (a,b)
in valore principale (o nel senso di Cauchy ) se ¢ integrabile secondo

2Ricordiamo come si definisce I'integrale di funzioni non limitate: per f : [a,b) = R
continua e tale che lim,_,,— f(x) = 200 si definisce ff f(@)de = lim__,o+ [0 f(z)dx
e per f : (a,b] — R continua e tale che lim,_,,+ f(z) = Zoo si definisce f: f(z)dz =
lim,_, o+ fab+€ f(z) dz.

3Esistono anche altre notazioni, per esempio p.v. o semplicemente P.



Riemann in ogni intervallo del tipo [a 4+ €,b — €] (con € > 0 “piccolo”)
e se esiste finito il limite

b—¢

lim [ f(a)da

e—0t a+te

e, in tal caso, si ha che l'integrale in valore principale di f esteso ad
(a,b) ¢ dato da

b b—e
V.P./f( )dx = lim f(z)dx

e—0t ate

Valore principale di Cauchy di un integrale doppiamente infinito di una
funzione f.

Analogamente si definisce il valore principale secondo Cauchy dell’in-
tegrale di f(x) su tutto R: si dice che f & integrabile in R nel senso del
valore principale (o nel senso di Cauchy) se essa ¢ integrabile secondo
Riemann in ogni intervallo del tipo [—R, R] (con R > 0) e se esiste

R
[

In tal caso, tale limite e detto integrale a valore principale di f esteso

finito il limite

ad R e viene indicato da

R—+o00

V.P. +Oof( = lim / f(x

I valori principali di Cauchy sono importanti nella teoria delle distribu-
zioni (o funzioni generalizzate), dove essi sono utilizzati per estendere
alcuni risultati validi nello spazio L*(R) allo spazio L'(R); inoltre, ap-
punto, essi spesso sono chiamati semplicemente “valori principali” no-

nostante non siano collegati ai valori principali dell’analisi complessa.

Torniamo ora alla trasformazione di Fourier. Osserviamo che una con-
dizione sufficiente di trasformabilita ¢ che f € L'(R) (e, in tal caso, I'in-

tegrale in valore principale coincide con I'integrale improprio). Infatti,



dal fatto che |e™™!| =1 Vw, t € R, si ha

—+o00 —+o0 +o0
‘ / F(t)e dt' < / [F(B)e " | dt = / F@) Lt = 1l
(1.1)
Diamo dunque la definizione di trasformata di Fourier per funzioni in

L\(R).

-~

Definizione 1.2. Sia f € L*(R); la funzione w — f(w) (da R in C)
definita da

FIrONw) = flw) = f®)e ™ dt, weR,

¢ detta trasformata di Fourier di f.°

D’ora in avanti consideriamo funzioni nello spazio L!(RR).

1.2 Proprieta della trasformata di Fourier

Proprieta 1.1. Sia f € L'(R); allora:
i) se f é a valori reali e pari, allora f é a valori reali e pari;
i) se f & a valori reali e dispari, allora f € a valori immaginari puri e

dispari.

Dimostrazione. i) Si ha, Yw € R (osserviamo che, se f(t) € L*'(R),
anche f(t)sin(wt) € L'(R)),

400 400
flw) = f(t) cos(wt) dt —i f(t) sin(wt) dt

“D’ora in avanti denotiamo la norma in L*(R) con || - ||1.

511 nome deriva dal matematico e fisico francese Jean Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830), suo teorizzatore. I simboli pili comunemente usati sono F[f] e f, ma soprat-
tutto nei testi applicativi sono utilizzate anche altre notazioni (la piu frequente indica le
funzioni trasformabili con le lettere minuscole e le loro trasformate con le rispettive lettere
maiuscole).

5Si pud dare una definizione analoga anche per funzioni f € L'(RN):

Flfx)(w) = (x)e”=* dx, w=(wi,...,wy) €RY,

RN

dove x = (z1,...,ZN) € RY e < w,X >= Zivzl w;ix; € il prodotto scalare euclideo in RY.



—+00

f(t) cos(wt) dt;

I
N}
o

~ ~

in particolare, si ha f(w) = f(—w).

ii) Si ha, Vw € R (anche f(t) cos(wt) € L'(R)),

“+o00 —+00

flw) = f(t) cos(wt) dt — i f(t) sin(wt) dt

+oo
=—2i f(t) sin(wt) dt;
0
O

Proprieta 1.2. La trasformazione di Fourier ¢ un operatore lineare
continuo F : LY(R) — L*>(R).

Dimostrazione. Innanzi tutto, 'operatore F ¢ ben definito: dalla (1.1)
segue che, se f € L'(R), Vw € R F[f] € L=(R) e si ha

IFLf (D)](w) oo = ess sup,ep [FLf @)} (w)] < || f]]1- (1.2)

Inoltre, dalla linearita dell’integrale segue che, V f, g € L'(R) e Va, 3 €
C si ha
Flof + Bg] = oF[f] + BFg].

La continuita dell’'operatore F segue dalla (1.2). O

La Proprieta 1.2 afferma che l'operatore F trasforma la convergenza
in media integrale” in convergenza uniforme q.o.: se f, — f in L'(R),
dal fatto che

1 fn = Flloo = 55 supeglfo — f| = ess supyer|(fo = £) 1 < |1 fa = flh,

segue che ﬁl — ]?in L>*(R) per n — oc.

La trasformazione di Fourier ha anche un effetto “regolarizzante” sulle

funzioni integrabili (mostriamolo con un esempio).

"Ricordiamo che la convergenza negli spazi LP(RY), 1 < p < oo, & chiamata anche
convergenza in media di ordine p; in questo caso p = 1 e si ottiene la convergenza in
media (integrale).



Esempio 1.1. Consideriamo la funzione caratteristica X5 (t), a, b €

R, a < b; la sua trasformata e

b—a sew =20
F [X[a,b] (t)] (W) — e—iwa . e—iwb ,
— sew#0
w
che é una funzione continua.
In particolare, considerando un intervallo simmetrico [—c,c|, ¢ > 0, si

trova che la trasformata dell’impulso relativo a [—¢, ¢| é

2sin(wce)
F Ximea ()] (W) = ——.
w
In questo caso possiamo non distinguere il casow # 0 ew = 0: dato che
_ 2sin(wce) o , N
lim, ,c ———— = 2c¢ consideriamo la funzione estesa per continuita

nell’origine.

Esempio 1.2. Calcoliamo la trasformata della funzione f(t) = e~ 1,

sfruttando il fatto che la funzione € pari si ha

+o0 2
Flf(t =2 -t t)dt =
FO) ) =2 [ eosutat =
che ¢ una funzione di classe C*.
Osserviamo che in questo caso si ha
Pl = sup 5 =2
e =0T 02 ~
e
+oo +oo
lfOl= [ eMa—2 [ etar—2,
—00 0

cioé nella (1.2) vale l'uguale.
Pit, in generale, se f(t) = e~ a € R, a >0, si ha

2a

a? + w?’

FUOw) =

Proprieta 1.3. Sia f € L'(R). Allora [ ¢ continua.

Dimostrazione. Fissati w, h € R, calcoliamo il

lim f(w + h) = lim f(t)e M@tht gy, (1.3)
h—0 h—0 oo



osserviamo che la funzione integranda ¢ misurabile; inoltre

lim f(t)e @Mt = f(t)e ™! q.o. in R
h—0

[fWe ™ < [f(t)] VteR,

e |f(t)] € L'(R). Allora, per il Teorema della convergenza dominata,®
nella (1.3) si puo passare al limite sotto il segno di integrale e risulta

~ Foo +oo . ~
lim Fle + h) = / lim f(#e- @ g — [ fE)et dt = Flw).

—0o0 - —00

]

Dalla Proprieta 1.3 segue che, in effetti, I'operatore F trasforma la

convergenza in media integrale in convergenza uniforme:’

superlfu — fI = subyerl (fo — £ < 1fu — flli-

Da quanto visto segue che la trasformata f di una funzione f che sta
in L'(R) non sarad necessariamente una funzione in L'(R); il Teorema
di inversione (che vedremo nel segmto) pero, permette di esprimere f

in termini di f se & noto che anche f sta in L'(R).

Proprieta 1.4 (Teorema di Riemann-Lebesgue). Sia f € L'(R). Al-
lora f e infinitesima all’infinito, cioé

lim f( ) =

|w|—o00

8Spesso viene chiamato Teorema di Lebesgue, che di solito & enunciato per una suc-
cessione di funzioni integrabili, la sua versione “continua” (si veda, per esempio, [1], pag.
281.):
Sia f: X XY — C, dove X,Y C R sono intervalli, tale che
i)Yy €Y fissato, la funzione x — f(x,y) é misurabile in X;
i) esiste una funzione h(z) € L*(X) tale che, Vy € Y si abbia |f(z,y)| < h(z) g.0. in X;
1) Vyo € Y fissato si abbia limy_.y, f(z,y) = f(z,y0) g.0. su X.
Allora integrale fx x,y) dx esiste Vy € Y e la funzione integrale F(y fx
e continua in Y, cio€ si ha

lim f(z,y) dx:/ lim f(z,y)dx

Yy—yo Jx X Y—Yo0

9Ricordiamo che per una funzione continua il sup coincide col sup essenziale.



Dimostrazione. Sia f € L'(R). La funzione 7 — f(t—7) daR a L'(R)

¢ continua.'® Osserviamo inoltre che, Vw # 0, si ha

efiw(TJr%) _ _ein'
Nella trasformata di Fourier di f
flw) = ft)e " dt (1.4)

operiamo allora la sostituzione ¢ = 7 + T ; si ottiene
~ +0o0 T )
fw) = / —f<7'+ —)e_“” dr. (1.5)
o w
Sommando membro a membro le (1.4) e (1.5) si ottiene

2f(w) = /joo ey [f(T) —f<T+g)] dr,

[e.e]

da cui

Fal=5| [ e [rn-s(r+ D)) ar

4 Tl s )

Passando al limite per w — +00 e usando la continuita per traslazioni
in L' si ha la tesi.!! O

Dal Teorema di Riemann-Lebesgue e dalla formula di Eulero segue il

Corollario 1.5. Sia f € L'(R). Allora

lim +OO f(t)sin(wt)dt =0 e lim +0<> f(t) cos(wt) dt = 0.

w—too | w—Foco |

o0 e}

I1 Corollario 1.5 afferma che le funzioni sin(wt) e cos(wt) convergono a

zero in L=(R) per |w| — oo nella topologia debole*.

ORicordiamo che per le funzioni LP(]RN)7 1 < p < oo, vale la cosiddetta continuita
in media, cioé operatore di traslazione 7, f(x) = f(x + h), h € RY fissato, x € RV, ¢
continuo: limy_,0 || f(x +h) — f(x)||, = 0.

"Una dimostrazione alternativa ¢ fornita in [3].

In molte dimostrazioni del Teorema di Riemann-Legesgue si usa il fatto che lo spazio
C2°(R™) delle funzioni infinitamente derivabili con continuita in RY a supporto compatto
¢ denso in LP(R™), 1 < p < oo.

10



Proprieta 1.6. Sia f € L'(R). Allora valgono le sequenti proprieta:
1 ~

i) Flf(at)](w) = ﬂf (£) Va €R, a#0 (proprieta di riscalamento o
a

formula del cambiamento di scala);

i) Flf(t)](w) = f(—w)/\(pmprietd di coniugio);

i) F[f(t —a)](w) = f(w)e ™™ Va € R (proprietd di traslazione nel

tempo o formula del ritardo);

~

w) F[f(t)e"](w) = flw —a) Va € R (proprieta di traslazione della
frequenza o proprieta di modulazione).

Dimostrazione. i) Si ha

“+00

Flf(at)](w) = flat)e™" dt;

posto at = 7, I'integrale diventa

1 +00 iw T

—[[ 2 f(ne™adr  sea>0
a

1 . o

5f+oo f(r) e ™edr  sea<0,

fmﬂwzﬁ[mﬂmﬁwﬂ

da cui la tesi.

ii) Si ha
- too
FFlw = [ e ar
+00 Foo _
= f(t)ei‘*’t dt = f(t)eiwt dt = f(—w).
iii) Si ha
+o0
Flft =l = [ f—aeta
postot —a = 7 si ha
+o0 +oo
A=l = [ smesrir = [ pmerar

11



da cui la tesi.

iv) Si ha

+o0 +oo
]:[f(t)eiat](w) — f<t>ez‘at€—z’wt dt = / f(t)e_i(w_a)t dt,

da cui la tesi.
O]

Osserviamo che, in particolare, dalla proprieta #ii) si ha F[f(t + a) +

~

f(t —a)l(w) = 2f(w) cos(wa) Va € R. Infatti dalla linearita dell’ope-
ratore F si ha

Flft+a)+ f(t —a)l(w) = FIf(t + a)l(w) + FLf(t — a)](w)

e, usando la #ii):

~

Flft+a) + f(t — a)(w) = F(w)e™® + Flw)e ™0

~

= f(w)[cos(wa) + isin(wa) + cos(wa) — i sin(wa).

Esempio 1.3. Consideriamo la funzione dell’Esempio 1.1 con interval-

lo simmetrico e ¢ = %; si ottiene la funzione fi(t) = X[_%g](t); detta

2 () =

porta centrata unitaria; invece la funzione f.(t) = X[-5

fi (f) e detta porta centrata; usando la proprieta di riscalamento
1
con a=— si ha
T
t ~ sin T¥
FRO1 =7 [ (£)] @) = i) =22,

7> 0.

Esempio 1.4. Calcoliamo la trasformata di Fourier di f(t) = X(6,10)(t),
che ¢ una porta decentrata (di ampiezza 4 e centro 8); ci si puo ricon-
durre a una porta centrata tramite una traslazione: f(t) = fr—4(t —8).

12



Usando la proprieta di traslazione nel tempo e il risultato dell’Esempio
1.1 (intervallo simmetrico con ¢ = 2) si trova

FIF0) @) = At - 8)) (@) = e S FlAh)w) = o5 2D,

w

Esempio 1.5. Sia f € L'(R); allora anche f(t)cost € L'(R) e si ha,
dalla linearita di F e dalla iv)

eit 4 it
2

FIF () cost)(w) = F {f(t)

[A(w—l—l) + flw—-1)].

N | —

PO @) + FLT1e () =

Proprieta 1.7 (Formula di moltiplicazione). Siano f, g € L*(R).
Allora

/R Flt)g(t) dt = / F()az) do.

Dimostrazione. Essendo J?e g funzioni limitate, entrambi gli integrali
esistono finiti. Applicando lo scambio dell’ordine di integrazione si

trova

[ Fogwa = [ ( [ e dx) sde= [[ g o

_ /R < /R g(t)e“"”dt) F@)de = /R F(@)5(x) dz.

Osserviamo che nella formula precedente compare, come funzione inte-

]

granda, il prodotto di una funzione trasformata per una non trasforma-
ta; non e quindi chiaro se la variabile dipendente rappresenti il tempo o
la frequenza. Tale formula non ha in effetti un’interpretazione naturale

in termini di segnali, ma é significativa dal punto di vista matematico.

13



1.3 Trasformazione di Fourier e derivazione

Teorema 1.8 (Derivata della trasformata di Fourier). Siano f, tf €
LY(R). Allora f ¢ derivabile e si ha

fi(w) = =iFlef (1))(w).

Dimostrazione. Prima di tutto osserviamo che la funzione w +— f(t)e ™"

¢ di classe C*(R); inoltre

|ft)e ™ = |f(t)] € L'(R)
d —iwt
7o [f(t)e ]

Allora, applicando il Teorema di derivazione sotto il segno di integrale:

= |-itf (e | = tf(1)] € L'(R).

d [t oo

Plwy=—= [  ft)e ™" dt = —i / tf(t)e " dt = —iF[tf(t))(w).

—0o0

O

Iterando piu volte la proprieta precedente (detta anche proprieta di
moltiplicazione per t) si ottiene che: se f, t"f € L}(R) Vn € N, allora

—

(W) = (=)' Fle" (1)) ). (1.6)

Esempio 1.6. Calcoliamo la trasformata di Fourier di

f(t):{t se —1<t<1

0 altriments;

si ha f(t) = tfa(t), dove fo(t) € la porta centrata di ampiezza T = 2.
Usando la formula (1.6) e il risultato dell’Esempio 1.3 riguardante la

porta centrata si trova

Ftht)] (w) = i@}_ [f2(t)] (w) = Z% =20

d d (2sinw) weosw — sinw

w w2

Osserviamo che tfy(t) é una funzione a valori reali e dispari, e la sua

trasformata € a valori immaginari puri e dispari.

14



Vediamo ora che relazione c’e tra la derivata di una funzione e la sua

trasformata di Fourier.

Teorema 1.9 (Trasformata di Fourier della derivata). Sia f € L'(R)
continua con derivata continua a tratti> e f' € LY(R). Allora si ha

Flf'(w) = iwf(w).

Dimostrazione. Fissato w € R, dalle ipotesi segue che f(t) e f(t)e ™"

sono infinitesime per ¢t — 400;'* quindi risulta

400
FIFOIw) = [ f')e"dt
e +oo A
= [fe™ ]2 +iw | fOe dt = iwFIf(#))(w).

]

Iterando la proprieta precedente con ipotesi di sufficiente regolarita per
fOf, ..., f® Y € LYR) continue e f™ € L'(R) e continua a tratti
Vn,n € N) si ha

~

FIF0)](w) = (iw)" f(w). (1.7)

Osserviamo che esistono funzioni f(w) continue e limitate in R, e infi-
nitesime per w — £o0o che non sono trasformate di Fourier di funzioni

in L'(R). Risulta, cioé, che 'operatore
F:L'R) = L®R)NCR)N{f : lim f(w) =0}

non e suriettivo'®.

12Una funzione continua con derivata continua a tratti viene detta anche C* a tratti.

13Se, per assurdo, f(t) non fosse infinitesima per ¢ — oo, allora l'integrale 0+°° f@t)dt (o
ffoo f(t) dt) non sarebbe convergente (e cosi si ragiona anche f(¢) cos(wt) e f(¢)sin(wt)).
Per maggiori dettagli si veda, per esempio, [3], pag. 246.

14Essa & soltanto iniettiva, come verrd osservato pill avanti.

15



Esempio 1.7. Consideriamo la funzione

1
ﬁ set>e
g(t) = %
- se0<t<e
e

tale che g(t) = —g(—t) set < 0. Essa é limitata e continua in R ed é
infinitesima all’infinito (infatti si ha limy 1o g(t) = 0), ma non € la
trasformata di Fourier di nessuna funzione di L'(R). Infatti, da una
parte st ha che

n—o0

ey 1 -
nh_{go/e Tdt_7111—>Hc}o/e tlogtdt—hm[log(logn)]——i—oo, (1.8)

d’altra parte supponiamo ora per assurdo che esista una funzione f €
LY(R) tale che f = g. Allora, essendo g una funzione dispari, si avrebbe

+oo
g(w) = flt)e™™ dt
e
+o00 )
g(w) = — f(t)e dt
da cui, sommando membro a membro e usando la formula di Eulero si
ricava
+oo
g(w) = —i f(t) sin(wt) dt.
Inoltre

g(w) = —i/_ f(t) sin(wt) dt — i +OO f(t) sin(wt) dt

0
—+00

_ /0 ) sinwt) de — i [ s a
Posto F(t) = —i[f(t) — f(—t)], si ha

+o0
g(w) = /0 F(t) sin(wt) dt,

+oo

con [, |F(t)|dt < oo. Osserviamo ora che, pern € N (n > 3),

utilizzando 1l Teorema di Fubini-Tonelli si ha

/j@dw _ /en%“/ooo F(t) sin(wt) dt — /OOO Pl) (/né sin(wt) dw) it

16



— /OOO F(t) (/: Sii“m) dt

dove, nell’ultimo passaggio, € stato effettuato il cambiamento di varia-
bili wt =y (richiamando poi con w la variabile di integrazione). Dato
che la funzione %
il limy,— oo f;t ST Jx esiste finito Vt > 0. Quindi, dal Teorema del-
lassoluta continuita'® segue che il limy, o [ @ dw esiste finito (che

contraddice la (1.8)).

e integrabile in ogni intervallo limitato di R, allora

1.4 Trasformata di Fourier e convoluzione

Teorema 1.10. Siano f, g € L*(R). Allora

~

FI(F+9)0)l(w) = f(w)g(w).

Dimostrazione. Osserviamo che la trasformata di f x g (dove f x g
indica il prodotto di convoluzione tra f eg) € ben definita, dato che
fxg € L*(R). Applicando il Teorema di Fubini e operando uno scambio

dell’ordine di integrazione si ha

+OO .
FI(f *9)(0)](w) = / (f % g)(t)e“ dt

o0

_ / m e—iwt( = 99s) ds) dt

o0 o0

-/ - ( [ = gty ds) it

o oo

+00 ] +o0 ]
= f(t—s)e =) </ g(s)e ™ ds) dt

[e.9]

+oo . +oo . ~
— [ fweray / g(s)e = ds = Flw)Gw),

o0
dove, nel penultimo passaggio, e stata effettuata la sostituzione t — s =
Y. O

sinx

5Ricordiamo anche che la funzione ¢ integrabile in senso improprio in R*.
Dato un insieme Q misurabile e f € L'(Q), allora Ve > 0 36 > 0 tale che, YA C Q
con |A| < 4 si abbia [, |f| <.
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1.5 L’anti-trasformazione di Fourier

Procedendo come per la trasformazione di Fourier, diamo la seguente

Definizione 1.3. Sia f : R — C; f si dice anti-trasformabile
secondo Fourier (o Fourier-anti-trasformabile) se l'integrale
V.P. +o0o 1 +k

iwt — N iwt
o fw)e™ dw 27Tkll_)r£1O . f(w)e™" dw

—0o0

esiste finito per ogni t € R.

Anche in questo caso, dal fatto che || = 1 Va € R, segue che le
funzioni di L'(R) sono anti-trasformabili secondo Fourier. Quindi con-
sideriamo funzioni in questo spazio, senza bisogno di considerare gli

integrali in valore principale.

Definizione 1.4. Sia f € L'(R); la funzione t — F'[f](t) (da R in
C) definita da

1 [re° .
FHf()(t) = 7r (w)e™tdw, teR,
TJ -0
¢ detta anti-trasformata di Fourier o trasformata inversa di
Fourier di f.17

Per capire come si arriva all’inversione della trasformata di Fourier

enunciamo il

Teorema 1.11. Sia f € L'(R) continua a tratti con derivata continua

a tratti. Allora si ha

V.P, e | o FEH) + F(£)
—_— fw)e™ dw = — lim flw)e“ dw = ————= 18
27T oo 27T k——+o0 —k 2

7"Alcuni testi chiamano la trasformata inversa anche trasformata di Fourier
aggiunta (si veda, per esempio, [8]).

Bf*) e f(t7) denotano, rispettivamente, i limiti lim,_,,+ f(x) e lim,_,,— f(x) che,
per ipotesi, esistono finiti. L’integrale a primo membro & in valore principale perché non
¢ detto che f sia in L'(R).
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th) 4+ f(t
Osserviamo che, se f ¢ continua in ¢, w = f(t).
In generale, la trasformata di Fourier di una funzione integrabile in R

(e dunque trasformabile) non sta in L'(R), come mostra il seguente

Esempio 1.8. La funzione

f(t):{et set >0

0 set <0

sta in LY(R), ma la sua trasformata

—t(1+iw) & 1

T 1tiw

e
14w
0

flw) = /OOO e~ ) dt = ¢ L'(R).

Dall’'ultimo teorema discende anche la formula di dualita, detta

anche formula di simmetria o formula di reciprocita:

Corollario 1.12. Siano f,f € LY(R) e f derivabile in R. Allora,
VweR si ha

]:[ﬂ(w) = Ffl(w) = 2nf(—w).*?

Dimostrazione. La formula del Teorema 1.11 in questo caso diventa

1 [t A
T Fwyetdo = £,
2m J_ o
cioé
+oo )
2 f(t) = (w)e™" dw;

scambiando i ruoli delle variabili ¢ e w si ha
+oo ]
(t)e™t dt = 2m f(w);

ora, mettendo —w al posto di w si ha

“+o00

~ ~

ft)e ™" dt = 27 f(—w) = F[f](w) = FIF[f]](w),

—0o0

cioé la tesi. ]

9Possiamo esprimere la formula anche in maniera pit esplicita: F[F[f(t)](w)](t) =
2n f(—t) Vt € R. Talvolta essa & chiamata anche formula di inversione, ma & preferibile
chiamare in tal modo la formula in cui compare I'operatore F~!.
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Il Corollario 1.12, oltre che fornire una regola di calcolo, implica che
'operatore F, se ristretto a un sottospazio di L'(R) in cui sono verifi-
cate le ipotesi, diventa un operatore iniettivo.

In realta vale qualcosa di piu forte: si puo dimostrare che, se f,g €
L'(R) sono tali che F[f] = Flg|, allora f = g q.o. in R, cioe F &
iniettivo sull’intero L'(R) (e quindi possiamo considerare I'operatore
inverso F1).

Il seguente e chiamato Teorema di inversione:

Teorema 1.13. Siano f, f € LY(R). Allora si ha

FUFF @I = FF@)]@) = f(¢)
_ % _:O flw)e“ dw q.o. in R

La formula di inversione mostra anche che, in realta, il calcolo dell’anti-
trasformata si riduce a quello della trasformata.

Per la trasformata inversa di Fourier valgono proprieta analoghe a quel-

le della trasformata.

Esempio 1.9. Consideriamo la funzione di Gauss f(t) =e 2 ; si
ha

FIHH)] (W) = /_ e tet gy,

[e.9]

Questo integrale non e calcolabile elementarmente. Sappiamo che la
gaussiana ¢ integrabile, quindi f € L'(R); inoltre f ¢ di classe C*™,
quindi sono soddisfatte le ipotesi del Teorema della trasformata della
derivata, dato che anche f' € L'(R):

_ﬁ]+°°

| roa == [

+2

Osserviamo che f'(t) = —te~z = —tf(t); sfruttando allora le proprieta

=0.

—00

della trasformata della derivata si ha, da una parte

~

Flf' 0] (@) = iwf(w)

20Scritta in modo compatto: F ' [F[f]] = f nel senso di L'(R).
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e, dalla (1.6) (conn=1) e dalla linearita di F

FIF®)] () = =Ftf@)](w) = —if' ().
Quindi risulta iwf(w) = —i]?’(w), da cui fA’(w) + wf(w) = 0, che é
un’equazione differenziale lineare del primo ordine omogenea, la cui

soluzione generale é

~ w2
flw)y=ce 7, ceR
La trasformata di Fourier di f coincide allora con la f di partenza a
meno di una costante moltiplicativa c: f(t) = cf(t) (dove, a primo
e secondo membro, abbiamo dato lo stesso nome alla variabile dipen-
dente). Ora, applicando nuovamente la trasformazione di Fourier si

ha
FIF@))] @) = F [ | )

= Flef@)() = cFlf@)(t) = Fe % = 210,
Dal fatto che f(0) =1 si ha

FIFLF ) (w)](0) = .
Inoltre, per la proprieta di simmetria (st veda il Corollario 1.12) si ha

anche
FIFIFO)w)](t) = 2mf (1),
da cut
FIFLF0)w)](0) = 27
e, quindi, ¢ = 2m. Si ricava ¢ = /2w, essendo

~ +oo 2
f(())—/ 1-e7zdt > 0.

[e.9]

In definitiva, si ha
w2

t2
F [677} (w) =V2me 7,
espressione dalla quale si ricava, usando la definizione di trasformata

con w =0, la ben nota formula

+o0o t2
/ e 2 dt =212

o0

21La formula nota per tale integrale, detto integrale d Gauss, & solitamente espressa
2
nella forma [, e™"" dt = /7.
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Piv in generale, vale la

F [e‘atz] (w)=1/—€e 1, a>0. (1.9)

Allo stesso risultato si puo arrivare anche utilizzando ['integrazione

complessa (per comodita prendiamo ora il caso a = 1): sia f(t) = e *.

Allora

2 Feo 2 W2 [T 2, 2 w? .
F [e—t i| (w) _ / et et gt — 6_4/ e—(t Fiwt4i <) Wt gt

w2 w2
26_4/e(t+’2) dt. (1.10)
R

Posto f(z) = e %, z € C, si ha che f(z) & intera; allora, considerato
il rettangolo ~ di vertici (£r,0), (:I:'r, %), r > 0, per il Teorema di
Cauchy si ha [ f(z)dz =0, cioé

T 3 . = )2 0 ,
/ e dm+/ e~ (rtw)? dy—l—/ e~ (a+i%) dx+/ e~ (riy)? dy = 0.
- 0 r E
(1.11)

Il secondo e il quarto termine a primo membro della (1.11) tendono a

M

zero quando r — +00; infatli si ha

|e—(ir+iy)2| _ |6_T2¥2”y+92| _ eyz_rz 0

uniformemente in [O, %] Quindi, passando al limite per r — +00 in

(1.11) si trova
/e_(t”;fdt = / e dt.
R R

/ eV dt = NZEL
R

dalla (1.10) si ritrova la formula (1.9) con a = 1.

Ricordando che

221 ’integrale fj;o e dr = /7 & detto integrale di Gauss; esso fu calcolato per la
prima volta da Johann Friedrich Carl Gauss (1777-1855) ed ¢ alla base della distri-
buzione (di probabilita) normale (detta anche gaussiana); la funzione integranda, norma-
lizzata in modo tale che il suo integrale in R sia pari a 1, & chiamata anch’essa funzione
gaussiana.
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Esempio 1.10. Nell’Esempio 1.2 abbiamo calcolato la trasformata di

: . 2 :
Fourier della funzione f(t) = e7: FIf(t)](w) = Tk Osserviamo
w

~

che f(w) é ancora integrabile:

2
/ dw = [2arctan w]T = 2,
R

14 w? o
ndi calcoli la trasf ta di g(t) = 2.
quindi calcoliamo la trasformata di g(t) = 5 el
o0 -
Flgt)|(w) = 2/00 1+t2€ dt.

Questo integrale rientra nella tipologia di integrali che si possono cal-
colare utilizzando il Lemma di Jordan e il Teorema dei residui. Se

w >0
1 —iwt . 1 —iwz ., .
R1+t2€ dt = —2miRes 1+226 i —1

—lwz

= —2m { ] =re
2z y——i

w

Sew <0

1 . 1 .
—wt . . —wz .
/11&14'7526 dt—2mRes<1+ZQe ,z)
e—iwz "

:27rz[ 7 L:izﬁe .

_ RS . . 1 _ .
Se w = 0, come gia calcolato prima, si trova fR T dt = m. Riassu-

mendo, si ha

2mev sew >0
Flg))(w) = < 27 sew=0 = 2me ¥,
2me” sew <0

ctoé
FIFO)w) = FPLf(H))(w) = 2 f(~w),
che non ¢é altro che la formula di stmmetria.

i ha Flg(t)](w) = —elele.

Pit in generale, se g(t) = g
a a
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L’importanza della trasformazione di Fourier (e della trasformazione
inversa di Fourier, oltre che delle serie di Fourier) ¢ data dal fatto
che essa permette di rappresentare un dato fenomeno in termini di
frequenze e ampiezze a partire dalla sua descrizione in termini di spazio-
tempo.

Ricordiamo che, data una funzione f : R — R 7-periodica e continua

a tratti, la serie di Fourier associata a f e data da

a > 2mn > 2mn
ft) ~ 30 + nz:lancos (Tt> + ansin (Tt> ,

n=1
dove
2 [z 2mn 2 [z . [ 2mn
ap = — f(t) cos (—t) dt e b,=-— f(t)sin (—t) dt
T _% T T _% T

sono detti coefficienti di Fourier di f. Tale serie converge V¢ € R con

fET) + ()

somma s(t) = “—————= se f soddisfa determinate ipotesi,?® in
particolare se f ha derivata continua a tratti. Analogamente, si puo

considerare la serie di Fourier in campo complesso

“+00
- 27T
1===1
§ € T

n=—00
dove 1 coefficienti sono dati da

1 (2 20
== fO)e A, nez2
-

(SR

27
Il numero wyg = — ¢ detto frequenza fondamentale o pulsazione
T

1
di f, mentre il reciproco del periodo — e detta frequenza. Allora la

-
serie di Fourier di f puo essere interpretata come la scomposizione di

25

un “segnale”® periodico (in questo caso una funzione f continua e di

periodo 7) nelle frequenze nwy multiple della frequenza fondamentale

238i veda, per esempio, [3], Capitolo 3.

24La relazione che lega i coefficienti di Fourier in forma reale e in forma complessa & la
seguente: ap = 270, Gn =Yn +V=n, bn =i(Yn —Y=n), n=12,...

25Nella cosiddetta “teoria dei segnali”, un segnale & una funzione di una o pii variabili,
che rappresenta una variazione dello stato fisico di un sistema o di una grandezza fisica;
per esempio, il suono & un segnale monodimensionale (ampiezza in funzione del tempo
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(dette anche armoniche?®). Un segnale continuo e periodico risulta
allora completamente determinato dalla sua scomposizione in frequen-
za, cioé dal valore dei coefficienti a, e b, che misurano i contributi
della frequenza mn-esima. Quindi a un segnale continuo e periodico si
puo associare la sua rappresentazione “in frequenza” (cioé in serie di
Fourier) e ricostruirlo a partire da quest’ultima.

E allora abbastanza naturale domandarsi se sia possibile rappresentare
“in frequenza” e ricostruire un segnale NON periodico. Il candidato na-
turale per una tale rappresentazione ¢ legato proprio alla trasformata
di Fourier (precisamente, esso ¢ dato dall’anti-trasformata di Fourier).

Se f € L'(R) ma non ¢ periodica, essa ¢ comunque sviluppabile in

T T
serie di Fourier trigonometriche in ogni intervallo {—— —) e, dunque,

2 2

-
—~
~
N—
Il

| —

—

[SIE]
~
S
~
N—
oW
~

T T
2
> (2 [z 2mn 2mn
— t —t) dt —
+; - _gf()cos(T ) cos(T )
= (2 [z 2 2
—l—Z - f(t)sin (Ln t) dt | sin (Ln t) :
—~\7J: T T
Quindi, data f : R =+ R (o f : R — C) integrabile e un numero
T T
reale 7 > 0, considerando la restrizione di f all’intervallo 55 €

prolungando poi tale restrizione a tutto R per periodicita (di periodo

7), si ha che tale estensione f; ha, come serie di Fourier associata, la

t), un’immagine, come una fotografia, & un segnale bidimensionale (luminosita e colore
in funzione delle coordinate spaziali (z,y)), una sequenza video, come un filmato, & un
segnale tridimensionale (luminositd e colore in funzione delle coordinate spaziali e del
tempo (x,y,t)). Un segnale serve per rappresentare e per trasmettere un’informazione a
distanza. In elettronica un segnale viene studiato attraverso un modello matematico o
una funzione in cui il tempo (o il suo inverso, la frequenza) ¢ la variabile indipendente.
281 ’operazione di scomporre una funzione periodica come somma di funzioni periodi-
che semplici & chiamata analisi armonica; il primo termine della somma (in questo caso

2 2
ay cos (—t) + b1 sin (—t)) & detta prima armonica o armonica fondamentale; il termine
T T

n-esimo € chiamato armonica n-esima.
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seguente

+oo
fT(t) ~ Z ,yneinw.rt’

n=—00
2m 1 WryooL : . :

con w, = — (e quindi — = —), cioé (sfruttando 'espressione dei
T T m

coefficienti)

+o0 T
fr(t) ~ % n:Z_OO W ( 2; fr(t)e et dt) et (1.12)
Pensando la successione {nw; },ez come una suddivisione di R in in-
tervalli di ampiezza w, e osservando che w,; — 07 quando 7 — +o0, la
periodicita di f perde significato e se f & abbastanza regolare la parte
a destra della (1.12) puo essere interpretata come un’approssimazione
dell’integrale (cioé, la trasformata di Fourier puo essere pensata come
caso limite della serie di Fourier quando il periodo tende a infinito,

quasi una sorta di suo “analogo continuo”), cioé si ha

f(t) ~ %/JFOO ( _+°° ft)e ™t dt) ™! dw, (1.13)

—00
dove si e posto nw, = w; la (1.13), dunque, non & altro che una forma
euristica della formula di inversione.

La formula . .
f(z) = / dw f(t)e =2 qt

¢ detta anche formula integrale di Fourier per f.

In seguito a tali considerazioni si capisce meglio come mai alcuni testi
(per esempio [8] e, in generale, i testi di teoria dei segnali) usino una

definizione alternativa di trasformata di Fourier:
+o0o

Flft)(w) = F(t)e 2 dt.

—00
In realta esiste anche un’altra definizione alternativa (che rende pin
semplice la formula di inversione e anche la cosiddetta indentita di
Plancherel, che vedremo nel seguito):

+oo
FIFH)w) = % / F(t)e e dt.
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La formula di inversione nella forma
1 [T

- 7 iwt
f(t) = 5 (w)e dw VteR

— 00

(per funzioni sufficientemente regolari per cui valga l'uguale V¢ € R)
rappresenta il segnale f come media pesata delle sue componenti ar-

-~

moniche ¢ — ie“"t: risulta che Vw € R f(w) ¢ 'ampiezza della
componente di fr@quenza w. Allora il segnale puo essere rappresentato
equivalentemente specificando i valori puntuali f(¢) oppure fornendo-
ne lo spettro f(w); gli operatori F e F~! possono essere interpretati,
rispettivamente, come analisi (del segnale nello spazio delle frequenze)

e sintesi (nell’asse dei tempi).

1.6 Trasformata di Fourier in L*(R)

Vogliamo ora estendere 1'operatore F da funzioni di L'(R) a funzioni
nello spazio L?(R) (in tal caso, dato che f(t)e~*? non & in generale in-
tegrabile se f € L*(R), gli integrali saranno intesi in valore principale).

Prima di far cio introduciamo lo spazio S(R)?" delle funzioni rapi-
damente decrescenti o a decrescenza rapida definito come

S(R):{f:IR{—MC:feCO"(R)th,keNHCh,k>O

te. [t FE ()] < Oy Vit € R}

e chiamato spazio di Schwartz.?® Le funzioni appartenenti allo spazio

S(R) vengono chiamate “rapidamente decrescenti” perché, per defini-

C
zione, f (e una sua qualunque derivata) & tale che |f®)(t)| < ]t_]\lf’
quindi per t che tende a infinito essa tende a zero piu velocemente di
una qualunque potenza di t.

Osserviamo che S(R) e uno spazio vettoriale (complesso); inoltre, se

27Si pud definire, analogamente, anche lo spazio S(R™) delle funzioni f : RY —
C tali che f € C®RY) e Vo, 8 € Z¥ multi-indici, esiste Cos > 0 tale che
supyepn |X*DP (%) < Ca,p.
Dal nome del matematico francese Laurent Schwartz (1915-2002).
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f,g € S(R), segue dalla regola di Leibniz che anche fg € S(R); evi-
dentemente, C2°(R) C S(R).

Si ha S(R) € LP(R) V 1 < p < o0; il caso p = oo ¢ immediato: se
f € S(R), allora f € L>*(R); infatti, se h = k = 0, dalla definizione di
spazio di Schwartz esiste Cpy > 0 tale che |f(t)] < Cpo Vt € R.

Mostriamo ora che, se f € S(R), allora f € L'(R); infatti, se h = n

Ch
(conn >1)ek=0,sihalt"f(t)] < Cn ¥Vt € R, ciod |f(t)] < It_IT?

Allora

dt
Liswra= [ s [ ol <2 |

e l'ultimo integrale & convergente per n > 1.

Osserviamo poi che se f € S(R), anche le derivate di un qualunque
ordine di f stanno in S(R) (e quindi in L'(R)), e dunque tutte le
derivate di f sono trasformabili. Inoltre, anche t"f(t) € S(R) Vn,
quindi ¢" f(t) € L*(R), e quindi la trasformata di f ¢ di classe C*(R).
Risulta allora che, se f € S(R), anche f € S(R): infatti abbiamo gi
mostrato che fe C*°(R); mostriamo ora che, per t — 0o, essa tende a
zero piu velocemente di qualunque polinomio: usando le (1.6) e (1.7)

si trova

" B (w)] = | (=) Flt* F )] (w)] = " FIE* F ()] ()]

F gt ),

passando al sup essenziale (che in questo caso coincide col sup) inw € R

= | ()" FIt* f(£))(w)] =

a primo e ultimo membro si trova

sup [w” ) (w)| = sup [ Flg(®)] ()] = [Flg@®)] (@l < llg®lh = Cur

weR

d" ~
(dove si & posto g(t) = ym [t* f(t)]), da cui segue che f € S(R).
Concludendo, data f € S(R), si ha fe S(R) e inoltre ]?pu() essere de-

rivata e trasformata infinite volte. In particolare, quindi, se f € S(R),

allora per f vale la formula di inversione.

Vale il seguente
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Teorema 1.14. Data f € S(R), ¢ possibile associare a f una funzione
Flf] € S(R), dove F[f] ¢ la trasformazione di Fourier di f. Inoltre,

Uoperatore F : S(R) — S(R) ¢ una bigezione.?

Lemma 1.15. Siano f, g € S(R). Allora
< [.9>rm=21<f,9>pEr >

Dimostrazione. Ricordiamo che S(R) C LP(R) V1 < p < oo; inoltre,
ricordando che F~[Flg]] = g, si ha

< fg>we= [ 050 = [ JOFTFGOIID @
- [ 50 (% [ Flooiwes dw) a
/f ( / FaDlre

e [ 7HOTG ([ 0 )

—iwt dw) dt

1 -
- Rﬂg(t)](w)ﬂf(tn(w)dw = o < Fi>rm,
cioé la tesi, e dove lo scambio dell’ordine di integrazione e giustificato
dal Teorema di Fubini (essendo (t,w) — f(t)g(w) € L*(R?)). O

Possiamo ora enunciare il

Teorema 1.16 (Teorema di Plancherel®!). FEsiste ed ¢ unica la trasfor-
mazione F : L*(R) — L*(R) che estende la trasformazione di Fourier
definita in S(R). Inoltre, se f € S(R) si ha

1 ~
32
[ fllz@ = —= | fll L2 (1.14)
(R) \/ﬂ R)

2%In effetti F risulta essere un isomorfismo fra i due spazi se a S(R) si da la struttura di
spazio di Fréchet usando le seminorme || f||n,x 1= sup, g |th(k) (z)| (per maggiori dettagli,
si veda [12]).

0., >L2(]R) 1nd1ca il prodotto scalare nello spazio (di Hilbert) L? (R), definito come
<f7g> Jo F(t)g(t)dt v f,g € L*(R).

31Michel Plancherel matematico svizzero (1885-1967).

321 a trasformazione F risulta essere un isomorfismo tra gli spazi di Hilbert L*(R).
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Tale risultato segue dal lemma precedente con f = g € S(R) e puo
essere esteso a tutte le funzioni di L?(R) tramite un procedimento di
passaggio al limite.

Possiamo riformulare, dunque, il Teorema di Plancherel in L*(R):

Teorema 1.17 (Teorema di Plancherel in L?*(R)). Se f € L*R) ¢
trasformabile secondo Fourier, allora anche f € L*(R) e vale la (1.14),
detta anche tdentita d Plancherel.

l33

Questo teorema corrisponde all’identita di Parseval®® per le serie di

Fourier.34

L’identita di Plancherel puo anche essere interpretata come formula di
conservazione dell’energia: al primo membro della (1.14) compare 1’e-
nergia del segnale f distribuita lungo ’asse dei tempi con densita tem-

porale |f(#)]* e al secondo membro I'energia del segnale f distribuita
g

~

lungo 'asse delle frequenze con densita spettrale |f(w)

oo 1 [tee
[ iswran= 5 [T ifor

33Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836), matematico francese.
341 identita o uguaglianza di Parseval stabilisce che, se f € L? (—m,7), allora

—+oo

1
2 2
Z ‘7”' = g”fHLz(fﬂ,ﬂ')?

n=-—oo

dove i vy, sono i coefficienti di Fourier di f.

L’identita di Parseval (che puo essere considerata come un analogo del Teorema di Pitagora
in spazi di dimensione infinita) vale anche in uno spazio di Hilbert (H, (-,-)): se {en} &
una base ortonormale, cioé tale che ||le,|| = 1 Vn, (en,em) = 0 Vn # m e tale che lo spazio
vettoriale generato da {e,} & denso in H (uno spazio di Hilbert separabile possiede una
base ortonormale), allora Vx € H si ha

Dl en)* = [lall*.

Nell’identita di Parseval per le serie di Fourier, lo spazio di Hilbert e LQ(—TF, ) e la base
ortonormale ¢ il cosiddetto sistema trigonometrico ortogonale {e~***}, n € Z. Si ha quindi
che la somma dei quadrati delle componenti di un vettore in una base ortonormale ¢ uguale
al quadrato della lunghezza del vettore.
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1.7 Un’applicazione all’equazione del calore

Consideriamo un’applicazione della trasformazione di Fourier alle equa-
zioni differenziali alle derivate parziali, cioé a equazioni differenziali in
cui la funzione incognita dipende da pit variabili e in cui compaiono le
sue derivate parziali. Molti fenomeni fisici, ma anche biologici, econo-
mici ecc. sono descritti tramite questo tipo di equazioni. Il metodo di
Fourier consente di trasformare alcune equazioni differenziali alle deri-

vate parziali lineari in equazioni differenziali ordinarie.?

L’equazione del calore ¢ un’equazione differenziale alle derivate par-
ziali del secondo ordine®®, detta anche equazione di diffusione perché
descrive ’evoluzione nel tempo della densita v = wu(z,t) di una certa
quantita come il calore, la concentrazione chimica o altro.

Se la funzione u(z,t) rappresenta la temperatura di un mezzo omoge-
neo e isotropo calcolata nel punto x € R? e all’istante ¢ > 0, la forma
generale dell’equazione del calore ¢ u; = Au, dove A denota l'opera-
tore di Laplace.?” Per semplicita, poniamoci nel caso unidimensionale,
prendendo idealmente una sbarra sottile di lunghezza infinita della qua-
le sia nota la temperatura all’istante ¢ = 0. Cerchiamo una soluzione

del problema di Cauchy
Up = Ugpy in R x (0, 4+00)
u(z,0) = ug(x) in R,

con ug € L>®(R) N LY(R) N C?*(R) e u), uy € LY(R)3, tale che:
i) u(e,t), ug (1), uge(-,t) € L*(R) Vi > 0;
it) VT > 0 Ih(z) € L'(R) tale che |u(z,t)| < h(z) q.o. in R x [0,7T).
Posto u(w,t) = Flu(-,t)](w), per la (1.7) con n = 2 e per la i) si ha
Flttge (2, )] (w) = —wU(w, t);

inoltre, per la ii) si puo derivare sotto il segno di integrale e, quindi

Flug(z, t)](w) = uy(w, t).

35In alcuni casi anche in equazioni algebriche.
368i tratta di un’equazione di tipo parabolico.

92

3T’ operatore di Laplace o laplaciano in R™ & definito come A = > a7 -

38Per maggiori dettagli si veda [9].
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Allora u soddisfa il seguente problema di Cauchy

Uy = —w’u in R x (0, +00)
U(w,0) = up(w) in R,

in cui compare ora un’equazione differenziale ordinaria del primo ordi-

ne. Si ricava quindi

U(w, t) = Gy(w)e ™™,

1

i Sl ha

da cui, dalla (1.9) con a =

t) = )7 |5 |

(qui conviene pensare l'operatore F applicato a una funzione f dipen-
dente, per esempio, da x e non da ¢, dato che a = ﬁ ); per il legame
tra convoluzione e trasformata di Fourier (e usando anche la linearita

di F) si ha
1

24/t

2
con g(x) = e~ 4. Tramite il Teorema di inversione si trova quindi la

Q(w,t) =

F {(uo x 9)(@)] (),

soluzione del problema di Cauchy iniziale:

1
37 o+ 9)(x).

u(z,t) =

cioé

1 oo 42
ug(x —yle” % dy. 1.15

Mostriamo ora che la soluzione trovata soddisfa la condizione iniziale®?:

u(z,t) =

posto

si ha che, V¢ >0
/(I)(:E,t) de = 1. (1.16)
R

Inoltre, la (1.15) si puo scrivere come

u(z, t) = /Ruo(m —y)P(y,t) dy. (1.17)

39Per dettagli sul procedimento seguito (che non fa uso delle distribuzioni) si veda [9],
pagg. 47-48.
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Fissato g € R, dimostriamo ora che

lim  w(z,t) = up(x). (1.18)

(z,t)—(z0,01)

Per la continuita di ug(z) si ha che
Ve > 039 > 0 tale che |ug(z) — up(zo)| < € se |z — xo| < 0.

Allora, se |z — 29| < §, sfruttando la (1.17) e la (1.16) si ha

|u(z,t) = uo(wo)| =

[ ot = 9)0.t) dy — ol [

R<I>(y,t) dy'

?

/R () — o (20) By, 1) dy

operando il cambio di variabile z—y = z nell’ultimo integrale, si ottiene

/R[UO(Z) — ug(x0)|P(x — 2,t)dz

ju,t) = uo(o)| =

e, richiamando y la variabile z, dalla continuita di uy segue che

[u(,t) = uo(wo)| =

[t = waten oo - . dy'

< / C D — ) dy + / o) — wo(20)| (e — y, 1) dy
{ly—z0|<d}

{ly—mo|>6}

=1+J
Risulta, dalla (1.16)

Igs/cb(x—y,t)dy:s;
R
inoltre, se |z — zo| < % e |y — x| > & siha
) 1
|y —@ol <y —al+ |z —wof <y —al+5 <y —z[+ 5y -z,

da cui [y —z| > 3 |y — xo|. Quindi, sfruttando I'espressione di ® risulta

(z—

C _ v)?
J < 2|luol|oo Pz —y,t)dy < — e dy
{ly—aol>6} Vit S {y=ao/28)
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C +eo (y—z0)? +oo 2
< — e 16t dySC/ e dr =0 pert—0F
\/% xo+0

dove, nel penultimo integrale, si e effettuato il cambio di variabile

B

4

S

y = 79 + 4V/t7 (e dove & indicata sempre con C' la costante che ha
inglobato, via via, altre costanti). Quindi, per |z — zo| < g et >0
sufficientemente piccolo si ha J < ¢, e la (1.18) ¢ provata.

1.8 Un’applicazione all’equazione delle onde

I fenomeni di vibrazione o di propagazione di un’onda sono governa-
ti da un’equazione alle derivate parziali del secondo ordine®®, detta
equazione delle onde, della forma u; — Au = 0, che rappresenta un
modello semplificato per una corda vibrante nel caso n = 1, per una
membrana vibrante nel caso n = 2 e per un corpo elastico nel caso
n = 3. La funzione u(x,t) rappresenta lo spostamento in qualche dire-
zione, calcolato nel punto x e all’istante ¢ > 0.

Poniamoci nel caso unidimensionale e consideriamo la dinamica di una
corda di uno strumento musicale, per esempio le vibrazioni della corda
di una chitarra, la cui lunghezza ¢ L > 0, con estremi fissati. Supponia-
mo che la corda, nella posizione di equilibrio, occupi l'intervallo [0, L]
sull’asse x e che vibri su un piano in direzione perpendicolare all’asse
x. Se si ipotizza che lo spostamento u della corda sia piccolo rispetto
alla lunghezza L (cioé che I'ampiezza delle vibrazioni g—; sia piccola) e
se si trascura la perdita di energia cinetica (smorzamento) dovuta agli
attriti e alle forze coesive interne alla corda, risulta che I'accelerazione

Uy ¢ proporzionale a u,,*'; precisamente si ha
=0 1.19
Uz = U Uy, (1.19)
9 P . s . :
dove v (con v* = T dove p e la densita lineare e T' ¢ la tensione della

corda) rappresenta la velocita di propagazione dell’onda. La (1.19) e
detta anche, talvolta, equazione di d’Alembert. Con un cambio di

4081 tratta di un’equazione di tipo iperbolico.
“1Per maggiori dettagli si veda [7].
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variabile (temporale) ci si puo sempre ricondurre all’equazione
Uge = Utt-

Supponiamo di conoscere lo spostamento e la velocita iniziali, e cer-

chiamo una soluzione del problema di Cauchy

Ut = Ugy in R x (O, —|—OO)
u(z,0) =ug(x) inR
u(z,0) =0 in R.

Ragionando come nel caso dell’equazione del calore (si veda [9], pag.

189) si trova che la trasformata di Fourier di u soddisfa il problema

Uy = —w?u in R x (0, 4+00)
U(w,0) =up(w) inR
U (w,0) =0 in R.

Per ogni w fissato, quella ottenuta e un’equazione differenziale ordi-
naria, la cui soluzione ¢ (le radici dell’equazione caratteristica sono
+ilw])

U(w,t) = ¢1(w) cos(wt) + c2(w) sin(wt)

con c¢1, ¢ € R o, in forma complessa
U(w,t) = a(w)e It 4+ Blw)elwlt
con «, B € C. Usando la soluzione scritta in forma reale, calcolando
U(w, t) = —wey sin(wt) + weg cos(wt)

e imponendo le condizioni iniziali si ricava
c1 = 1o
wey = 0,

u(w, t) = tp(w) cos(wt)

da cui

u(z,t) = F Hip(w) cos(wt)](z);
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oppure, usando la forma esponenziale, si ricava a = 8 = % e, quindi

~

u(w,t) = % [e*ilwlt + ei\w\t} .

Allora ~
U(ZE, t) = ]:_1 [% (€_i|w|t + €i|w|t) (I)
_ i tp(w)
Y R 2
per (x,t) € R x [0, +00).

Osserviamo che il metodo di Fourier consente di risolvere 1’equazione

(ei(:cw—l—tlwl) +€i(mw—t|w|)) dw,

delle onde anche se i dati iniziali presentano delle discontinuita.
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Capitolo 2

La trasformazione di Laplace

Anche la trasformazione di Laplace ¢ una trasformazione di tipo inte-
grale, che trasforma una funzione di variabile reale in una funzione di
variabile complessa. Per alcuni aspetti e simile alla trasformazione di
Fourier e ha un legame con essa.

Possiede diverse applicazioni, tra le quali il suo utilizzo per la risoluzio-

ne di equazioni differenziali ordinarie con condizioni iniziali assegnate.

Definizione 2.1. Sia f : I — C, dove I é un intervallo di R tale che
I D [0,400); f sidice trasformabile secondo Laplace (o Laplace-
trasformabile) se esiste s € C tale che la funzione t — e 5 f(t) sia
integrabile (in senso improprio) in R, cioé se limy_, o fok f(t)e st dt
esiste finito. In tal caso ['integrale

+oo
ft)e * dt (2.1)
0

¢ detto integrale di Laplace di f'.

Osserviamo che, se l'integrale di Laplace di f e finito per un certo sg
fissato, allora esso converge Vs € C tale che Re(s) >Re(sg); infatti si
ha

[f(t)e™!| = e MO ()] < e RN f(1)] = [emt (1))

! Alcuni testi (come [3] e [4]) trattano prima la trasformazione di Laplace e poi quella
di Fourier.
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Se t — e~ *! f(t) ¢ integrabile secondo Lebesgue in R*, f si dice assolu-
tamente Laplace-trasformabile. Chiaramente, se f ¢ assolutamente
Laplace-trasformabile allora sara anche Laplace-trasformabile.?

Risulta dunque che l'insieme degli s € C in cui 'integrale (2.1) ¢
convergente e un semipiano destro di C. Allora si puo dare la seguente

Definizione 2.2. Sia f : I — C, con [0, +00) C I C R, trasformabile
secondo Laplace.® Posto

o[f] = inf{Re(s) : e 'f(t) € L'(R")}
o[f] é detta ascissa di convergenza di f.

La definizione ¢ ben posta; infatti, come gia osservato, nell’insieme
{s € C: Re(s) > o[f]} l'integrale (2.1) & convergente. Il semipiano
{s € C: Re(s) > o[f]} e detto anche semipiano di convergenza.
Se o[f] = —oo tale insieme coincide con tutto il piano complesso.

Definizione 2.3. Sia f : I — C, [0,+00) C I C R, trasformabile
secondo Laplace. Per ogni s € C tale che Re(s) > o|[f] la funzione

+oo
F(s) := i f(t)e =t dt

¢ detta trasformata di Laplace di f e viene indicata col simbolo

L[f1(s)*

e detta di

Definizione 2.4. La funzione f : I — C, [0,400) CT CR
| < Me® per un

ordine esponenziale o, o € R, se ¢ tale che |f(t)
certo M > 0.

-
<

L’ordine esponenziale ¢ strettamente legato all’ascissa di convergenza.
Infatti, se f & di ordine esponenziale « si ha

|f(t)€_8t| < e—Re(s)tMeat — Me—(Re(s)—a)t;

2Non tutti i testi fanno questa distinzione di terminologia, che viene invece sottolineata
in [8]. Altri testi ancora chiamano semplicemente Laplace-trasformabile quella che in questi
appunti e detta funzione Laplace-trasformabile.

3La definizione di trasformabilitd non richiede che f sia definita in (—00,0), ma per
poter poi estendere la definizione alle distribuzioni (si veda, per esempio, il Capitolo 7 in
[3]) conviene pensare f definita in tutto R e nulla in (—oo,0).

4] nome & tratto dal matematico, fisico e astronomo francese Pierre-Simon de
Laplace (1749-1827).
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la funzione ottenuta sta in L'(RT) se Re(s) > a e, quindi, risulta
olf] < a.

Osserviamo che una funzione di ordine esponenziale zero ¢ una funzio-
ne limitata: |f(t)] < M.

Facciamo anche notare che esistono funzioni non trasformabili secondo

+2

Laplace: presa f(t) = e, si ha limy_, 4o e e = +00 Vs € R.

Esempio 2.1 (funzione di Heaviside). Consideriamo la funzione di
Heaviside®, detta anche funzione gradino unitario o unit step function

1 t>
H(t) = se 2 0 |
0 altriments,

che si puo denotare anche come H(t) = xg+(t). Essendo H(t) < 1,
essa ¢ una funzione esponenziale di ordine zero, e l'integrale di Laplace
di H converge se Re(s) > 0; quindi l’ascissa di convergenza di H ¢

o[H(t)] = 0. Calcoliamo la sua trasformata di Laplace:

+o0 1
C[H](s) = / it =, Re(s) > 0.
0 s
La funzione s — L ¢ definita (e olomorfa) in C~ {0}, ma soltanto nel
semipiano {s € C: Re(s) > 0} essa ¢ la trasformata di Laplace di H.

Esempio 2.2 (funzione esponenziale). Consideriamo la funzione espo-
nenziale f(t) = e, con a = a+if € C. La trasformata di Laplace di
f & definita se e®e=5" = e~ (=Dt ¢ integrabile per t > 0, cioé se s € C
¢ tale che Re(s — a) > 0, cioé se Re(s) > a. Dunque o[f] = a e nel
semipiano definito dall’ascissa di convergenza si ha

L[f](s) = /;Do et gy — !

s—a

Osserviamo che per a = 0 si ritrova il risultato dell’esempio precedente.

®Dal nome del matematico, fisico e ingegnere inglese Oliver Heaviside (1850-1925),
famoso per aver applicato la trasformata di Laplace per la risoluzione di equazioni
differenziali.
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Esempio 2.3 (funzione caratteristica di intervalli). Consideriamo la

funzione

1 se0<t<h

Ft) = xom(t) =H(t) — H(t — h) = {

0 altrimenti,
detta impulso di durata h. Si ha
foh dt =h ses =10
L[f](s) = fohe_“dtzl%ehs se 540,
Dato che limg_g 1%6]13 = h, L[f](s) ha una singolarita eliminabile

nell’origine, quindi essa € una funzione intera; f € a supporto compat-
to % cosi come e f(t); quindi e 5 f(t) ¢ integrabile Vs € C, e dunque

olf] = —oc.

Dividendo per h la funzione impulso di durata h si ottiene la funzione
impulso unitario (di durata h) 6,(t) = 3 X(o,n)(t), chiamata cosi perché
[F°6,(t)dt =1 Y h. Si ha

0
1 ses=0
Lopl(s) =<1 —ehs
9:](s) - se s # 0.
hs
Si ha
limdh(t):{o set #0
h—0 +oo set=0

V't fissato (cioé 0, — 0 g.o. in R per h — 0). Ciononostante, per ogni
funzione continua ¢(t), per il teorema della media integrale si ha

h
/R(Sh(t) o(t) dt = %/0 o(t) dt = o(ty)

con 0 <ty < h; quindi

h—0

liny | 61(t) 6(1) dt = 6(0).

SPer la definizione di supporto di f si veda [6], pag. 105.
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La corrispondenza che a ogni funzione continua ¢(t) (funzione test)
associa il numero ¢(0) ¢ detta delta di Dirac o impulso di Dirac;”
si puo dimostrare che non esiste nessuna funzione 6(t) per cui si ab-
bia [, 6(t) ¢(t) dt = (0) qualunque sia la funzione ¢(t) continua. In
ogni caso, la delta di Dirac viene indicata col simbolo §(t) e si pone

(impropriamente)

/R 5(t) (t) dt = lim | 64(8) 6(t) dt = 6(0)

h—0 R

(cioé si definisce la delta di Dirac 6(t) come limite di 65(t) per h — 0;
d(t) ¢é detta impulso unitario istantaneo). La delta di Dirac é una co-
siddetta funzione generalizzata (la sua definizione rigorosa puo essere
data nell’ambito della teoria delle distribuzioni). Essa viene utilizza-
ta per rappresentare approssimativamente fenomeni che presentano dei
picchi alti e stretti (fenomeni, appunto, impulsivi) e puo pensata come
la generalizzazione formale del delta di Kronecker.

Osservando che limyp,_,0 L[0x(t)](t) = 1 st puo immaginare che il can-
didato naturale a essere la trasformata di Laplace della delta di Dirac

sia la funzione identicamente uguale a 1; in effetti ¢ cosi.®

2.1 Proprieta della trasformata di Laplace

Proprieta 2.1 (Linearita della trasformazione di Laplace). La tra-
sformazione di Laplace € un operatore lineare: se f,g sono funzio-
ni Laplace-trasformabili con ascissa di convergenza, rispettivamente,
olf] e olg], allora la funzione af + Bg é trasformabile secondo Laplace
Va, p € C nel semipiano degli s € C tali che Re(s) > max{c|[f],c[g]};
inoltre si ha

Llaf + Bgl(s) = aL[f](s) + LLg](s),

con olaf + Bg] > max{o|f], olg]}.

"Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), fisico, matematico e ingegnere britannico.
8Per la dimostrazione rigorosa si rimanda alla teoria delle distribuzioni (si, veda, per
esempio, il Capitolo 7 di [3] o di [8], oppure il Capitolo 3 di [10]).
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Dimostrazione. Segue immediatamente dalla definizione di trasforma-
ta di Laplace, dalla linearita dell’integrale e osservando che l'inter-
sezione degli insiemi individuati dalle disuguaglianze Re(s) > o[f]
e Re(s) > olg] ¢ 'insieme individuato dalla disuguaglianza Re(s) >
max{c[f], o[g]}. O

Esempio 2.4 (Trasformata delle funzioni trigonometriche). Conside-
riamo la funzione esponenziale dell’Esempio 2.2 con a = tiw, w € R.

Si ha
1

S Fiw
Sfruttando la formula di Eulero e la linearita di L si ricava

Lle(s) = ,  Re(s) > 0.

. 1 1 1 w
L[sin(wt)](s) = % L o 57 iw] =i Re(s) > 0.

Analogamente

L[cos(wt)](s) = % L ! + ! } - Re(s) > 0.

—iw S+ iw 52 4 w?’

e Llcost|(s) =

I ticol Llsint|(s) = '
n particolare, L[sint](s) 241 s2+1

Esempio 2.5 (Trasformata delle funzioni iperboliche). Consideriamo

nuovamente la funzione esponenziale dell’Esempio 2.2 con a = +w,

w e RT. Siha

1
wt _
L[e*](s) = P Re(s) > w
‘ 1
—wt _ _
Lle™](s) = o Re(s) > —w.
Per Re(s) > w si ricava
. 17 1 1 w
L[sinh(wt)](s) = 3 L o sy w} =2 Re(s) > w
e
1 1 1 s
L[cosh(wt)](s) = B L —Q tsx w] =2 Re(s) > w
In particolare, Llsinht](s) = 21 ¢ L[cosht](s) = 21 definite

entrambe per Re(s) > 1.
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Abbiamo gia accennato al fatto che la funzione f “da trasformare”
puo non essere definita in (—oo, 0); infatti la definizione di trasformata
coinvolge solo i valori ¢ > 0 della funzione f(t); questo significa che
f puo essere modificata arbitrariamente per ¢ < 0. Allora, spesso e
conveniente porre f(t) =0 per t <0e, per f: 1 — Ccon I D RT,

f+(t):{f(t) set >0

0 altrimenti.

Allora, se f: R — C si ha fi(t) = H(t)f(t); inoltre H(t) = 1;. Le
funzioni del tipo f(¢) (nulle per ¢ < 0) vengono chiamate segnali.

Piu precisamente

Definizione 2.5. Una funzione f : R — C trasformabile secondo

Laplace e nulla per valor: negativi del suo argomento € detta segnale.

La funzione di Heaviside, per esempio, ¢ un segnale; la delta di Dirac,
cioé 'impulso unitario istantaneo, € un segnale localizzato nell’origine

(di durata iinfinitesima) di “ampiezza” infinita.

Esempio 2.6 (Trasformata delle funzioni polinomiali). Consideriamo
la funzione (il segnale) f(t) =t", n € N, nulla pert < 0.

1
Sen =0 f(t)=H(t) qo. inR, e quindi L[f(t)](s) = S ber Re(s) >0
(dall’Esempio 2.15).

Se n > 0 procediamo ricorsivamente:

L[t"](s) = /0 - e " dt

e=st 1T p e n
= [— t"} + - / e St dt = — L[t (s),
s 0 s Jo S

essendo limy_,, o e 5" = 0 per Re(s) > 0. Iterando la formula otte-

nuta st ricava
n)

L[t"](s) = — Re(s) > 0.

- gn+l ?

43



Proposizione 2.1. Sia f una funzione trasformabile secondo Laplace
con ascissa di convergenza olf]. Allora:

i)V oo > olf] la trasformata L[f]|(s) é limitata in modulo nel semipiano
{s € C: Re(s) > op};

i) i ha impe(s)—400 L£[f](s) = 0.

Dimostrazione. i) Si ha

+00 +oo
LIf)(s)] < / e R f(1)] di < / e (1)) di:

L’ultimo integrale ¢ convergente per definizione di ascissa di conver-

genza ed e indipendente da s.

ii) Consideriamo una successione {s, } tale che lim, ., Re(s,) = +o0,
con Re(s,) > g9 Vn (09 > o[f]); allora Vn si ha

e f(1)] = e RN F(1)] < e F(H)] qo. in [0, 4+00),

con e 2| f(t)] € L'(RT); inoltre V¢ > 0 si ha lim,_,, o e f(t) = 0
(q.0. in [0, +00)); quindi, per il Teorema della convergenza dominata si
puo passare al limite sotto il segno di integrale, da cui segue la 7). [

Osserviamo che, come mostrato nell’Esempio 2.3, la tesi non vale se
a Re(s) — 400 si sostituisce la condizione (piu debole) |s| — +o0:
infatti, per esempio la funzione (trasformata della funzione impulso di
durata h) # — 4ooses€ERes— —o0.

Proprieta 2.2 (Legame tra trasformazione di Laplace e trasformazione
di Fourier). Sia f una funzione trasformabile secondo Laplace (nulla
per t < 0) con ascissa di convergenza o[f]. Allora, Yo > o[f] la
funzione e~ f(t) € L*(R) e, quindi, ¢ trasformabile secondo Fourier.

Inoltre si ha

LIf)(a +iw) = Fle™™ f(1)](w).

Dimostrazione. Posto s = o + iw si ha
+o0
LIf)](s) = LIf(O(a+ iw) = /0 e~ (I F (L) dt
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+o00
= [ et ) de= Fle ' f0)w)  pera > olf)

e}

]

La maggior parte delle proprieta della trasformata di Laplace si possono
ricavare da quelle della trasformata di Fourier sfruttando la relazione
appena enunciata. Nel seguito verranno pero dimostrate per via diret-
ta.

Proprieta 2.3. Sia f una funzione trasformabile secondo Laplace, nul-
la pert <0, con ascissa di convergenza o[f]. Allora si ha:

i) L[f(at)](s) = 2£[f(t)] (£) Ya > 0, Re(s) > aolf] (proprieta di ri-
scalamento);
ii) L[f(t —a)](s) = e L[f(t)](s) Ya > 0, Re(s) > o[f] (proprieta di
traslazione);

iii) Lle* f(t)](s) = L[f(#)](s — a) Va € C, Re(s) > o[f]+Re(a).

Dimostrazione. i) Si ha, col cambio di variabile at = 7

Clf(ab)(s) = / et f(at) dt

[T = e ().

a a

dove I'ultimo integrale converge se ReT(S) > o[ f].

ii) Essendo f(t) =0 per t < 0, si ha che f(t —a) = 0 per ¢t < a; quindi,
postot —a =7, si ha

CIf(t - a))(s) = / et — a) de

_ / e (0 dr = e LIF(1)](s),

per Re(s) > o[f].
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iii) Si ha
EWW&W@—A et f (1) di

+00
= [ et = Ll - o)
0
dove I'ultimo integrale converge per Re(s — a) > o[f]. O

Osserviamo che, nella ), il segnale f(at) & compresso di a rispetto a
f(t)se 0 < a <1 e dilatato di a rispetto a f(t) se a > 1.

Nella i7), il segnale f(t — a) ¢ traslato verso destra (esso viene detto
anche segnale ritardato di a rispetto a f(t)) rispetto a f(¢); un segnale
f(t+ a) & detto invece anticipato di a rispetto a f(t): esso ¢ traslato
verso sinistra rispetto al segnale iniziale.

Nella 7i7), se Re(a) < 0, passare da f(t) a e* f(t) equivale a “smorzare”
il segnale f(t).

Esempio 2.7. Le trasformate di Laplace delle funzioni cos(wt) e sin(wt)
calcolate nell’Esempio 2.4 possono essere trovate anche applicando la
proprieta i) di riscalamento (con a = w, w > 0) a partire dalle trasfor-
mate delle funzioni cost e sint: per la funzione seno, per esempio, da

Llsint](s) = w47 si ricava

L[sin(wt)](s) = %E[Sint] <£> = % (£>21+ " =2 iwz, Re(s) > 0.

Esempio 2.8. Le trasformate di Laplace delle funzioni trigonometriche
insieme alla Proprieta 2.3 iii) permettono anche di calcolare le sequenti
trasformate (Va € C):

w

Lle™ sin(wt)](s) = oot Re(s) > Re(a)
L[e™ cos(wt)](s) = (S—Sa;ﬁ Re(s) > Re(a).

Inoltre, per Re(s) > o|f]

wt

ClrOsine]e) = £ | 105 (o)
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_ %{ﬁ[f](s — iw) + LIf)(s + iw)}.

Esempio 2.9. Consideriamo il segnale f(t) = [sin(t — )]+ ; usando la

proprieta di traslazione con a = 7 si trova

6—71'5

LIFB)](s) = e™L[sint](s)

T 1ts?

Osserviamo che il segnale f(t) & ritardato di 7 rispetto a sint, quindi
¢ nullo pert < m; la somma dei due segnali f(t) e sint coincide con la
funzione sint per 0 <t <7 ed ¢ nulla fuori da tale intervallo (si puo
vedere facilmente facendo una rappresentazione grafica o considerando
il fatto che sin(av — ) = —sina Yo ): pert > « le due funzioni sono,

infatti, in “opposizione di fase”. Dungque f(t) 4 sint = xjon (t)sint e

Lxiom (1) sint](s) = LIf(£)}(s) + Llsin](s)
e 1 el

:1+82+1+82 1482

La funzione t — xjon(t)sint & nulla fuori dall’intervallo compatto

0, 7], quindi la sua ascissa di convergenza é —oo.

Proprieta 2.4. Sia f(t) un segnale periodico pert > 0 con periodo T,
cioé tale che f(t+T) = f(t) Vt >0, e sia f € L'(0,T). Allora, per
Re(s) > 0 si ha:

1

L) = T | s 22
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Dimostrazione. Dato che f ¢ periodica di periodo T', spezzando l'in-
tervallo di integrazione in un’infinita numerabile di sottointervalli di

lunghezza T, si ha:

T

+oo © (k+1)T
CIB)(s) = / e f(t)dt =S / e F (1) d;
0 k=0 k

col cambio di variabile t = 7+ kT e usando la periodicita di f si ricava

o0

Ll0)s) =Y ( / LT (4 k) dT)

k=0

- —s 4 —S8T o 1 4 —st
:kz:%e kT</0 (& f<7_)d7—)_1——6T3\/0 € f(t)dt

dove, nell’'ultimo passaggio, compare la somma della serie geometrica
per |e™*T| < 1, cioé per Re(s) > 0. O

Osserviamo che l'integrale a secondo membro della (2.2) puo essere in-
terpretato come trasformata di Laplace della funzione 7 (t)f(%).

Esempio 2.10. Calcoliamo la trasformata di Laplace della funzione

1 se2n<t<2n+1, n>0 neN
ft) = S
0 altrimentu,

detta onda quadra; essa € la funzione caratteristica del plurinterval-
lo Up>o[2n,2n + 1] ed é un segnale periodico di periodo 2. Allora,

utilizzando la Proprieta 2.4 si ha

L)) = e [ 0= [ et

1—e
B 1 I—e™ 1
S l-e2 s s(l4ed)
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2.2 Trasformazione di Laplace e derivazione

z

Lemma 2.5. V2 € C, 2 #0 si ha -
z

e —1
Dimostrazione. La funzione f(z) = ha una singolarita elimi-

1‘
< el

nabile in z = 0: lim, o f(2) = lim, ,0e* = 1. Essa diventa dunque
intera se la si prolunga ponendo f(0) = 1 e, sfruttando lo sviluppo
esponenziale, si ha

e*—1 1 1 X 2" x, 21 1
z z(e ) z (Z n! ) Z n! z

n=0 n=0
k
z
S
Considerando la somma parziale n-esima della serie si ha
A U
2 3! (n+1)
<1+M+ﬁ+...+|zi<1+l|+£+ +ﬂ
- 2! 3! (n+1)! — 1! 2! n!
da cui, passando al limite per n — o0, si trova la tesi. O

Teorema 2.6 (Derivata della trasformata di Laplace). Sia f una fun-
zione trasformabile secondo Laplace con ascissa di convergenza o|f].
Allora la funzione L[f](s) é olomorfa nel semipiano {s € C: Re(s) >
o[f]}. Inoltre, la funzione t — tf(t) ¢ trasformabile secondo Laplace
con stessa ascissa di convergenza o[f], e si ha

% 0+Ooe—5tf(t)dt:/0 N e[t f(t) dt
ctoé p
L @OI6) = LI=tF@)](s)-

Dimostrazione. Fissato s € {Re(s) > o[f]} (s = op+iw), consideriamo

il rapporto incrementale

LIFO](s +h) = LIFB)](s)
h
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+o0

1 +oo
:ﬁ< [ e f(t)e—stdt)

0

+o00 e—ht o
= t)e s ————adt
[ e —;
Osserviamo che, V¢ > 0 si ha
et et
AT L T 29
Allora
LIf)](s+h)—Lf(t teo —ht_q
O 1) = LHONS) "y L o
h 0 —ht
Per poter passare al limite (per A — 0) sotto il segno di integrale si deve
—ht __ 1
poter maggiorare la funzione integranda g, (t) = (—tf(t))e = »

che compare nell’ultimo integrale con una funzione g(t) integrabile per
t > 0 e indipendente da h.
Osserviamo prima che la funzione ¢ e di ordine esponenziale § Vo > 0:
infatti Vd > 0 esiste una costante C'(§) > 0 tale che t < C'(8)e’* Vt > 0,
cioé tale che

te™ < C(5), t>0. (2.5)

UO_U[f]_

Prendiamo ora 'incremento h tale che |h| < §, con 0 < § < 5 ;

usando il Lemma 2.5 e la (2.5) si ha

—ht

—st € B
—tf(t)e -

( ) 6t|f( )| —Re(st ot _ (5)|f(t)|€—(Re(s)—2§)t c LI(R+).
Allora, passando al limite per h che tende a zero nella (2.4) e usando la

(2.3) si trova che d%ﬁ[f(t)](s) esiste ed ¢ uguale a L[—tf(t)](s). Inoltre

'integrale a secondo membro della (2.4) converge per Re(s) > olf],

< t|f(t) |e—Re(s)t€|ht|

cioe si ricava che tf(t) ¢ Laplace-trasformabile e ha la stessa ascissa di
convergenza di f. O]

Tornando indietro agli esempi gia visti, si puo osservare che le funzioni

trasformate sono olomorfe anche in insiemi pitt grandi del semipiano di
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convergenza.

Il risultato precedente puo essere generalizzato alle derivate di ordine
superiore (L[f](s), essendo olomorfa in un aperto Re(s) > o[f], risulta
derivabile infinite volte):

Corollario 2.7. Sia f una funzione trasformabile secondo Laplace con
ascissa di convergenza o[f]. Allora la funzione t — t" f(t) é trasforma-

bile secondo Laplace Vn > 1, n € N, sempre con ascissa di convergenza
o[f], e si ha
dn +oo
ds" J,

= [ e,

FO () = T LFB](3) = (-1 L FD)(s)

Esempio 2.11. Consideriamo la funzione di Heaviside H(t); la sua

1

trasformata é L[H(t)](s) = —, Re(s) > 0. Usando il risultato dell’E-
s

sempio 2.6 sulla trasformata delle funzioni polinomiali si ha

L)) = (1YL HO)() = (1)

Proposizione 2.2. Sia f una funzione trasformabile secondo Laplace
. . . . t
con ascissa di convergenza o|f] e sia anche la funzione @ trasforma-

bile secondo Laplace. Allora si ha:

L [%t)] (s) = Ooﬁ[f](r) dr, Re(s) > olf].

Dimostrazione. Posto g(t) = @ e G(s) =L [@] (s), dal Teorema

2.6 applicato a ¢g(t) si ha



cioé

LIf(B)](s) = LItg(t)](s) = =C'(s);
allora, per un certo sq tale che Re(sg) > o[f], integrando primo e ultimo
membro dell’espressione precedente e usando la definizione di funzione
primitiva si ha

Gls) = — / LU0 dr +c. (2.6)

L’integrale scritto sopra e un integrale esteso a un cammino nel pia-
no complesso (che potremmo anche indicare con fv(SO’s)); sempre dal
Teorema 2.6 L[f](s) ¢ olomorfa per Re(s) > o[f], quindi 'integrale
non dipende dal cammino scelto: il cammino di integrazione ¢ una
qualunque curva regolare contenuta nel semipiano di convergenza. Per
determinare c ricordiamo che, essendo @ trasformabile secondo La-
place, per la Proposizione 2.1 si ha limge(s)— 400 £ [@} (s) =0 (e se
Re(s) — +o00 si ha s — +o0 +ilm(s), cioé |s| — o0o0); allora, passando
al limite nella (2.6) si trova

0= lim G(s)= —/+Ooﬁ[f(t)](7') dr +c,

Re(s)—+o0 50

da cui si ricava .

c= / L[f](T)dr
e, quindi, sostituendo nella (2.6)

G(s)=L {&} (s)

t

- _/S:z[fw) d7+/8:00£[f](7) dr

- [ einwdr+ [ el ar

0

per Re(s) > o[f], da cui la tesi.
[

Teorema 2.8 (Trasformata della derivata). Sia f(t) una funzione de-

finita per t > 0, continua® derivabile con derivata continua a tratti,

9Si intende che in ¢t = 0 f & continua a destra; inoltre, la si pud estendere su tutto R
definendola nulla per ¢ < 0.
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trasformabile secondo Laplace con ascissa di convergenza o[f]. Allora,
se anche f' & Laplace-trasformabile con ascissa di convergenza o|f'],

per ogni s tale che Re(s) > max{c[f],o[f']} si ha

L)) (s) = sLIf ()] (s) = £(07).°

Dimostrazione. Si ha, eventualmente spezzando l'integrale nei punti in

cui f’ non ¢ continua,

k
L0 = i [ ey i
= kl_l}riloo <[e_$tf(t)}]g + s/o e 5 f(t) dt) :

Per Re(s) > o[f] si ha limg_,, o e ¥ f(k) = 0; allora si ha

LIf'®)](s) = sLIf ()] (s) = (07),

dove f(07) = limy_,o+ f(1).
Inoltre, affinché l'integrale iniziale f05 e st f'(t) dt converga si deve ri-
chiedere che Re(s) > o[f’], quindi la conclusione vale per Re(s) >

max{o[f], o[f']}. =

Osserviamo che il teorema precedente puo essere esteso alle derivate
di ordine successivo: se f e di classe C"([0,4+00)) (questa ipotesi puo
essere leggermente indebolita) e f e le sue derivate fino all’ordine n
sono trasformabili secondo Laplace, allora si ha

n—1

LIS D](s) = s"LIFD](s) = Y s" O (07) (2.7)

k=0

9 Alcuni testi (per esempio [10]) citano il Teorema del valore iniziale:
Sia f(t) € L*(0,400), con f’ definita q.o. e f, f’ Laplace-trasformabili. Allora f tende a
un limite finito f(04) quando ¢t — 07 e limpe(s)—+o00 SL[f](s) = F(0T).
Tl seguente & detto Teorema del valore finale: Sia f(t) € L' (0, +00), con f’ definita q.0. Al-
lora f & Laplace-trasformabile, tende a un limite finito f(co) quando t — 400, o[f] < 0 (si
considerano le funzioni prolungate su tutto R, nulle per t < 0) e lim,_,o, re(s)>0 SL[f](s) =
£(c0).
Talvolta, soprattutto nei testi applicativi, i teoremi del valore iniziale e del valore finale
(chiamati cosi proprio perché permettono di calcolare i valori iniziale e finale di un segnale
a partire dalla sua trasformata di Laplace) sono enunciati senza richiedere ipotesi sulle
funzioni (oppure si richiede direttamente che le funzioni siano di classe C*): nel primo
caso, se il limge(s)—s+o0 SL[f](s) esiste finito, esso coincide con f(07); nel secondo caso, se
i due limiti lim¢—, 1 o0 f(t) e lims—o sL[f](s) esistono finiti, allora essi coincidono.
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per ogni s tale che Re(s) > max{c[f],o[f'],...,o[f™]}.

Esempio 2.12. Nell’Esempio 2.6 abbiamo calcolato la trasformata di
Laplace della funzione f(t) =t"H(t), n € N. Ora la ricaviamo nuova-
mente usando la (2.7).

Pern >0 si ha

F0) = f(0) = f"(0) =... f"7D(0) =0, f™(0) =nl,

dove l'ultima ¢ una derivata destra. Si ha, inoltre, f™(t) = 0 per
t < 0; quindi si puo scrivere f(t) = n!H(t), da cui si ricava

n!

LIF®](s) = s"LIF(D](s) = LIntH (B)](5) =

da cuil

L))l

LIF@B)](s)

sn - gntl :
2.3 Trasformazione di Laplace e convoluzione

Prima di considerare la trasformata di Laplace del prodotto di convolu-
zione di due funzioni di L'(R), definiamo la convoluzione per funzioni

localmente integrabili in [0, +00) (e quindi, in particolare, per segnali):

Definizione 2.6. Siano f, g € L} (0,+00), con f(t) = g(t) = 0 per

loc

t < 0. La loro convoluzione ¢ definita*' da

altrimentsi.

<f*9><t>={g° fit—ygly)dy  set>0 28)

Osserviamo che la definizione precedente vale, in particolare, se f e g
sono due segnali. Essa non e soltanto una definizione formale; infatti
con l'ipotesi che f, g € Li (0, +00), f(t) = g(t) = 0 per ¢t < 0, si dimo-

stra che la (2.8) € q.o. finita in [0, +00) ed ¢ una funzione localmente

110, analogamente

(fx9)t) =

altrimenti.

{fot fWalt—y)dy  set>0
0
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integrabile in tale insieme.
Osserviamo anche che la convoluzione di due funzioni a supporto com-

patto ha supporto compatto.'?

Vale il seguente

Teorema 2.9. Siano f e g due segnali trasformabili secondo Lapla-
ce con ascissa di convergenza o|f] e olg] rispettivamente. Allora la

funzione f x g é trasformabile secondo Laplace, per ogni s tale che
Re(s) > max{o|f],olg]} e si ha

LI(f+g)®)](s) = LIF[D)](s)Llg(B)](s)-

Inoltre si ha

e (fxg)t) =e M f(t)xe g(t) VaeR tc a>max{o[f],olg]}.

Analogamente al caso della trasformazione di Fourier, il teorema sulla
trasformata della convoluzione si dimostra sfruttando la Definizione
2.6 e usando il teorema di Fubini. Per quanto riguarda l'ascissa di
convergenza di f * g, osserviamo che se Re(s) > max{o[f], o[g]}, allora
ft)e™st e g(t)e =t stanno in L'(R™); allora f(t)e *'xg(t)e~*t € L'(RT)
e si ha

ft)e ™ % g(t)e ™ = /0 e f(t—y)e Vg(y) dy

= [t va) dy =5 )0
dunque e *'(f % g)(t) ¢ integrabile se Re(s) > max{o[f],olg]}, cioé
olf 9] = max{a|f], olg]}-

Vale il seguente corollario (della trasformata dell’integrale, o della tra-

sformata della primitiva):

Corollario 2.10. Sia f € L;,,(0,+00) una funzione trasformabile se-
condo Laplace con ascissa di convergenza o|f]. Allora anche la funzione

fo T)dr é trasformabile secondo Laplace e si ha

LIF(t)](s) = w Re(s) > max{c|f],0}.

12Per maggiori dettagli si veda [6], pag. 104 e seguenti.
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Dimostrazione. Prima di tutto osserviamo che, dalla (2.8), si ha

F@zéﬂﬂmzmxmm

essendo la funzione H di Heaviside L-trasformabile per Re(s) > 0 e

1
LIH(t)|(s) = " dal Teorema 2.9 segue che

LIF®))(s) = LI(H = [)(1))(s) = LIHB]($)L[F(B)](s) = — LIS (B)](5)-

I1 Corollario 2.10 afferma che la primitiva di una funzione trasformabile
secondo Laplace e ancora trasformabile secondo Laplace.

Esso fornisce un altro metodo per calcolare L[sin(wt)](s) e L]cos(wt)](s).

Esempio 2.13. Le trasformate di Laplace delle funzioni trigonome-

triche possono essere dedotte ['una dall’altra utilizzando il Corollario
2.10: da sin(wt) = w [ cos(wr) dr si ha

) 1 1 ws w
L[sin(wt)](s) = gwﬁ[cos(wt)](s) sl s
Osservando poi che cos(wt) — cos0 = —w f(f sin(wr)dr (la funzione

cos(wt) non é nulla nell’origine) si ha
1
Llcos(wt)|(s) = L[L](s) = - (~w)L[sin(wt)](s)
woow — w?

s 24w s(s2+w?)

da cui )
—w 1 S
[cos(wtl(s) s(s% + w?) * s 824 w?
Usando il Corollario 2.10 si possono dedurre l'una dall’altra anche le
trasformate delle funzioni iperboliche e quelle delle funzioni polinomiali:

consideriamo il segnale t; ; si ha

e %] )= Lewrie

n
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da cui
L[] () = =Ll 1(s),

che e il risultato gia ottenuto nell’Esempio 2.6.

2.4 L’inversione della trasformazione di Laplace

Come per la trasformazione di Fourier, ¢ interessante studiare il pro-
blema dell’inversione della trasformata di Laplace: data, cioé, una fun-
zione F': C — C olomorfa in {s € C: Re(s) > o}, si vuole determinare
una funzione f tale che L[f] = F (ovvero ottenere un segnale a partire
dalla sua trasformata).

Osserviamo innanzi tutto che non tutte le funzioni F' olomorfe in un
semipiano sono la trasformata di Laplace di una funzione; per esempio
F(s) =1 ¢ olomorfa in C ma non puo verificare la condizione i) della
Proposizione 2.1 limge(s)—+400 £/(s) = 0. Inoltre, nell’Esempio 2.3 si e
visto che F(s) = 1 ¢ la trasformata di Laplace della delta di Dirac (che,
pero, non ¢ una funzione ma una distribuzione).

Affinché una funzione olomorfa F'(s) sia la trasformata di Laplace di
una funzione f occorre che |F'(s)| tenda a zero abbastanza velocemente

quando |s| — oo (come sara enunciato piu avanti).

Il seguente teorema fornisce una formula per la trasformata inversa di
una funzione F sapendo (a priori) che essa ¢ la trasformata di una

funzione f:

Teorema 2.11 (Formula di inversione di Riemann-Fourier). Sia F' la
trasformata di Laplace (F = L[f]) di una funzione f'3 trasformabile

secondo Laplace con ascissa di convergenza o|f]. Allora ¥V a > o[f] si

ha 1 a+ik
f@t) =L F(s))(t) = =— lim e F(s)ds, (2.9)

27TZ k—+o00 a—ik

dove l'integrale ¢ esteso alla retta verticale del piano complesso passante

per a e percorsa nel verso delle ordinate crescenti.

13Di fatto, f(t) & un segnale, nulla per ¢ < 0.
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La (2.9) ¢ detta formula di inversione di Riemann-Fourier !* ¢

la funzione L£L7[F(s)|(t) ¢ detta anti-trasformata di Laplace o tra-
sformata inversa di Laplace di F'. Tale formula vale per ogni t € R
ma di fatto I'ultimo membro & diverso da zero solo per ¢t > 0 (quindi
ha senso considerare funzioni f(t) nulle per ¢ < 0, cioé segnali).'

Vale la seguente

Proposizione 2.3. Sia f un segnale continuo a tratti con derivata
continua a tratti, sia F(s) la trasformata di Laplace di f con ascissa
di convergenza o[f]. Allora, Vo > o[f] si ha:
1 a+ik 1
— lim e F(s)ds = §[f(t+)—|—f(t_)].

2Tt k—+o0 J ik
La proposizione precedente ci dice quindi che la formula di inversione
fornisce f(¢) in tutti i punti ¢ in cui f & continua, cioé che un segnale
f continuo e completamente determinato dalla sua trasformata di La-
place.

Vale inoltre il seguente risultato:

Proposizione 2.4. Sia F(s) una funzione analitica nel semipiano {s €
C : Re(s) > o} e tale che |F(s)] = O (%) per |s| — oo con n > 1.
Allora, Yo > o la formula
1 atik
f(t) = =— lim e* F(s)ds

2m1 k=400 J o ik

definisce un segnale continuo su R, indipendente da « e tale che

LIFD)](s) = F(s).

1Essa & detta anche formula inversa di Mellin o integrale di Fourier-Mellin o integrale
di Bromwich.

'5Quella della Definizione 2.3 & chiamata, in alcuni testi (per esempio in [4]), trasformata
di Laplace unilatera e si distingue dalla trasformata di Laplace bilatera:
siano f : (—o0,+00) — C e s € C tali che e~*" f(t) € L'(R); definiamo

“+ oo
a := inf {Re(s) : / e ' f(t) dt & assolutamente convergente}
0

0
b :=sup {Re(s) : / e *' f(t) dt & assolutamente convergente} .
Se a < b, la funzione F(s) = fj:: e S f(t)dt, a < Re(s) < b, & detta trasformata

di Laplace bilatera di f e si scrive Lpi[f](s) = F(s); a e b sono dette ascisse di
convergenza.
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Dal fatto che f & un segnale continuo, segue che f(0) = 0.

Inoltre, partendo dall’ipotesi che f sia Laplace-trasformabile e continua
con L[f(t)](s) = F(s), per determinare f si puo usare il legame tra la
trasformazione di Laplace e quella di Fourier, e quindi la formula di
inversione per la trasformata di Fourier. Dalla Proprieta 2.2, per ogni

« maggiore dell’ascissa di convergenza o di f si ha

Fle™ f(B)](w) = L[f](a + iw)
e, quindi, applicando I'operatore F~! si ha

e Ot f(t) = FL [E[ flla+ iw)] () = F L [F(a +iw)] (£).

Si ha
f(t) =e[e ™ f(t)] = e F 1 [F(a +iw)] (t)
. 400 - 1 +o0 (atios)t
— « F N w — F - (6% 1% .
i . (o +iw)e™ dw o) (a+iw)e dw

Col cambio di variabile s = o + w si trova

1= [ P s

271 J oo

con o« =Re(s) > o.

Prima di considerare alcune funzioni antitrasformabili cerchiamo di
ottenere il segnale f a partire dalla sua trasformata L[f](s) = F(s)
In maniera intuitiva.

Sia F'(s) una funzione olomorfa in un semipiano {s € C : Re(s) >
oo}, tale che limg o F'(s) = 0; posto M(R) = sup{|F(s)] : |s|] =
R e Re(s) > oo}, allora limg_,o M(R) = 0. Fissato so nel semipiano
{s € C: Re(s) > gy}, con |sg| < R, e scelto arbitrariamente « tale
che 09 < a <Re(sp), applichiamo la formula integrale di Cauchy nel
dominio delimitato dall’arco di circonferenza vg di raggio R (contenuto
nel semipiano {s € C : Re(s) > a}) e dalla retta verticale x = a, che
interseca v nei punti o + ik, con k = vV R? — o2:

F(so) = QLM ( /a ik —ZF_(ZS)O dz + l ) ZF_(?O dz) . (2.10)
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Osserviamo che

F(z) ‘ M(R) 2nR M(R)
dz| <1 . <
LRZ—SO < lm) |[R—so| = R —|so

per R — oo (dove I(yg) indica la lunghezza di vg e dove & stato usato
il fatto che [z — so| > ||z| — |so||). Dato che k — oo per R — oo, dalla
(2.10) si ha

1 a+ik F(Z)
F = —1i 2.11
(o) 2m k1—>rgo a—ik S0 — zdz ( )
cioe
V.P. ot p(z 1 FFla+i
210 Jo—ino S0 — % 2T k—oo J_p So — . — 1Y

dove l'integrale a secondo membro e indipendente da «, purché si abbia
oo < o <Re(sp).

Se f(t) & un segnale Laplace-trasformabile con ascissa di convergenza
o[f] e F(s) & la sua trasformata di Laplace, se nel semipiano {s €
C : Re(s) > o[f]} F(s) ¢ infinitesima all’infinito, allora la (2.11) vale
e,Vs e {seC: Re(s) > o|[f]} si ha

a+ik F(Z)

1
F(s) = — lim

27T kroo dz (212)

a—ik ST X

Va tale che o[f] < a <Re(s). Cerchiamo ora di ottenere (in modo pu-
ramente euristico) la formula di inversione di Riemann-Fourier: suppo-
niamo che la trasformazione £ (f(t) — F'(s)) sia invertibile con inversa
L7 (F(s) = f(t)) e applichiamo quest’ultima alla (2.12) (supponendo
anche di poter portare 'operatore £71 sotto il segno di integrale). Si

trova

1 a+ik

) = £ FO0 = 5 Jim [ PG|

s —Z

271 k—oo

] () dz;

a—ik
ricordando la trasformata di Laplace della funzione esponenziale si ha
ft) = L lim o F(2)e* dz
271 k—oo a—ik
da cui, chiamando s la variabile di integrazione, si trova
1 atik
f(t) = =— lim F(s)e®ds, a > olf].

270 k=00 a—ik
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Esempio 2.14. Calcoliamo l’integrale

V.P. [otico est
/ —ds,

271 S

con a > 0.
Consideriamo prima il caso t # 0; si tratta di un integrale del tipo che
compare nel secondo membro della formula di inversione di Riemann-

: 1 : 1 :
Fourier con F(s) = S Sappiamo che .= L[H(t)|(s), definita per
Re(s) > 0.

Osserviamo che limyy o F'(s) = 0; consideriamo la circonferenza di
centro l'origine e raggio R e la retta verticale passante per x = «;
indichiamo con g arco di circonferenza percorsa in senso antiorario
(a sinistra della retta verticale) dal punto a + ik al punto o — ik, con
k=+v/R?— a2 e con g larco di circonferenza percorsa in senso orario
(a destra della retta verticale) dal punto o + ik al punto o — ik. Dal

Lemma di Jordan seque che
st

lim e—ds =0 set>0 (2.13)
R—o0
TR
e
est
lim —ds=0 set<0. (2.14)
R—o0 o S

est
Inoltre, dato che la funzione g(s) = — ¢é olomorfa in C~ {0} e ha un

polo semplice in s =0, per il Teorema dei residui si ha
a+ik st
/ —d5+/ —ds—27rzRes( (5);0)
a—ik

e, per il Teorema di Cauchy, si ha anche

a+ik st
/ —ds—i—/ —dS—O

Quindi, dato che k — oco < R — oo, dalle (2.13), (2.14) e dal fatto
che Res(g(s);0) = lims,os-g(s) =1, si ha

V.P, /aﬂ‘oo e {1 set >0

271 S 0 set <0.

—100

61



Analizziamo ora il caso t = 0: dobbiamo calcolare

VP /a+ioo }ds'lﬁ

271 S

—1300

Ricordiamo che la funzione logs ¢ una primitiva di — nel semipiano
s
Re(s) > 0, quindi si ha
1 a+ik

— lim —ds = — lim [log s]
2mik—oo Jo it S 2m1 k—oo

a+ik
a—ik

L : :
=5 l}grglo [log(a + ik) — log(a — ik)]

1
=5 lim [log va? + k% +iarg(a + ik)

Tl k—oo
—log\/oﬂ—i-kQ—z'arg(a—ik)]
B 1 _7r+,7r _1
Tom 272 T 2

Riassumendo, si trova

A 1 set>0

V.P. /‘”m GStd )1
i ). . s §= 3 set=20
0 set <0.

La formula di inversione di Riemann-Fourier permette dunque di riot-

tenere il segnale H(t) Yt # 0, e int = 0 si puo applicare la Proposizione

1 H(0T H(0~
2.8: osserviamo che §: ( ); ( )

'Ricordiamo che nell’integrale in valore principale (in R) non & richiesto che siano
convergenti separatamente gli integrali da 0 a +00 o da —oo a 0, ma che esista finito il
limite (per kK — oo) dell’integrale sull’intervallo simmetrico [—k, k]. In questo caso, per
esempio, se si spezza 'integrale lungo le due semirette inferiore e superiore si ottengono

1
integrali non convergenti: infatti la funzione — ristretta alla retta o + iy si comporta, per
s

1
y — £oo come la funzione —, che non & integrabile negli intervalli (—oo, 0] e [0, +00).
Y
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2.5 Confronto tra la trasformazione di Fourier e
la trasformazione di Laplace

Ricordiamo che le due trasformazioni F e £ sono definite, rispettiva-

mente, da N
FlfH)(w) = _ fHe ™dt, weR
i) = [ fetdr, sec:

0
F agisce su funzioni f : R — C (definite su tutto R o, piu in generale,
definite in RY, con w € RY), mentre £ agisce su funzioni f(¢) defini-
te sulla semiretta reale [0, +00) (anche se, come abbiamo osservato in
precedenza, risulta comodo far agire £ su funzioni f : R — C, nulle
per t < 0).

Data f a valori reali, F[f](w) ¢, in generale, a valori complessi (a meno
che f non sia pari), mentre, data f a valori reali, £[f](s) ¢ a valori reali
se s € R ed e a valori complessi se s € C.

F[f] & definita per funzioni f € L'(R) (oppure per funzioni in L*(R))'7,
mentre L[f] & definita anche per funzioni non integrabili, che siano pero
di un certo ordine esponenziale.

F[fl(w) & tanto piu regolare quanto piu velocemente f(t) tende a zero
per t — oo (ricordiamo che, dal teorema della derivata della trasfor-
mata, se f,t"f € L'(R), allora fé derivabile n volte, mentre per una
generica f € LY(R) f risulta in generale continua ma non derivabile).
Invece L[f] & olomorfa (e quindi derivabile infinite volte) nel semipiano
di convergenza (indipendentemente da come f tende a zero all’infinito)
purché f sia L-trasformabile.

Per F[f] vale il Teorema di Riemann-Lebesgue:

lim Ff(#)](w) =0

w—Foo

e per L[f(t)](s) si ha

lim  L[f(1)](s) = 0.

Re(s)—+o0

"In alternativa, pud essere inserita nel contesto delle distribuzioni.
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Inoltre, F|[f(t)](w) tende a zero per |w| — oo tanto piu velocemen-
te quanto piu f ¢ regolare (dalla formula (1.7) sulla trasformata della
derivata); anche L[f(t)](s) tende a zero per Re(s) — +oo tanto pin
velocemente quanto pitt f(¢) (in tutto R, quindi prolungata a zero per
t < 0) e regolare, ma senza le condizioni di annullamento in zero di f e
delle sue derivate non si puo concludere nulla sull’ordine di infinitesimo
di L[f](s) all'infinito (dalla (2.7)).

Infine, f € L'(R) si puo riottenere da F[f] antitrasformando f(w),
purché anche fe LY(R), mentre f L-trasformabile si puo riottenere da

L[f] dalla formula di antitrasformazione purché L[f](s) tenda a zero

per |s| — oo almeno come —, n > 1.
s

2.6 Alcune funzioni Laplace-antitrasformabili

Una particolare classe di funzioni antitrasformabili e costituita dalle
P(s)

Q(s)’

P(s), Q(s) polinomi di grado m e n rispettivamente, con m < n. Sup-

funzioni razionali fratte proprie, cioé della forma F(s) = con

poniamo che P(s) e (s) non abbiano zeri in comune (se cosi non fosse
potremmo sempre ricondurci a questa situazione); se gli zeri sy, ..., s
di Q(s) sono tutti semplici (cioé se F(s) ha tutti poli semplici)'® si ha

P(s) & A . P(s) . P(s)
= ove A; = lim (s — s; = lim :
Q(S) ; S — S d ! slﬁsi(s Sl) Q(S) 81~>8~; Q/(S) ’

ricordando la trasformata di Laplace della funzione esponenziale, si

ricava

o [28} (1) = i Aesit, (2.15)

Al secondo membro della (2.15) compaiono termini costanti se e solo

se uno degli zeri s; vale zero.

180gni funzione razionale fratta propria coincide con la somma delle parti caratteristiche
degli sviluppi di Laurent relativi agli zeri del polinomio a denominatore, cioé
(©)] (1) (k)
a’y a’ ay
F(s) = — e
(s) Zsfsi sfs1+ +sfsk’

i=1

dove a@l ¢ il residuo di F' nel polo semplice s;.
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Se gli zeri sq,...,s; di Q(s) hanno molteplicita, rispettivamente n;,
i=1,...,k conny+---+mnr =n (in tal caso ciascun s; ¢ un polo di

ordine n; per F(s)), si ha

P(s)
Q(s)ilZZ (s — )

=1 j5=1
dove
1 dmi=i P(s)
Ai.:—h s — ;)" , t=1,...,k, 7=1, Ny
J ( —])' S8; dsm ( ) Q(S)

quindi, ricordando anche ’espressione della trasformata di Laplace per

funzioni polinomiali

E{%} (s):é, t>0,

r tj—lesit

1
= 1)!] &)= ey

1 [P(s) . & pi1 gsit
L _Q(S)](t)_zz j—1 . (2.17)

i=1 j=1

t>0, (2.16)

si ha

Dal fatto che L7'[F](t) = 0 per t < 0 e ricordando come & definita la
funzione di Heaviside, ¢ utile osservare che se f e Laplace-trasformabile
allora L7L[f]](t) = H(t)f(t) in ogni punto di continuita di H(¢)f(t)
con t # 0.

Per esempio, L[1](s) =

inoltre, essendo L[e* ](S) P
5—1[8_]() H(t)e™" se t # 0.

Da queste considerazioni segue che, se F(s) =

seR()>Oe£1[%}(15):H(t)set7£0;

se Re(s) > Re(sp), si puo esprimere

Pls)
Q(s)

semplici, la formula (2.15) si puo scrivere come

A [POT o iy 5o P60
. {Q<s>]“)‘H(”§@<s>

con Q(s) con zeri
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detta formula di espansione di Heaviside.’

Esempio 2.15. Calcoliamo ’antitrasformata di Laplace della funzione

1
F(s) = a1 Si tratta di una funzione razionale fratta propria®, il

cui denominatore ha due zeri semplici in s =0 e s = 1. Scomponendo

F(s) in fratti semplici

st ottiene

Esempio 2.16. Calcoliamo ’antitrasformata di Laplace della funzione
s+2

F(s) = —— . Il denominatore ha uno zero semplice s; = 1 e uno
s3—s

zero doppio so = 0 (F(s) ha un polo reale semplice e un polo reale

doppio). Determiniamo le costanti A, B, C tali che

s+ 2 B A +B+C_
$B—s2 s—1 s g2

dai calcoli risulta A =3, B = -3, C = —2; quindi

3 3 2
F(s) = I
(5) s—1 s 52

197] metodo di calcolare ’antitrasformata di Laplace scomponendo la funzione F in fratti
semplici & chiamato anche metodo o sviluppo di Heaviside. La formula di espansione di
Heaviside, cosi come le formule (2.15) e (2.17), possono anche essere espresse in termini
di residui della funzione F(s)e®" (si veda, per esempio, [3] o [4])

P(s)
Q(s)

k
LTF(s)(t) =£L£7" (t) = H(t) ZRes(F(s)eSt; si).

208e F (s) & una funzione razionale fratta impropria, cioé in cui il grado del polinomio

a numeratore ¢ maggiore o uguale al grado del polinomio a denominatore, allora (tramite

la divisione tra polinomi) essa & della forma F(s) = T(s) + SEZ; , dove T'(s) # 0 & un

polinomio. Osserviamo che Iantitrasformata di F(s) in tal caso non ¢ una funzione ma
una distribuzione.
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LF(s)|(t) = H(t)(3¢' — 2t — 3).

Facciamo lo stesso calcolo sommando i residui della funzione F(s)e™
in s1 (polo semplice) e in sy (polo doppio):

LTF(s)](t)

s+2 s+2
= H(t) {Res(me ;s:l)—l—Res(mG ;SZO)]

d 2 2
= H(t) {lim {ie‘gt] + lim St eSt} =

s—0ds|s—1 s—1 8

_ . —3 st s +2 st t _ t
—H(t){lli% (8_1)26 +S_1e}+36}—H(t)(3e—2t—3).

Esempio 2.17. Calcoliamo l’antitrasformata di Laplace della funzione

(s) = m; essa ha due poli (semplici) complessi e coniugati sy =
s
+i. Dunque si ha

1 _ A B
s+1  s+i  s—i
con
A1 L1 B_1 N
_Sggi(s—i_l)s?—i—l__% e —Slirl;(s—z)82+1_ﬁ.
Quindi
e
T (s +4) | 2i(s — 1)
e
1 . 1
LTUF(s)|(t) = H(t) | —5ze " + ¢’ | = H(t)sint;
21 21
: : : : : 1
infatti nell’Esempio 2.4 si era trovato che L[sint](s) = — 1
s
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2.7 Applicazioni della trasformata di Laplace ad
equazioni differenziali

La trasformata di Laplace € una trasformazione integrale nata per stu-
diare equazioni differenziali, ma si € poi rivelata uno strumento utile
anche per lo studio di equazioni integrali, equazioni differenziali con
ritardo, circuiti elettrici e segnali.

Mentre la trasformata di Fourier viene utilizzata per la risoluzione di
vari problemi formulati in R (o, piu in generale, in R™), la trasformata
di Laplace ¢ usata in problemi ambientati nella semiretta reale positiva
e accompagnata spesso da dati iniziali.

Inoltre la trasformata di Laplace consente di operare anche con funzio-
ni a crescita esponenziale, che non sono trasformabili secondo Fourier

nemmeno in ambito delle distribuzioni.

Nel seguito sono riportati alcuni esempi di applicazione della trasfor-
mata di Laplace alla risoluzione di problemi di Cauchy che coinvolgono

equazioni lineari a coefficienti costanti.

Esempio 2.18. Dato il problema di Cauchy

v +2y=4
y(0) =0,
(t > 0) osserviamo che
Lly'@)](s) = sLIy()](s) —y(0) e L[4](s) = é

Passando alle trasformate di Laplace nell’equazione si ottiene quindi

(indicando con Y (s) la trasformata di Laplace di y(t))

sY (s)+2Y(s) = é

da cuil

FEssendo




si trova la (unica) soluzione del problema originale (infatti nei passaggi

precedenti ¢ stata sfruttata anche la condizioni iniziale)

4
s(s+2)

o= | =22

come si puo verificare risolvendo col metodo tradizionale.

Esempio 2.19. Dato il problema di Cauchy

y'+4y +3y =0
y(0) =3, y'(0)=1,

passando alle trasformate di Laplace e indicando con Y (s) la trasfor-
mata di Laplace di y(t), dal Teorema 2.8 e dalla (2.7) si ha

s°Y (s) — 35 — 1+ 4(sY(s) — 3) + 3Y =0,

da cui Y (s)(s* +4s+3) = 3s + 13 ¢, quindi

3s+13
Y(s)= —0 %
(s+1)(s+3)
D do i tte liciY = A , ott1 A=5
ecomponendo in fratti semplici Y (s) = s—i—1+s—|—3 si ottiene A =
e B=-2:
) 2
&) =71 553

Quindi si ricava
y(t) = 5e — 2e77.

Esempio 2.20. Dato il problema di Cauchy

y(0) =0, ¥(0)=1,

passando alle trasformate di Laplace si ha Y(s)(s*> +2s+ 1) = 1 e,

quindi

{M+2M+y—0

1
Y(s) = m,

da cui, dalla (2.16) (o usando la formula dei residui di F(s)e™) si ha
y(t) =te "
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Esempio 2.21. Dato il problema di Cauchy

y' =4y +3y=1
y(0) =2, y(0)=—1,

passando alle trasformate di Laplace e indicando con Y (s) la trasfor-
mata di Laplace di y(t), dal Teorema 2.8 e dalla (2.7) si ha

1
s?Y(s) — 25+ 1 —4(sY(s) —2) +3Y = —,

s

: 1 .

da cui Y(s)(s* —4s+3) = - +2s—9 e, quindi
s
25 —9s+1
Yis)= — 27
s(s—1)(s—3)
: : . B o

Decomponendo in fratti semplici Y (s) = — + + si ottiene

S s—1 s —

A—lB—3 C= 4'
=3, B= eC = 5

1 3 4

T3 s-1 3(-3)

Y(s)

La soluzione del problema di Cauchy é, allora,

1 4
y(t) = 3t 3e! — ge:“.

Esempio 2.22. Consideriamo il sequente problema di Cauchy

y' +w?y =sint t e [0,7]
y(0) =y(m) =, y'(0)=y'(7) = 2.

Si tratta dell’equazione dell’oscillatore armonico soggetto a una forza
agente; osserviamo che le condizioni iniziali sono delle condiziont di
periodicita.

Passando alle trasformate l’equazione diventa

2 2
Y(s) —as — Y =
sY(s)—as— 4w 2]
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da cui

as’ + Bs* +as+B+1
(s* +1)(s* + w?)
1 as B

= : 2.18
(32—|—1)(32+w2)+32+w2+32+w2 (2.18)

Y(s) =

Consideriamo prima w = 0, mostrando che in tal caso il problema non

e ben posto; st ha

Antitrasformando si ricava

y(t) =L ](t)+oz—l—6t.

dE=r

Ricordando il Teorema 2.9 osserviamo che
£ | | () = £ (L)) L)) 1)
s24+1 s2 a ! ’

quindi, posto f(t) =sint e g(t) =t:

ﬁl[ ! 1}<t>=£1[£[<f*g><t>]<s>]<t>=<f*g><t>.

241 s

Quindi, esplicitando il prodotto di convoluzione tra sint et (usando la

(2.8) e anche la proprieta commutativa) si ha

y(t) —/0 (t —y)sinydy + a + fpt,

da cui, usando le proprieta della convoluzione

t
y'(t):/ siny dy + f3.
0

Imponendo le condizioni iniziali in t = 7, pero, si trova

/ siny(r —y)dy + o+ fr = a,
0

da cuil

/ siny(r —y)dy + =0
0
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e, rispettivamente,

/ siny dy = 0,
0

dove ['ultima relazione é falsa.

Consideriamo ora il caso w # 0; applicando la trasformata inversa nella

(2.18), usando nuovamente il legame tra la trasformazione di Laplace

e la convoluzione e ricordando che Llcos(wt)] = = e L[sin(wt)] =
ooz St trova
IR : g .
y(t) = —/ sinfw(t — y)]siny dy + a cos(wt) + — sin(wt),  (2.19)
w Jo w

y'(t) = /Ot cos|w(t — y)]siny dy — aw sin(wt) + 5 cos(wt).

Imponendo le condizioni iniziali in t = 0 si trovano (ovviamente) due
identita (infatti le condizioni in t = 0 sono gia state usate passando
alle trasformate), mentre imponendo le condizioni in t = 7 si ricava

1

acos(wm) + g sin(wm) + ;/ sinfw(m —y)]siny dy = o
0

—aw sin(wm) + S cos(wm) + %/W cos|w(m — y)]siny dy = B;
0

Si ottiene dunque il sequente sistema di due equazioni nelle incognite
aef:
o[l — cos(wm)] — = sin(wmr) = — [ sinfw(m — y)] siny dy
w w
awsin(wm) + B[1 — cos(wm)] = [ cos[w(m — y)] siny dy.

1l determinante del sistema

_ __sin(wm)
1 F}OS(WW) w = 2[1 — COS(U)W)]
wsin(wr) 1 — cos(wm)

risulta diverso da zero se e solo se w # 2k, k € Z e, in tal caso, il

problema assegnato ammette l'unica soluzione data dalla (2.19).
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Nel caso w = 2k, k € Z ~ {0} (se k = 0 torniamo al caso w = 0),
la soluzione deve avere la stessa periodicita del termine noto dell’equa-
zione. E noto che® Dequazione y"(t) + w?y(t) = f(t) con condizioni
di periodicita in generale non ammette soluzione se w? = 4k?, a meno
che f(t) non sia della forma e*™, con n?® # k?: in tal caso, ne avra
infinite. Dato che, in questo caso f(t) =sint en = % ¢ 7, il problema

ammette infinite soluzioni. Infatti il sistema diventa

1
0= ﬁfoﬂ sin[2km — 2ky| siny dy
0= [y cos[2km — 2ky]siny dy,
ctoé
) sin(2ky) siny dy =0
Jy cos(2ky) siny dy = 0,

che ¢ verificato come si puo constatare usando le proprieta del sistema

trigonometrico ortogonale in (—m, ).

Esempio 2.23. Consideriamo il sequente problema di Cauchy, simi-
le a quello dell’esempio precedente, ma in cui non é richiesto che la

soluzione sia periodica:

Yy + 4y = sint
y(0)=1, y'(0)=1

Sfruttando i calcoli fatti nell’Esempio 2.22 con w =2, a = = 1.

st trova
3+ s2+s5+2

(s2+1)(s?+4)

1l denominatore della frazione ottenuta ha quattro zeri semplici, quindi

Y(s) =

Y (s) si potrebbe scomporre nella somma di quattro fratti semplici, ma
il fatto che ci siano due coppie di zeri complessi e coniugati permette

di usare un altro metodo: cerchiamo A, B, C e D tali che

$?4+s2+s5+1 _As+B Cs+D

(s24+1)(s2+4) 241 * 2447

218i veda, per esempio, [11], pag. 247, oppure [5], pag. 421.
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sitmvaA:O,B:%,C’zl eDz%, cio€ risulta

1/3 +s+2/3.
s24+1 s24+47

Y(s) =

ricordando allora le trasformate di Laplace delle funzioni trigonometri-

che si trova

y(t)zc—l[ 1 s 1 2}

3:2+1) 244 3 244
L. L.
=3 sint + cos(2t) + 3 sin(2t).
pit in generale risulta utile osservare (ricordando I’Esempio 2.8) che

- {a(s—s@%—b} _ {% (s-50) b ¢ }

(s —s0)2+c s—s0)24+c  c(s—s0)?+c

b
- {a cos(ct) + - Sin(ct)] et
c
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