Esame scritto di Geometria e Algebra - Corso di Laurea in In-
gegneria Biomedica A.A. 2020/21 - 23/09/21 - CORREZIONE

* Si diano le seguenti definizioni: coordinate in uno spazio vettoriale
generico; prodotto scalare su uno spazio vettoriale reale generico; ma-
trice ortogonale e matrice ortogonale speciale

Dato uno spazio vettoriale V' e una sua base v, ..., v,, le coordinate di
un vettore v € V rispetto alla base sono date dai coefficienti x4, ..., z,
per cui e verificata I'uguaglianza v = x1v1 + - - - + 2,0y,

Un prodotto scalare su uno spazio vettoriale reale V' ¢ una forma bi-
lineare simmetrica definita positiva, ovvero una funzione f che asso-
cia a ogni coppia (v, w) di vettori di V' un numero reale e tale che
f(?} + Ulaw) = f(v,w) + f(v,’w), f(U,U) + wl) = f(vvw) + f('u,w’),
flev,w) = cf(v,w), f(v,cw) = ¢f(v,w) (forma bilineare), f(v,w) =
f(w,v) (simmetrica) e f(v,v) > 0 per ogni vettore v, con f(v,v) =0
solo per v uguale al vettore nullo (definita positiva).

Una matrice ortogonale e una matrice reale quadrata tale che vale
I'uguaglianza ATA = I, (ovvero, equivalentemente, tale che la sua
inversa coincide con la sua trasposta T A). Una matrice ortogonale si
dice speciale se det(A) = +1.

Si determinino le soluzioni del seguente sistema al variare di k € R

2r—y+32=1

T+y+z=2
r—2y+2z2=k—1
v+ ky+4z=3

La matrice completa associata al sistema e

2 -1 3 1
1 1 1 2
1 -2 2 k-1
3 k 4 3

Riduciamo tale matrice a gradini: iniziamo con l'effettuare le operazioni
elementari RQ — 2R2 — Rl, R3 — 2R3 — Rl, R4 — 2R4 — 3R1



2

0

0 -3 1 2k-3
0 2k+3 -1 3

Ora applichiamo R3 — Rs + Rs e Ry — 3Ry — (2k + 3) Ra:

2 -1 3 1
0o 3 -1 3
0 0 0 2k
0 0 2k -6k

Allo scopo di rendere piu evidente 1’avvenuta riduzione a gradini della
matrice possiamo scambiare terza e quarta riga

2 -1 3 1
0 3 -1 3
0 0 2k -6k
0 0 0 2k

Ora, sulla diagonale della matrice cosi ridotta compaiono i valori 2, 3, 2k, 2k:
gli ultimi due valori si annullano per £ = 0, quindi dobbiamo dis-
tinguere solo k =0 e k # 0.

Per k # 0 'ultima riga della matrice corrisponde all’equazione 0 = 2k,
che non ha soluzioni: quindi per k£ # 0 il sistema ¢ incompatibile.

Per k = 0 la matrice si riduce invece a

2 -1 3 1
0o 3 -1 3
0 0 0 0
0 0 0 0

che corrisponde a sistema ridotto

20 —y+3z=1
Jy—z=3

Posto z = t, dalla seconda equazione si ottiene subito y = %t + 1
sostituendo nella prima equazione si ottiene 2x — (%t +1)+3t =1, che
si risolve facilmente con r =1 — %t.



Quindi, per k = 0 il sistema ha oo! soluzioni date da tutte le terne del
tipo (1 — %t, 1+ %t,t) al variare di t € R.

Sia f I'endomorfismo di R? definito da

flx, 29, 23) = (221 — 229, T + X9 + 3, —221 + 222)

Si determinino nucleo, autovalori e autovettori di f e si dica se f e
iniettivo, suriettivo o biiettivo.

[21 punti]
Il nucleo di f, essendo per definizione l'insieme dei vettori mandati

dall’applicazione nel vettore nullo, si ottiene risolvendo il sistema omo-
geneo

2331—21'2:0
.’L’1+.T2+l'3:0
—2$1+2l’2:0

La matrice (incompleta) del sistema ¢

-2
1 1
-2 2

oS = O

Applicando le operazioni Ry — 2Ry — Ry e R3 — Rz + Ry la matrice
si riduce a

-2
4
0

S O N
o NN O

Per semplificare ulteriormente, possiamo dividere entrambe le righe per
2 e ottenere la matrice ridotta

che corrisponde al sistema ridotto



1 — Ty = 0

21‘2 + Tr3 = 0
Posto x3 = t dalla seconda equazione otteniamo xy = —%t, che sosti-
tuito nella prima equazione ci da subito z; = —%t. Le soluzioni del
sistema, ovvero il nucleo della funzione, ¢ dato quindi da tutti i vettori
di R? del tipo (—3t, —3t,t).
Dal momento che il nucleo non contiene il solo vettore nullo, la fun-
zione non e iniettiva; essendo un endomorfismo, essa non e neanche

suriettival. Non essendo né iniettiva né suriettiva, la funzione non &
biiettiva.

Determiniamo ora gli autovalori di f: usando la matrice associata A gia
scritta sopra, il polinomio caratteristico det(A — AI) = 0 della funzione
¢ dato da

2-\ -2 0
det| 1 1-Xx 1 :(2—/\)det(1;)\ _1)\)+2det<_12
-2 2 =

ovvero, svolgendo i calcoli, (2 — A)(A2 —\) = (2 — M)A\ —1).
Vediamo allora che gli autovalori di f sono A =2, A=0e A= 1.

Per determinare gli autovettori relativi a A = 2, sostituiamo tale valore
nella matrice A — A\I ottenendo

0 -2 0
1 -1 1
-2 2 =2

Con l'operazione elementare R3 — R3 + 2R, e scambiando poi prima
e seconda riga otteniamo la matrice ridotta

-1
—2
0

o O =
OO =

LQuesto fatto si pud verificare indipendentemente notando che il rango della matrice
associata, che coincide con la dimensione dell’immagine della funzione, ¢ 2, e quindi
I'immagine non pud coincidere con il codominio R3.



che corrisponde al sistema ridotto

I1—$2+I3:0
—21’2:0

La seconda equazione ci dice che x5 = 0, che sostituito nella prima
equazione, dove poniamo x3 = t, ci da r; = —x3 = —t. Gli autovettori
relativi a A = 2 sono quindi dati da tutte le terne del tipo (—t,0,t) al
variare di t € R.

Per determinare gli autovettori relativi a A = 0, sostituiamo tale valore
nella matrice A — Al ottenendo la matrice di partenza

2 =2
1 1
-2 2

S = O

Il sistema omogeneo associato a tale matrice ¢ gia stato risolto per
calcolare ill nucleo: quindi gli autovettori relativi a A = 0 coincidono
con i vettori del nucleo gia calcolati sopra, che come abbiamo visto sono
tutti i vettori di R® del tipo (—%t, —%t, t), al variare di t € R.

Infine, per determinare gli autovettori relativi a A = 1, sostituiamo tale
valore nella matrice A — Al ottenendo

Con le operazioni elementari Ry — Ro— Ry e R3 — R3+2R; otteniamo

1 =2 0
0 2 1
0 -2 -1

Eseguendo infine R3 — R3 + Rs otteniamo la matrice ridotta

-2
2
0

S O =
O = O

che corrisponde al sistema ridotto



{C(]l—QZEQZO

21‘2 + T3 = 0
Posto x3 = t, la seconda equazione ci dice che x5 = —%t, che sostituito
nella prima equazione ci da x; = —t. Gli autovettori relativi a A = 1

sono quindi dati da tutte le terne del tipo (—t, —3t,t) al variare di
teR.

* Si trovi una base ortonormale (rispetto al prodotto scalare standard)
del seguente sottospazio di R*

W = ((1,1,1,1), (1,1,0,0), (2,0,0,0))

Il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt per ottenere

una base ortogonale wy, ws, w3 a partire dalla base genericav; = (1,1,1,1), vy =

(1,1,0,0), v3 =(2,0,0,0) & il seguente:

w, = v = (1,1,1,1)

Vg + W1 2 1 1 1 1
= — = (1 - — = - - —— ——
Wo V2 wl-wlwl ( ,1,0,0) 4(1,1,1,1) (2, 2, 2, 2)
V3 - Wq V3 * W2
w1+ Wq Wo - Wa

2 1/1 1 1 1 11 1 1
:(2,0,0,0)——(1,1,1,1)——( - —-) = (- S ——) = (1,-1,0,0)

4 1\2°2° 2 2

Per ognuno di tali vettori calcoliamo la norma:

Jun]| = VIZ+ 12+ 124 12 =4 =2

(3 () (3) < () -

lwsll = /12 + (=1)2 + 02 + 02 = V2

Dividendo allora ogni vettore per la sua norma otteniamo finalmente
la base ortonormale richiesta:

1
M 2(11,1,1)
w2

I
VR
|
N | —
N | =
N —
N~



[3 punti]

r+y—z=3

Sia r la retta di equazioni cartesiane { % —y— 2% = —1

- Si determinino equazioni cartesiane e parametriche del piano che
la contiene e passa per il punto di coordinate (1,1,0). [+ 2
punti]

- Si trovi ’angolo tra r e il piano di equazione cartesiana 2z+y+z =
5 [+ 2 punti]

- Si trovi la distanza tra r e 'asse y. [+ 2 punti]

Il generico piano che contiene la retta data ha equazione cartesiana

Mr+y—2—3)+pulRr—y—224+1)=0

Imponendo la condizione di passaggio per il punto (1,1, 0) si trova

AM1+1-0-3)+u2-14+1)=0

ovvero —A + 2u = 0. Sostituendo allora A = 2pu nell’equazione
generica, troviamo

2u(zr+y—2—3)+u2xr—y—22+1)=0

ovvero, svolgendo i calcoli, 4pux+py—4pz—>5u = 0. Dividendo per
1, otteniamo infine ’equazione cartesiana cercata 4x+y—4z = 5.
Per '’equazione parametrica, e sufficiente risolvere tale equazione
cartesiana ponendo y = t, 2 = s e ottenendo quindi
_5_1
r=3—3l+s

y=t

z2=s5
L’angolo tra una retta e un piano ¢ dato per definizione da 7 — «,

essendo « 'angolo formato tra il vettore v direttore della retta e
la normale n al piano.



Il vettore direttore della retta puo essere ottenuto dalle sue carte-
1 1 -1
2 -1 =2
del sistema dato dalle sue cartesiane (mediante 1'operazione ele-
mentare Ry — Ry — 2Ry) si trova ( (1) _13 _01 _37 > che cor-
rT+y—z2=3
=3y = -7

siane passando a parametriche: riducendo la matrice

risponde al sistema ridotto { La seconda equazione

ciday = %; sostituendo nella prima e ponendo z = t si ottiene
r=3—-I+t=2+1¢
T = % + 1
Le parametriche della retta sono quindi Yy = % Il vettore
z=1t

direttore (dato dai coefficienti di t) ¢ quindi v = (1,0, 1).
L’angolo « tra tale vettore e il vettore n = (2,1,1) normale al
piano si ottiene mediante la formula

v-no 1-240-1+1-1 3
lollln] ~ VIZ+O0l+ 12vV22+ 124+ 12 v2V6

cosa =

=

Quindi o = § e I'angolo tra la retta e il piano ¢ § —a = 3.

Infine, per calcolare la distanza tra la retta e ’asse y, useremo il
procedimento per la distanza tra due rette, con 1’asse y dato dalle

z=0
parametriche ¢ y =1t (infatti, & la retta che passa per l'origine
z=0

(0,0,0) e ha direzione (0, 1,0), cioe le coordinate del secondo vet-
tore della base).

Come sappiamo, il procedimento prevede innanzitutto di scrivere
il vettore P() che unisce due generici punti P sulla prima retta e
@ sulla seconda: tali punti sono dati proprio dalle parametriche,
quindi poniamo P = (% +t, %,t) e @ = (0,t,0) (si ricordi che i
parametri vanno denotati in modo diverso, a significare che pos-
sono variare sulle due rette indipendentemente 1'uno dall’altro).

Il vettore PQ ha allora coordinate

2 2
(Qfﬁ)—(§+tgi>=:<7§—tf—§f4)



Ora dobbiamo imporre che P(Q) sia ortogonale ai vettori direttori
di entrambe le rette, ovvero al vettore v = (1,0, 1) di r e al vettore
(0,1,0) dell’asse y:

2 7 2
—— —t,t'—=,—t)-(1,0,1) =—= =2t =0
( Y 37 ) ( » ) 3

3
2 7 7
—— —t,t'—=,—t]-(0,1,0)=¢ — - =0
< 3 3 ) ( ) 3
da cui otteniamo t = —% et = %, ovvero i valori di ¢ e ¢’ per cui

si ottengono sulle due rette i punti P e () di minima distanza.
Per tali valori il vettore P(Q) ¢ dato da

2 7 1 1
PQ=|—-—tt' —= —t)=(-=>,0=
Q ( 3 ) 3’ ) ( 37 73)

e la sua norma, ovvero la distanza tra le due rette, ¢ data da

1 1 2 V2
P - — 0 - = _ = —
IPQII=14/5+0+3 \[9 3



