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120 Capitolo 2

ma di riferimento. Pure indipendenti saranno quindi i coefficienti (2.1254), cui ci si
riferisce come agli invarianti di deformazione (rispettivamente, lineare, quadratico e
cubico). Nel riferimento principale la loro espressione diviene

Iy =e +ey+en I, = ejey + eyey; + e I; = ereyen (2.126b)

2.4.4 VARIAZIONE DI VOLUME E VARIAZIONE DI FORMA

Si consideri il parallelepipedo di Figura 2.27, con spigoli paralleli agli assi principali.
Questi valgano dx, nella configurazione indeformata; a deformazione avvenuta la loro
lunghezza risultera pari a quella iniziale moltiplicata per (1 + e,). Nelle due configura-
zioni il volume del parallelepipedo vale quindi

d-l—/= dxldx"dxm dVv = dX](] + e,)dx"(l + e“)dxm(l + e"[)
Si ottiene allora
dV/d—l}= (I+e)(d+epn)+ey)=1+5L+5L+ 1

Tale relazione evidenzia I’ovvia circostanza fisica dell’indipendenza della variazione di
volume dal riferimento. Per piccole deformazioni é peraltro I; < I, < I. Si pud quindi
scrivere

dV—dV)/dV=1=e+ey+ey=e+¢+e¢, (2.127

L’invariante lineare /; rappresenta quindi la variazione di volume dell’intorno del
punto. Si ponga

O=—I==(e+¢,+¢) (2.128a)
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Il tensore
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n= E Yxy g—0O Yy (2.1285)
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ha allora invariante primo nullo e configura quindi una deformazione che avviene a
volume costante, caratterizzata da sole variazioni di forma dell’intorno. 7 € noto come
deviatore di deformazione.
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Figura 2.27

2.4.5 LE CONDIZIONI DI CONGRUENZA INTERNA

Le deformazioni derivate dagli spostamenti attraverso le (2.121) costituiscono uno stato
di deformazione congruente. Peraltro, valori di ¢y indipendentemente assegnati non
sono necessariamente congruenti. Si supponga infatti di suddividere il mezzo in elemen-
ti infinitesimi isolati e di attribuire a ognuno di essi arbitrarie deformazioni: non si
potra in genere ricostruire la continuita del mezzo con soli moti rigidi degli elementi.
Questa operazione ¢ possibile solo se le deformazioni soddisfano particolari condizioni
di integrabilita, dette condizioni di congruenza interna.

E facile verificare per sostituzione diretta che ogni tensore di deformazione derivato
attraverso la (2.121) soddisfa le sei equazioni differenziali

3%e, /3yt + e, /3x? = 3P,y /0x3y
3%e,/87% + 8¢, /3y* = 3, /8ydz

36, /0xt + 0%6,/87% = 8y /020X
3 (2.129)
0%e,/0ydz = gy (37, /82 + By /3y — B, /3X)

]
8%e,/0z0x = o (371782~ By /3y + 3,,/3X)
5 ]
0e,/0x9y =5~ (= 371/ + B2/ 3y + Oy, /0x)

Si pud dimostrare che, almeno nel caso di domini monoconnessi, le (2.129) sono anche
condizioni sufficienti di congruenza. Esse cioé garantiscono I’esistenza di un campo di
spostamenti § = {s, 5, s,)' dal quale le deformazioni sono derivabili attraverso le
(2.121).

Per dimostrare P’asserto, si osservi che le condizioni dovranno tradurre il fatto che, dati due
punti nel continuo, gli spostamenti e le rotazioni necessari a ricostruire la congruenza di una
catena di elementi tra di essi dipendono solo dai due punti e non dal percorso che li congiunge.
Dovranno cioé¢ esprimere la circostanza che le quantitd



